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INTRODUCTION

Les groupes sont des objets mathématiques d’une diversité surprenante. On peut dire si
peu de choses qui s’appliquent a tous les groupes que leur étude et leur classification
s’apparentent a une véritable zoologie. Les méthodes et les communautés sont tres diverses
selon les familles de groupes, véritables genres taxonomiques : groupes finis, groupes al-
gébriques, groupes de Lie, groupes de type fini...

L’étude des groupes infinis de type fini a été largement développée ces derniéres décen-
nies. La théorie géométrique des groupes y a joué un role essentiel. Consacrée aux liens
entre les propriétés algébriques d’un groupe et les propriétés géométriques des espaces
sur lesquels il agit, elle a trouvé un objet d’étude incontournable dans les graphes de Cay-
ley, puisque tout groupe agit dessus. Leur géométrie n’est toutefois pertinente qu’a quasi-
isométrie pres seulement puisqu’elle dépend du choix de partie génératrice. Les questions
de rigidités, lien entre un groupe de Lie et ses réseaux, ont également joué un réle important
dans ce développement, donnant naissance a la théorie mesurée des groupes. Les probabil-
ités, et notamment les marches aléatoires, ont également contribué au développement de
ce champs d’étude.

Objets de ces théories se trouvent des groupes de types finis variés : réseaux des groupes
de Lie, groupes hyperboliques, groupes modulaires, groupes agissant sur des arbres (ou
d’autres complexes)... Le role joué par les exemples dans le développement de ces sujets de
recherche est essentiel : usage du bord de Poisson pour distinguer des réseaux par Fursten-
berg [Fur71], extraction de la notion d’hyperbolicité métrique par Gromov.

Les maniéres de construire des groupes ne sont pas si nombreuses, et il est souvent dif-
ficile de trouver des exemples de groupes ayant des propriétés demandées. On peut utiliser
les présentations, mais c’est délicat puisque le probleme des mots n’est en ces termes pas
résoluble, les matrices, mais alors on trouve assez peu de groupes, par exemple I’alternative
de Tits contraint les groupes linéaires sans sous-groupe libre a étre virtuellement résolubles,
ou diverses constructions géométriques au moyen d’actions explicites, ’enjeu étant alors
d’extraire des informations, ce qui ne peut pas se faire en trés grande généralité.

Le théme central de ce mémoire, qui lui donne son titre, est I'étude des problemes de
réalisation pour des invariants asymptotiques (ou du moins pour des quantités asympto-
tiques car on ignore parfois si elles sont invariantes) pour des groupes de type fini. On re-
tiendra parmi les nombreux invariants et quantités asymptotiques : la croissance, la vitesse,
I’entropie et la probabilité de retour des marches aléatoires, la compression hilbertienne, les
profils isopérimétriques et de Poincaré. La réalisation, qu'on peut aussi appeler probleme
inverse, a pour but, étant donnée une valeur possible de I'invariant, d’exhiber un groupe la
réalisant effectivement. Par exemple, trouver un groupe de fonction de croissance donnée.

Lorsque 'on cherche a déterminer quelles valeurs peuvent prendre ces invariants, on
est donc confronté a la difficulté de trouver des exemples. Pendant trés longtemps, les seuls
exemples de groupes a croissance intermédiaire dérivaient d’'une maniere ou d’une autre
des groupes de Grigorchuk, construits a partir d’actions sur des arbres enracinés. Il est
remarquable de voir a quel point ces exemples, a priori isolés, ont donné lieu a des progres
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considérables sur notre compréhension du monde des groupes et une littérature aussi vaste.

IIs constituent le point de départ de ce mémoire, formant la premiére famille de groupes
auxquels il est dédié, en lien avec la croissance. La seconde famille est une généralisation
: les groupes dirigés, qui contient notamment les groupes “mére” d’automates a activité
bornée, en lien avec I'entropie des marches aléatoires, et leur vitesse. La troisiéme famille
est formée des produits diagonaux d’allumeurs de réverberes. Elle a permis de résoudre
simultanément de nombreux problémes inverses : vitesse, entropie, probabilité de retour
des marches aléatoires, compression hilbertienne, profils isopérimétriques et de Poincaré...

Dans cette zoologie des groupes, certains exemples se sont vus qualifiés de monstres,
par exemple les groupes “monstres de Tarski” construits par Olshanskii, dont tous les sous-
groupes non-triviaux sont cycliques [Ols&1], ou le groupe dit de Frankenstein des homéo-
morphismes projectifs par morceaux de la ligne introduit par Monod [Mon13]. Dans cette
optique, les groupes que nous présentons ici relevent de la catégorie domestique et adoptent
les comportements que 'on attend d’eux.

Ce mémoire est structuré autour de la série de quatre théorémes suivants.

En utilisant les groupes de Grigorchuk et leurs extensions permutationnelles introduites
par Bartholdi-Erschler [BE12]. On obtient le résultat suivant.

Théoréme 0.1 ([Bril4b]). Pour tout o € [0.77,1], il existe un groupe dont la croissance
satisfait b(R) = exp(RT°W).

Ce résultat a été largement amélioré par Bartholdi-Erschler [BE14] qui ont obtenu un équiv-
alent précis b(R) < exp(R®). La maniére dont ces groupes agissent sur un arbre binaire
enraciné est paramétrée par I'ensemble de Cantor {0, 1, 2}". Pour des suites valant (012)>
a partir d’un certain rang, la croissance est exp(n®) pour un oy ~ 0.767 explicite. Pour
celles constantes a partir d'un certain rang, les groupes sont virtuellement résolubles a
croissance exponentielle. On obtient des comportements intermédiaires en considérant des
suites de la forme (012)™10™ (012)™20"> . . ..

En utilisant les groupes dirigés agissant sur des arbres enracinés dont la suite des degrés
est bien choisie.

Théoréme 0.2 ([Bri13]). Pour tout o € [3,1], il existe un groupe probabilisé (G, 1) avec ju
symétrique a support fini dont Uentropie de Shannon satisfait H (") = no+o(h),

Ce résultat a été largement amélioré par Amir-Virag [AV17] qui ont montré H (pu*") <
n®. Ces groupes sont une généralisation des extensions permutationnelles des groupes de
Grigorchuk. Ils agissent toujours sur un arbre enraciné, mais cette fois de valence arbitraire
(ne dépendant que de la distance a la racine). C’est en jouant sur la suite des valences de
I’arbre que I'on obtient de la flexibilité.

En utilisant des produits diagonaux d’allumeurs de réverbéres avec des expanseurs ho-
mothétiquement plongés.
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Théoreme 0.3 ([BZ21]). Il existe une constante C' > 0 telle que pour toute fonction crois-
sante f : Ry — Ry avec f(1) = 1 et x/ f(x) croissante, il existe un groupe A et une mesure
[ symétrique a support fini tel que

la vitesse de la marche aléatoire satisfait L,(n) <c /nf(v/n),

e la compression équivariante L,, est de l'ordre de n/ f(n) pour tout p €|1, 00|,

P
le profil isopérimétrique satisfait Ay, p ,(v) <c (%) pour tout p € [1,2],

2
la probabilité de retour satisfait —log Pa(n) <c w(n) oun = flw(n) <ﬁ) ds.

En divers sens, le groupe d’allumeur de réverbéres Z /271 7 est un groupe a croissance
exponentiel aussi petit que possible : sa vitesse est diffusive, et il se plonge avec exposant
de compression 1 dans un espace de Hilbert. A contrario, les expanseurs sont des graphes
finis aussi gros que possible : leur vitesse est linéaire jusqu’au diametre et leur exposant
de compression est nul. Les groupes construits pour prouver ce théoréme sont en quelque
sorte des groupes d’allumeurs de réverbeéres dans lesquels on a plongé homothétiquement
des expanseurs. La malléabilité de ces groupes provient de la capacité a faire varier deux
paramétres simultanément : les diamétres des expanseurs, notés (/,) par la suite, tendent
a grossir le groupe, et les rapports d’homothétie, notés (k;), tendent a rapetisser le groupe.
L’usage d’expanseurs homothétiquement plongés dans des graphes de groupes avait déja
permis a Arzhantseva, Drutu et Sapir d’obtenir un résultat similaire pour la compression
non équivariante [ADS09]. La construction des produits diagonaux fournit pour les ex-
panseurs un enrobage plus mince dans des groupes moyennables.

Enfin, un dernier résultat concernant le probleme de la réalisation des entropies de
Furstenberg des actions stationnaires d'un groupe probabilisé est présenté.

Théoréme 0.4 ([BZ23]). Le spectre des entropies de Furstenberg du groupe SL(d,R) pour
une mesure admissible yu est

SPEnt(SL(d, R), 1) = | [hu(G/Q), hu(G/Q),
(@Q,Q"

ou () est un sous-groupe de matrices triangulaires supérieures par blocs et )/ = ou Q)
8 g

s’obtient a partir de () en remplacant un bloc diagonale de taille 2 par (3 :) :

Ce résultat se décompose en deux aspects. Il énonce d’une part des obstructions, puisque
les valeurs hors de ces intervalles ne sont pas atteintes. Ces obstructions se déduisent des
techniques de Nevo et Zimmer [NZ02b] qui assurent qu’en rang supérieur, ’entropie de
Furstenberg minimale d’un systéme non-invariant est au moins celle d’un facteur projectif
non trivial.

Le second aspect est un probléme de réalisation pour les actions de groupe. Il se raméne
par induction au cas de SL(2,R) et méme au cas d’un groupe libre qui s’y trouve plongé
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comme réseau. Pour le groupe libre, on dispose d’une construction magnifique de Bowen [Bow14]
: des fibrés de Poisson au dessus de sous-groupes aléatoires invariants (IRS en anglais). Ces
sous-groupes sont obtenus par des revétements aléatoires d’arbres décorés de boucles. Le
paramétre de flexibilité est simplement la probabilité de Bernoulli p € [0, 1] de tenir compte
d’une boucle en prenant le revétement.

Ce mémoire est structuré en quatre chapitres, qui correspondent approximativement a
ces quatre théoréemes. Le premier chapitre est dédié a la croissance des groupes, un sujet
introduit notamment par Svarc et Milnor. J’y dresse un panorama des résultats connus sur
la croissance des groupes. Le second chapitre est consacré aux marches aléatoires sur des
groupes. Aprés une premiére section générale et une digression sur la sensibilité au bruit, j'y
présente mes résultats sur les problémes inverses liés aux marches aléatoires. Le troisieme
chapitre est dédié aux diverses utilisations pour des problémes de réalisation géométriques
et analytiques des produits diagonaux, ainsi qu’a la propriété Hyp de Shalom. Le quatriéme
chapitre est consacré aux calculs du spectre de I'entropie de Furstenberg des actions sta-
tionnaires.

J’ai cherché a faire une présentation du contexte global et a insérer divers travaux illus-
tratifs, plutét que d’insister sur les aspects formels. On ne donne dans ce mémoire aucune
preuve détaillée méme si pour les résultats importants, j'ai systématiquement cherché a
esquisser les éléments clés de leurs démonstrations.

10
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La croissance d’un groupe [" pour un systéme générateur fini S est la fonction
br.s(R) = #(SU{1}H",

c’est-a-dire le cardinal de la boule de rayon R dans le graphe de Cayley. Elle ne dépend pas
de la partie génératrice modulo la relation d’équivalence < qui sera omniprésente dans ce
mémoire, définie par f < ¢ s’il existe ¢ > 0 avec

1 /x

—-q <——c> —c< f(x) <cglcx+c¢) +ec.
¢’ \c

On notera f =< g sion a seulement I'inégalité de droite. On notera <, si on souhaite insister

sur la constante c.

La croissance des groupes est un invariant qui a joué un roéle considérable dans le
développement de la théorie géométrique des groupes. Bien que mes contributions sur
ce sujet soient modestes [Bril4b; Bri18; BGM22], ce théme est I’objet du premier chapitre
de ce mémoire car il se trouve a la source de mes motivations de recherche et il a connu des
développements spectaculaires ces dernieres années.

Pour un panorama global sur la croissance des groupes, on pourra consulter, en sus du
présent chapitre, le livre de Mann [Man12], et les articles de survey de Grigorchuk [Gril4a]
et de la Harpe [Har21].

11
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1.1 Deux exercices

La notion de croissance des groupes apparait dans les travaux de Svarc [Sva55] et Milnor
[Mil68b] sur la croissance des boules des variétés Riemanniennes. Si M est une telle var-
iété, le volume d’une boule de grand rayon dans le revétement universel est équivalent a la
fonction de croissance du groupe fondamental. Milnor a montré que si le groupe est résol-
uble, alors la croissance est soit exponentielle, soit polynomiale, et que dans le second cas
le groupe est virtuellement nilpotent. Ce résultat I’a mené a poser deux exercices dans le
journal American Mathematical Monthly [Mil68a].

Exercice 1.1. Les groupes a croissance polynomiale sont-ils virtuellement nilpotents ?

Exercice 1.2. Existe-t-il des groupes a croissance intermédiaire, c’est-a-dire entre polynomi-
ale et exponentielle ?

1.2 Croissance polynomiale

Le premier exercice a été résolu par Gromov, apportant une réponse positive [Gro81], dans
un des articles fondateurs de la théorie géométrique des groupes.

Théoréme 1.3 (Gromov [Gro81]). Un groupe de type fini a croissance polynomiale si et
seulement si il est virtuellement nilpotent.

Sa preuve introduit la notion de céne asymptotique et utilise les solutions au 5éme
probleme de Hilbert apportées par Gleason [Gle51], Montgomery-Zippin [MZ52] et Yamabe
[Yam53]. Vu la profondeur de ces résultats, il a longtemps apparu souhaitable d’obtenir une
autre preuve plus directe de ce théoréme.

Une deuxieme preuve du théoréme de Gromov a été donnée par Kleiner [Kle10]. Elle re-
pose sur 'analyse harmonique. Kleiner utilise d’abord I'existence d’une application I' — H
équivariante pour une action sans point fixe sur un espace de Hilbert , due a Mok [Mok95]
et Korevaar-Schoen [KS97], puis adapte un résultat de Colding-Minicozzi [CM97] assurant
que 'espace des applications harmoniques sur [" ayant croissance au plus polynomiale de
degré donné est de dimension fini. Cela fournit une représentation de dimension finie de
I, et le théoréme en découle d’apres la partie facile de la preuve de Gromov. Les tech-
niques de Kleiner ont été raffinées par Shalom et Tao qui ont obtenu une version effective
du théoréme de Gromov [ST10], a savoir qu’il existe un R, pour lequel la seule inégalité
br s(Ry) < R assure I'existence d’un sous-groupe d’indice i, nilpotent d’ordre au plus n
ou Ry, ¢ et n sont majorés explicitement en fonction de d. Une telle version effective peut
aussi s’obtenir a partir des sous-groupes approchés d’apres Breuillard-Green-Tao [BGT12].
La version explicite de Shalom-Tao permet d’obtenir le renforcement suivant du théoréme
de Gromov.

Théoréme 1.4 (Shalom-Tao [ST10]). Il existe ¢ > 0 de sorte que br 5(R) < ReloslogR)*
implique la nilpotence virtuelle du groupe I.

12
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Une troisiéme preuve du théoréme de Gromov a été donnée par Ozawa [Oza18], basée
sur la propriété Hpp de Shalom [Sha04] sur laquelle nous reviendrons.

1.3 Croissance intermédiaire

Le second exercice posé par Milnor a été résolu par Grigorchuk [Gri83; Gri85]. Grigorchuk
considere une famille de groupes {G., }, 01,27 paramétrée par un ensemble de Cantor
(voir Section 1.3.2), et montre que, hormis pour une quantité dénombrable de valeurs du
parametre, ces groupes ont croissance intermédiaire. La croissance du groupe G(p12)~ a
fait I'objet de nombreuses recherches.

Les estimations connues sur ce groupe sont de la forme

exp(Rﬂ) < bogyi (R) < exp(R®).

Grigorchuk a d’abord montré ces estimations pour 5 = % et a = logs,(31) =~ 0.993

[Gri85], et conjecturé que la borne inférieure serait optimale. Bartholdi a amélioré la borne
supérieurea @ = g := 1012?2(327) ~ 0.7674 o7 est la racine réelle de X3+ X2+ X —2 [Bar9s].
Leonov a montré que la borne 5 = 0.5047 convient [Leo01], améliorée a 5 = 0.5153 par
Bartholdi [Bar01], puis a 5 = 0.5207 par mes soins dans ma these [Bri08]. Tous ces résul-
tats sont basés sur la combinatoire des mots lors du passage aux facteurs dans le produit en

couronne permutationnel qui définit le groupe de Grigorchuk.

La meilleure (et de loin !) borne inférieure a ce jour a été déterminée par Erschler et
Zheng [EZ20a], qui ont obtenu 3 = g — € pour tout £ > 0. Leur méthode utilise la borne
optimale sur les moments d'une mesure de probabilité sur G(g12)~ pour laquelle le bord
de Poisson est non-trivial. Une telle stratégie avait été mise en place par Erschler [Ers04a]
pour obtenir des estimations sur la croissance du groupe G g1)~. Pour G g12)~, c’est tech-
niquement plus délicat et leur preuve utilise notamment des estimées hors-diagonale pour
le noyau de la chaleur dues a Barlow-Grigor’yan-Kumagai [BGK09].

On ne connait pas a ce jour de groupe ayant une fonction de croissance inférieure a
celle de G(p12)e~.

Question 1.5. Existe-t-il un groupe dont la fonction de croissance serait inférieure d exp( R*)
hormis ceux virtuellement nilpotents ?

Grigorchuk a conjecturé que tout groupe dont la fonction de croissance est inférieure
a exp(V/R) est virtuellement nilpotent [Gri91]. On sait par exemple que si le groupe est
résiduellement résoluble et la croissance inférieure 4 exp(R'/%), alors le groupe est virtuelle-
ment nilptotent, d’aprés Wilson [Wil05; Wil11], voir aussi le survey [Gril4b]. L’écart entre
cette question et le théoréme 1.4 de Shalom-Tao est considérable, trés mystérieux.

Motivés par cette question, mes travaux sur la croissance ont porté sur la diversité des
fonctions de croissance possibles, dans le but notamment de montrer que toutes les fonc-
tions entre exp(n®°) et exp(n) en sont, et sur la recherche d’exemples avec une fonction de
croissance plus faible, recherche infructueuse a ce jour.
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1.3.1 Premier calcul de fonction de croissance intermédiaire

Les estimations précises sur les fonctions de croissance intermédiaires de groupes n’ont
été obtenues qu’au cours des quinze derniéeres années. Un premier résultat crucial est di a
Bartholdi et Erschler en 2010 [BE12] qui utilisent des produits en couronne permutation-
nels.

Théoréme 1.6 (Bartholdi-Erschler [BE12]). Soit G = G (g12)~ le groupe de Grigorchuk.
La fonction de croissance du produit permutationnel Z./27. ¢ 1~ G satisfait

bZ/QZZG'looG<R) = exp(RaO) :

Il s’agit du premier calcul explicite de fonction de croissance (ou plutdt de la classe
asymptotique de croissance) hors des comportements exponentiels et polynomiaux.

On définit maintenant le groupe qui apparait dans le théoréeme. Rappelons d’abord que
le produit en couronne permutationnel /12 x G des groupes GG et H au dessus du G-ensemble
X estle produit semi-direct & x H x G. Ces éléments sont des paires (, g) avecp : X — H
a support fini et g dans G, et la loi de compostion est (¢, g)(¢’, ¢') = (¢ + g.¢', 99").

Soit 7" un arbre binaire enraciné, dont on note Aut(7") le groupe des automorphismes
(de graphe fixant la racine). On dispose alors d’un isomorphisme

Aut(T) ~ (Aut(T) x Aut(T)) x Sy =: Aut(T') 0,13 Sa. (1.1)

Essentiellement, cet isomorphisme décrit le fait que les deux sous-arbres issus de la racine
sont chacun isomorphes a I’arbre entier, et se donner un automorphisme de I’arbre revient
a se donner un automorphisme de chacun des deux sous-arbres et décider si on les permute
ou pas (choix d’une permutation de Ss).

Soit w = (wi)ren € {0,1,2}" une suite a valeurs dans {0, 1,2}. On lui associe un
groupe G, suivant Grigorchuk [Gri85], en définissant quatre automorphismes a, b, c,,, d,,
d’un arbre binaire enraciné, au moyen de I'isomorphisme (1.1), par a = (1, 1)c ot € désigne
la permutation non triviale de Ss et

by = (up(wo), bow)s  Co = (Ue(wo), Cow);  dw = (ug(wp), dow)-

Ici o désigne le décalage, donc ow = (wy41)ken et les trois applications uy, ue, ug : {0,1,2} —
Aut(T) sont données par

0 a 0 a 0 1
u |1l =1al, u|1]=|1], ug|l]=1a
2 1 2 a 2 a

On vérifie facilement que ce jeux de données définit bien une action des éléments b,,, c,,, d,,
sur l'arbre T'. Le groupe G, est alors le sous-groupe de Aut(7') engendré par les quatre
éléments a, b, ¢, d,,. Sous 'isomorphisme (1.1), on obtient un morphisme injectif

Gw — Gaw 2{0,1} 82-

14
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Les sommets de I’arbre binaire enraciné 7" peuvent s’identifier aux suites finies a valeurs
dans {0, 1}. Dans ce cas, le bord de T peut s’identifier aux suites infinies a valeurs dans
{0,1}. Ainsi 1*° désigne un point du bord (sur lequel G, agit) et G,,.1°° désigne I'orbite
de 1*.

Le groupe Z /27 ¢, 1~ G, est un produit en couronne permutationnel. Il est engendré
par les générateurs de G, et 'élément (1=, 1) avec la fonction §1(x) = 1 six = 1 et
d1(x) = 0 sinon. On peut l'interpréter comme le groupe G, agissant sur I’arbre uni a son
bord, et ou les points du bord sont munis de lampes a valeurs dans Z/27Z. Un élément du
groupe peut donc s’interpréter comme une collection de permutations de S, indexée par les
sommets (décrivant I'action sur l'arbre), parfois appelé portrait de I’automorphisme, avec
une collection de lampes sur le bord de 'arbre (seules celles sur 'orbite G,.1°° pouvant
étre allumées). Dans cette interprétation, la multiplication & droite (p, g)(d1,1) = (p +
d4-1.1, g) se voit comme une modification de I’état de la lampe en g='.1°°.

Esquisse de preuve du Théoréme 1.6. Le groupe G est évidemment un quotient du groupe
Z7./27 g1~ G. Pour obtenir la borne supérieure sur la croissance, il s’agit de montrer que
les arguments de contraction des longueurs des mots sous I'application G — G 0,1} S,
mis en oeuvres par Bartholdi [Bar98] pour G = G(012)~ restent valides dans ce groupe
plus grand. Pour obtenir la borne inférieure, on montre que pour tout 7 il existe un mot
w = x1...xyenles générateurs de G de longueur k£ < C'(2/n)™ dont l'orbite inverse de 1*°

O(w) = {100’ 100$k7 10055]@—11']@, ceey 100551 c.. l‘k}

a cardinal #O(w,) > 2" =: R. Ceci assure que les 2* mots de la forme

€ € €
TN T B | | ( > ez-) 010,y | T1- - T

z€0(w) \u:1°z;..xy
prennent au moins 27 valeurs. Ces mots sont tous dans la boule de rayon 2C(2/n)" ~
RY/20_ La borne inférieure suit immédiatement. O

1.3.2 Diversité des fonctions de croissance intermédiaire

En m’appuyant sur 'article [BE12], j’ai obtenu dans [Bri14b] le résultat suivant :

Théoréme 1.7 ([Bril4b]). Pour tout a € [ap, 1], il existe un groupe, de la forme I',, =
Z7./27.2c,, 10 G, dont la fonction de croissance satisfait :

br,(R) =< exp(RoToW),
De plus, pour tout oy < o < 8 < 1, il existe un groupe, de la méme forme, dont la fonction

de croissance satisfait :

log1 log1
i inf 12810800 g s 108108 br(F)

R-s00 log R N oo log R =5
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Le deuxieme énoncé assure qu’il existe un groupe dont la fonction de croissance oscille
entre deux fonctions exp(R*°W) et exp(R#+°W), 11 s’agit 14 d’un premier résultat de
réalisation, pour les exposants de croissance.

Esquisse de preuve du Théoréme 1.7. Ce théoréme est basé sur le Théoréme 1.6 de Bartholdi
et Erschler sur I'(g12)~. Notons que par des arguments classiques de Grigorchuk [Gri85],
estimation < exp(R°) reste vraie pour tous les groupes de la forme I, ., (012)~. D’autre
part les groupes de la forme G, ., 0, et a fortiori ceux de la forme Iy, .., 0o, sont virtuelle-
ment résolubles et a croissance exponentielle, encore d’apres [Gri85].

Tout v € [y, 1] s’écrit o = ljng% pour un A = A(«) dans [0, 1]. Pour un o ou A donné,
oY
n
on considére une suite w = 0™ (012)™0™2(012)"2 ... de sorte que —2% _ soit une suite
mp+3ny

de rationnels tendant vers A par valeurs supérieures. On suppose aussi que 7, my — Q.

Essentiellement, cela assure que le coefficient multiplicatif de contraction % de la preuve
my

des itérations. On
mg+3nyg

du Théoréme 1.6 est remplacé par 2 = 2 dans une proportion
obtient donc un coefficient géométriquement moyen

_mE _ B3k
2 mp+3ng, 2 mp+3ng 2 2
1 - = 3 0
n ;r/mk+3nk, —o0 /)7

Le reste de la preuve suit essentiellement la méthode du Théoréme 1.6 de Bartholdi-Erschler.

3ng
mp+3nyg

A(f) suffisamment lentement. O

Pour obtenir la deuxiéme assertion du théoréme, on fait osciller entre \(«) et

On renvoie a larticle [Bri14b] pour les détails.

Au moment ou je rédigeais ce résultat, Bartholdi et Erschler obtenaient un théoréme
nettement plus raffiné pour les mémes groupes, dont le théoréme précédent est un corol-
laire.

Théoréme 1.8 (Bartholdi-Erschler [BE14]). Soit ¢ : RT — R™ une fonction satisfaisant

©(2R) < 2p(R) < @(nR), alors il existe un groupe, de la forme T',,, dont la fonction de
croissance satisfait

br,(R) < exp f(R).

Ce théoreme décrit toutes les classes de croissance connues a ce jour, hormis bien sar
celles polynomiales, réhaussant la pertinence de la Question 1.5.

1.3.3 Diversité des groupes a croissance intermédiaire

Pendant longtemps les seuls exemples de groupes a croissance intermédiaire ont été des
variantes assez directes du groupe de Grigorchuk, et ce sont a ce jour les seuls cas ou
des estimations quantitatives précises sont connues. Récemment, ces constructions ont été
largement diversifiées, notamment avec la construction, due a Nekrashevych, de groupes
simples a croissance intermédiaires [Nek18].
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Des groupes simples a croissance intermédiaires

Un résultat remarquable a d’abord été la construction des premiers exemples de groupes
moyennables de type fini qui soient simples par Juschenko et Monod [JM13]. Pour 7" un
homéomorphisme minimal d’un espace de Cantor C, on appelle groupe plein topologique,
noté [[T], le groupes des homéomorphismes de C' qui sont puissances de 7" par morceaux.
D’aprés Matui [Mat06], son sous-groupe dérivé [[T]]" est simple et infini, et également de
type fini lorsque 7" est un sous-décalage (c’est-a-dire que C' est un fermé invariant du dé-
calage T sur F'Z pour un ensemble fini /). Juschenko et Monod ont démontré que le groupe
plein topologique [[7']] est moyennable [JM13]. On renvoie par exemple au séminaire Bour-
baki de Cornulier sur le sujet [Cor14].

Ces résultats ont été étendus a des classes de groupes plus larges par Juschenko, Nekra-
shevych et de la Salle [JNS16], puis Juschenko, Matte Bon, Monod et de la Salle [Jus+18].
Matte Bon a notamment montré que des groupes pleins topologiques de sous-décalages
minimaux peuvent contenir les groupes de Grigorchuk GG, a croissance intermédiaire [MB15].

La construction par Nekrashevych de groupes simples a croissance intermédiaire [Nek18]
se situe dans la lignée de ces travaux. Grossiérement on peut y penser comme une maniere
de remplacer le groupe Z d’homéomorphisme du Cantor par une action minimale du groupe
dihédral infini D, = (a,bla® = b* = 1). Etant donnée une involution a du Cantor C, on
appelle fragmentation de a tout groupe fini A d’homéomorphismes de C' tels que Vh € A,
Ve € C, h(x) = z ou h(z) = a(x). On appelle fragmentation de I’action dihédrale le
sous-groupe (A U B) engendré par des fragmentations A et B de a et b.

S’il existe un point fixe £ de a de sorte que pour tout h € A l'intérieur de I'ensemble des
points fixes de h s’accumule sur ¢ (ce que Nekrashevych appelle élégamment une singularité
purement non-Hausdorff), alors le groupe (AU B) est périodique. Si de plus les orbites sont
linéairement répétitives, c’est-a-dire s’il existe une constante C' telle que tout sous-graphe
fini 3 du graphe de Schreier apparait dans toute boule de rayon C'diam(3), alors le groupe
a croissance intermédiaire. Ces critéres abstraits s’incarnent dans des groupes tout a fait
concrets. Par exemple 'action a(z) = ¢ — z et b(z) = 1 — x sur R/Z (qui s’identifie au
Cantor modulo une partie dénombrable) admet une fragmentation explicite décrite dans
[Nek18, Section 8] en termes de bord d’un arbre binaire.

Cette construction recouvre le cas des groupes de Grigorchuk, qui fragmentent I’action
dihédrale sur le bord de 'arbre binaire enraciné donnée par a = (1,1)c et b = (a,b) (cf
définition de G, a la section 1.3.2). Elle recouvre surtout bien d’autres exemples.

Diversités des groupes a croissance intermédiaire agissant sur des arbres enracinés

Ces résultats spectaculaires ont légitimement attiré ’attention des spécialistes sur ces nou-
veaux groupes, mais les exemples de groupes a croissance intermédiaire agissant sur des
arbres enracinés, et donc en particulier résiduellement finis, se révelent aussi assez variés.

Rappelons d’abord que si I'on se concentre sur les groupes de Grigorchuk agissant sur
un arbre binaire, il existe des variantes de cette famille agissant sur des arbres enracinés
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de degrés p premiers, dont Grigorchuk a également montré qu’ils ont croissance intermé-
diaire [Gri80; Gri83; Grig5; Grig6]. Aleshin avait construit dés 1972 des groupes infinis de
torsion agissant sur des arbres enracinés de degré premier [Ale72]. Merzlyakov a mon-
tré que le groupe de Grigorchuk G/g12)~ (pour p = 2) est commensurable a un exemple
d’Aleshin [Ale72, Fig. 1]. D’autres variantes ont été construites notamment par Gupta-
Fabrykoski [FG91] et par Bartholdi et Sunik [BS01].

D’autres exemples, assez peu étudiés, sont apparus en lien avec les premiéres construc-
tions de groupes a croissance non uniforme par Wilson [Wil04b; Wil04a]. Un groupe I' a
croissance non-uniforme s’il a croissance exponentielle et si pour tout a > 1 il existe une
partie génératrice S telle que la fonction de croissance associée ait un taux de croissance
exponentiel inférieur a a, soit br s(R) < Ca’ pour une constante C. D’autres exemples
de groupe a croissance non-uniforme apparaissent dans des articles de Bartholdi [Bar03] et
Nekrashevych [Nek09]. Bartholdi démontre la croissance non-uniforme en montrant que
pour une suite de partie génératrices bien choisies, les graphes de Cayley de I' convergent
dans la topologie de Chabauty vers le graphe de Cayley d’un groupe a croissance inter-
médiaire. Il s’avere, comme je I’ai montré dans ma these [Bri08; Bri09], que c’est aussi le
cas pour les groupes construits par Wilson. Ceci a fourni d’autres exemples de groupes a
croissance intermédiaires.

On peut noter que pour tous les exemples de groupes a croissance non-uniforme connus,
il existe une suite de parties génératrices pour laquelle le groupe marqué par ces générateurs
converge en topologie de Chabauty vers un groupe limite ayant croissance intermédiaire.
Bartholdi et Erschler ont en particulier construit des groupes a croissance non-uniforme ou
le groupe limite ayant croissance intermédiaire est A g1 G (g12)~ pour A abélien [BE15].
Leur construction montre que n’importe quel groupe dénombrable peut étre plongé dans
un groupe ayant croissance non-uniforme.

On ignore si’existence d’un groupe limite ayant croissance intermédiaire est nécessaire
pour avoir croissance non-uniforme (un argument de compacité montre que si tel n’est pas
le cas, alors les parties génératrices pour lesquelles la croissance diminue doivent avoir
un cardinal non-borné). Dans les articles [Nek09; BE15], le groupe limite est un groupe
de Grigorchuk ou apparenté. Dans [Wil04b; Wil04a; Bar03; Bri09] ce sont des groupes a
croissance intermédiaire originaux.

Tous ces exemples ont en commun d’avoir des portraits des générateurs supportés a
distance finie de rayons géodésiques de ’arbre.

Le portrait d’'un automorphisme ¢ d’un arbre enraciné 7" est un moyen de décrire cet
automorphisme. On se concentre comme toujours sur les arbres enracinés sphériquement
homogenes, c’est-a-dire que la valence d’'un sommet ne dépend que de la distance a la racine.
Un tel arbre est de la forme T{,4,) pour une certaine suite (dg)pen o0t 1+d; est le degré de tout
sommet a distance ¢ de la racine (de sorte que d; est le nombre d’arétes issues du sommet
et s’en éloignant). On identifie les sommets de cet arbre aux suites (i; .. .1i,) finies avec
i; € {1,...,d;} et son bord aux telles suites infinies, la racine correspondant a la suite vide
(). L’ensemble des sommets a distance ¢ de la racine est souvent appelé niveau (plutdt que
sphere) dans ce contexte, noté Niv(/).
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L’isomorphisme (1.1) se généralise en
AUt<T(d£)zeN> = Aut(T(d£+l)ZeN) 2{1,27-~~,d0} Sdo (1-2)

Cela signifie que se donner un automorphisme de l'arbre associé a la suite (dy, dq,ds, . . .)
revient a se donner dy automorphismes de I’arbre associé a la suite décalée (dy,ds,...)
ainsi qu’une permutation oy de {1,2,...,dy}. En itérant I'isomorphisme (1.2), il apparait
que se donner un automorphisme de 7{4,) est équivalent a la donnée d’une application qui
a chaque sommet de 7" de niveau ¢ associe une permutation de {1,...,d,}. Clest cette
application qu’on appelle le portrait.

Notation 1.9. Etant donné un arbre enracinéT' et un sommet v, pour tout automorphisme
de T', on note T, le sous-arbre issu de v (I'ombre de v), on note o, la permutation associée au
sommet v. Le portrait de o est la collection (0,),er. La section de ¢ a v est 'automorphisme
noté |, de U'arbre T, dont le portrait est (0, )wer,

La fonction d’activité d’un automorphisme ¢ est définie par

a,(0) := #{v € Niv(l) : p|, # id}

Elle compte le nombre de sous-arbres actifs au niveau ¢. Un groupe I" d’automorphismes
de T" a activité majorée par une fonction f(¢) si pour tout ¢ € I"on a a,(¢) = f(£). Un
résultat bien connu de Sidki assure que lorsque I provient d’'un automate, alors son activité
est soit polyndmiale de degré entier, soit exponentielle [Sid00].

Les groupes de Grigorchuk [Gri85; Gri86] ainsi que les variantes des articles [FG91;
BS01] ont des générateurs dont le portrait est supporté a distance < 1 d’'un méme rayon
géodésique de 7. Pour les exemples des articles [Bar03; Bri09], les générateurs ont un
portrait situé sur deux (trois dans ’exemple de Bartholdi) rayons géodésiques. Pour tous
ces groupes, le portrait de chaque élément est situé a distance < 1 d’une union finie de
rayons géodésiques. En particulier, ils ont activité bornée.

Dans la note [Bril8], j’ai donné un exemple de groupe d’automate a activité exponen-
tielle et croissance intermédiaire.

Proposition 1.10 ([Bri18]). Il existe des groupes a croissance intermédiaire engendrés par
des automates ayant activité exponentielle.

Comme observé par Nekrashevych, ce sont aussi les seuls exemples connus de groupes
a croissance intermédiaire ayant des graphes de Schreier qui ne soient pas simplement
connexes a grande échelle. La construction est fournie par un automate explicite ayant
3 états et un alphabet a 8 lettres.

Implémentation d’estimations du coefficient de croissance intermédiaire d’un groupe
d’automate

En vue de la question 1.5, il apparait nécessaire d’obtenir des bornes aussi précises que
possibles sur les fonctions de croissance dans le cas intermédiaire, notamment des bornes
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supérieures. Dans le cas des groupes agissant sur des arbres enracinés, il y a une méthode
générale, élaborée par Grigorchuk [Gri85; Gri86] qui fournit une borne supérieure en fonc-
tion du taux de contraction de la longueur des mots lors du passage au produit en couronne.
Cette méthode a été raffinée par Bartholdi [Bar98] qui a introduit I'usage de poids appro-
priés sur les générateurs. Muchnik et Pak [MP01] ont également obtenu la méme borne
supérieure que Bartholdi. Leur méthode est similaire, mais elle utilise les poids triviaux
(uniformes), au cotit d’'une version développée de la partie analytique de la preuve, la ou
les estimations de contraction de longueurs sont utilisées pour borner la croissance. Dans
un travail en commun avec Thibault Godin et Bijan Mohammadi, nous avons implémenté
cette méthode pour obtenir des bornes supérieures sur la fonction de croissance, ou plus
précisément sur 'exposant de croissance des groupes d’automates. Ce travail a donné lieu
a l'article [BGM22], les codes GAP et Fortran sont disponibles en ligne [God].

L’exposant (supérieur) de croissance d’un groupe I est le réel

. loglog br(R)
a(l') :=limsup ————2.
()= limsup == %

Notons qu’il existe des groupes a croissance intermédiaire ayant exposant «(I") = 1, comme
par exemple le groupe Go1)~ dont la fonction de croissance est comparable a eXp(bgiR)
d’aprés des travaux d’Erschler [Ers04a]

Pour un groupe I', on appelle systéme de poids d’une partie génératrice finie S toute
application 7 : S — R,. Un systéme de poids induit une norme sur I' mesurant la 7-
longueur minimale d’un mot représentant :

k
7]/ := inf {Z?T(SZ) DS1... 8k =1,8; € S}

=1

Cette norme est symétrique lorsque S et 7 le sont. On peut donc définir la croissance du
groupe relativement a cette norme

br.sx(R) = #{v : [[7ll= < R}.

Il est élémentaire de voir que br s < br g avec des constantes ne dépendant que de 7. Le
résultat principal de I'article [MP01] peut se formuler comme suit.

Théoréme 1.11 (Muchnik-Pak [MP01]). Pour un triplet (I', S, ), s’il existed € N, n €
10, 1], ¢o > O et un ensemble fini K tels que pour tout R entier on dispose d’une injection

d
Brsx(R) — U K x [ [ Bros«(R:)
Ri+4+Rg<nR+co =1

log(d)

Tog(@)—log() < 1-

alors la croissance de I" satisfait br(R) < exp(R*) pour o =

Le point clé est que le facteur 7, qui gouverne le coeflicient de croissance o peut-étre
amélioré pour un choix judicieux de poids 7. En pratique, pour obtenir de telles injec-
tions pour des groupes d’automates, il suffit de construire un certain type de partie qui soit
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finie et dont tous les éléments satisfont une contraction forte lors du passage au produit en
couronne (1.2).

On dit qu’une partie A d’un groupe de type fini I muni d’une partie génératrice pondérée
(S, ) est essentiellement génératrice des géodésiques (noté e.g.g.) s’il existe une famille finie
F' de mots en S telle que pour tout v dans I', il existe ¢y, . . ., d,, dans A et i dans F' de sorte
que le mot 95 ... d,h soit un représentant minimal de 7. Notons que si I'on dispose d’une
telle partie pour un groupe, alors sa projection dans tout groupe quotient a encore la méme
propriété.

Proposition 1.12 ([BGM22]). Soit I' un groupe muni d’une injection I' — Sym(X) ix T
pour un ensemble fini X . S’il existe une partie génératrice pondérée (S, ), une partie e.g.g. A
finie et une constanten € [0, 1] telles que

w5 € A, 18lulle < ol

zeX

alors les hypothéses du Théoréme 1.11 sont satisfaites avec d = | X | et le méme ).

Ainsi, 'estimation du coefficient a(I") se réduit a la recherche d’une telle partie e.g.g.
et d’'une bonne pondération. D’un point de vue théorique c’est assez simple mais d'un
point de vue pratique c’est assez délicat. Le premier écueil est qu’on connait en général tres
mal le groupe I'. On construit donc une partie e.g.g. dans le groupe libre Fg, et on utilise
Gap [Gap] pour implémenter les calculs dans I'injection au produit en couronne. Cela a été
possible grace au bagage informatique de Thibault Godin. Ensuite, il s’agit d’optimiser le
choix du poids 7, c’est-a-dire de minimiser la quantité

sup erx ||w|a:||7r
weA HwHW

On doit donc minimiser la borne supérieure d’une famille finie (mais potentiellement nom-
breuse) de fractions rationnelles sur un polytope de R®. Pour cela, nous avons utilisé un
algorithme d’optimisation numérique mis au point par Bijan Mohammadi.

Nous avons obtenu des estimées nouvelles pour plusieurs groupes et I'implémentation
a permis de vérifier que de nombreux groupes d’automates ont croissance intermédiaire
(voir article [BGM22] pour les détails), mais malheureusement nous n’avons pas obtenu
d’estimations inférieures a «v.

Questions et perspectives

La Question 1.5 apparait centrale dans la compréhension du monde des groupes de type
fini. Les exemples de groupes a croissance intermédiaire sont maintenant tres nombreux,
mais leur diversité est encore mal comprise.

Un premier objectif est d’obtenir des estimations fines sur les fonctions de croissance. La
recherche de bornes supérieure est intéressante relativement a la Question 1.5, mais afin de
déterminer la qualité des bornes supérieures, il faut aussi obtenir des bornes inférieures. En
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particulier, on dispose de bornes supérieures intéressantes sur des groupes simples par les
travaux de Bartholdi-Nekrashevych-Zheng [BNZ22], qui assurent que o(T") < 0.9181 pour
le groupe décrit dans [Nek18, Section 8], la ou les estimations générale de Nekrashevych
ne permettait pas de savoir si I’exposant était < 1. Toutefois, on ne dispose pas de bornes
inférieures comparables.

Déja pour les p-groupes introduits par Grigorchuk dans [Gri86], avec p > 3, on ne dis-
pose pas de bornes inférieures satisfaisantes, méme si 'on considere leurs extensions avec
un produit en couronne a la Bartholdi-Erschler comme dans [BE12]. Il y a 1a un probléme
combinatoire laissé en suspens. Dans les termes de I'esquisse de preuve du Théoreme 1.6,
on dispose bien d’un coefficient de contraction 7 explicite (cf [Gri86; BS01]), mais on ignore
s’il y a un mot w de longueur (p/n)™ dont orbite inverse aurait cardinal p”. De telles ques-
tions sont encore pertinentes pour des groupes d’automates plus généraux tels que ceux
introduits dans [Bri18; BGM22].

Dans le cas des groupes obtenus par des moyens dynamiques, tels que les groupes
plein-topologiques ou les fragmentations de Nekrashevych, il y a un lien fort entre les
propriétés du groupe et celles du sous-décalage sous-jacent. Essentiellement, la petitesse
du groupe (croissance intermédiaire, moyennabilité) est corrélée a la faible complexité du
sous-décalage. Mieux comprendre cette correspondance est une tache importante, déja per-
tinente en se restreignant au cadre donné par Nekrashevych dans [Nek18].

Une premiere question serait de caractériser les sous-décalages correspondants aux
fragmentations qui admettent une action sur un arbre binaire enraciné. Le sous-décalage
correspondant au groupe de Grigorchuk a été décrit completement dans [Sel20; Gri+22].
C’est un cas particulier de sous-décalage Toeplitz (tout sous-mot w est périodique mais la
période dépend du sous-mot). Mes échanges avec Thibault Godin sur le sujet nous laissent
penser qu’une fragmentation de Nekrashevych admet une action sur un arbre binaire en-
raciné si et seulement si le sous-décalage appartient a une classe un peu plus large que celle
des sous-décalages Toeplitz.
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Etant donné un groupe G et une mesure de probabilité ;1 sur G, la marche aléatoire
est la suite de variables aléatoires Z,, = ¢y ...g, ou les g; sont indépendantes, toutes de
méme loi p. Lorsque p est équidistribuée sur une partie génératrice S, on qualifie la marche
aléatoire de simple. La suite (Z,,) décrit alors la trajectoire d’une particule se déplacant sur
le graphe de Cayley en tirant équitablement au sort sa direction a chaque sommet.

Une marche aléatoire est donc une manieére d’explorer un groupe en tant qu’espace
géométrique. Les marches aléatoires sur R? ou Z? ont été étudiées depuis longtemps.
Kesten et Furstenberg ont été pionniers dans I’étude des marches aléatoires sur des groupes
plus généraux, dés les années 60 [Kes59; Fur63al.

Diverses questions probabilistes se posent concernant les marches aléatoires. On en
consideére ici deux types principaux. Un premier type est lié a I’étude de certaines carac-
téristiques, telles que la probabilité que la marche soit de retour a son point de départ au
temps n, ou bien a quelle distance elle s’en trouve en moyenne, ou encore ’entropie de Shan-
non de la distribution au temps n. On s’intéressera ici au comportement asymptotique de
ces quantités en temps long, et pas aux calculs explicites, qui semblent inaccessibles pour
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la plupart des groupes. Celles-ci sont reliés a diverses propriétés des groupes, en termes
d’analyse, de géométrie ou des représentations.

Un second type de question est I’étude de la diversité des comportements typiques de
la marche aléatoires. Par exemple pour un groupe agissant sur un espace hyperbolique, la
marche induite se comporte généralement a peu prés comme une géodésique, et le bord
géométrique décrit donc en un certain sens 'ensemble des trajectoires de la marche aléa-
toire. Pour un groupe plus général, on peut définir un espace abstrait décrivant ces tra-
jectoires : le bord de Poisson [Fur63a; KV83]. Pour un groupe donné, se pose la question
d’identifier ce bord a un espace géométrique concret.

On commence ce chapitre par des généralités sur ces deux types de questions. Aprés une
digression sur la sensibilité au bruit, on présentera des résultats sur la réalisation des quan-
tités asymptotiques des marches aléatoires (premier type de question). Les outils présentés
pour le bord de Poisson s’avéreront utiles au chapitre 4.
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2.1 Marches aléatoires

On note 1*" la convolée n®™ de la loi , c’est-a-dire la loi de Z,,. On note IP,, 1a loi des trajec-
toires de la marche aléatoire. En d’autres termes, c’est 'image par I’application trajectoire
¥ : GN — GY, qui aux incréments (g1, g2, g3, - . . ) associe la trajectoire (g1, 9192, 919293, - - - )
de la loi produit p*¥.

Les aspects des marches aléatoires présentés ici ne constituent bien évidemment qu'une
petite partie de la théorie. On renvoie par exemple aux livres de référence [Woe00; LP21b]
pour une introduction appropriée a ce sujet.

2.1.1 Invariants/quantités asymptotiques

On s’intéressera principalement aux trois quantités suivantes, ou plutét a leur comporte-
ment asymptotique. On donne ici simplement les définitions pour des groupes dénom-

brables.

Définition 2.1. Pour un groupe probabilisé (G, 1), on définit :

e sa vitesse L,(n) := Edg(e, Z,) = >
au point de départ,

gec ds(e, )™ (g), comme la distance moyenne

e sa probabilité de retour ®,(n) = P(Z,, = e),

* et son entropie de Shannon H,,(n) = H(u™) = — > ™" (g) log ™" ().

On appelle aussi parfois entropie et vitesse les nombres réels suivants

Lu(n) et heol(p) :zlimw,

V4 =1
(1) := lim o m— -

que I'on nommera ici vitesse et entropie asymptotiques afin d’éviter les confusion.

Ces trois quantités ont été largement étudiées. Les deux premieres ont une interpré-
tation évidente. L’entropie de Shannon d’une mesure peut s’interpréter comme la quan-
tité moyenne d’information dans le tirage d’'un événement. On renvoie par exemple au
livre de Gray [Grall] pour une présentation détaillée de la théorie de ’entropie de Shan-
non. L’entropie de Shannon est un outil majeur pour I’étude des bords de Poisson, voir
ci-dessous. Notons une inégalité triviale mais utile :

H (1) < log #supp(p) (2.1)

Dés 1959, Kesten a montré que pour des mesures symétriques, la probabilité de retour
a une décroissance moins rapide que les exponentielles si et seulement si le groupe est
moyennable [Kes59]. En fait, pour les mesures a support fini symétriques, la probabilité de
retour est un invariant de quasi-isométrie d’apres Pittet-Saloff-Coste [PSC00].
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En ce qui concerne la vitesse et I'entropie, on ignore si elles sont invariantes par quasi-
isométrie, ou méme par changement de systemes générateurs symétriques pour les marches
aléatoires simples.

Question 2.2. Soit G un groupe, S et T’ deux systémes générateurs symétriques, a-t-on

Ls(n) < Lr(n) e Hg(n)=< Hr(n) 7

On ignore méme si le fait d’étre asymptotiquement linéaire est stable par changement
de systeme générateur symétrique. Cependant la question de la dépendance de I’entropie
et la vitesse asymptotiques au choix de mesure a été étudiée. Elle sont continues et méme
analytiques pour des groupes hyperboliques [GL13; EK13; Goul7].

Dans mes travaux, je me suis intéressé a ces quantités principalement du point de vue
du probléme inverse, c’est-a-dire de la réalisation.

Question 2.3. Quels sont les comportements asymptotiques possibles des trois quantités : en-
tropie, vitesse, probabilité de retour ? En particulier si on se restreint a des mesures symétriques
a support fini, ou a des marches aléatoires simples.

Parmi les premiers exemples, on a pour des groupes virtuellement nilpotents de crois-

sance b(R) < R?

L(n)=<+/n et H(n)x<log(n) et &(n)x I
La vitesse était connue dés Guivarch [Gui80]. La borne supérieure sur I’entropie découle de
(2.1). Les bornes inférieures d’entropie et vitesse s’obtiennent en projetant sur ’abélianisation
du groupe nilpotent d’indice fini. Les estimations sur la probabilité de retour sont dues a
Varopoulos [Var87] (voir aussi Hebisch-Saloff-Coste [HSC93]).

Pour des groupes libres non abéliens, ou plus généralement des groupes non-moyennables,
on a d’apres [KV83; Kes59]

L(n)=xn e H(n)xn et ®(n)=exp(—n).

2.1.2 Produits en couronne

Le produit en couronne de deux groupes L et B est le produit semi-direct
L!B=(®pL)x B

ou B agit par translation des indices. Le groupe B est dit de base et L de lampe. Les
produits en couronnes, a commencer par le célébre groupe d’allumeur de réverbére 7 /27,
Z, ont fourni de nombreux exemples et contre-exemples en théorie des groupes : sur des
calculs de spectre [GZ01; BW05; LNW08], sur la géométrie des groupes [CT05; BG18], et
sur les marches aléatoires et leur quantités asymptotiques (2 commencer par article de
Kaimanovich-Vershik [KV83], voir aussi les trés nombreuses références subséquentes).
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Quantités asymptotiques des marches aléatoires sur des produits en couronne

Les marches aléatoires sur des produits en couronne ont été étudiées notamment par Pittet-
Saloff-Coste [PSC02] et Erschler [Ers01; Ers04b; Ers06a; Ers03a].

On rappelle entre autres les résultats suivants :

« D’apres [Ers01], si L est fini, le groupe L B est Liouville (c’est- a-dire d’entropie sous-
linéaire) si et seulement si la marche aléatoire induite sur B est récurrente. Pour les
marches aléatoires simples, cela signifie B commensurable a {e¢} ou Z ou Z.

« D’apreés [Ers04b], si on note Gy = Z/27Z et G;+1 = G; ! Z, alors pour une marche
1 1
aléatoire simple, L, (n) < n' 2 et Hg (n) < n' 2.

« D’apres [PSC02; Ers06a], si L est fini et B a croissance polynomiale de degré d, alors
O (n) < exp (—n$> .

Notons en particulier que d’apres [Var91] (voir aussi [HSC93; VSCC92]), la probabilité
de retour d’'une marche aléatoire a support fini symétrique sur un groupe a croissance ex-
ponentielle satisfait ®,(n) < exp(—n'/?). Ainsi en un certain sens, le groupe d’allumeur de
réverbére 7, /27,1 Z est “aussi petit que possible” pour un groupe a croissance exponentielle.

Digression sur les propriétés géométriques de certains produits en couronne

La petitesse du groupe d’allumeur de réverbere du point de vue de la probabilité de retour
peut étre relié heuristiquement a la présence dans son graphe de Cayley d’impasses, c’est-a-
dire de sommets dont tous les voisins sont plus proches de I'identité. Lorsqu’une trajectoire
de la marche aléatoire s’engage dans une impasse, elle doit attendre d’en ressortir avant de
s’éloigner. C’est ce qui explique que la probabilité de retour soit relativement grande et la
vitesse relativement petite.

Il est possible de quantifier précisément la profondeur des impasse, voir [CT05]. Dans un
travail en commun avec Antoine Gournay, nous avons plus généralement étudié 1’épaisseur
des spheéres dans les graphes de Cayley de groupes de types finis et notamment de produit
en couronne [BG18]. L’épaisseur d’une sphére S(n) est le  minimal tel que la partie S(n)
soit connexe dans 'anneau A(n,n + ). Elle est finie pour les groupes a un bout de présen-
tation fini [Gou14], infinie pour les groupes a plusieurs bouts. Pour le groupe d’allumeur de
réverbere, I’épaisseur est n + 2 pour le systéme générateur “switch-walk-switch”. Notons
que I’épaisseur, tout comme 'existence et la profondeur des impasses dépend en général
fortement du systéme générateur. On renvoie a 'introduction de I’article [BG18] pour un
panorama plus complet.

Une autre maniere de décrire la géométrie du groupe d’allumeur de réverbére, mise en
lumiere par Woess, est comme produit horosphérique de deux arbres réguliers de méme
valence [Woel3]. Le produit horosphérique X < Y de deux espaces X et Y munis de
fonctions de Busemann hx et hy (limites en convergence uniforme sur les compacts de
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fonctions distance a un point auxquelles on ajoute une constante pour fixer la valeur en un
point de référence) est la partie du produit cartésien définie par

XY :={(z,y) € X XY : hx(z) + hy(y) = 0}.

Pour deux plans hyperboliques X et Y, on retrouve les groupes de Lie Sol(p, q). Icip et g
dépendent de la constante de courbure du plan hyperbolique choisie dans chacune des deux
copies. Pour X = H? et Y un arbre, on obtient I’espace “tree-bolique” étudié par exemple
dans [FM99; Ben+15], qui s’identifie au 2-complexe de Cayley du groupe de Baumslag-
Solitar BS(1,p) = (a,blaba™! = bP) ou 'arbre a valence p + 1.

Ce point de vue a permis a Eskin-Fisher-Whyte de classifier les graphes de Cayley de
groupes d’allumeurs de réverbeéres F'{ Z. Deux tels groupes sont quasi-isométriques si et
seulement si # F et #F; sont puissances d’'un méme entier [EFW12; EFW13].

Dans son travail de thése que j’ai eu le plaisir de co-encadrer avec Constantin Verni-
cos, Tom Ferragut a étudié de maniére systématique les produits horosphériques d’espaces
hyperboliques. Il a notamment montré que le bord visuel de X < Y est 'union des bord
de X et de Y [Fer20], ce qui était bien connu dans les cas classiques [Tr098; Ben+15]. Il a
aussi étendu la rigidité des quasi-isométries (description explicites des quasi-isométries du
produit horosphérique) au cas ou X et Y sont Busemann convexes et a géométrie bornée,
sous une hypothése technique de différence des facteurs de contractions sur X et Y [Fer22].
Cette hypothése technique correspond au cas p # ¢ pour les groupes Sol, sous laquelle le
résultat de [EFW07] est moins difficile. Le théoréme de Ferragut s’applique en particulier
au cas ou X et Y sont des groupes de Heintze, c’est-a-dire des groupes de Lie de la forme
(N7 x No) xR ou l'action de R est diagonale, contractante sur Ny, dilatante sur N, données
par deux matrices de déterminants distincts.

Ces résultats sont significatifs dans la perspective d’une classification a quasi-isométrie
pres des groupes de Lie résolubles, vaste programme en lien notamment avec la classifica-
tion des groupes de Lie nilpotents initiée par Pansu. Dans lalignée de ce travail, comprendre
le cas des groupes de Lie N x R semble un passage obligé mais ardu.

Dans une autre direction, la classification a quasi-isométrie prés due a Eskin-Fisher-
Whyte a été généralisée par Genevois-Tessera aux cas ou le groupe de base a un bout et
présentation finie [GT24]. A I'inverse, le groupe F' ! F, est quasi-isométrique a un groupe
simple d’apres Le Boudec [LB21]. Reste la question des graphes d’allumeurs de réverbéres
sur une base ayant un nombre fini > 3 de bouts (ce ne sont alors plus des groupes).

2.1.3 Bord de Poisson

Hormis les quantités ou invariants asymptotiques, une des questions majeures de I’étude
des marches aléatoires est la compréhension globale de 'ensemble des trajectoires (G™,P,,).
D’un point de vue de la géométrie de grande échelle, il s’agit de comprendre le comporte-
ment asymptotique des trajectoires. Il existe une construction fonctorielle d’'un espace
décrivant ces trajectoires : le bord de Poisson.
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Définition
On considére, sur 'espace des trajectoires, le décalage temporel :
T: (Zl7ZQ,Zg,...) — (22,23,24,...).

L’espace des composantes ergodiques de ce systéme dynamiques est un espace probabilisé,
noté (B, vy,), et appelé bord de Poisson de (G, 1). Cette construction d’un espace abstrait
s’avere extrémement pertinente. Elle peut se reformuler en différents termes.

Définition 2.4. Soit (G, j1) un groupe probabilisé.

e Une application f : G — R est y-harmonique si

Vge G, > flgh)u(h) = f(g).

heG

Le signe somme est bien sur remplacé par une intégrale dans le cas des mesures non-
atomiques sur des groupes localement commpacts.

e Si (G agit sur X, et n est une probabilité sur X, n est u-stationnaire sin * pu =n, ot la
convolée désigne la loi du produit xh de deux variables aléatoires indépendantes ot x a
loin et h aloi p.

e Un (G, p)-espace stationnaire (X, n), muni d’une topologie pour laquelle I'action est
continue, est un p-bord si pour P,-presque toute trajectoire, la suite Z,n(-) = n(Z, ')
converge x-faiblement vers une masse de Dirac.

Il est également possible de définir la notion de p-bord pour des espaces stationnaires
non-topologiques. Pour cela, on renvoie au survey de Furman [Fur02, Def. 2.10].

Le bord de Poisson se caractérise par plusieurs propriétés équivalentes, tirées des travaux
de Furstenberg [Fur63a; Fur63b; Fur71] pour les groupes de Lie et de Kaimanovich-Vershik [KV83]
pour les groupes dénombrables. On renvoie au survey de Furman [Fur02] pour une expo-
sition détaillée.

Théoréme 2.5 ([Fur63a; KV83]). Le bord de Poisson (B, Vs,) du groupe probabilisé (G, 1)
est caractérisé par les propriétés suivantes.

¢ (Représentation de Poisson) Pour toute fonction pi-harmonique bornée f sur G, il existe
une application &y € L>(B) telle que

Vhe G, f(h)= / O p(h ') dve ().

B

on dispose donc d'un G-isomorphisme H*(G) <> L*(B) entre les fonctions har-
moniques bornées sur G et les fonctions L™ (B, Vso).
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e (Universalité) Tout j1-bord est un quotient équivariant du bord de Poisson.

Pour un mouvement brownien sur le disque de Poincaré en lieu et place de la marche
aléatoire, on retrouve la représentation de Poisson en termes des fonctions sur le cercle,
bord du disque [Fur63a]. C’est pour cela que Furstenberg a nommé ces objets bords de
Poisson.

Notons que I'espace des composantes ergodiques de (G, P, T') est obtenu en quotien-
tant G" par la tribu Z des événements T-invariants. D’aprés Kaimanovich [Kai92], sous
des hypothéses trés générales, par exemple s’il existe n tel que dpy(p*", u**™') < 1, la
tribu Z coincide, modulo ensembles de mesure nulle, avec la tribu asymptotique 7, engen-
drée par la relation d’équivalence entre trajectoires (Z,) ~ T((Z,)) = (Zn+1). Ainsi en
un sens précis, le bord de Poisson décrit précisément les comportement asymptotiques des
trajectoires de la marche aléatoire.

Les bords de Poisson se sont avérés des objets tres utiles, notamment d’un point de vue
de la rigidité des actions de groupes, un vaste sujet que nous ne détaillons pas ici, voir par
exemple [Fur67; BF14].

Identification

La construction fonctorielle du bord de Poisson ne fournit qu'un espace abstrait, et pour
une groupe (probabilisé) donné, il n’est pas évident de le décrire explicitement, et notam-
ment de le relier a d’autres notions de bord, d’origines géométriques. Il s’agit du probléme
d’identification, largement étudié par Kaimanovich, qui a élaboré un critére entropique.
Ce critére permet d’identifier un p-bord (disons géométrique ou “concret”) donné comme
isomorphe au bord de Poisson.

Soit (Z, A) un p-bord. On sait alors que pour presque toute trajectoire (Z,,), il existe z €
Z telle que Z, A converge vers la masse de Dirac 9. On note I}, la probabilité conditionnée
a cet événement. On dispose alors d’une application G-equivariante p : GY — Z telle que
pP, = A. D’aprés Bader-Shalom [BSOé Prop. 2.19], la probabilité conditionnelle coincide
avec la désintégration P, = [, P2 dA (2

Théoréme 2.6 (Kaimanovich [KaiOO]). Soit (Z, \) un p-bord de G. Si hoo(P7) = 0 pour
A\-presque tout z dans Z, alors (Z, \) =~ (B, Vso)-

Ici hoo (P) désigne la limite (P-presque sirement constante dans ce contexte) de la suite
—1log(P(Z,)) sur une trajectoire de loi P. On renvoie a [Kai00, Section 4] pour les détails.

Ce résultat généralise le fait que si I'entropie asymptotique hoo(p) = lim L H (p™)
s’annule, alors le bord de Poisson est trivial (réduit a un point) et en particulier toutes les
fonctions p-harmoniques bornées sont constantes [KV83; Der80]. On dit dans ce cas que le
groupe probabilisé (G, 1) est de type Liouville.

De plus, ce résultat est a Uorigine de criteres plus géométriques pour 'identification,
comme le critére des rayons (ray) ou le critére des bandes (strip) décrits dans [Kai00, Sec-
tions 5 & 6]. Ces criteres ont permis d’unifier et simplifier divers résultats d’identification,

30



MARCHES ALEATOIRES SUR DES GROUPES

notamment [Woe89; Woe93] pour des groupes ayant une infinité de bouts, [BL.94] pour les
groupes fondamentaux de variétés riemanniennes de courbures négative et rang 1, [GR85]
pour les sous-groupes discrets de groupes de Lie semi-simples. Il sont aussi été utilisés pour
identifier le bord de Poisson de groupes agissant sur des complexes cubiques CAT(0) par
Nevo-Sageev et Fernos [NS13; Fer17]. Récemment, Chawla-Forghani-Frisch-Tiozzo ont raf-
finé ces résultats d’identification en supprimant toute hypothése de moment sur la mesure
pour des groupes agissant sur des espaces métriques hyperboliques de maniere faiblement
proprement discontinue [Cha+22].

L’identification du bord de Poisson pour les groupes d’allumeurs de réverberes L G
(voir Section 2.1.2 pour la définition) a aussi été 'objet d’une attention soutenue. La con-
figuration limite de lampes fournissant naturellement un p-bord candidat, la question de
savoir s’il s’agissait bien du bord de Poisson a été posée par Kaimanovich-Vershik [KV83].
Kaimanovich a montré que c’est le cas pour G = Z et une marche aléatoire non-centrée.
Karlsson et Woess ont montré que c’est le cas lorsque GG est un groupe libre [K\W07], voir
aussi les travaux de Sava [Sav10]. Un progres décisif est du a Erschler qui a montré que
c’est toujours le cas pour des groupes de base a croissance au moins R° [Ers11]. Lyons et
Peres ont complété la preuve en traitant les cas de croissance au moins R? [LP21a].

Dans leur article, une version plus général du critere des rayons est énoncé : il ne s’agit
plus de donner (en fonction du point du bord de I'espace candidat) un rayon (indexé par
N dans le groupe dont la trajectoire serait proche, mais seulement une famille infinie de
parties (a croissance sous-exponentielle) par lesquelles la marche aléatoire doit passer. Ce
critére nous a permis d’identifier le bord de Poisson du groupe discret affine d’'un arbre
régulier comme espace de configurations dans l'article [BTZ21] en commun avec Ryokichi
Tanaka et Tianyi Zheng.

Le groupe discret affine DA(T') est le sous-groupe des automorphismes d’un arbre
régulier T" de valence d + 1 engendré par t U Sym(d) ou ¢ est une translation de longueur
1 le long d’un axe de I’arbre, et étant donné un point de cet axe, Sym(d) est le groupe des
permutations des d sous-arbres enracinés en ce point ne contenant pas le point limite posi-
tif de t. Ce groupe n’est pas un produit en couronne mais y ressemble a plusieurs égards de
par sa structure algébrique et aussi son bord de Poisson. On renvoie a 'article [BTZ21], ou
ce groupe a été introduit, en lien avec les graphes allumeurs de réverbéres sur des arbres
étudiés par Sava [Sav10] et le bord de Poisson des groupes affines [CKW94].

Régularité des mesures au bord

Pour un sous-groupe discret I' d’'un groupe de Lie semi-simple G, il s’avere que le bord
de Poisson du groupe de Lie, en l'occurence I'espace de drapeau B = G/P, est un es-
pace stationnaire pour I'. Une question naturelle est de savoir si la mesure stationnaire est
réguliere. Une construction de Kaimanovich-Le Prince [KLP11] permet de toujours trou-
ver une mesure /i sur [ pour laquelle la mesure stationnaire est absolument singuliere.
Ces derniers avaient conjecturé que pour p symétrique, la mesure stationnaire serait tou-
jours absolument singuliére. Ce n’est pas le cas. Pour G = SL(2,R), des exemples non-
symétriques sont dus a Barany-Pollicott-Simon [BPS12], et des exemples symétriques a
Bourgain [Bou12]. Pour les autres groupes de Lie semi-simples, on peut obtenir des mesures
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de classe C* pour toute valeur de k d’aprés Benoist-Quint [BQ18].

Dans un travail en commun avec Ryokichi Tanaka, nous avons traité le cas du groupe
affine “ax+b” et du groupe Sol. Dans ces cas, le bord de Poisson du groupe de Lie s’identifie
a R. Nous avons montré le résultat suivant

Théoréeme 2.7 ([BT15]). Soit G = Sol.

1. Pour tout sous-groupe ' dénombrable Zariski dense, pour tout € > 0, il existe une mesure
(L non dégénérée sur 1 telle que la mesure stationnaire sur R ait dimension de Hausdorff
dimpy (v) < e. En particulier, v est singuliére.

2. Pour tout entier k, il existe des mesures a support fini sur Sol dont les mesures station-
naires sont de classe C*.

3. Pour tout { > 0, il existe une mesure a support fini sur Sol ayant vitesse ((u) =
lim,, %L# (n) = { et singuliére par rapport d la mesure de Lebesgue.

Le premier point découle de 'inégalité suivante: classique (voir par exemple ):

hoo (N)
((p)

et du fait qu’'on peut augmenter la vitesse arbitrairement tout en maintenant I’entropie
bornée. Cette inégalité est classique dans le contexte des groupes hyperboliques, voir no-
tamment [Kai98; Led01; LP07; LP08; Tan19; GMM18].

dimpy(v) <

Les deuxiéme et troisiéme points s’obtiennent en reliant la mesure stationnaire v a des
convolutions de Bernoulli, qui sont les lois des variables aléatoires de la forme ZneN gpa
pour a € [0, 1] et une suite ¢; de variable de Bernoulli indépendantes P(g; = 1) = P(g; =
-1) = % Les convolutions de Bernoulli peuvent étre singuliere par rapport a la mesure de
Lebesgue [Erd39; Gar62]. On renvoie a l'article [BT15] pour les détails.

2.2 Sensibilité au bruit

Avant de détailler plus avant les questions de réalisations et les constructions de familles
de groupes qui sont centrales dans mes travaux, je consacre une digression a la sensibil-
ité au bruit des marches aléatoires sur des groupes. La sensibilité au bruit des processus
stochastiques a été un théme important du développement des probabilités ces dernieéres
décennies, par exemple en lien avec la théorie de la percolation [GS14; GPS10] ou en théorie
des jeux, en particulier des systéemes de vote [Kal18].

Itai Benjamini a élaboré une notion de bruitage des marches aléatoires sur des groupes,
en cherchant a savoir s’il peut y avoir des phénomenes de sensibilité au bruit. Un bruitage
de paramétre p € [0, 1] d’'une marche aléatoire (G, i) est la suite de variables aléatoires
Y'? obtenues en remplacant, avec une probabilité p, chaque incrément de Z,, par un tirage

32



MARCHES ALEATOIRES SUR DES GROUPES

indépendant. On dit que la marche aléatoire est sensible au bruit si la variable Y,? dif-
fere fortement (en un sens a définir) de X,,. Dans l'article [BB23b] en commun avec Itai
Benjamini, nous donnons des obstructions assez générales a la sensibilité au bruit, et four-
nissons néanmoins des exemples de ce phénoméne.

Plus précisément, on définit sur le groupe G'x G la probabilité 7, := (1—p) ftdiag+p1 X 11,
et on considére la marche aléatoire associée. La marche aléatoire (G, i) est dite sensible
au bruit si, méme pour des valeurs petites de p, la marche aléatoire de loi 7, se comporte
comme un produit de deux tirages indépendants.

Définition 2.8. La marche aléatoire (G, 1) est sensible au bruit

e au sens /' si
Vp>0, 7" =" xpu™ly — 0.
n—oo

e au sens de 'entropie si

vpso, X
P2 THX,) e

Iei H(Y,(|Xy) == >, eq H(Y,|Xn = 20)p™ () est Ientropie conditionnelle moyenne
de Y,” par rapport a X,,. Heuristiquement, elle mesure la quantité moyenne d’information
nécessaire pour décrire Y,” lorsqu’on connait X,,.

La sensibilité au bruit au sens ¢! est trés forte puisqu’elle assure qu’au sens de la vari-
ation totale, la distribution 7" est arbitrairement proche du produit de deux tirages in-
dépendants pour n grand (c’est évidemment impossible pour un n fixé).

La sensibilité au sens de '’entropie est plus faible, mais posseéde I'interprétation suivante.
Considérant I'entropie comme une quantité d’information, cette propriété assure que méme
sil’on révele le tirage original, la quantité d’information nécessaire a décrire le tirage bruité
est en moyenne aussi grande que si 'on n’avait rien révélé.

Les obstructions principales a la sensibilité au bruit sont :
Théoréme 2.9 ([BB23b]). Soit (G, 1) un groupe de type fini probabilisé.
e Si (G, ) est sensible au bruit au sens (*, alors (G, i) est Liouville et I’abélianisation
G/[G, G] est fini.
e Si (G, ) est sensible au bruit au sens de ’entropie, alors (G, 1) est Liouville.
Si G admet un morphisme vers Z, alors le théoréme de la limite centrale assure que
la projection de 7," sur Z C R rapportée a I'échelle Ln converge faiblement vers une loi

Gaussienne dont les lignes de niveau sont des ellipses dont ’excentricité tend vers 1 lorsque
p tend vers 0, donc tres loin d’étre indépendantes.

Heuristiquement, ne pas étre Liouville signifie que I'information fournie par le premier
incrément a une signification forte. Ceci explique pourquoi la marche aléatoire simple sur
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le groupe libre n’est pas sensible au bruit au sens /!, le premier incrément étant trés forte-
ment corrélé a appartenance au quadrant du bord de Poisson identifié au bord de ’arbre.
L’argument général est similaire [BB23b, Thm 4.1].

On s’attend a ce que la sensibilité au sens ¢! implique la sensibilité pour I'entropie, c’est
bien le cas pour des mesures ;*" suffisamment concentrées, voir [BB23b, Prop. 3.2 & Rmk
3.3].

Comme résultats positifs, on dispose déja du théoréme suivant :

Théoréeme 2.10 ([BB23b]). Les groupes virtuellement abéliens (pour probabilités a support
fini) et le groupe d’allumeur de réverbére 7./ 27 7. (pour la marche “switch-walk-switch”) sont
sensibles au bruit au sens de I’entropie.

Le groupe dihedral infini est sensible au bruit au sens (* pour la marche aléatoire simple
fainéante, mais pas pour la marche aléatoire simple.

En particulier la sensibilité au sens ¢! dépend du choix de la mesure.

La sensibilité entropique des groupes virtuellement abéliens se déduit rapidement du
théoréme central limite local. On s’attend bien sir a ce que les groupes virtuellement
nilpotents aient sensibilité entropique, mais on ne dispose pas du théoréme local limite .
Les résultats récents de Bénard et Breuillard sur le théoréme local limite des groupes de Lie
nilpotents [BB23a] ne s’appliquent malheureusement pas aux réseaux.

La sensibilité entropique de 'allumeur de réverbére est due au phénoméne suivant :
lorsque I'on bruite une trajectoire, on peut decomposer le bruit en une composante de
translations sur la base et une composante de perturbation des lampes. Bien sir, il suf-
fit de vérifier que la seconde composante engendre déja assez d’entropie. Or I'entropie de
cette marche aléatoire est asymptotiquement équivalente a 'entropie de la configuration
de lampes, et le temps local sur les sites visités tend vers I'infini pour toute proportion 1 —e
de sites d’apres le théoréeme de Ray-Knight. On en déduit que presque toutes les lampes
sont perturbées, et ce quel que soit le parametre de bruit p > 0.

Ce type d’argument permet de démontrer aussi le résultat suivant :

Théoréme 2.11 ([BB23b]). Tout groupe de la forme Z./27 1, 1 G, est partiellement sen-
sible au bruit au sens de I’entropie, c’est-a-dire qu’il existe une constante c > 0 telle que
H(Y,71X,)

Notons que ce résultat s’applique aussi aux groupes introduits dans [Bri13] que nous
retrouverons a la section 2.3.

En ce qui concerne la sensibilité au bruit au sens /', le groupe dihedral ne peut pas étre
sensible au bruit pour la marche aléatoire simple car en identifiant son graphe de Cayley a Z,
la mesure 7" induit le méme processus stochastique que pour la marche aléatoire simple
sur Z. Toutefois, lorsque la marche aléatoire est fainéante, c’est-a-dire P(a) = P(b) =
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P(e) = 1/3, ou Do, = (a,bla? = b? = e), alors le fait de bruiter un seul incrément g;
peut avoir pour effet de remplacer la trajectoire aux temps ¢ > ¢ par son opposé. Ainsi,
bruiter un seul incrément peut déja avoir un effet tres significatif sur la valeur finale. En
développant cet argument et par une décomposition en somme de variables Bernoulli, on
obtient un argument de couplage qui montre la sensibilité au bruit au sens /*.

Cette argument fastidieux a été remplacé par Tanaka par une version effective du théoréme
local limite. Il a notamment pu établir que tout groupe de Weyl affine est sensible au bruit
au sens ¢! [Tan24].

Question 2.12. Les deux obstructions du Théoréme 2.9 sont-elles les seules obstructions a la
sensibilité au bruit ?

Cette question est assez vague, et il parait peu vraisemblable d’espérer une réponse
positive. Il serait toutefois trés intéressant d’obtenir d’autres obstructions significatives.

On s’attend néanmoins a ce que la sensibilité au bruit soit fréquente hors de ces deux
obstructions. En particulier, on conjecture que le groupe de Grigorchuk est sensible au bruit
au sens (! et de 'entropie. Le théoréme 2.11 est un indice favorable. De plus, une analyse
du bruit révele que le parametre p augmente lors du passage au produit en couronne, et le
bruitage au aussi pour effet de “mélanger” les deux mots aléatoires (Z,,|1, Z,|2).

Vu les difficultés a étudier le groupe de Grigorchuk, il est sans doute difficile de prouver
ou réfuter une telle conjecture, car la sensibilité au bruit au sens /! est une propriété trés
fine, qui nécessite de comparer les deux mesures ponctuellement. On peut toutefois espérer
un résultat positif pour une sensibilité au bruit a large échelle, c’est-a-dire en comparant les
deux mesures sur des ensembles de taille petite mais tendant vers I'infini (c’est significatif si
la taille est inférieure a la vitesse de la marche aléatoire, voir [BB23b, Def. 2.4]). Essentielle-
ment, si I'on interpréte la distance ¢! en terme de transport optimal, la sensibilité au bruit
a large échelle signifie que les deux mesures coincident quitte a autoriser des transports de
masse sur des distances inférieures a la vitesse.

Sil’on se concentre sur des classes de groupes plus aisées a manipuler, on peut espérer
des résultats positifs. L’article de Tanaka [Tan24] incite a penser que une marche aléatoire
sur un groupe virtuellement Z? est sensible au bruit au sens ¢! si et seulement si ’action
induite du groupe fini sur Z? ne préserve aucune direction.

Il serait également intéressant d’obtenir des exemple de groupes sensibles au bruit au
sens /! qui soient virtuellement nilpotents mais pas abéliens. Dans ce cas, on ne dispose
pas de théoreme local limite, mais I’approche originale par couplage pourrait permettre d’y
palier.

2.3 La famille des groupes dirigés

Apreés cette courte présentation des marches aléatoires sur des groupes, revenons aux prob-
lémes de réalisation pour des invariants ou quantités asymptotiques. On a vu au chapitre 1
que les extensions par produits en couronne permutationels des groupes de Grigorchuk
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permettent de résoudre le probléme inverse de la croissance pour une vaste plage d’apres
le théoreme 1.8 de Bartholdi-Erschler [BE14].

A plusieurs égards, 'entropie de Shannon d’une marche aléatoire peut se voir comme
un analogue probabiliste de la croissance. Par exemple en vue de I'inégalité classique (2.1).
Ou bien parce que pour n grand, toute partie de mesure p*"(A) > 1/2 doit avoir cardinal au
moins e (#)=e)" et qu’il existe une partie A’ de cardinal au plus e+ avec y*(A’) >
1/2.

On peut donc s’attendre a ce que des constructions similaires aux groupes de Grig-
orchuk permettent de résoudre pour une large plage le probléme inverse pour I'entropie
des marches aléatoires. C’est le résultat principal de mon article [Bri13].

2.3.1 Les groupes dirigés

On consideére un arbre enraciné 1" = 7|4, dont les sommets a distance ¢ de la racine ont
valence dy + 1. On peut identifier les sommets de cet arbre aux suites ¢; ...%, avec i; €
{1,...,d;}, et son bord aux telles suites infinies. On rappelle I'isomorphisme fondamental
(1.2) et la notation 1.9 définissant portrait et sections d’un automorphisme de 7.

Définition 2.13. Un sous-groupe G < Aut(T) est dirigé s’il admet une partie génératrice de
la forme AU H, ot A et H sont deux groupes finis tels que

e les éléments de A sont enracinés, c’est-a-dire leur portrait est supporté sur la racine, soit
al, = id pour tout v # (),

Paction de A sur le premier niveau {1, ... d,} est transitive,

e les éléments de H fixent le rayon 1°° (allant de la racine au point 1°° du bord), et ont
leur portrait supporté a distance < 1 de ce rayon, soit h|, # id impliquev = 1. .. 11y,

e pour toutv = 1...1li,, le morphisme H — Sym(dy) a une image agissant transitive-
ment sur{1,...,d,}.

On notera G = G(A, H) un tel groupe.

Pour un arbre binaire, on retrouve simplement la famille des groupes de Grigorchuk
G, introduite dans [Gri85]. Cette construction recouvre également les groupes de [Gri86;
BS01; BKN10]. Elle généralise la construction principale de mon travail de these [Bri09] qui
produisait une famille indénombrable de groupes moyennables a croissance non-uniforme
deux-a-deux non-isomorphes.

Suivant Bartholdi-Erschler [BE12], on peut également considérer un produit en couronne
permutationel [ 10« G pour un groupe fini /. On dispose d’une extension de I'isomorphisme
(1.2) qui s’étend a F' de sorte que tout élément f € I satisfasse [ = (f, e, ;e).
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2.3.2 Réalisations pour 'entropie

Notons 774 la mesure de Haar sur un groupe fini A. On considere la probabilité ;1 = nangne
sur F'g.1 G. La suite des valences (dy) ey est le paramétre clé pour déterminer ’entropie
d’une marche aléatoire sur un groupe dirigé, tout comme la suite w € {0, 1, 2} détermine
la croissance d’un groupe de Grigorchuk.

Théoréme 2.14 ([Bri13]). Pour tout% < «a < 1, il existe une suite bornée (dy) ey telle que
pour tout sous-groupe dirigé G < Aut(1q,)), entropie de la marche aléatoire de loi ;1 sur
F .1 G satisfait :

H(u*") _ noz-i—o(l)'

De plus pour tout % < a < B < 1, il existe une suite bornée (d;)ecn telle que pour tout
sous-groupe dirigé G < Aut(T(a,)), Uentropie H(u*") oscille entre n®°) et nf+ol),

Ce résultat et sa preuve sont des analogues probabilistes des théorémes 1.7 et 1.8. On
peut aussi obtenir le cas 3 = 1 avec une construction de groupe plus sophistiquée, utilisant
des arguments de [Ers06b] ou [KP13].

Esquisse de preuve. Notons que les groupes [ et F' commutent, donc ;1 = n4ngr. On note
Zn = (Znl1y- -y Znla,)on U'image du mot aléatoire Z,, par (1.2). Les lettres de chaque mot
section Z,, |; sont les sections de lettres de Z,,, c’est-a-dire des sections d’éléments de H F’ car
les sections de A sont toutes triviales. L’action de A étant transitive, une lettre de Z,,|; est
soit un élément enraciné d’un groupe A’ (engendré par 'union des images des morphismes
H — Sym(dy)), soit un élément du groupe H'F', groupe section de H F' au sommet 1. De
plus, une telle lettre est dans A’ avec probabilité d(zl—gl et dans H'F avec probabilité d—lo. On
peut concaténer des facteurs successifs dans un méme groupe (car la convolution de deux
mesures de Haar reste Haar). Il s’ensuit que la section Z,,|; est une marche aléatoire de loi
(' = nang F, mais a un temps aléatoire m; qui est le nombre d’alternances dans une suite

--n presque siirement.
0

binomiale de loi Bin(%, n). On a en particulier m, ~ %

Cela fournit une borne supérieure sur I’entropie:

H(Z) < Hon) + S H(Z4) < C + doH(Z,,)

t=1

En utilisant m,; < % :l%“ n pour n grand avec une immense probabilité (grandes déviations),

0
on déduit que H(Z,) < doH(Za-1+<, ). On peut ensuite itérer le procédé et obtenir
42

0

H(Zn) < d0d1 - dkH(ZdO—1+s dy—lte ‘dk71+an).

2 2 . 2
do d1 dk

On obtient une borne supérieure H(Z,) < n®+°!) pourvu que

do—1d1—1 dp—1
d2 d2 LIS d2
0 1 k S o

log dgdl R dk k—ro0

log
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Pour la borne inférieure, on montre avec le méme type d’arguments que le cardinal de
lorbite inverse #0O(Z,) > n“ ¢ avec probabilité immense. Conditionnée par l'orbite in-
verse, I’entropie est au moins celle de la configuration de lampes F©%%), qui est équidis-
tribuée, d’ou la borne inférieure correspondante. O]

Notons que la preuve du théoréme fournit en fait une fonction v/n < f(n) < n en
principe explicite selon la suite (d;) tel que H(Z,) = f(n)n°W.

La précision de ce résultat a été largement améliorée par Amir et Virag,.

Théoréme 2.15 (Amir-Virag [AV17]). Soit f < 1, et f : R — R une fonction telle que
f(1) =1 et pour tousa,n > 1

a? f(n) < f(an) < a’f(n).

Alors il existe un groupe G dirigé tel que Ientropie de la marche aléatoire sur ' 110 G
satisfasse H (/™) < f(n).

C’est I'analogue entropique du théoréme 1.8 de Bartholdi-Erschler pour la croissance.
L’article d’Amir-Virag considere seulement un exemple de groupe dirigés mais leurs ar-
guments, en terme de résistance du graphe de Schreier, s’appliquent aux groupes dirigés
agissant sur le méme arbre, puisque leurs graphes de Schreier sont des fragmentations, au
sens de Nekrashevych, du groupe “mére” utilisé dans [AV17].

Notons que dans les deux théorémes précédents, on ne dispose pas de bornes inférieures
satisfaisantes si 'on ne considere pas d’extension permutationelle. L’analogue de la ques-
tion 1.5 pour I'entropie est tout simplement:

Question 2.16. Existe-t-il des marches aléatoires (a support fini symétriques) dont Uentropie
est inférieure d \/n mais supérieure au logarithme ?

Sous I’hypothese que la croissance du groupe est exponentielle, on dispose d’'une borne
générale H(u*") > n3, si bien que cette question est ouverte également pour les groupes
a croissance exponentielle.

Amir et Virag ont également obtenu des résultats de réalisation pour la plage de fonc-
3
tions vitesse entre ns et n'~*.

Théoreme 2.17 (Amir-Virag [AV17]). Soit f < 1, et f : R — R une fonction telle que
f(1) =1 et pour tousa,n > 1

aif(n) < flan) < a’f(n).

Alors il existe un groupe G dirigé tel que la vitesse de la marche aléatoire sur Zl¢; 1 G satisfasse

Lyu(n) = f(n).
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Il est important ici d’utiliser le groupe Z plutdt qu'un groupe fini, auquel cas on ne con-
nait pas de bornes optimales. En effet, cela permet d’obtenir une minoration de la distance
en fonction du temps local (nombre de visites par site) sur orbite inverse. Il s’avere que
cette minoration correspond ici a la borne supérieure générale Lu(n) < c/nH(u*"). La
métrique, la géométrie, des groupes dirigés, et en particulier des groupes de Grigorchuk,
reste a ce jour absolument mystérieuse, ce qui rend tres délicate ’étude de la vitesse (et
autres invariants asymptotiques) sur ces groupes.

2.4 La famille des produits diagonaux d’allumeurs de

réverbeéres

Afin de poursuivre plus avant 1’étude des problémes inverses pour d’autres quantités, il
apparaissait utile de trouver d’autres familles de groupes, a la fois vastes et flexibles, et si
possible plus compréhensibles.

Une construction intéressante a été les groupes “bulles” introduits par Kotowski-Virag
dans [KV15]. Ces groupes ont fourni des exemples de groupes probabilisés non-Liouville
satisfaisant ®,,(n) > exp(—n2*e) pour tout & > 0. Cela montre 'optimalité d’un résultat
de Gournay [Goul6] assurant que ®,(n) > exp(—n2~¢) implique (G, 1) Liouville. Ces
groupes “bulles” sont des produits en couronnes permutationels sur des graphes de Schreier
(qui déterminent le groupe de base). Le point clé est de choisir un graphe de Schreier qui
soit un arbre de bulles, dont les diametres des bulles croissent rapidement. La ou les bulles
ne branchent pas, le graphe ressemble donc a celui d’'un allumeur de réverbere. Siles parties
ou les bulles branchent sont suffisamment petites, le groupe ressemblera localement a une
extension finie d’'un produit direct d’allumeurs de réverberes.

Dans un travail en commun avec Tianyi Zheng, nous avons construit une autre famille
de groupes, a la fois tres flexibles et compréhensibles : les produits diagonaux d’allumeurs
de réverbeéres [BZ21].

Peu avant ce travail, j’avais introduit certains produits diagonaux (groupes résolubles
avec I'y dihédraux, voir ci-dessous) afin d’obtenir des groupes ayant vitesse L(n) < n/™
avec limsup f(n) = « pour toute valeur de « dans l'intervalle [1/2,3/4] [Bri15]. Comme
ces résultats ont été largement amélioré dans [BZ21], le preprint [Bril5] n’a jamais été
soumis a publication.

2.4.1 Produits diagonaux d’allumeurs de réverberes

Etant donnés deux groupes finis A et B, une famille {I", } ,cn de quotients du produit libre
A x B et une suite (k;)sen d’entiers satisfaisant k, 1 > 2k, on définit un groupe comme
suit.
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Définition

On considére deux groupes finis A et B. Pour chaque valeur de s, on se donne une appli-
cation surjective A * B — Iy vers un groupe I';. On se donne aussi une suite d’entiers
(ks)sen telle que kg > 2kg. Par convention, on suppose que 'y = A x B et ky = 0.

A ce jeu de données, on associe un groupe A défini par une action libre sur I’espace de

configuration
C:= HHFS. (2.2)

seN Z

On note ( f;)sen un élément de C ou fs : Z — I's est une fonction. Le produit libre Z « Ax B
agit sur C par :

R U TR i

ous € Nt €Z,a € Aetb e B. En d’autres termes, Z translate les configurations, A agit
par multiplication sur les valeurs f;(0) et B agit par multiplication sur les valeurs fs(k;).

Définition 2.18. Le groupe A est le quotient de 7, x A x B dont I’action sur C est libre.

Un autre point de vue sur ce groupe est lié aux groupes notés A, = I';1Z. Un tel groupe
est un quotient de Z * A x B par lapplication t — (Id,t), a — (ady,0), b — (bdy,,0). Ici
l'application Id est constante identité, et g, désigne la fonction valant g en x et identité
ailleurs. Le jeu de données fournit donc pour chaque s une application ¢ : Zx Ax B — A,.
Le produit diagonal de ces applications est le plus petit quotient de Z x A x B les factorisant
toutes.

Heuristiquement, on peut penser a ces groupes comme “interpolant” entre les groupes
(A x B)1Z et (A x B)Z, ce qui explique qu’ils ont permis de résoudre divers probléemes
inverses.

Notons que si tous les groupes I'; sont finis, alors A est un groupe élémentairement
moyennable et de dimension asymptotique 1.

Estimations métriques

Un caractere remarquable de cette famille de groupe est le fait que 'on comprend trés bien
la distance entre deux éléments, ce qui n’est pas le cas pour les groupes agissant sur des
arbres enracinés ou pour les groupes “bulles”. On note g = ((f), ) un élément de A, vu
comme produit diagonal des groupes A;. En particulier (fs, ) est un élément de A,.

On note 7 : A — Z le morphisme évident. On fait une hypothése supplémentaire
technique sur les groupes I',. On note I, = [A, B]'* le sous-groupe normal contenant tous
les commutateurs [a, b] avec a € A et b € B. On suppose dorénavant que les abélianisés
relatifs 'y /T”, sont isomorphes & A x B. Ceci assure I'existence d’une application A, —
(A X B)Z factorisant 7.
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On note range(fs,?) le plus petit intervalle de Z pour lequel on peut écrire (f, i) au
moyen de la partie génératrice {41} U Ady U BJy, de sorte que pour tout préfixe w on ait
7(w) dans cet intervalle. On définit de méme range(g).

Pour chaque valeur de s > 1, on partitionne Z en une suite d’intervalles de longueur

k./2, notés I$ = [Z ks, G+Dks 1 14 contribution essentielle de . est la quantité:
J 2 2 q
E(f)= Y,  kmax(fi(@)lr, — 1y
j:Ijﬁrange(fs,i)yé(Z) 7

En d’autres termes, F(fs) est obtenu comme suit. Pour chaque z, on regarde la norme
de fs(z) dans I's (pour le systéme générateur A U B), on prend le maximum sur chaque
intervalle de la forme I, on additionne et on multiplie par k.

Proposition 2.19 (Prop. 2.14 [BZ21]). Soit g = ((fs), 1) un élément de A. On a pour tout
s>1

%maX{Es(fs),range(fs,i)} < |(fs,1)|a, < c(Es(fs) +range(fs, 7)) .

De plus, on a

acSlgla<e DD (fai)

0<s<so0(g)

max |(fs, 1) A,

ou 50(g) est le plus grand s tel que ks < range(g).

Esquisse de preuve. La borne inférieure sur |g| est triviale. De plus, si un mot w représente
7(g), alors gw ™! est de la forme ((f),0) avec f, a valeurs dans I'’. On est donc ramené au
cas ou fo = Id et ou f(x) est un produit de conjugués de commutateurs.

Pour écrire un élément de la forme (a;b; . .. a,b,9,,0), il est nécessaire d’appliquer a; dy,
puis ¥ afin de “placer le curseur en k,”, puis appliquer b;dy, puis ¢ % afin de “ramener le
curseur en 07, etc. Il s’ensuit que la copie de I, au dessus de 0 (ou de tout élément = € Z) est
une copie homothétique de [", avec un rapport d’homothétie valant k; + 1. Ceci explique
le facteur k, dans la définition de F.

Notons que si I'on écrit ce mot en 0 dans A, alors pour s’ # s, on écrit le mot a1 . . . a,
en 0 dans Ay et le mot by ...b, en ks — ky dans Ay. Mais ces deux mots représentent
I'identité de I', puisque a1b; .. . a,b, est un produit de conjugués de commutateurs.

Comme la suite (k) est doublante, on profite des “aller-retours” du curseur pour écrire
fs(x) pour tous les x dans un intervalle de longueur k;/2, sans perturber les autres copies
Ay. Ceci explique les estimations sur |(fs,7)|a, (il faut aussi tenir compte du range mais
c’est plus classique) et que ’on puisse majorer la distance dans A par les distances dans

A ]

Choix des groupes (T';)
On considérera deux cas particuliers principaux :
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+ Celui ot les groupes (I'y) sey forment une famille de graphes expanseurs. Cela signifie
qu’il existe une constante ¢ > ( minorant leurs constantes de Cheeger

¢ < h(l's, p) == inf {# zzy: Lo(x)lraa(ry)p(y) : #Q < #QFS} .

Ici ;o désigne une, ou de maniére équivalente toute, mesure finie dont le support en-
gendre A x B, par exemple la mesure de comptage sur AU B.

Un point important pour nous est I'existence de graphes expanseurs de taille presqu’arbitraire.
Par exemple, le groupe SL(3,F3[X]) est engendré deux sous-groupes finis : d'une

part le sous-groupe additif de F3[X| engendré par 1 et X et d’autre part un trois

cycle, soit

110 1 X 0 010
A:< 010,10 10 >:F§,etB:< 0 0 1 >:Z/3Z.
00 1 0 0 1 1 00

Ce groupe ayant la propriété (T), ses quotients finis forment une famille d’expanseurs.
Les quotients de congruence A,,, = SL(3,F;5[X]/(X™ — 1)) ont une taille presque
arbitraire a 1’échelle logarithmique :

de,cp >0, Vm >0, cm—c <log|An| <cm+ .
Lorsque ce sont des expanseurs, le diamétre satisfait /; := diam(I') < log |T|.

« Le second cas pertinent que nous considérerons est celui ot A = B = 7Z/27. Alors
les groupes I'; sont dihédraux et le groupe A obtenu est 3-résoluble.

Dans les deux cas, il est possible de choisir les (logarithmes des) diameétres des groupes I';
de maniére arbitraire, modulo <. pour un c explicite.

Par complétude pour I’énoncé du prochain théoréme, notons que 'on peut se contenter
d’un produit diagonal fini pour 0 < s < S (le groupe A est alors un authentique groupe
d’allumeur de réverbére avec un groupe de lampes dépendant des I';), et qu'on peut dans
ce cas aussi considérer le cas I's = A * B comme ayant “diametre infini”.

2.4.2 Réalisation pour la vitesse et la probabilité de retour
Les produits diagonaux d’allumeurs de réverbéres ont permis de résoudre presque com-

plétement le probleme inverse pour la vitesse des marches aléatoires, et pour la probabilité
de retour des groupes a croissance exponentielle.

Vitesse des marches aléatoires

La famille des groupes A avec un choix de I'y expanseurs permet d’obtenir presque tous les
comportements de vitesse.
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Théoréme 2.20 ([BZ21]). Il existe une constante C' telle que pour tout f : [1, 00[— [1,00]
satisfaisant f(1) = 1 et \/af(n) < f(an) < af(n) il existe un groupe A et une mesure
symétrique a support fini tels que L,,(n) <¢c f(n).

Ce résultat étend celui d’Amir-Virag [AV17]. La condition f(an) < af(n) est nécessaire
par sous-additivité. La condition v/af(n) < f(an) ne l'est pas. On peut le voir de diverses
manieéres, par exemple en utilisant une variante de la construction principale présentée en
section 3.4, ou avec d’autres constructions par Erschler-Zheng [EZ20b]. Toutefois, cette
condition est proche d’étre nécessaire, car la vitesse satisfait L(n) > ¢y/n pour un groupe
infini d’apres Lee-Peres [LP13].

Notons que la constante C' est ici universelle, en particulier on obtient aussi un résultat
significatif pour des groupes non-Liouville avec vitesse linéaire. De plus, pour ces groupes,
I'entropie de la marche est du méme ordre que la vitesse H(n) =< L(n).

Notons enfin que les résultats concernant la vitesse (espérance de la distance au point de
départ) de ces groupes ont été largement raffinés par Amir-Blachar [AB22] qui ont obtenu
des lois du logarithme itéré pour ces groupes.

Esquisse de preuve. On considére la mesure ;1 = 145710 +13745 de type “switch-walk-switch”.
On peut dans un premier temps exprimer la vitesse explicitement en fonction des parametres
(ks) et (/s = diam(T',)) D’aprés la proposition 2.19, il suffit d’estimer les distances dans une
copie A;. Le point clé est que la vitesse d’'une marche aléatoire dans un expanseur croit
linéairement jusqu’a atteindre le diamétre. Donc la variable f;(z) dépend du temps passé
par le curseur (qui suit une marche aléatoire simple sur Z). A chaque temps ot le curseur
est en x, on obtient un incrément uniforme dans A, et a chaque temps ou il est en x + ki,
on obtient un incrément uniforme dans B. Comme un produit de facteurs uniformément
distribués est équidistribué, ce qui compte est le nombre d’alternances entre des facteurs
dans A et dans B, c’est-a-dire le nombre T'(z, ks, n) de traversées entre x et = + k; avant

n

le temps n. Cette variable aléatoire est d’ordre ¥ avec concentration gaussienne pour
2
S

dans un intervalle d’échelle y/n. On a donc

Bl ol = min { ¥, }.

ks )y ~S
Avec (2.4.1), on obtient

]E/J*n

(fsai) Ay =< min {kﬁv \/ﬁgs} )

et les suites (k) et (¢5) étant doublantes, on déduit de la proposition 2.19, qu’avec d’autres
constantes plus larges, pour tout ksl < n < kgy1ls1,

((£2),4)|a = min {kﬁ ms} |

E,u*n

Par ailleurs, un résultat d’analyse élémentaire assure que pour toute fonction f requise,
il existe des suites (k) et (¢5) doublantes avec, pour tout kls < n < kg 10511,

f(n) xmin{kﬁs,\/ﬁes}.
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II suffit alors de choisir des expanseurs ['y de diametre ¢, et de combiner les deux égalités
précédentes. On renvoie a l'article [BZ21] pour une preuve compléte tenant compte des
nombreux aspects techniques. O]

Lorsqu’on utilise des groupes I'y dihédraux, on obtient le résultat suivant:

Théoreme 2.21 ([BZ21]). IlexisteC' > 0 telle que pourtout f : [1, 00[— [1, 00| satisfaisant
f(1) =1 et que les fonctions % et %
3-résoluble et une mesure p symétrique a support fini tels que Lu(n) =c f(n).

De plus, on a aussi /n < H(u*") < /nlog?(n).

soient croissantes, il existe un groupe A qui est

La preuve est similaire a la précédente. Elle est toutefois plus technique car lorsque 'on
considére les normes | f5(z)|r, pour z € I?,le maximum est substantiellement supérieur ala
moyenne. C’est cela qui explique le facteur log' ™ x. Les fonctions 1/n et n*/* correspondent
aux cas (Z /27X 7] 22N Z et D 1 Z respectivement. On a donc heuristiquement une famille
de groupes 3-résolubles qui “interpole” entre ces deux extrémes.

Ces deux théoréemes permettent de compléter un résultat d’Amir [Amil7] sur le com-
portement asymptotique conjoint de vitesse et entropie.

Théoréme 2.22 ([Amil7; BZ21]). Soit (f3,7) un point du triangle du plan donné par les
équationsy < B < 2y —1lety > % Alors il existe un groupe de type fini G et une mesure
symétrique a support fini tels que

Lu(n) = nfro) o H(p™) = o)

Les contraintes 7 < < 27 — 1 sont nécessaire d’apres [Ers03a] (voir aussi Gouézel-
Mathéus-Maucourant [GMM15] pour des inégalités similaires pour les constantes asymp-
totiques). Le résultat d’Amir [Ami17] était valide pour un triangle plus petit, utilisant les
constructions de [AV17]. En vue de la question 2.16, il est naturel de se demander si le
résultat s’étend au triangle y < 8 <2y —1let 3 > %

Ce résultat est parfois appelé “probléme de la glace a deux boules”, puisqu’on prescrit
deux quantités au choix simultanément. On peut naturellement chercher a résoudre le
probléme de la glace a trois boules en rajoutant le coefficient o de croissance du groupe, ou
un autre coefficient par exemple 'exposant de compression hilbertienne, voir section 3.1,
mais il faut prendre gare au risque d’indigestion.

Probabilité de retour

Le probléme inverse pour la probabilité a en partie été résolu par Saloff-Coste-Zheng [SCZ18]
au moyen des groupes “bulles” mentionnés en préambule. Iels ont montré par exemple que
pour tout 1/3 < 7 < 1 il existe un groupe pour lequel ®;(n) =< exp(—n7(logn)'~7). Ceci
résout le probleme inverse au niveau des exposants.
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La famille des produits diagonaux s’avere toutefois plus flexible et permet de résoudre
presque intégralement le probléme inverse pour la probabilité de retour concernant les
groupes a croissance exponentielle.

Théoréme 2.23 ([BZ21]). IlexisteC' > O telle que pour tout f : [1, co[— [1, oo satisfaisant
f(1) = 1 et que les fonctions ﬁfﬁ et % soient croissantes, il existe un groupe A tel que

log ®¢(n) =<c —f(n).

On rappelle que si G a croissance exponentielle, alors —log ®;(n) > n'/3 d’apres
Varopoulos [Var91]. On obtient ce résultat dans le cas ou (I';) sont expanseurs. Dans le
cas ot (T',) sont dihédraux, ona cn'/3 < —log ®¢(n) < Cn'/3log** n. Un calcul plus pré-
cis mériterait d’étre fait pour avoir une estimation précise. La preuve de ce théoréme n’est
pas directe. Elle découle d’estimations sur les profils isopérimétriques ¢¥ que ’on discutera
en section 3.2.
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La famille des produits diagonaux d’allumeurs de réverberes s’est avéré étre une famille
intéressante non seulement pour les problémes inverses sur des quantités probabilistes
asymptotiques, mais aussi concernant divers problemes de représentations, d’analyse et
de dynamique sur des groupes. On présente dans ce chapitre de telles applications.
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3.1 Les compressions hilbertiennes et banachiques

Soit f : (X,dx) — (Y, dy) une application entre espaces métriques. Sa fonction de com-
pression est

ps(t) :=inf {dy (f(x), f(y)) : dx(z,y) > t}.

On a bien str pf(t) = ¢t pour les plongements isométriques. On peut donc penser a py
comme une maniére de quantifier le défaut d’isométrie, c’est-a-dire a quel point f “com-
prime” les distances. Il est naturel, étant donnés deux tels espaces de chercher a mesurer a
quel point il est difficile de plonger I'un dans I’autre en respectant les métriques. Cela méne
a la définition d’intervalle de compression de X vers Y.

Définition 3.1. Un couple de fonctions (p1, p2) est un intervalle de compression de X versY si

e pourtout f : X — Y et pourtoutt > 0 onaps(t) < pa(t)

e ilexiste f : X — Y telle que pour toutt > 0 on a ps(t) > pi(t).

Il est bien str pertinent de chercher des intervalles avec p; proche de p;. Notons qu’il est
parfois utile de disposer d’une fonction p telle que pour tout ¢ > 0, il existe f avec py(t) >
' (t). On peut souvent obtenir p} plus proche de ps que p;. Toutefois la définition ci-dessus
est plus répandue. On vérifie aisément que si (p1, p2) est un intervalle de compression de
X vers Y, et que si X', resp. Y/, est quasi-isométrique & X, resp. Y, alors (p), p) est un
intervalle de compression de X' vers Y avec p| < p; et py =< po.

On dit que X se plonge uniformément dans Y si p;(t) — oo.

Le cas ou X est un groupe (de type fini) et ¥ un espace de Banach, notamment un
Hilbert, a recu une grande attention depuis que Yu [Yu00] a montré qu'un groupe plongé
uniformément dans un espace de Hilbert satisfait la conjecture de Baum-Connes grossiere et
donc la conjecture de Novikov. Notons toutefois qu’il existe des groupes sans plongement
uniforme vers des Hilbert d’aprés Gromov [Gro03]. En effet, ces groupes possedent des
expanseurs isométriquement plongés, et les expanseurs ne se plongent pas uniformément
dans des espaces de Hilbert.

Lorsque X = G est un groupe, il est aussi intéressant de considérer la compression
équivariante. Si Y = X est un espace de Banach, on se restreint aux applications f :
G — X qui sont équivariantes pour une action affine isométrique de G sur X'. L’existence
d’une fonction équivariante vers un Hilbert avec ps(t) — oo est la célébre propriété de
Haagerup, critere suffisant pour satisfaire la conjecture de Baum-Connes d’aprés Higson-
Kasparov [HKO01].

Pour des groupes moyennables, un intervalle de compression est aussi un intervalle de
compression équivariante. De plus si pj*"" (¢) = +/t alors le groupe G est moyennable,
résultat optimal puisque /7 est atteinte pour le groupe libre. Pour le groupe d’allumeur
de réverbére, on a p;(t) > @. On renvoie par exemple a Guentner-Kaminker [GK04] et

Cornulier-Tessera-Valette [CTV08] pour un panorama détaillé.
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Le probléme inverse pour la compression des groupes a été résolu par Arzhantseva-
Drutu-Sapir [ADS09].

Théoréme 3.2 (Arzhantseva-Drutu-Sapir [ADS09]). Soit p : Ry — R, croissante telle
que m soit croissante. Alors il existe un groupe de type fini de dimension asymptotique

au plus 2 pour lequel (7,54

(t)) est un intervalle de compression hilbertienne.

La preuve de ce théoréme repose sur I'existence de graphes satisfaisant la conclusion,
qui sont des unions de graphes expanseurs dilatés, et sur I'usage de la théorie des graphes
de groupes.

Les produits diagonaux d’allumeurs de réverbére avec {I's} expanseurs ont permis
d’obtenir ’analogue équivariant de ce théoréme.

Théoréme 3.3 ([BZ21]). Soit p : R, — R, croissante telle que ﬁ soit croissante. Alors il
existe un groupe de type fini moyennable de dimension asymptotique 1 pour lequel le couple
(m, p(t)) est un intervalle de compression équivariante LP pour tout p €]1, 0o].

Noter ’amélioration sur la borne inférieure qui rend le résultat significatif pour des
fonctions inférieures au logarithme.

La borne supérieure est similaire aux arguments de Iarticle [ADS09], et de larticle
d’Austin [Aus11] qui construit des groupes moyennables avec compression trés petite. La
borne inférieure est obtenue par construction explicite d'un cocycle, adaptant les arguments
de Tessera [Tes11].

Les produits diagonaux avec I'; dihédraux produisent aussi des exemples intéressants,
mais techniquement plus difficiles a étudier. On obtient seulement des résultats pour I'exposant
de compression

a(G, LP) :==sup{a: 3f : G = LP, ps(t) = t°}.

Théoréeme 3.4 ([BZ21]). Pour tout a € [%, 1], il existe un groupe A résoluble de degré 3
avec a(A, LP) = « pour toutp € [1,2].

11 découle de ce théoréme qu’il existe une quantité indénombrable de groupes de type
fini 3 résolubles deux-a-deux non quasi-isométriques. Un résultat déja connu de Cornulier-
Tessera [CT13], par des constructions différentes et des arguments de type cones asympto-
tiques. Noter qu’un tel résultat n’est pas possible pour des groupes métabéliens de type fini
dont les classes d’isomorphisme sont dénombrables.

Pour ces groupes, les obstructions sont plus techniques, et reposent sur une inégalité de
cotype métrique due a Mendel-Naor [MIN08]. Tres grossiérement, ces groupes contiennent
des portions d’espaces {*° en raison du max dans la formule (2.4.1). Pour p > 2, on ne
connait pas précisément I’exposant, mais on a une borne

3p—4 2
A, LP) > > a(A L) = =,
On ne connait pas d’autres exemples pour lesquels la compression est meilleure pour p plus

grand.
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3.2 Le profil isopérimétrique
Sur un groupe probabilisé (G, y1), on définit le profil isopérimétrique /¥ comme

&
Ap G u(v) == inf {W : #support(f) < v} , (3.1)
P
ou&,,(f) = %ZweG |f(zy) — f(x)|Pu(y) est la forme de Dirichlet. Pour p = 1, il est
classiquement, par formule de co-aire, équivalent a

9]

A g p(v) < inf {% (9 < v} (3.2)
pour u a support fini symétrique. La question de décrire les comportement possibles du
profil isopérimétrique a été posée par Vershik [Ver82], en termes de fonctions de Folner. La
fonction de Folner d'un groupe G relativement a une partie génératrice symétrique .S est

9sA4] 1
A~

Fg s(z) = min {]A\ tACGet

ou JgA = AS '\ A estle bord de A relativement 4 S. On a

v
——
Fgs()
pour une constante dépendant de S et du support de j et ot F~! désigne la fonction ré-
ciproque.

Al,G,u(U) =

Il est facile de voir que le profil isopérimétrique ne dépend pas du choix de y, tant qu’elle
est non-dégénerée a support fini ce qui sera le cas ici.

Pour tout p > 1, le profil isopérimétrique /¥ tend vers 0 si et seulement si le groupe est
moyennable.

On renvoie par exemple a 'article de Pittet [Pit00] concernant le profil isopérimétrique
des groupes en lien avec le profil isopérimétrique des variétés riemanniennes. Le profil
isopérimétrique des produits en couronne a notamment été étudié par Erschler [Ers06a;
Ers03b]. Elle a également montré que le profil peut étre arbitrairement proche d’une fonc-
tion constante : pour tout €(v) — 0, il existe G tel que A, ¢(v) > €(v) pour v assez grand,
au moyen de constructions en liens avec des groupes d’automates [Ers06b].

Dans l'article [BZ21], on obtient une solution satisfaisante au probleme inverse pour les
profils isopérimétriques dans le cas des groupes a croissance exponentielle.

Théoréme 3.5 ([BZ21]). Il existe C' > 0 telle que pour tout p € [1,2] et pour toute f :
[1, 00[— [1, 00| croissante satisfaisant f(1) = 1 et que % soit croissante, il existe un groupe

A tel que Ay A(v) <¢ m

La démonstration de ce fait est basée sur les mémes idées que pour la vitesse et la com-
pression : a savoir que les expanseurs 'y homothétiquement plongés fournissent ’obstruction
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optimale a la moyennabilité. Les outils sont bien str différents. On renvoie a la section 4
de [BZ21] pour une preuve complete. Notons que pour la fonction f de ce théoréme et
p(t) = ﬁ du théoréme 3.3, on peut prendre le méme groupe A.

Ce théoréme peut facilement se reformuler en termes de fonctions de Folner. De plus,
via la théorie de Coulhon [Cou96] et Coulhon-Grigor’yan [CG97], le profil /2 permet de
déterminer la probabilité de retour des marches aléatoires. Le théoréme 2.23 découle donc
du théoréme 3.5.

3.3 Les profils de séparation et de Poincaré

Les profils de Poincaré ont été introduits par Hume-Mackay-Tessera [HMT20] comme une
généralisation du profil de séparation introduit par Benjamini-Schramm-Timar [BST12].
On présente ici les travaux sur cet invariant effectués par Corentin Le Coz, durant sa these
que j’ai co-encadrée avec Romain Tessera. L’article [GLC23] aborde les liens entre profil
isopérimétrique ¢! et profil de séparation. L’article [LC20] fournit des estimations sur les
profils de Poincaré des produits diagonaux d’allumeurs de réverberes.

Pour p € [1, 0], le profil de Poincaré ¢ d’un groupe G est la fonction
1, c(v) :=sup {|Qh, () : Q] <vetQ C G}

ou h,(12) est la constante de Cheeger ¢” du sous-graphe induit par €2 du graphe de Cayley
de GG (pour une partie génératrice fixée dont le choix n’influence pas le profil modulo <)
définie par

h,(92) := inf { HHVf‘ﬂHp . f: G — Ravecsupp(f) C Qet Z} :

Pour définition du gradient, on pose V f(x) := max{|f(z) — f(xs)| : s € S}.

Comparaison avec les profils isopérimétriques

Ce profil de Poincaré est a mettre en relation avec la définition (3.1) du profil isopérimétrique.
En particulier lorsque p a support fini symétrique, il existe une constante c ne dépen-
dant que de S et p telle que &, ,(f) <. |[Vf|b. Ainsi h?(G) est comparable au profil
isopérimétrique A, o(|©2|). Toutefois, les conditions au bord sur I'ensemble des fonctions
f considérées est tres différent : c’est une condition de type Dirichlet, annulation au bord,
pour le profil isopérimétrique tandis que c’est une condition de type Neumann, moyenne
nulle, pour les profils de Poincaré.

Le profil de Poincaré ¢! est équivalent au profil de séparation défini comme
sep(v) :=sup {cut(Q) : Q@ C G et Q] = v}

ou la constante de découpage cut(€2) d’un sous-graphe induit (2 est le cardinal minimum
d’une partie de €2 le découpant en composantes connexes de cardinal au plus || /2. Ceci
correspond a I'interprétation (3.2) en termes d’ensembles de profil isopérimétrique ¢*.
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Les profils de Poincaré ne caractérisent pas la moyennabilité. Par exemple le profil de
séparation des groupes libres est constant (il suffit d’'un point pour déconnecter un arbre
en parties de cardinal moitié moindre) tandis que le profil est linéaire (au moins sur une
sous-suite) lorsque le goupe contient des expanseurs isométriquement plongés, comme par
exemple les groupes aléatoires de Gromov [Gro03], voir 'article de Hume [Hum17].

Une comparaison entre ces deux profils a été obtenu par Corentin Le Coz, en collabo-
ration avec Antoine Gournay, dans sa thése. L’énoncé complet, Theorem 3.4 de [GLC23]
est relativement technique, mais repose sur une observation simple : si une partie {2 est

09 _

optimale pour I'isopérimétrie, c’est-a-dire si ‘57 Aq(|92]), alors

(@) > A, (%) — A9,

Par téléscopage, on en déduit une inégalité d’autant plus pertinente que 'isopérimétrie
décroit vite. On donne deux cas particuliers plutot qu'un théoréeme général.

Théoréme 3.6 (Gournay-Le Coz [GLC23]). Soita > 0.

SiAi(v) < bg%y, alors pour une infinité de v, on a HIT(U) > jl\olT(f}).
11 (v)
v

A1 (v)

Ve 7

Si A1 (U) j

=

1 P
ogoolog o)’ alors pour toute > 0 et pour une infinité dev, on a

Gournay-Le Coz déduisent aussi que tout groupe de type fini résoluble satisfaisant
IT; (v) < v'7¢ est virtuellement nilpotent.

Invariants de plongements grossiers

Un interét remarquable des profils de Poincaré est d’étre monotones par plongement grossier.

On rappelle qu’une application f : (X,dy) — (Y, dy) entre espaces métriques est un
plongement grossier s’il existe une constante C' telle que d,,(f(x), f(y)) < C(1+dx(z,y))
et que pour tout y € Y, I'image réciproque f~'(B(y, 1)) est couverte par I'union d’au
plus C' boules de rayons 1 dans X. Les quasi-isométries sont des exemples de plongement
grossiers mais c’est une notion nettement plus flexible. Par exemple, une droite se plonge
grossierement dans une demi-droite par pliage.

Théoréme 3.7 (Hume-Mackay-Tessera [HMT20]). Soit X, Y deux graphes de degré borné.
S’il existe un plongement grossier de X dansY , alors1l, x(v) <. I,y (v) pourtoutp € [1, 0].

Les profils de Poincaré et de séparation ont été calculés pour de nombreux groupes
par Benjamini-Schramm-Timar [BST12] et Hume-Mackay-Tessera [HMT20; HMT22]. Par
exemple d’apres [HHMT20], pour des groupes hyperboliques de dimension conforme équiv-
ariante ¢, on a Il;(v) =< v"'T avec égalité pour les espaces symétriques de rang 1 et les
groupes d’isométries d’immeubles de Bourdon [Bou97]. Les auteurs déduisent de ce résul-
tat qu’il existe une partie A dénombrable dense de |0, 1] telle que pour tout a € A, il existe
un groupe avec sep(n) =< n® On ignore a ce jour si cela est vrai pour A = [0, 1].
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Hume-Mackay-Tessera insistent sur la distinction entre le fait d’avoir II;(v) < v'~®

qu’ils nomment finesse analytique et celui d’avoir I1;(v) > $ nommé épaisseur analy-
tique. Ils montrent dans [HMT22] que cette distinction est dichotomique pour les groupes

de Lie unimodulaires connexes, et caractérisent algébriquement les deux situations.

Dans 'article [LC20], Corentin Le Coz utilise les produits diagonaux pour résoudre en
partie le probleme inverse dans le cas analytiquement épais.

Théoréme 3.8 (Le Coz [LC20]). II existe C' > 0 telle que pour toute fonction f : [1, c0[—

[1,00[ croissante avec f(1) = 1 et % croissante, il existe un groupe A tel que pour tout
p € [1,00]
e I, A(v) < Cm pour tout v,

e I, A(v) > %m pour une infinité de v.

log v
f()

Si de plus est croissante, alors I, A(v) > %ﬁ pour une infinité de v.

logv

Pour une fonction f donnée, le groupe de ce théoréme est le méme que celui du théoréme 3.5.
Il résout en partie le probleme inverse pour des profils trés proches de linéaire modulo une
borne inférieure valide sur une seule sous-suite. C’est néanmoins suffisant pour en déduire
le corollaire suivant.

Corollaire 3.9 (Le Coz [LC20]). II existe une famille indénombrable (G, ),cr de groupes
moyennables de dimension asymptotique 1 telle que pour tout s # r, le groupe G5 n’admet
pas de plongement grossier dans G,.

3.4 La propriété Hpp de Shalom

Les produits diagonaux ont aussi produit des exemples intéressants de groupes ayant la pro-
priété Hyp, introduite par Shalom dans [Sha04]. On peut penser a cette propriété comme
un analogue de la propriété (T) pour les groupes moyennables. Rappelons qu’un groupe a
la propriété (T) si et seulement si toutes ses représentations unitaires ont une cohomologie
réduite H'(G,7) = 0 d’aprés [Sha00]. La cohomologie réduite est 'espace des cocycles
quotienté par I’adhérence des cobord H' = Z'/B!. Ainsi tout groupe n’ayant pas la pro-
priété (T) posséde une représentation irréductible avec H' # 0.

La propriété Hpp assure que de telles représentations ont dimension finie.

Définition 3.10 (Shalom [Sha04]). Un groupe dénombrable 1" posséde la propriété Hyp si
pour toute représentation unitaire ™ avec H! (I, ) # 0, il existe une sous-représentation o de
dimension finie.

Shalom définit aussi deux renforcements: Hpr qui demande a o d’étre fini et Hy qui
demande a o d’étre triviale.
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La propriété Hrp assure en un certain sens que les groupes sont “petits". Elle est notam-
ment satisfaite par les groupes virtuellement nilpotents, par les groupes polycycliques et
par Z /27, Z, mais pas par ZZ [Sha04]. Parmi les groupes moyennables, posséder Hgp, est
un invariant de quasi-isométrie, et tout groupe ayant cette propriété admet virtuellement
un morphisme vers Z [Sha04].

Avec cette derniére observation, Shalom a suggéré qu’on pourrait obtenir une nouvelle
preuve du théoréme de Gromov [Gro81] en démontrant directement qu’un groupe a crois-
sance polynomiale posséde la propriété Hyp. Cela a été fait par Ozawa [Ozal8]. Sa preuve,
remarquablement succincte, est basée sur les marches aléatoires et la concavité de I’entropie
de Shannon. Notons que les marches aléatoires surviennent naturellement dans ce contexte,
car pour le produit scalaire (b, V), := 3 (b(g),V'(9))pu(g) sur Z', I'orthogonal de B! est
I’ensemble des cocycles pi-harmoniques, comme observé par Guichardet [Gui72].

Peu apres l'article d’Ozawa, Erschler et Ozawa ont donné un critére probabiliste carac-
térisant la propriété Hpp, dont un corollaire est le suivant.

Théoréme 3.11 (Erschler-Ozawa [EO18]). Silim sup p*"(Bg(cy/n)) > 0 pour tout ¢ >
0, alors G posséde la propriété Hpp.

En utilisant les techniques d’Ozawa [Oza18] et un argument de couplage réminiscent de
Benjamini-Duminil-Copin-Kozma-Yadin [Ben+17], nous démontrons dans un article écrit
en commun avec Tianyi Zheng le résultat suivant.

Théoréme 3.12 ([BZ19]). Soit 7 : G — Z un morphisme de groupe. Si toute partie finie de
ker 7 est incluse dans un sous-groupe normal fini de ker 7, alors G posséde la propriété Hr de
Shalom.

Les produits diagonaux introduits dans [BZ21] satisfont les hypothéses de ce théoréme
et donc ont propriété Hyp. Ce furent les premiers exemples de tels groupes ne satisfaisant
pas les prémices du théoréme 3.11.

Une variante de la construction de la section 2.4.1 fournit d’autres groupes intéres-
sants. Etant donnés A, B, (T,), (ks), on peut aussi se donner une suite (/,),>; satisfaisant
U5 > 2k, et considérer le produit diagonal des groupes A, := ' Z /{7 avec les mémes
générateurs que précédemment et Ag = (A x B)Z. En d’autres termes, on remplace (2.2)

par
C:= H H I,

sEN7.,/4,7,
en convenant que {, = o0.
On ne connait pas précisément la vitesse des marches aléatoires sur ces groupes-la, mais

il est évident qu’en adaptant les preuves de [BZ21] on obtient de tels groupes avec a peu
pres n’importe quelle vitesse des marches aléatoires.

Pour ces nouveaux groupes, le noyau du morphisme A — A est le FC-centre, c’est-a-
dire 'ensemble des éléments dont la classe de conjugaison est finie. Un résultat de Gour-
nay [Goul8] assure alors que les cocycles harmoniques des représentations faiblement
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mélangeantes (c’est-a-dire sans sous-espace invariant de dimension finie) factorisent par
Ay. Il découle que tout comme A, ces groupes ont Hyp. De plus, les arguments de la preuve
du théoréme 3.12 permettent de montrer aussi que toute fonction réelle p-harmonique a
croissance sous-exponentielle factorise par le centre F'C'. Combiné a un résultat de [Ben+17]
assurant que les fonctions harmoniques sous-linéaires de A, sont constantes, on obtient le
théoréme suivant.

. . . f(x) . . .
Théoréme 3.13 ([BZ19]). Pour toute fonction avec =~ — 0, il existe un groupe de type fini
avec une mesure [, symétrique a support fini ayant propriété Hyp, dont toutes les fonctions
p-harmoniques sous-linéaires sont constantes et dont la vitesse satisfait L,(n) > cf(n).

Ces groupes ont été les premiers exemples de groupes ayant toutes leurs fonctions har-
moniques sous-linéaires constantes, mais vitesse supérieure a diffusive. L'implication ré-
ciproque est ouverte:

Question 3.14. Soit G un groupe probabilisé ayant une vitesse diffusive (c’est-d-dire L¢; ;,(n) <
cv/n pour un certain ¢ > 0), est-il vrai que toutes les fonctions harmoniques sous-linéaires sont
constantes ?

Kozma a conjecturé une réponse positive dans son exposé a la conférence "Random
walks on groups" a 'THP en janvier 2014. Plus généralement, on aimerait savoir quelles
sont les conséquences pour un groupe d’avoir vitesse diffusive...

Notons également que cette famille de groupes agissant sur 'espace défini par (3.4) est
reliée a des exemples de groupes résolubles “exotiques”, voir [JK20; LBMB24].

3.5 Equivalence orbitale quantitative

Le théorie mesurée des groupes est une soeur jumelle de leur théorie géométrique, une
notion d’équivalence mesurée étant le pendant de la notion de quasi-isométrie. On renvoie
par exemple au survey de Gaboriau pour un point de vue global sur ce domaine [Gab11]
que nous n’aborderons ici qu’a travers le prisme récent de la quantification.

Les notions d’équivalences mesurée et orbitale quantitatives ont été développées par
Delabie-Koivisto-Le Maitre-Tessera [Del+22]. On présente ici les travaux [Esc24; Esc22]
sur ces invariants, effectués par Amandine Escalier, durant sa thése que j’ai co-encadrée
avec Romain Tessera.

Un célébre théoréme d’Ornstein-Weiss assure que deux groupes moyennables sont tou-
jours orbitalement équivalents, c’est a dire qu’ils possédent des actions libres sur un espace
de probabilité partageant les mémes orbites [OW80]. La relation d’équivalence orbitale est
donc extrémement flexible, puisqu’elle ne distingue pas des groupes ayant des propriétés
géométriques tres diverses.

Une maniére de faire apparaitre la géométrie dans I’équivalence orbitale est une quan-
tification, introduite par Delabie-Koivisto-Le Maitre-Tessera [Del+22].
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Définition 3.15. Deux groupes G et H sont orbitalement équivalents s’il existe un espace
probabilisé (X, n) sur lequel ils admettent des actions de sorte que pour presque tout v € X,
leurs orbites coincident : Gx = Hx.

Pour deux systémes générateurs S¢: et Sy, les orbites sont équipées de métriques en tant
que graphes de Schreier. L’équivalence orbitale sur X est dite (p,)-intégrable si pour tout
g € G ettouth € H, il existe cg, cp, > 0 telles que

/Xgp (idsH(gx,x)> dn(z) < oo et /X¢ <idsc(hx,x>> dn(z) < oo

Cqy Chp,

Les constantes c,, c;, apparaissent simplement pour assurer que la notion ne dépende
pas des systemes générateurs choisis.

Lorsque () = ¥ (x) = aP, on retrouve I’équivalence orbitale L? introduite par Bader-
Furman-Sauer [BFS13] : tout groupe L'-orbitalement équivalent & un réseau de SO(n, 1)
pour n > 2 est virtuellement un réseau dans SO(n, 1), et utilisée par Austin [Aus16] :
deux groupes a croissance polynomiale L!-orbitalement équivalents ont des cones asymp-
totiques bi-Lipschitz.

Notons que les quantifications sur les G-orbites et celles des H-orbites ne sont pas
nécessairement liées. Si 'on interpréte la quantification comme une distance généralisée
entre les groupes (ot ils seraient d’autant plus proches que @, ¢ croitraient vite), alors cette
“distance” n’est pas symétrique. Bien sir, si ¢, 1) sont bornées, alors toute équivalence or-
bitale est (i, 1)-intégrable (noté aussi (L>°, L>°)-intégrable).

L’article [Del+22] entame une étude systématique de cette notion, et celle reliée d’équivalence
mesurée quantitative. Ils introduisent aussi des variantes en autorisant ’action de G an’étre
pas libre (notion de quotient orbital) ou d’avoir seulement des inclusions Gx C Hx (notion
de sous-groupe orbital). Un des résultats principaux assure que les profils isopérimétriques
1

fournissent une obstruction quantitative a I’équivalence orbitale. Notons j; ¢(v) := o

Iinverse du profil isopérimétrique.
Théoreme 3.16 (Delabie-Koivisto-Le Maitre-Tessera [Del+22]). Soit G, H deux groupes
de type fini. S’il existe une équivalence orbitale (¢, L>°) de G vers H, alors j1.¢ = ¢ 0 ji.1.

Un résultat similaire a été obtenu par Bowen avec la croissance plutot que I'isopérimétrie
dans I’appendice de l'article [Aus16]. Il est naturel de chercher a savoir si cette obstruc-
tion est optimale, ou si elle pourrait étre améliorée en toute généralité. Des résultats en
faveur de 'optimalité ont été obtenu par Amadine Escalier au moyen des produits diago-
naux d’allumeurs de réverbéres avec {I';} expanseurs.

Théoréme 3.17 (Escalier [Esc24]). Soit g : Ry — R, croissante avec g(1) = 1 et ﬁ
croissante, il existe un groupe A tel que ji A(v) < g o log(v) et une équivalence orbitale de G

vers 7 qui est (%, L®)-intégrable.

Comme j; z(v) < v, ce résultat montre que dans ce cas le théoréme 3.16 est optimal au
facteur ——— prés.
log(j1,a)
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Question 3.18. Soit A et Ay deux produits diagonaux d’allumeurs de réverbéres. Existe-t-il
une équivalence orbitale entre les deux dont la quantification soit proche de celle donnée par
le théoreme 3.16 ?

Des résultats dans cette direction ont été obtenus par Amandine Escalier dans [Esc22]
mais seulement pour des sous-groupes mesurés et lorsque A, est un groupe d’allumeur de
réverbére. On s’attend a une réponse positive.

Plus généralement, il serait intéressant d’obtenir d’autres obstructions aux quantifica-
tions d’équivalence orbitale, car il parait peu vraisemblable qu’elle soit intégralement gou-
vernée par les profils isopérimétriques. A contrario, on aimerait aussi disposer d’une con-
struction garantissant, a partir des profils isopérimétriques, une quantification de I’équivalence
orbitale c’est a dire une sorte de réciproque au théoreme 3.16 mais a priori avec une inégalité
plus faible.

3.6 Et pour d’autres groupes moyennables ?

Les nombreux thémes abordés dans ce chapitre restent presque totalement ouverts pour
d’autres familles de groupes moyennables que nous avons mentionnées, notamment les
groupes agissant sur des arbres enracinés, par exemple les groupes “mere” des automates a
activité polynomiale [Sid00; AAV13], les groupes “bulles” de Kotowski-Virag [KV15] et les
familles de groupes simples [JM13; Nek18].

Hormis les résultats de [Bri13; AV17] sur I'entropie et la vitesse des marches aléatoires,
on ne dispose quasiment pas de résultats substantiels pour ces groupes concernant les pro-
fils isopérimétriques ou de Poincaré, la compression hilbertienne, ni concernant de possibles
quantifications de leurs équivalences mesurées. Il y a la un vaste champ ouvert mais il ne
semble pas que nous disposions d’outils adaptés pour le défricher.

Un résultat sporadique que j’ai pu obtenir est la construction d’ensembles de Folner ex-
plicites pour une version alternée du groupe “mére” des automates a activité bornée pour
des arbres enracinés de degré au moins 5 [Bril4a]. Cela permet d’obtenir une preuve al-
ternative de la moyennabilité des groupes d’automates a activité bornée, obtenue en pre-
mier lieu dans [BKN10], mais les ensembles de Folner décrits sont trés loin des bornes
isopérimétriques découlant de entropie [Bril3].

Une autre question, assez vertigineuse tant elle est peu documentée, est de savoir quelles
sont les valeurs prises par ces invariants asymptotiques pour des groupes de présentation
finie. Il s’agit alors de collections dénombrables. On dispose de peu d’exemples, et a ma
connaissance aucune obstruction. De ce point de vue, la question de Milnor reste entiére :
existe-t-il des groupes a croissance intermédiaire de présentation finie ?
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Dans son article sur les représentations de Poisson [Fur63a], Furstenberg a introduit la
quantité suivante

X == | [ tog ) n(a)iuto)

ou (X, n) est un espace (G, uu)-stationnaire, nommée en hommage entropie de Furstenberg.
Lorsque G est dénombrable, la premiére intégrale est une somme, mais on s’intéressera
aussi aux groupes localement compacts. L’entropie de Furstenberg est un invariant mono-
tone des espaces stationnaires qui mesure le défaut d’invariance.

Sim : (X,n) — (Y,v) est un facteur (c’est-a-dire 7 est G-équivariante et ) = v),
alors h,(X,n) > h,(Y,v), avec égalité si et seulement si gn¥ = 19 pour la désintégration
n = fY n¥Ydv(y). On dit dans ce cas que I'extension préserve relativement la mesure. En
particulier, 'entropie est nulle si et seulement si 7 est invariante.

D’apres Furstenberg et Kaimanovich-Vershik [Fur63a; KV83], 'entropie est maximale
pour le bord de Poisson H,(X,n) < h,(B, V). Une question naturelle, pour un groupe
probabilisé (G, p) donné est de déterminer I'ensemble des valeurs possibles des entropies
de Furstenberg de ses actions stationnaires ergodiques, nommé spectre entropique

SpEnt(G, i) := {h > 0 : 3(X, n) stationnaire ergodique h,(X,n) = h}.

Cet ensemble est donc inclus dans [0, h,(B, V)] et contient les bornes de cet intervalle.
On rappelle que I'espace des mesures stationnaires est convexe et qu'une telle mesure est
ergodique si elle est un point extrémal.

Déterminer le spectre entropique apparait donc comme un probléme inverse pour les
actions d’un groupe donné : étant donné une valeur, peut-on construire un espace qui la
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réalise ? Dans une prépublication écrite avec Tianyi Zheng [BZ23], nous déterminer le spec-
tre entropique des groupes SL(d,R). Ce travail repose notamment sur des constructions
de Bowen [Bow14] et des résultats de Nevo-Zimmer [Nev99; NZ00; NZ02b; NZ02a].
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4.1 Spectre entropique

L’étude systématique des entropies de Furstenberg des groupes de Lie semi-simples GG a été
initiée par Nevo-Zimmer dans une série d’articles [Nev99; NZ00; NZ02b; NZ02a]. Pour ces
groupes, lorsque la mesure j est a support compact et absolument continue par rapport
a celle de Haar (en bref admissible), le bord de Poisson s’identifie a ’espace homogene
B = G/P ou P est un parabolique minimal. Pour G = SL(d,R), ou P est 'ensemble
des matrices triangulaires supérieures, c’est 'espace des drapeaux complets. Il posséde
donc 297! facteurs algébriques de la forme G/ pour @ parabolique. Ces facteurs sont dits

projectifs.

Si (X, n) est un espace (G, p)-stationnaire, il admet des facteurs projectifs, ne serait-ce
que le facteur trivial pour () = G. 1l est assez aisé de montrer qu’il en admet un maximal
X — G/Quax qui factorise tout les autres [NZ02b].

Théoréme 4.1 (Nevo-Zimmer [Nev99; NZ00; NZ02b]). Soit G un groupe de Lie simple
avec 1. admissible. Soit (X, n) un espace stationnaire, de facteur projectif maximal G /Q pax-

Sirg(G) > 2, alors G/Qmax est trivial si et seulement si 1 est invariante. Si 17 est
mélangeante (voir [N200]), alors h,,(X,n) appartient a I'ensemble fini donné par les facteurs

projectifs.

Le spectre entropique de SL(2,R) est infini.

Ce théoréme assure qu’en rang supérieur le spectre entropique de GG n’intersecte pas
intervalle |0, ming.c{h,(G/Q)}[ ou @ est parabolique. Plus généralement, si G a la pro-
priété (T), alors O est un point isolé du spectre entropique, d’apres [Nev03].

Le premier résultat de réalisation complete a été obtenu par Bowen pour le groupe libre.

Théoréme 4.2 (Bowen [Bow14]). Soit i la mesure uniforme sur les générateurs usuels d’un
groupe libre Fy,, alors SpEnt(Fy, 1) = [0, h, (B, ).

Ces résultats ont été généralisé par Hartman-Yadin [HY18] aux mesures non-dégénérées
a support fini. Ils ont aussi montré la réalisation compléte pour des produits en couronne 1}
B ou la marche aléatoire induite sur la base est Liouville et pour le groupe des permutations
a support fini d’'un ensemble dénombrable, pour toute mesure d’entropie finie dans les deux
cas. Ron-George-Yadin ont obtenu la réalisation complete pour les groupes virtuellement
libres avec des mesures de moment d’ordre 4 fini [RGY21].

Avec Tianyi Zheng, nous avons obtenu une description compléte du spectre entropique
de SL(d,R). On rappelle que tout sous-groupe parabolique de SL(d,R) est de la forme
P; pour [ une partie de I’ensemble des racines simples A = {1,...,d — 1} et admet une
décomposition de Lévi P; = L; x N;. On définit f(I) C I comme la partie maximale telle
que le sous-groupe de Lévi de Py () ne possede aucun facteur simple non-compact de rang
1. De maniere trés concrete, Pr est a conjugaison pres un groupe de matrices triangulaires
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supérieure par bloc, et Py s’obtient a partir de P; en remplacant les blocs de taille deux

ok
par | o |-

Théoréme 4.3 ([BZ23]). Le spectre entropique de SL(d,R) pour une mesure ;1 admissible
est l'union d’intervalles

SPENt(SL(d,R), 1) = | (0.(G/Pr). hu(G/ Pyin)
IcCA

Lorsque P; ne posseéde aucun facteur simple de rang 1 l'intervalle est réduit & un point.
Lorsque d = 2, on obtient réalisation compléte. Pour d = 3, le spectre est de la forme {0} U
[h.(G/Q), h,(B)] pour I'un des deux paraboliques non-triviaux. A partir de d = 4, cela
dépend des valeurs de I'entropie sur les facteurs projectifs (ils forment un treillis identifiable
aux sommets d’un cube de dimension d — 1). Il semble possible d’obtenir plusieurs points
isolés.

La preuve de ce résultat repose largement sur la construction par Bowen de fibrés de
Poisson associés a des sous-groupes aléatoires (IRS) [Bow14] que nous décrivons main-
tenant.

4.2 Fibrés de Poisson

Définition des fibrés de Poisson

Soit (X, 7) un espace (G, u)-stationnaire et (G, P,,) 'espace des trajectoires de la marche
aléatoire. L’action diagonale de G sur X x G est stationnaire pour la mesure de couplage
(joining en anglais)

nYP,:= / N X 0, dP,(w)
GN

ou 7, est la limite presque stre de Z,n pour la trajectoire w = (Z;, Zs, . .. ), qui existe par
le théoréme des martingales. On renvoie a I’article de Furstenberg-Glasner pour une étude
détaillée des couplages [FG10].

On note Sub(G) 'ensemble des sous-groupes fermés de GG, muni de la topologie de
Chabauty et de I’action par conjugaison. Lorsqu’on dispose d’une application G-équivariante
L : X — Sub(G), on peut considérer ’espace

WQ = l—lxeX{I} X (LxG)N
muni de la G action
g.(.’L’, LxZI, LxZQ, RN ) = (gl‘, ngZh ngZQ, Ce > = (gl’, Lg:thh LgngQ, Ce )

puisque L, , = gL,g . C’est donc un facteur intermédiaire X x G — Wy — X. Le dé-
calage temporel T sur G~ s’induit 8 W, par T'(x, L, Zy, Ly Zs, . ..) = (z, Ly Za, Ly 73, . . .).
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Définition 4.4. Le fibré de Poisson, noté (Z, \) de (G, ju) relatifa (X,n) et L : X — Sub(G)
est l'espace des composantes ergodiques de I'. C’est donc la réalisation de Mackey de la o-
algebre invariante T := { A € Borel(Wg) : T~'A = A} complétée.

Lorsque 7 est invariante (L, est une IRS), alors ' YIP, = n x P, et on retrouve les fibrés
de Poisson utilisés par Bowen [Bow14].

Formules d’entropie et identification des fibrés de Poisson

On suppose de plus que 7 : (X,n) — (Y, ) est une extension préservant relativement la
mesure d’un systéme yu-proximal (Y, v) et que L, < Stabg(x) pour presque tout x. On dit

alors que (X, n) est standard. Ces hypothéses techniques mais naturelles assurent que le

)

processus (L, Z,), est une chaine de Markov, dont la loi IP’Z(x ne dépend que de 7(x).

La mesure p étant suffisamment réguliere, on peut identifier fibre a fibre les o-algebres
invariantes et asymptotiques (tail en anglais) Z, = 7, modulo mesure zéro. De plus, la loi
conditionnelle P;* coincide avec la mesure de désintégration P, = Jy P4dv(y) d’apres
Bader-Shalom [BS06, Prop. 2.19]. Dans ce contexte, la fibre 7r_1(:(:) peut se voir comme le

bord de Poisson de la chaine de Markov (L, \G, Pz(z)).

On peut alors généraliser a ces fibrés de Poisson les résultats sur I'entropie et I'identification
de Kaimanovich-Vershik [KV83], Derriennic [Der85] et Kaimanovich [Kai00].

On obtient en particulier une formule d’entropie asymptotique.

Théoreme 4.5 ([BZ23]). SiG est dénombrable, I’entropie de Furstenberg du fibré de Poisson
d’un systéme standard est donnée par

1
B2 = (Vo) +int - [ H(E)in()
" X
ou £ est la loi au temps n de la chaine de Markov (L, \G, Pr™)Y issue de L.

Dans le cas ou (Y, ) est invariant, cette formule est due a Bowen [Bow14]. Si G est
locallement compact, on dispose d’une formule similaire utilisant I'information mutuelle
conditionnelle.

Ces formules d’entropie permettent d’étendre la théorie de I’identification des bords de
Poisson aux fibrés de Poisson. Par exemple, on établit une version fibrée du critere des
rayons (ray criterion) de Kaimanovich [Kai00]:

On suppose disposer d’une suite de facteurs (W, P,) — (Z,\) — (M, \) — (X,n)
avec un facteur M d’origine géométrique candidat a étre le fibré de Poisson. On note 6); :
Wq — M Tapplication facteur.

Théoréme 4.6 ([BZ23]). Si pour tout e > 0, il existe une partie U de mesure positive de M,
telle que pour tout n, on peut associer a tout point (x, () de U un rayon A5 (z,() C L, \G de
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cardinal sous-exponentiel | A¢ (x, ()| < exp(en) qui attrape la trajectoire avec une probabilité
positive :
limsupP, (3m >n: L, Z,, € AS(z,¢)) >0

ou (Z,) désigne une trajectoire dont la loi est conditionnée par 0y (x, L, Z,) = (x,(), alors ce
facteur (M, )\) est G-isomorphe au fibré de Poisson.

On dispose aussi d’un critére de la bande (strip criterion) mais seulement lorsque (X, 1)
est invariant.

Idées de la preuve du théoréme 4.3

La preuve du théoréme 4.3 comporte deux parties : obstructions et réalisations.

Concernant les obstructions, il s’agit essentiellement de donner une version fibré du
théoréme 4.1 de Nevo-Zimmer. En pratique, on utilise I'isomorphisme de Furstenberg [Fur63a]
qui réalise un systéme stationnaire inconnu (X, 77) comme facteur intermédiaire au dessus
de son facteur projectif maximal Q. = Pr

(G/P[ X X,V[ X ;\) — (X,?]) — (G/P],V]>7

ol \ est une mesure P-invariante sur X (existe car P est moyennable). Les arguments de
Nevo-Zimmer en rang supérieur montrent que Pr;) préserve A, ce qui permet de réaliser
(X, n) comme facteur

(G/Pr1y X6 supp(A), vy x 1) = (X, n).

Comme il s’agit d'une extension préservant relativement la mesure, on déduit

(G Py veay) = (G Prry Xo supp(A), vy x 1) = hu(X,m) 2 hy(G/ Pr, vr).

Pour la réalisation, on utilise les techniques de Bowen [Bow14]. Commencons par re-
visiter sa démonstration de la réalisation compléte pour un groupe libre F'. Bowen con-
sidere des fibrés de Poisson sur des sous-groupes aléatoires invariants (IRS). C’est-a-dire
que sur X = Sub(G), il construit une famille d’IRS (p,)pcjo,1], qui dépend continuement
de p (en topologie faible  avec la topologie de Chabauty sur Sub(G)), telle que p; = 0y}
et p est une moyenne finie de sous-groupes normaux H < F avec H\F ~ 7. La déf-
inition 4.4 fournit donc une famille de fibrés de Poisson de F' notée (Z,, Ap)pefo,1]. 1l suf-
fit alors de montrer que I'entropie de Furstenberg p — h,(Z,, \,) est continue, puisque
hy(Z1, M) = hu(B, Vo) et hy(Zo, Ag) = 0. On renvoie a I'article de Bowen, section 4, pour
une description précise de ces IRS en terme de percolation de revétements [Bow14].

La semi-continuité supérieure découle par un argument trés général de la formule d’entropie
du théoréme 4.5. L’idée sous-jacente est trés simple : si deux sous-groupes L et L' sont
proches en topologie de Chabauty, alors les graphes de Schreier L\ F' et L'\ F' coincident
sur des boules de grand rayon. Si le rayon est assez grand pour contenir le support de
w™, alors LZ, et L'Z, ont méme distribution. Cet argument permet de montrer que
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P fSub(G) H(&F)dp,(x) est continue pour chaque valeur de n. On conclut car un infi-
mum de fonctions continues est semi-continu supérieurement.

La semi-continuité inférieure découle d’une autre formule d’entropie, plus spécifique
au cas du groupe libre et des IRS de Bowen [Bow14]. Celles-ci sont choisies de sorte que
le graphe de Schreier soit presque siirement un arbre décoré de boucles de longueur 1.
Les critéres d’identification permettent alors d’identifier explicitement (Z,, \,) comme un
fibré au dessus d’une partie de Sub(G) dont les fibres sont les bords (ensemble des bouts)
du graphe de Schreier L,\F vu comme un arbre. On dispose alors d’une autre formule
d’entropie en termes de divergence de Kullback-Leibler:

23 = Vo) + [ [ Dlasgllon) @) dn@aute) @)

ol gy g = (¢ * gPP,,), et la divergence de Kullback-Leibler D(«||5) = [,, log ‘;—gda satisfait

a(A)
p(A)’

D(al|B) = sup Hal |B(Pa) - avee  Hal[B(P) = a(4)log

AcP

pour toute suite (7P,,) de partitions finies engendrant la o-algébre. Dans le cas du groupe
libre, on prendra pour P, la partition du bord de I’arbre donné par les ombres des éléments
de la sphére de rayon n. De ces formules compliquées, il faut surtout retenir qu’elles per-
mettent d’exprimer I'entropie comme une intégrale d’'un suprémum de fonctions qui ne
dépendent que d’une boule finie du graphe de Schreier, donc continues. La semi-continuité
supérieure en découle.

Remarque 4.7. En détaillant proprement ces arguments, on peut montrer que le spectre en-
tropique de F' est un intervalle pour toute mesure d’entropie finie et de log-moment fini, voir
théoréme 1.10 [BZ23].

Notons que 'on peut identifier le bord de Poisson de F' au bord géométrique de son graphe de
Cayley sans condition de moment depuis le travail de Chawla-Forghani-Frisch-Tiozzo [Cha+22],
qui utilise notamment les temps pivots introduits par Gouézel [Gou22]. 1l est trés vraisemblable
que ce résultat puisse s’appliquer aussi dans le cas des fibrés de Poisson.

Pour traiter le cas de SL(d,R), on considére () et ) deux sous-groupes paraboliques
(triangulaires supérieurs) ou )’ est obtenu a partir de () en remplacant un bloc diagonal de
taille deux par les matrices triangulaires supérieures 2 x 2. On a alors une application p :
() — SL(2R) qui consiste & ne garder que ce bloc de taille 2. On utilise le fait que SL(2,R)
contient un sous-groupe libre /' comme réseau. Notons €2y un domaine fondamental. On
considére I'espace (G, 1) stationnaire

X =G/Q x5 (2 X, Sub(F)) munide la mesure 7, :=vg X mq, X p,

ol pestunIRS de F. On a donc, siz = (9Q,7F,L) € X que L, = gp ' (rLr=1)g'. Clest
un sous-groupe aléatoire stationnaire. On est bien dans le contexte des fibrés de Poisson

standards avec (Y, v) = (G/Q, vg).
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Pour obtenir toutes les valeurs d’entropie entre h,(G/Q) et h,(G/Q’), on utilise les
IRS de Bowen p = p, pour p € [0, 1]. A nouveau c’est le théoréme des valeurs intermédi-
aires. La continuité se partage entre semi-continuité inférieure due a la formule générale du
théoréme 4.5 et semi-continuité supérieure par identification de Z, avec le fibré des bords
des arbres Schreier

Z,~G/Qxs | x, |J {L}x0(L\F)

Subrree (F)

et la formule (4.1).

4.3 Questions et perspectives

Ce travail sur les entropies de Furstenberg mene a plusieurs question, et avec Tianyi Zheng
nous avons établi un programme d’étude.

Tout d’abord comme observé ci-dessus, le point clé pour obtenir réalisation compleéte
pour SL(2,R) réside dans 'existence d’un sous-groupe libre comme réseau. Ceci permet
(travail en cours) d’obtenir réalisation compléte pour les groupes agissant proprement sur
des arbres. Le cas du groupe discret affine d'un arbre, étudié dans [BTZ21], présente une
structure intéressante, puisqu’on obtient réalisation complete mais avec des constructions
assez différentes sur des intervalles distincts.

Cette observation montre aussi que les résultats de réalisation pour SL(d, R) sont aussi
vrais pour SL(d,Q,). On espére pouvoir étendre les résultats d’obstructions a n’importe
quel corps, par exemple en adaptant les résultats de Bader-Boutonnet-Houdayer [BBH23].
Se poserait alors la question de réalisation pour SL(d, C). Dans ce cas, il n’y a pas de sous-
groupe libre comme réseau mais toutefois des groupes d’Artin a angles droits. Un projet
est donc d’étendre les constructions d’IRS de Bowen aux groupes d’Artin a angles droits
ou méme plus généralement a des groupes agissant sur des complexes cubiques CAT(0).
Suite a des discussions avec Anthony Genevois, nous prévoyons d’encadrer ensemble un
étudiant en these sur ce sujet.

Par dela la question du corps, on aimerait bien stir décrire le spectre entropique pour
d’autres groupes de Lie semi-simples. Les morphismes de paraboliques vers SL(2, R) four-
nissent des intervalles de réalisation. Et les arguments de rang supérieurs a la Nevo-Zimmer
fournissent des obstructions. Il reste toutefois des zones d’ombres importantes, notamment
pour les groupes de rang 1 ayant la propriété (T), tel Sp(n, 1).

La question des valeurs de I’entropie de Furstenberg des actions stationnaires admet un
renforcement. Plutot qu'un espace stationnaire quelconque, on peut déja souhaiter avoir
des p-bord, c’est a dire des quotients du bord de Poisson, voir définition 2.4. Pour GG semi-
simple, ce sont les G/, et 'ensemble des valeurs est fini. Le cas des groupes de Baumslag-
Solitar et de leurs produits a été étudié par Bjorklund-Hartman-Oppelmayer [BHO23], qui
ont produit des exemples de groupes ou ce spectre est un intervalle pour certaines mesures,
un Cantor pour d’autres.

Il serait intéressant d’obtenir un tel renforcement pour les groupes libres. En fait dans
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ce cas, on s’attend méme a obtenir toutes les valeurs possibles d’entropie en considérant
des quotients.

Conjecture 4.8. Tout nombre réel positif est entropie asymptotique d une marche aléatoire
simple sur un groupe de type fini.
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