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Modalités du Contréle des Connaissance (MCC)

P session 1 :
50% Contréle Continu : compte-rendu de deux TP (TP2 et TP5) a
remettre sur Moodle a la fin de la séance de TP.
50% Contréle écrit Terminal de 2H pendant la période des examens
de Mai.

» session 2 :
Controle Ecrit de 2H pendant la période des examens de Juin.

La regle du MAX s'applique entre les sessions 1 et 2.



Objectifs du cours : introduire les méthodes statistiques
classiques pour |'analyse et la prévision des séries
temporelles.

Plan du cours :
» Partie |. Démarche et premiéres définitions
> Partie Il. Processus ARMA et leur estimation
> Partie lll. Séries temporelles non-stationnaires

> Partie IV. Lissage exponentiel



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Partie 1 : Démarche et premiéres définitions



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Définition
Une série temporelle ou série chronologique est une suite d’observations
d’un phénoméne physique au cours du temps.

Exemples?! :

>

vVvyVvyVvyYyvyy

consommation d'électricité,

population d’un pays,

trafic Internet,

ventes de téléphones mobiles,

hauteurs des crues du Nil,

concentration en dioxyde de carbone de |'atmosphére,

taux de glucose dans le sang.

1. et de nombreux exemples : http://www.seriestemporelles.com/


http://www.seriestemporelles.com/

| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Exemple 1 : population en France?

population
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année

FIGURE — population de la France en millions d’habitants (1846 a 1951)

2. d'apres le livre "Séries temporelles avec R", Y. ARAGON



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Exemple 2 : accidents de la route
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FIGURE — nombre mensuel de morts et blessés graves par accident de la route en
France (1974 a 2008)



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Exemple 3 : lac Huron
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FIGURE — mesures annuelles en pieds du niveau du lac Huron de 1875 a 1972.



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

Exemple 4 : ventes de champagne
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FIGURE — ventes mensuelles de champagne (2001 a 2010)



| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

On propose de modéliser les observations comme une réalisation d'un
processus stochastique (X¢)teT.

Définition

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (X¢)teT

définies sur un espace de probabilisé (Q2, A, P).
Lorsque T =7, on dira que (X;) est un processus a temps discret.
Lorsque T =R, on dira que (X;) est un processus a temps continu.

X:QxT — E=R
(w, t) = Xi(w)

Remarque :
» pour chaque t € T , w — X¢(w) est une variable aléatoire.

» pour chaque w € €, t — X;(w) est une fonction que I'on appelle
trajectoire du processus (Xt).

Dans la suite on se restreindra a I'étude des processus a temps discret.
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| - Démarche et premiéres définitions 1 - Définition d'une série temporelle

On se place dans I'ensemble L2 des variables aléatoires réelles admettant
un moment d'ordre 2 E(X?) < +oo. L'ensemble .2 est un espace vectoriel
normé pour la norme définie par :

| X||> = E(X?) associée au produit scalaire (X, Y) = E(XY)

De plus I'espace IL? est complet : c'est un espace de Hilbert.

Définition

Soit X et Y deux v.a. delL?, X et Y sont dites orthogonales si

E(XY) =0.

Dans toute la suite, les v.a. X; sont dans L2. On parle alors de processus
du second ordre .
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| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Définition

Le processus (Xt )tez est un processus du second ordre si E(X?2) < oo.

On note sa moyenne pu(t), pour t € Z :
p(t) = E(Xt),
et sa fonction de covariance pour s, t € Z :

vx (s, t) = Cov(Xs Xe) = E[(Xs — E(Xs))(Xe — E(X:))]

12



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Définition

Un processus (X¢)tez est dit stationnaire ou faiblement stationnaire ou
stationnaire au second ordre si

(i) E[X?] < o0

(ii) E[X¢] = p, YVt € Z (ne dépend pas du temps t)

(i) Cov(Xe, Xe—n) = E[(Xe — E(Xt))(Xeeh — E(Xe—p))] = v(h), Vt,h € Z
(ne dépend que de h) .

En particulier, on a la propriété d’homoscédasticité :

~v(0) = Var(X;) = cste, Vt € Z.

La fonction y(h) est appelée la fonction d'autocovariance.

13



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Définition
La fonction d’autocorrélation d’un processus stationnaire au second ordre
est définie par

y(h)
p(h) = o) Vhez.

14



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Définition

Un processus (X¢)tez est dit strictement stationnaire si les lois jointes de
(Xeys .-+, Xy, ) et de (Xeg+hy -+, Xe+-n) sont identiques pour tout entier
positif k et pour tous ty,--- , tx, h € Z.

Remarque : Un processus strictement stationnaire du second ordre est
faiblement stationnaire.

15



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité
Exemple important : Processus gaussien.
Définition
On dit qu'un processus a valeurs réelles (X¢):cT est gaussien si pour tout
ensemble fini d'indices | = {t1,--- ,ta}, (Xt,, -+, Xt,) est un vecteur
gaussien.

FIGURE — Simulation d'une trajectoire d'un processus stationnaire
Un processus gaussien stationnaire au second ordre est stationnaire au
sens strict car la loi d’un processus gaussien est entiérement caractérisée

par sa moyenne et sa covariance.
16



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Exemple : Bruit Blanc.

Définition

Un processus stationnaire (Z;)tcz, de moyenne . et d'autocovariance 7z
est :

» bruit blanc (faible) si Cov(Zs; Z;) = 0 pour tous s # t;
» bruit blanc fort lorsque les variables (Z:)tcy sont indépendantes;
On a dans les deux cas , yz(h) = 0?1 (p—g).-

17



| - Démarche et premiéres définitions
Quelques exemples

2 - Stationnarité
Exemple 1 : Soit (Z;) une suite de variables alétoires i.i.d. d'espérance
nulle et de variance finie 02 < 400 . On pose

Xe=2Zi+0Z: 1,0 R
(faiblement) stationnaire.

Calculer la fonction d'autocovariance de (X;). En déduire que (X;) est

DA
18



| - Démarche et premiéres définitions
Quelques exemples

2 - Stationnarité

Exemple 2 : Soit (Y:) un processus stationnaire. On définit

) Y si t est pair
Xe = { Y+ 1,

si t est impair

Calculer la fonction d'autocovariance de (X;). (X;) est-il stationnaire?

DA
19



| - Démarche et premiéres définitions
Quelques exemples

2 - Stationnarité

Exemple 3 : Soit X; = Z1 + Z> + - - - + Z; ou les Z; sont des variables

aléatoires i.i.d. d’espérance nulle et de variance 02 < +oo. Calculer la
fonction d'autocovariance de (X;). (X;) est-il stationnaire?

20



| - Démarche et premiéres définitions 2 - Stationnarité

Quelques exemples

Exemple 4 : Soit (X;) une suite de variables aléatoires indépendantes telles
que :

Xe ~ Exp(1) lorsque t est pair

Xt ~ N(1,1), lorsque t est impair.

Montrer que (X;) est stationnaire mais pas strictement stationnaire.

DA
21
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| - Démarche et premiéres définitions 3 - Décomposition d'une série temporelle

Décomposition d'une série temporelle

Les séries temporelles que I'on veut modéliser ne sont pas en général des
réalisations de processus stationnaires. Mais il est possible de s'y ramener
par décomposition de la série temporelle en plusieurs composantes.

On peut décrire comme suit ces composantes :

» Tendance. La tendance ou trend m; modélise I'évolution a long
terme de la série.

» Composante saisonniére. La composante saisonniére s; représente un
comportement qui se répéte avec une certaine périodicité (toutes les
douze périodes pour des séries mensuelles, toutes les sept périodes
pour des séries quotidiennes, toutes les quatre périodes pour des
séries trimestrielles...).

» Composante irréguliere. C'est une composante aléatoire e; c'est-a-dire
un processus stochastique.

22



| - Démarche et premiéres définitions 3 - Décomposition d'une série temporelle

Décomposition d'une série temporelle

La tendance m; et la saisonnalité s; sont des composantes déterministes.

» Tendance. La tendance ou trend m; modélise I'évolution a long
terme de la série. Par exemple :
— tendance linéaire : my = a+ bt
— tendance quadratique m; = a + bt + ct?
— tendance logarithmique m; = log(t).

» Composante saisonniére. La composante saisonniére s; représente un
comportement qui se répéte avec une certaine périodicité connue. Elle
peut &tre modélisée par une fonction périodique. Par exemple, pour
une composante saisonniére de période k :

d
st =ap+ »_(ajcos(wjt) + bjsin(w;t))
=1

ol wj = 2mj/k, pour j=1,--- ,d .

23



| - Démarche et premiéres définitions 3 - Décomposition d'une série temporelle

Décomposition d'une série temporelle

Seule la composante irréguliere e; est aléatoire. On peut aussi la désigner
comme l'erreur ou le bruit.

» Composante irréguliere. C'est une composante aléatoire e; c'est-a-dire
un processus stochastique, idéalement une fois que la partie
déterministe a été modélisée ou "éliminée", on espére que la
composante e; est un processus stationnaire.

24



| - Démarche et premiéres définitions 3 - Décomposition d'une série temporelle

Décomposition d'une série temporelle

Définition
Un modele de décomposition additif est défini par : multiplicative ou
combiner les deux aspects.

Xt = m; + St + &, ol E(et) =0
Un modéle de décomposition multiplicatif est défini par :

Xt = ms X St X €, OL\IE(et) =1

ou encore une "combinaison" des deux définie par :

Xt = (mt + st) X €t, ol E(et) =1

25



| - Démarche et premiéres définitions 3 - Décomposition d'une série temporelle

Exemple de décomposition
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F1GURE — Décomposition du nombre mensuel de morts et blessés graves par
accident de la route en France (1974 a 2008)
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| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Modélisation de la partie déterministe

a) Modélisation de la tendance par Moyenne mobile :

La méthode des moyennes mobiles permet d'extraire la tendance d'une
série temporelle. C'est une méthode de lissage car elle agit comme un filtre
qui élimine le "bruit".

La méthode des moyennes mobiles consiste a calculer une moyenne
glissante des valeurs de la série que I'on souhaite "lisser".

La série des moyennes mobiles m; d'ordre 2g + 1, pour g € N* se calcule
ainsi :

. 1 I
my = X
‘ 2q+1;—:q -,

Remarque : on "perd" 2q observations quand on fait un lissage moyenne
mobile d'ordre 2q + 1.
Remarque : Plus q est grand plus le lissage est important.

27



| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Exemple de lissage par moyenne mobile de la tendance
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FIGURE — Lissage par moyenne mobile du nombre mensuel de morts et blessés
graves par accident de la route en France (1974 a 2008)
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| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Exemple de lissage par moyenne mobile de la tendance

Lorsque la série présente une composante saisonniere de période K, un
lissage par moyenne mobile d'ordre égal a la période K permet de
"gommer" la saisonnalité.
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FIGURE — Lissage par moyenne mobile d’ ordre 12 du nombre mensuel de morts et
blessés graves par accident de la route en France (1974 a 2008)
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| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

a) Modélisation de la saisonnalité par moyenne mobile : Une fois que la
tendance m; est estimée par moyenne mobile, on peut estimer la
composante saisonniére s; a partir de la série X; — m; (dans le modeéle
additif) :

~

d
1 o~
Sk = 71 Z(XkJij - mk+jK), pour k=1,--- K.
d+ 1j:0

ou K est la période (K = 12 pour une série mensuelle, K = 4 pour une
série trimestrielle, etc) et d 4 1 est le nombre de périodes disponibles pour
le calcul de la moyenne.

30



| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Estimation des coefficients saisonniers
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FIGURE — Coefficients sk, pour k =1,---,12 de la série du nombre mensuel de morts
et blessés graves par accident de la route en France (1974 a 2008)
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| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Estimation de la partie déterministe de la série
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FIGURE — Reconstruction des composantes déterministes (magenta) m. et s; dans un

modele additif du nombre mensuel de morts et blessés graves par accident de la route en
France (1974 a 2008)
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| - Démarche et premiéres définitions 4 - Modélisation de la partie déterministe

Etapes en pratique de la méthode

P> Représenter la série temporelle et rechercher graphiquement la
présence d’une tendance et d’'une composante saisonniére ;
> Modéliser la tendance et la composante saisonniére par la méthode
des moyennes mobiles. Différentes fonctions implémentées dans R
permettent de le faire ( decompose (), filter(), st1(),)
P Inspecter les résidus et proposer une modélisation par un processus
stationnaire (cf. partie Il)
Nous allons voir dans de ce qui suit qu'il est aussi possible d'utiliser
d’autres techniques pour "stationnariser" la série.

33



| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

Définition
Un opérateur est une application définie sur I'ensemble des processus.

» [’opérateur retard B est |'application qui a toute v.a. X; associe la
variable retardée X;_1, pour tout t € 7., par :

BX: = X1

Il décale le processus d’une unité de temps vers le passé.

» [ ‘opérateur différence A est défini, pour tout t € Z, par :
AXt - Xt - Xt—l = (1 - B)Xt

» Pour tout entier k > 1, I'opérateur différence saisonnier, noté A est
défini, pour tout t € Z, par :

AeXe = Xe — X = (1 — B X,

On note abusivement "1" |'opérateur identité.

34



| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

Propriété
L'opérateur retard B satisfait pour tout i,j € 7 :
|) B"Xt: BOBOBXt:Xt_J,
—_——

j fois
i) BY(X:) = X;
iii Cc = c = cste

“+oo
(1-aB)'X; = > IBX;silal <1
j=0



| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

Propriété
L'opérateur différence A (ou A1) élimine une tendance linéaire.

Exemple : Pour un processus X; = a+ bt + e, on a :

AX{— =b+ €t — €t_1.
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| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

Propriété
Les puissances de |'opérateur différence A9 élimine une tendance
polynomiale de degré d.

Exemple : Pour un processus X; = a + bt + ct®> 4+ e, on a :

A2X; = A%(a+ bt +ct? + ) =---=2c+ (e — 2e;1 + er_)
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| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

Propriété
L 'opérateur différence saisonnier A, = (1 — B¥) élimine une composante
saisonniére de période k.

Exemple : Pour un processus X; = m; + s; + €, on a :

ApXe =my — my_j + € — ek

38



| - Démarche et premiéres définitions 5 - Opérateur des différences

La série X; (haut) est celle du nombre mensuel de morts et blessés graves
par accidents, et différence saisonniére A1 X; (milieu), puis différentiation
supplémentaire de degré 1 pour éliminer la tendance (bas).

FIGURE — Elimination de la saisonnalité et de la tendance par différences .,



Il - Processus ARMA et leur estimation

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation

40



Il - Processus ARMA et leur estimation 1 - Filtrage linéaire

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
1 - Filtrage Linéaire

41



Il - Processus ARMA et leur estimation 1 - Filtrage linéaire

Filtrage Linéaire

Définition

On dit que le processus (Y¢)tcz est obtenu par filtrage linéaire a partir
d’un processus (X¢)tez par :

Yo=Y Xk
k€EZ
ot (1k) est une suite de nombre réels.
» siil y a un nombre fini de 1, non nuls alors la somme est bien définie
P sinon Y; est une limite dans un sens a préciser.
C'est I'objet du théoreme qui suit.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 1 - Filtrage linéaire
. - s .
Filtrage Linéaire

Théoreme
Soit (k) kez une suite absolument sommable, i.e. Y ,cy |Vi| < +oo et

soit (Xt) un processus tel que sup,cy E[|X¢|] < +o00 Alors, pour tout
t € Z, la suite définie par :

Yor= > iXe—k
k=—n

converge presque siirement, lorsque n — +o0o vers une limite notée Y; et
Yt = ZkeZ katfk-

De plus E[| Y]] < 400 (i.e Y: est intégrable) et
limp—s oo E[| Yar — Ye|] = 0 (i.e, convergence dans L1(, A, P)).

Enfin, si E[|X;|?] < +oo alors E[|Y¢|?] < +oc et on a :
“mn4)+oo E”Yn,t - Yt|2] =0.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 1 - Filtrage linéaire

Filtrage Linéaire d'un processus stationnaire du 2nd ordre

Théoréme

Soit (Vi )kez une suite réelle telle que ", cy |k| < +00 et soit (X¢) un
processus stationnaire au second ordre de moyenne ux = E[X;] et de
fonction d’autocovariance yx(h) = Cov(X;1p, X¢) alors le processus

Yt = > kez Wi Xi—k est stationnaire au second ordre de moyenne :

+oo
py =px >

k=—o00
et de fonction d'autocovariance :

+oo +0o0

wh) = > Y viiyx(h+k—J).

j=—00 k=—00
Ce résultat garantit qu'un processus (Y:) obtenu par filtrage linéaire d'un processus (X;)
stationnaire au second ordre est lui méme stationnaire au second ordre a condition que
ZtGZ || < 4o0.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 1 - Filtrage linéaire

Processus linéaire
Définition
On dit que (X;) est un processus linéaire s'il existe un bruit blanc (Z;)

centré, de variance o> — on note Z; ~ BB(0,c?) — une suite de nombre
réels (1) kez absolument sommable et un nombre réel u tels que :

+o0
Xe=p+ Y UZek

k=—o00

D’apres le théoreme de filtrage linéaire des processus stationnaire du 2nd
ordre, on a :

Propriété

Un processus linéaire est stationnaire au second ordre de moyenne (i et de
fonction d’autocovariance :

+oo
x(h) =0 Y Uktrrn.

k=—o00 45



Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
2 - Processus a moyenne ajustée MA(q) et autorégressifs AR(p)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)

Processus a Moyenne Ajustée MA(q)

Définition

Soit q un entier non nul. On dit que (X;) est un processus a moyenne
ajustée (ou moyenne mobile) d’ordre q, noté MA(q) si :

Xt- - Zt + 012{—71 —|— o + Gth,q

avec Z; ~ BB(0,0?) et 01,--- ,04 des nombres réels et , # 0).

En utilisant la propriété des processus linéaires et en notant
Xi = ZZ:O 0rZ:_k avec By = 1, on peut en déduire que :

29000 Si0<h<g
x(h)=q ST by si —q<h<0

0 sinon.

a faire en exercice.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)

Processus Autorégressifs AR(p)

Définition

Soit p un entier non nul. On dit que (X;) est un processus autorégressif
d’ordre p, noté AR(p), si (X;) est un processus stationnaire au second
ordre solution de I'équation :

Xe= o1 Xe—1+ -+ 0pXe—p + 2t

avec Zy ~ BB(0,0°) et ¢1,- - , ¢, des nombres réels (et ¢, #0).

Remarque : La question de I'existence et I'unicité d'une solution
stationnaire au second ordre de cette équation de récurrence se pose. Elle
n'existera pas toujours.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)
Etude d'un processus AR(1)

Casoup=1
Théoréme
Soient Z; ~ BB(0,0?) et ¢1 un nombre réel. Alors I'équation de récurrence

Xe = 01 Xe—1 + Z;

» n’admet pas de solution stationnaire si |¢p1] = 1,

» admet une solution stationnaire si |¢1| # 1 donnée par :

Xe = > $iZiksildn] <1
k>0

Xe = =Y 67 Zii silda] > 1
k>1

49



Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)

Etude d'un processus AR(1)

preuve : Pour démontrer le théoréeme de I'existence d'un AR(1) : On peut

commencer par réécrire |'équation a I'aide d'un polyndme de |'opérateur
retard B :

Xi = g1 Xe—1 + Z¢
— Xi— 01 Xe1=2
= o(B)(X:) = Z

ou ¢(z) =1 — ¢1z et B est I'opérateur retard tel que B(X;) = Xi—1.
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Il - Processus ARMA et leur estimation

2 - Processus MA(q) et AR(p)

Etude d'un processus AR(1)

Exercice 1 : Vérifier que la fonction d’autovariance d'un processus AR(1)
stationnaire est donnée par :

et

yx(h) = a2 /(1 — ¢3) si |¢n] < 1

a faire en exercice.

yx(h) = o267 /(63 — 1) si || > 1

D¢

51



Il - Processus ARMA et leur estimation 2 - Processus MA(q) et AR(p)

Exemples de trajectoires d'un processus AR(1)
Trajectoires de longueur 500 d'un processus AR(1) gaussien.

‘‘‘‘‘

‘‘‘‘‘

xxxxx

FIGURE — ¢1 = —0.7 (en haut), ¢1 = 0.5 (au milieu) et ¢; = 0.9 (en bas)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
3 - Propriétés des autocorrélations des processus a moyenne ajustée
MA(q) et autorégressifs AR(p)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations (simple et partielle)

On étudie les caractéristiques des fonctions d’autocorrélations simples et
partielles propres aux processus AR et MA.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)

On dit que le processus AR(p) est causal s'il existe une suite (1x)x
absolument sommable telle que :

Xe =Y rZik

k>0

C'est-a-dire que X; s'exprime en fonction de Z; et de son passé. Nous
avons vu que c'est le cas d'un processus AR(1) lorsque |¢1]| < 1. Quitte a
faire un changemement de bruit blanc, il est toujours possible de se
ramener a un processus causal. Nous verrons plus loin a quelle condition
sur le polyndme ¢(B) dans le cas général d'un AR(p), on obtient un
processus causal.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)
Autocorrélations d'un processus AR(p)

On suppose que le processus (X:) est un AR(p) causal et centré :

Sa fonction d’'autocorrélation est donnée par :

C(h) EXXe )
o0 ="0) = "B

Le processus AR(p) est défini par :

p
Xe=Y ¢pXep+Zt, t€L
k=1

On calcule sa variance , en multipliant I'équation par X; et en prenant
I'espérance :

’Y(O) = E[th] = Zp: ¢k]E[Xtthk] + IE[XtZt] = zp: ¢k’Y(k) + 07
k=1 k=1
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)

Puis, comme (k) = v(0)p(k)

7(0) = 4(0) >_ dup(k) + o
k=1

et enfin,

0.2

1- Zi:l ¢kp(k).

7(0) =
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)
De maniere analogue, on calcule les autocovariances pour h > 1 :

P
E[XeXe—n] = > ¢kBIXenXe—i] + E[Xe—nZ]
N—— ——

k=1 -0

qui s'écrit (en divisant par (0))
p
p(h) = > dkp(h—k) =0, h>1
k=1

On reconnait une équation de récurrence linéaire homogéne d'ordre p dont
A Apict h P h—k
le polyndme caractéristique est z" — > ;| ¢pz" "
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)
e pour un AR(1), I'équation devient simplement :

p(h) = dr1p(h—1) =0, h > 1

ce qui donne p(h) = ¢4. Comme le processus est causal (|¢1| < 1), la
fonction d’autocorrélation décroit exponentiellement vers 0 lorsque h tend
vers l'infini.

e De facon générale, par résolution de I'équation de récurrence, on peut
montrer que si les racines r1, - - - r, du polyndme ¢(x) =1 — 37 _, dux*
sont distinctes et de module supérieur a 1 alors la solution est de la forme :

m=a(3) ve(3) +re3)

ou c¢1,c -+, Cp sont des constantes réelles.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)

Pour tout entier h > 1,

=a(2) +a () +vo (L)

Si les racines rq, 2, -, r, du polynébme ¢ sont toutes de module
strictement supérieur a 1, la fonction d'autocorrélation décroit

— soit de maniére exponentielle (si les racines sont réelles),
— soit selon des cycles amortis (si les racines sont complexes).
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus AR(p)

Autocorrélations d'un processus AR(p)

Exemple : X; — 0.9X;_1 + 0.8X;_» = Z; avec Z; i.i.d N(0,c?).

© S ]
<
©
N o (=}
£ e o N
< < 2 %T [1 h\fﬁdl\h‘uj
e
T 4 0
S
©
T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 0 10 20 30 40 50
Time Lag

61



Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus MA(q)

Autocorrélations d'un processus MA(q)

Rappel : La fonction d’autocovariance d'un processus MA(q) est donnée

par :
—|h .

v(h) = o SiZg Obiein. S h| < q

0 si |h > q

et donc (0) = o?(1 + 3°7_, 03), et
Yy 0l h| < g

p(h) = 14> 1 0;
0 si |h| > q

La fonction d'autocorrélation d'un MA(q) est nulle au-dela de I'ordre q.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 3 - Propriétés des autocorrélations

Propriétés des Autocorrélations d'un processus MA(q)

Autocorrélations d'un processus MA(q)

Exemple : X; = Z; — 0.8Z;_1 avec Z; i.i.d N(0,02).

Calculer les autocorrélations de X; : a faire en exercice.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
4 - Définition et Propriétés des autocorrélations partielles des processus
MA(q) et AR(p)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Autocorrélations partielles

Définition

Soit un processus stationnaire (X:)tcz du second ordre. On considére la
projection orthogonale de X; sur le sous-espace vectoriel engendré par
Xe_1,+++ , X¢_p notée X;jh de L% muni du produit scalaire
(X,Y)=E[XY] . On a alors :

Xlik,h = al7hXt71 + -+ ah7hXt_h et (Xt — :,h) 1L X:,h

X, € L*(Q,AP)

Ax‘

th

et i) On définit I'autocorrélation partielle
d’ordre h notée r(h), comme le coefficient ap p dans la régression de X; sur
Xe—1,--+ s Xe—n, pour h # 0.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Lien entre les autocorrélations et autocorrélations partielles
e En utilisant que X,_f‘,l = a1 Xe—1 et X; — Xt*71 est orthogonal a X;_1,

(Xe = X1 Xe—1) =0 <= (1) — a117(0) = 0
et donc en divisant par v(0), on trouve a;; = p(1) = r(1).

e De la méme maniére on calcule r(2) = az» en écrivant :

(Xe = Xio: Xe—1) = 0 <= (1) — a127(0) — a227(1) =
(Xe = X{9; Xt—2) = 0 <= 7(2) — a127(1) — a227(0) =

qui conduit au systeme :

p(1) =a12+ ax2p(l) =0 M
p(2) = a12p(1) + 222 =0 =
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Lien entre les autocorrélations et autocorrélations partielles

De facon générale, en utilisant que X:h = ay pXe—1 + -+ appXe—p et

X¢ — X[}, est orthogonal a X;_1, X;—2,---, X¢—p, on obtient le systéme
d’équations :

p(l) = aun +  axnp(l) + - + apwp(h—1) =0
p(2) = anp(1) + axn + - 4+ appp(h—2) =0
p(h) = aipp(h—1) 4+ app(h—2) + -+ + app =0
o(1) L a0 e ph=D)\ (s
p(2) p(1) 1 cooplh=2) [ [ a2n
< . = . . .

o) o=y oh-2 1)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Lien entre les autocorrélations et autocorrélations partielles

Ainsi on voit que connaissant les autocorrélations, on peut connaitre les
autocorrélations partielles et vice-versa.

En pratique, on obtient les autocorrélations partielles empiriques en
résolvant le systéme d'équations (appelées équations de Yule-Walker) une
fois que I'on a remplacé les autocorrélations par les autocorrélations
empiriques.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Autocorrélations partielles d'un AR(p)
Soit le processus autorégressif X; = ¢p1X;—1 + -+ ¢pXe—p + Z; En
supposant que (X¢) est causal on a E[Z;X;_p] = 0 pour h > 1 ou encore :

P
E[(Xe — Y ¢uXe—k)Xe—n] = 0, pour h > 1
k=1

on en déduit que (X¢ — >F_; dxXe—k) L X¢—p, pour tout h > 1 donc en
particulier

p
(Xt — Z ¢kXt—k) 1 \/eCZ‘.'()(t-f]_7 e 7Xt*P)7
k=1
et de plus

P
Z G Xi—k € Vect(Xi—1, -+, Xe—p),
k=1
ce qui caractérise le projeté orthogonal et on en déduit que les coefficients :
o sil<k<p
akyp = .
0 sik>p
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Il - Processus ARMA et leur estimation 4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Autocorrélations partielles d'un AR(p) et d'un MA(q)

e La fonction d'autocorrélation partielle d'un AR(p) est nulle pour |h| > p
et vaut ¢, pour |h| = p.

e On peut montrer que les autocorrélations partielles d'un MA(q)
décroissent soit de maniére exponentielle (si les racines du polynéme 6
sont réelles) soit selon des cycles amortis (si les racines sont complexes).
(admis)
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Il - Processus ARMA et leur estimation

4 - Propriétés des autocorrélations partielles

Utilisation des autocorrélogrammes simples et partiels

En résumé, le comportement des autocorrélogrammes empiriques simples
et partiels nous guide pour identifier I'ordre d'un processus AR, MA (puis

ARMA).

AR(p)

MA(q)

autocorrélations | décroissance exponentielle
ou par cycles amortis

p(R)=0si A > q

autocorrélations r(h)=0si|h > p
partielles

décroissance exponentielle
ou par cycles amortis
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de la moyenne et de |'autocovariance d'un
processus stationnaire

Si (X¢) est un processus stationnaire alors sa moyenne px et son
autocovariance yx (ou son autocorrélation px) permettent de le
caractériser. Nous allons voir comment les estimer a partir des
observations.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de u

Soit (Xt)tez est un processus stationnaire de moyenne y et
d'autocovariance . On construit un estimateur de y a partir
d'observations X1, -, X,.

Un estimateur sans biais naturel de la moyenne y d’un processus
stationnaire (X;) est la moyenne empirique :

Xn: 1+ + Xn

n
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de u

Propriété
Si (X¢) est un processus stationnaire de moyenne i et de fonction
d’autocovariance vy, alors, lorsque n tend vers I'infini, on a,

si Y ez |7(h)] < o0
nE[(Xn — 1)] = > v(h).
heZ

et
Var(X,) = E[(Xn — 1)2] — 0
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de u

Théoréme
Soit (X¢) un processus linéaire tel que

Xe=p+ Z YLk
keZ

(avec Zy ~ BB(0, ) un bruit blanc fort et > ey |1hk| < o).
Si Y ez Yk # 0, alors

L
VA(Xn— ) — N(0,v)

ouv=">3 pezv(h)= o? (XChez "/’k)z-
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de v et de p

Un estimateur de |'autovariance «y(h) est donné par |'autocovariance
empirique :

")\/(h) _ % Z;?(Xk‘f'h —Y,,)(Xk — Yn) si0< h<n
A(—h) si —n<h<0

et on définit I'autocorrélation empirique pour tout h tel que |h| < n par :
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Estimation de v et de p

Propriété

Pour tout n > 1, la matrice des autocovariances empiriques

500 A - A1)
c | a0 e A-2)
An—1) An—2) - 40)

est définie positive.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 5 - Estimation de la moyenne et des autocorrélations

Normalité asymptotique des autocorrélations empiriques
Théoréme (admis)
Soit (Xt) un processus linéaire tel que

Xe=p+ Z YLk
keZ

(avec Z; ~ BB(0, 02) un bruit blanc fort et 3" ey || < 00) et si
E[Z}] < oo, alors pour tout h > 0,

HAN  (p(D)

. , L
Vi N R —  N(0, W)
p(h) p(h)

avec la matrice de variance-covariance de taille h x h, W = (w; ) donnée
par la formule de Bartlett :

wij =Y (p(k+i)+p(k—i)=2p(i)p(k))(p(k +4) + p(k — i) — 2p()p(K))
k#1 79



Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
6 - Processus ARMA(p, q)
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Généralisation : Processus ARMA(p, q)

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante d'existence d'une
solution stationnaire a I'équation définissant un processus ARMA(p, q).

Théoreme (Existence des processus ARMA(p, q))

Soit Z; un bruit blanc BB(0,0?). On pose ¢(z) =1 — ¢1z — - - - ppzP et
0(z) =14 601z+ -+ 04z9. On suppose que les polynémes ¢(z) et §(z)
n'ont pas de racines communes. Alors I'équation :

Xe =1 Xeo1— - = 0pXep =2t + 0121+ -+ 0q21_q,

admet une solution stationnaire au second ordre si et seulement si le
polynéme ¢(z) # 0 pour |z| = 1. Cette solution est unique et s'écrit :

o.9]
Xi = Z Vli—k

k=—o00

ou Yy est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de
0(z)/¢(z) au voisinage du cercle unité.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Généralisation : Processus ARMA(p, q) stationnaire

Idée de la preuve :

L’existence du processus stationnaire ARMA(p, q) repose sur I'inversibilité
du polyndme retard ¢(B).
On a le lemme suivant :

Lemma

Le polynéme ¢(B) est inversible si et seulement si les racines du polynéme
¢(z) sont de module différent de 1.

Admis dans le cas général.

Pour le processus AR(1) d'équation X; = ¢1X¢—1 + Z;, nous avons vu que
le polyndme ¢(z) = 1 — ¢1z admet pour racine 1/¢; et le processus AR(1)
est stationnaire si et seulement si |¢1| # 1.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Processus ARMA(p, q) causal

Théoréme (Existence d'un processus "causal")
Soit Z; un bruit blanc BB(0,0?). On pose ¢(z) =1 — ¢1z — - - - ppzP et
0(z) =14 601z+ -+ 0qz9. On suppose que les polynémes ¢(z) et §(z)
n'ont pas de racines communes. Alors I'équation :

Xe =1 Xe1— = 0pXep =2 + 012t 1+ -+ 0q2t_q,

admet une solution stationnaire au second ordre causale si et seulement si
le polynéme ¢(z) # 0 pour |z| < 1. Cette solution est unique et s'écrit :

o
Xe=> tiZex
k=0

ou Yy est la suite des coefficients du développement en série de Laurent de
0(z)/p(z) = S425 ¥xz" qui converge sur le disque unité.
On dit que cette solution est causale c'est-a-dire que la solution (X;)

s'exprime uniquement en fonction du passé du processus (Z;). .



Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Cas du Processus AR(p) causal

Si les racines du polynéme autorégressif ¢(Z) sont toutes de module
strictement supérieur a 1 alors alors on a :

+oo
Xe =Y nZek
k=0

o0 R
et dans ce cas on a Y g [k| < o0, et g = 1.
Et Xi_1, X¢t—o, -+ s'expriment linéairement en fonction de Z;_1,2Z; o, -
et sont donc non corrélées avec Z; :

E[Z:X:—k] =0, pour k >1
Dans ce cas , le bruit blanc (Z;) est appelé I'innovation du processus X;.

e Pour AR(1) : X; = 3°3%, ¢k Z, 4
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Cas du Processus AR(p) causal

e On a 9o = 1. En effet avec Xy = > 72 o Yk Zr—k

E[Z:X:] = > kE[ZeZe—i] = to0?
k=0

et d'autre part, avec I'équation autorégressive :

E[Z:X:] = B[Ze(¢1 Xeo1 + -+ + dpXe—p + Z2)] = 0.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Cas du Processus MA(q)

L a définition d'un processus MA(q) est explicite et ne pose donc pas de
probleme : le processus X; tel que

q
Xe =Y OkZek
k=0

est parfaitement défini et est automatiquement stationnaire.
Par définition, un processus MA(q) est toujours causal puisqu'il s'exprime
en fonction du passé de (Z;).
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Processus ARMA(p, q) inversible

Théoréme (Existence d'un processus "inversible")

Soit Z; un bruit blanc BB(0,0?). On pose ¢(z) =1 — ¢1z — - - - ppzP et
0(z) =14 601z+ -+ 04z9. On suppose que les polynémes ¢(z) et §(z)
n'ont pas de racines communes. Soit (X:) vérifiant

Xe—p1Xe1— = 0pXep =2t + 012t 1+ -+ 0q2t_q,

alors il existe une suite () absolument sommable telle que
[e.e]
Zy = mXe—k
k=0

si et seulement si le polynéme 6(z) # 0 pour |z| < 1. (7k) est la suite des
coefficients du développement en série de Laurent de

P(2)/0(2z) = Y25 mkz* qui converge sur le disque unité.

On dit que le processus (X;) est inversible .
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Processus ARMA(p, q) inversible

Idée de la preuve :

L'inversibilité du processus ARMA(p, q) repose sur |'inversibilité du
polynéme retard 6(B). C'est la notion duale de la causalité. De maniére
analogue a I'’AR(p), on peut montrer que :

e si les racines de # sont toutes de module strictement supérieur a 1 alors

+0o0
0 (B)Xe =Y mXeek = Z,
k=0

Le processus MA(q) est alors stationnaire, causal et inversible.
e Pour le processus MA(1) d'équation Xy = Z; — 0Z;_1, et |§] <1l on a:

o0 o0
Ze=(1-0B)""Xe =D 0"B*X; = Xe + > 05X«
k=0 k=1
Le processus MA(1) admet alors une écriture autorégressive "infinie" .
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

En résumé :

Théoréme (Causalité et inversibilité d'un processus ARMA)

Soit Zy un bruit blanc BB(0,02). On pose ¢(z) =1 — ¢1z — -+ - ppzP et
0(z) =1+ 601z+ -+ 04z9. On suppose que les polynémes ¢(z) et §(z)
n’ont pas de racines communes. On considére I'équation ARMA(p, q)
définissant le processus (Xt) :

Xe—p1Xe1— = 0pXep =2t + 012t 1+ -+ 0q2t_q,

en suppose que le polynéme ¢ n’a pas de racines de module 1, (assure
I'existence d’une solution stationnaire unique), alors :

» [a solution (X;) est causale si ¢ n'a pas de racine de module < 1;

» [a solution (X;) est inversible si @ n’a pas de racine de module <1;
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Dans toute la suite, on considére que les polyndémes ¢ et # n'ont pas de
racines communes, et que leurs racines sont toutes de module strictement
supérieur a 1. (Quitte a se ramener a ce cas en changeant de bruit blanc)

Dans ce cas on dit qu'on a une représentation canonique du processus
ARMA(p, q) :

e Le processus est stationnaire

e Le processus est causal

e Le processus est inversible
e le processus de bruit blanc est I'innovation c'est-a-dire que Z; est non

corrélé au passé X;_1, Xi_o, -
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Exercice 2 : Soit (Z¢) un bruit blanc. Pour chacune des équations
suivantes, existe-t-il un processus stationnaire (X;) solution ?

1.

SAREE

Xt +0.2X;—1 — 0.48X;_o = Zt;

Xy +1.9X;-1 +0.88X;—0 = Z; +0.2Z;_1 +0.7Z;_5;
Xe +0.6Xi—2 =2+ 1271

Xt 4+ 0.01X¢_2 = Z;;

Xt —0.5Xi_1 + Xe—p = Zs;
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Il - Processus ARMA et leur estimation 6 - Processus ARMA(p, q)

Exercice 3 : Soit I'équation ARMA(1 , 2) :

10
Xe —3Xe—1 =2 — gzt—l + 2o

Montrer qu'il existe une unique solution stationnaire ;
2. Cette solution est-elle causale ?

3. Calculer explicitement cette solution en fonction de Z; en déduire que
la solution est causale.

4. Cette solution est-elle inversible ?
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Il - Processus ARMA et leur estimation 7 - La méthode de Box-Jenkins

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
7 - La méthode de Box-Jenkins
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Il - Processus ARMA et leur estimation 7 - La méthode de Box-Jenkins

La méthode de Box et Jenkins pour modéliser une série
temporelle

La méthode de Box-Jenkins (1970) est une méthode de modélisation pour
les séries temporelles qui s’appuie sur les processus ARMA. C'est sans
doute la méthode la plus utilisée. Elle repose sur trois grandes étapes :

1. ldentification
2. estimation

3. validation
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Etape 1 : Identification

La premiere étape consiste a identifier le modéle ARMA(p, g) qui pourrait
engendrer la série.

» On commence par transformer la série afin de la rendre stationnaire
en appliquant des différentiations successives A =1 — B,

A9 = (1 — B)9, différentiations saisonnieres A, = (1 — B¥), ou
transformations (logarithmiques, ...)

» On identifie un ou plusieurs modeles ARMA(p, q) de la série
transformée a I'aide des corrélogrammes simples et partiels et du
corrélogramme partiel :

On détermine des valeurs pmax et gmax : on considérera comme
modeles candidats I'ensemble des modeles ARMA(p, q) avec
0<p<pmaxet0<qg< gmax.
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Etape 2 : Estimation et sélection de modele

La deuxieéme étape consiste a estimer les coefficients du/des modéle(s)
ARMA(p, q) pour les valeurs de p et g retenues. Les paramétres d'un
processus ARMA peuvent étre estimés a I'aide de la fonction

d’'autocorrélation car on dispose d'estimateurs convergents pour la
fonction d'autocorrélation.
Méthode 1 :

» On estime d'abord les coefficients ¢1,--- , ¢, de la partie
autorégressive a |'aide des équations de Yule-Walker (que nous avons
vues pour un AR(p) pur et qui se généralise pour un ARMA(p,q).

» puis une fois les ¢1,--- , ¢, estimés, on utilise la relation qui lie les
coefficients 61,--- ,04 a la fonction d'autocorrélation.

» enfin on estime la variance o?.

Cette méthode n’est pas celle qui est implémentée dans la fonction
arima de R.
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Il - Processus ARMA et leur estimation 7 - La méthode de Box-Jenkins

Etape 2 : Estimation et sélection de modele

Méthode 2 :

» On peut aussi utiliser la représentation auto-régressive infinie
(processus inversible) et estimer les coefficients ¢ et 6; en
minimisant la somme des carrés :

C’est la méthode CSS de la fonction arima de R (voir TP). Cette
méthode ne fait pas d'hypothése supplémentaire sur le processus (Z).

» On obtient ensuite directement un estimateur de la variance o2.
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Etape 2 : Estimation et sélection de modele

Méthode 3 :

» Si le processus Z; est un bruit blanc gaussien alors on peut écrire une
vraisemblance et obtenir les estimateurs ¢y, 6; et 02 par maximisation
de cette vraisemblance.

> Cette maximisation utilise des algorithmes numériques itératifs et
nécessite de se donner des valeurs initiales des parameétres. C'est la
méthode ML de la fonction arima de R (voir TP). On peut choisir
d'initialiser I'algorithme avec les valeurs obtenues par la méthode
CSS : c'est la méthode CSS-ML (voir TP).
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Etape 2 : Estimation et sélection de modele

Une fois que tous les modeles "candidats" ont été estimés, il faut choisir

lequel retenir (quelle valeurs de p et g 7). On peut utiliser des critéres de
comparaison :

» Critére d'Akaike (AIC) :
sans vraisemblance :

AIC(p, q) = Nlog(6?) + 2K

avec vraisemblance :

AlC(p, q) = —2log(L) + 2K

» Critere de Schwarz (BIC) :
On remplace dans les formules de I'AIC la pénalité 2K par K x log(N)

ol K est le nombre de paramétres estimés dans le modeéle. Le critére BIC
pénalise davantage que AIC dés que log(N) > 2.
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Etape 2 : Estimation et sélection de modele

Les criteres AIC et BIC sont basés sur le principe de la pénalisation. En
effet, on peut montrer que si on passe d'un modéle ARMA(p, q) a un
modele ARMA(p + 1, q) (ou ARMA(p, g + 1)), alors la variance estimée
diminue (ou la log-vraisemblance augmente). On cherche un compromis
entre une faible variance (ou une log-vraisemblance grande) et un faible
nombre de parameétres a estimer : c'est le principe de parcimonie .



Il - Processus ARMA et leur estimation 7 - La méthode de Box-Jenkins

Etape 3 : Validation du modeéle retenu

La troisieme étape consiste a vérifier si le modeéle estimé est cohérent avec
I'hypothese de bruit blanc. Pour cela les résidus obtenus a partir du
modele estimé sont utilisés pour vérifier s’ils se comportent comme des
erreurs bruit blanc a I'aide d'un test dit test du "portmanteau".

On note p5(h) la fonction d'autocorrélation empirique des résidus estimés
Z. On consideére la statistique de Box-Pierce Qgp définie par :

H
Qep =Y ps(h)

h=1

Sous I'hypothése Hog : Z; ~ BB(0,0?) alors on peut montrer que si
H>p+gq

Qep — X)(H-p—q)

101



Il - Processus ARMA et leur estimation 8 - prévision d'un ARMA

Partie 2 : Processus ARMA et leur estimation
8 - prévision d'un ARMA
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Une fois le modeéle choisi et les paramétres estimés, il est possible de faire
de la prévision.

Utilisation de la forme Moyenne Mobile MA(c0)

On dispose de X1, -, X7 observations d'une série stationnaire et on
souhaite prédire la valeur de X7, pour h > 0. Partant de la forme
causale Xip = 350 ¥jZerhj (si elle existe), la prévision de X7
connaissant Xi, -+, Xt notée Xt 7 a I'horizon h > 0 est donnée par la

combinaison linéaire des valeurs passée du bruit blanc Z :

XrinT =Y UiZT4hj
jzh



Il - Processus ARMA et leur estimation 8 - prévision d'un ARMA

Méthode de prévision d'un processus ARMA

Utilisation de la forme Moyenne Mobile MA(c0)

L'erreur de prédiction (ou de prévision) a I'horizon h est donnée par :

h—1

XTih = XrpnT = Y Ui ZT 18
j=0

Remarque : L'erreur de prévision a I'horizon 1 est donc égale au bruit
blanc Z741.
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Utilisation de la forme Moyenne Mobile MA(c)

La variance de |'erreur de prédiction est donnée par :

h—1
2 2 2
E[(X71h — Xron )] = 0% 47
j=0
Remarque : La variance de |'erreur de prévision a I'horizon h d'un

processus ARMA croft depuis la variance du bruit o (valeur prise pour
h = 1) jusqu’a la variance du processus lui-méme.
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Intervalle de confiance pour la prévision

Si on suppose que le bruit Z; (d'innovation) est gaussien , alors les X; sont
elles aussi gaussiennes, tout comme |'erreur de prédiction. Ainsi, dans le
cas d'un bruit blanc fort gaussien, on peut obtenir des intervalles de
confiance pour la prévision a I'horizon h :

P (XT+,, € [XTH,\T —2z1_a20(h); XTymT + 21*0/2‘7(/7)}) =1l-a

ot 02(h) = o2 J’-’:_(} wjz est la variance de I'erreur de prédiction a I'horizon
h et z;_ > est le quantile d'ordre 1 — /2 de la loi normale centrée
réduite.
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Mise a jour Quand une nouvelle observation X741 est disponible, la
prévision a |'horizon h de X7, peut étre mise a jour de facon récursive.
On dispose d'une observation supplémentaire X1,1, donc on ajoute le
terme d'indice h— 1, on a :

Xrenme1 = = Y iZrn
Jj=h—1

= Xrgn1 +¥n-14141
et aussi X711 — X717 = Y0Z7141 = Z741 (Y0 = 1) donc :
Xrint+1 = Xron1 +n1(X7101 — X740)7)

Autrement dit, on ajoute a la prévision précédente X1, 7 de X7y une
correction proportionnelle a I'erreur (X711 — X741)7) que I'on avait faite
en prédisant, avant de |'avoir observée, la nouvelle donnée X741.
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Mise a jour en pratique
» une fois que I'on a choisi les ordres p et g, puis estimé (par max. de
vraisemblance) les paramétres ¢1,- -+, ¢p et 01, , 8.

» On estime alors la suite des coefficient 19,11, -+ ,1¥p_1 (obtenus par
le développement en série de la fraction des polynémes 6(z)/¢(z).

» on initialise les h premieres valeurs Xjg = -+ = X0 = 0, puis avec la
formule de mise a jour :

Xrpn a1 = Xrpnt + Ono1 (X1 — Xrpqy7)
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Intervalle de prévision en pratique Une fois que I'on a pu estimer X7 p 1
et les Yy, 'intervalle de prévision de X7 de niveau 1 — « devient alors

XrnT £ 21020
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Méthode de prévision d'un processus ARMA

Il est possible aussi de donner des prévisions d'un processus ARMA en
exploitant la forme autorégressive. Cette méthode n'est pas abordée.
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8-

prévision d'un ARMA

Exemple de prévision d'un processus ARMA(1,1)

X.p

-04 -02 00 02 0.4

-04 -02 00 02 04

500 observations d'un ARMA(1,1)

o -

T T T T T
100 200 300 400 500

Time

Prévision de 50 valeurs

T
0

T T T T T
100 200 300 400 500

X.p

-04 -02 00 02 0.4

-04 -02 00 02 04

MW \h ﬁ(‘ f “W mf

500 observations d'un ARMA(1,1)

W‘ il

0

T T T T T
100 200 300 400 500

Time

Prévision de 50 valeurs

T T T T T
100 200 300 400 500
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Partie 3 : Séries temporelles non-stationnaires
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Il - Séries temporelles non-stationnaires

Séries Intégrées

Les processus ARIMA et leur version saisonniere SARIMA sont des
processus non-stationnaires qui se rameénent aprés différenciation simple ou
saisonniére a des processus ARMA.
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 1 - Processus ARIMA

Séries Intégrées : Modeles ARIMA

Définition

Une série est dite intégrée d’ordre d s'il faut la différencier d fois pour
obtenir une série stationnaire. Ainsi :

Un processus ARIMA(p, d, q) est un processus dont la différence d’ordre d
est un ARMA(p, q).

Exemple : La série (X;) vérifiant

1+6.B+ 6,82

1— B)X; =
(1= B)X T4 B— .83

est un ARIMA(3,1,2). La constante ¢ s'appelle la dérive (drift) et (Z;) est
un bruit blanc.
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11l - Séries temporelles non-stationnaires

1 - Processus ARIMA
Séries Intégrées : Modeles ARIMA

Exemple (suite) : La série (X;) vérifiant

(1- B)X

1+ 6,8+ 6,B
peut se réécrire :

I BB
(1= (1+¢1)B+ ¢1B* — ¢3B° + ¢3B*) X;

b+ (1+61B+6,B%)Z;
avec b = ¢(1 — ¢1 — ¢3). Mais le polyndme d’autorégression admet 1
comme racine et la série n'est pas stationnaire. Alors on n’écrit pas que
c'est un ARMA(4,2) mais un ARIMA(3,1,2).

DA
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 2 - Processus SARIMA

Séries Intégrées : Modeles SARIMA

Considérons a présent la version saisonniere des séries intégrées.
Définition

Une série (X¢)est un SARIMA(p, d, q)(P, D, Q)s si elle vérifie I'équation :
0(B)Os(B)

_ d(1 _ ps\D —c
(1-B)(1—-B%)"X; +7¢(B)¢S(B)

Z

ot (Z:) est un bruit blanc et

#(B) = 1—¢1B—---¢pB°
0(B) = 14+61B+-- +06qB7
®(B) = 1-®BS—---—dpBF
Os(B) = 1+01B°+---+0oB«
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 2 - Processus SARIMA

Séries Intégrées : Modeles SARIMA

Exemple : La série (X;) vérifiant

1+6;B
12 .
(1—8)(1—8 )Xt—C—FTlBlZZt

ou || < 1 est un SARIMA(0,1,1)(1,1,0)12. Onap=0,d=1,g=1et

P=1D=1,Q=0ets=12.

En différenciant la série simplement une fois et saisonniérement une fois
avec saisonnalité 12, on obtient une série stationnaire.

=] F = = E 9DHAE
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 2 - Processus SARIMA

Séries Intégrées : Modeles SARIMA

Exemple : La série (X;) vérifiant

1+ 6B
1—BYX, = Z
( e C+(1—¢1B)(1—¢154—¢238) '

est un SARIMA(1,0,1)(2,1,0)4. Onap=1,d =0,g =1 et
P=2D=1,Q=0ets=4.

La série différenciée saisonnierement une fois de saisonnalité 4 est
stationnaire, lorsque que les racines des polynomes 1 — ¢z et
1 — ®12z% — d,28 sont strictement supérieures 3 1 en module.

DA
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2 - Processus SARIMA
Séries Intégrées : Modeles SARIMA

(1-BYX, =

Exemple (suite) : Estimation du modele SARIMA(1,0,1)(2,1,0)4 avec R
c+

1+6;B

Z
(1—¢1B)(1 — ®1B* — d,B8) "
Arima(Xt, order=c(1,0,1), seasonal=list(order=c(2,1,0),

period=4) ,include.drift=TRUE)

DA
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Exemple complet d'estimation d'un SARIMA

Température de |'air moyenne mensuelle a Nottingham Castle en degrés
Fahrenheit, de janvier 1920 a décembre 1939.

température

30 35 40 45 50 55 60 65

1920 1925 1930 1935 1940

temps

120



Il - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d’'un SARIMA

Partageons la série en deux sous-séries :

» Le début 1920 a 1936 servira a la modélisation, c'est |la série
d'apprentissage.

P> on comparera prévisions et réalisations sur les années 1937 a 1939,
c'est la série de validation.

data(nottem)
plot.ts(nottem,xlab=’temps’,ylab=’température’)

nott_a = window(nottem, end=c(1936,12))
nott_v = window(nottem, start=c(1937,1))
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Modélisation

Autocorrélations de la série des températures X;

1.0

0.5
|

ACF
0.0
'
N
:
|
1 1
1
b
i
I
1
L —
1
1
1
1
——
.
T
1

-0.5

On observe que I'ACF présente des pics atR@ retards multiples de 12 qui ne
s'atténuent que trés lentement : c'est le signe d'une non-stationnarité saisonniére.
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d’'un SARIMA

Modélisation

Autocorrélations de la série différenciée saisonnierement (1 — B'?)X; :

1.0

ACF
i
I
—
o
1
1
[
|
1
1
1
1
1
1
1
1
o
1
o
[
1
L
|
.
i
1
1
Lo
1
l
1
l
i
1
1

0.0
a—]
-
.
]

-0.5

0 10 20 30 40

Les autocorrélations de la série différenciédd I'ordre 12 présente un pic 3 I'ordre
12 et une valeur non nulle en 24 puis une forte atténuation : caractéristique d'une

saisonnalité.
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Modélisation

Autocorrélations partielles de la série différenciée (1 — B2)X; :

0.2

-0.2

Partial ACF
0.0

N

P

-0.4

-0.6

T T T T T
0 10 20 30 40

Le PACF de la série différenciée a I'ordre ¥ présente un pic a I'ordre 12 et 3
I'ordre 13, ainsi qu'a I'ordre 1.
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d’'un SARIMA

Modélisation

Nous proposons de modéliser cette série par un
SARIMA(1,0,0)(2,1,0)123 soit :

1
(1 - ¢1B)(1 — ®1B12 — d,B2%)

(1- B2)X; = Z;

avec cette modélisation, la partie autorégressive de la série différenciée est :

(1— ¢1B)(1 — &1B¥ — &,B%)
= 1- ;B — 0B — 1B+ 1 ®1 B + 19,B%

ce qui est en accord avec les ordres identifiés par le PACF.

D’autres modeles pourraient aussi étre proposés comme des candidats.

3. modéle proposé dans Anderson O.D. (1976). Time Series Analysis and Forecasting :
The Box-Jenkins approach. Butterworths
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Estimation avec R

SARIMA(1,0,0)(2,1,0)1,

fitm = arima(nott_a,order=c(1,0,0), list(order=c(2,1,0), period=12))
summary (fitm)

## Coefficients:

## arl sarl sar?2

## 0.324 -0.8848 -0.3042
## s.e. 0.069 0.0708 0.0752
##

## sigma”2 estimated as 5.76: log likelihood = -445.44, aic = 898.88

Les écart-types permettent d'observer que les coefficients estimés sont
significatifs.
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d’'un SARIMA

Analyse des résidus

On teste la blancheur du bruit avec le test du portmanteau :

Box.test(fitm$residuals,lag=15)
Box.test(fitm$residuals,lag=20)

## Box-Pierce test

##

## data: fitm$residuals
## X-squared = 13.709, df

15, p-value = 0.5477

## Box-Pierce test

##

## data: fitm$residuals

## X-squared = 16.861, df = 20, p-value = 0.662

On ne rejette pas la nullité des autocorrélations jusqu'a I'ordre 15 ou 20.
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d’'un SARIMA

Analyse des résidus

On teste la normalité des résidus : shapiro. test (fitn$residuals)
qqnorm(fitm$residuals/sqrt(fitm$sigma2))

abline(a=0,b=1,col="red")

## Shapiro-Wilk normality test
##

## data: fitm$residuals

## W = 0.99196, p-value = 0.3228

Normal Q-Q Plot
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Valeurs "ajustées" sur I'échantillon d'apprentissage

library(forecast)
pred.sarima = forecast(fitm, h=36)

plot(nott_a)
points(pred.sarima$fitted, col="cyan",lty=2, type="1")

bt ﬂM[’1
A
.;i;_"””;\i‘ lfi “,“‘ 1\!'11 1‘ }!i \
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Prévisions de 1937 a 1939 et comparaison avec
I'échantillon de validation

plot(pred.sarima,main="Prévision de de 1937 a 1939")
points(nott_v,col=’darkgreen’,lwd=2,type=’1")

Prévision de de 1937 a 1939
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11l - Séries temporelles non-stationnaires 3 - Exemple complet d’estimation d'un SARIMA

Prévisions de 1937 a 1939 et comparaison avec

I"échantillon de validation _
Observons les prévisions de plus pres, et leurs intervalles de confiance de

niveau 80% :

Prévision de de 1937 a 1939

70

65

Températures

35 40 45 50 55 60

1937.0 1937.5 1938.0 1938.5 1939.0 1939.5 1940.0

Time
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 4 - Quelques exemples particuliers

Quelques exemples particuliers de séries

Nous allons examiner quelques cas particuliers et en tirer quelques
recommandations pour le choix de la modélisation.

> la différenciation n'est pas toujours recommandée

» une élimination de la tendance ou de la saisonnalité lorsque celles-ci
semblent étre "déterministes" par une méthode d’estimation directe
peut étre parfois préférable.
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 4 - Quelques exemples particuliers

Série stationnaire a une tendance déterministe pres

Soit le modéle :
Xe=a+bt+ 2 avec b#0

et Z; défini par :
(1-0.4B)(Z;) =(1+0.8B)(et) et erun bruit blanc.

En fait la série X; est stationnaire a une tendance "déterministe" pres,
puisque Z; est un ARMA(1,1).
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Série stationnaire a une tendance déterministe pres

On peut donc procéder

» soit par différenciation :
AXt - b+ Zt - Zt_]_

qui permet d’'éliminer la tendance affine et de se ramener a un
processus stationnaire : on estime alors un ARIMA(1,1,1).

> soit en ajustant la tendance par une régression linéaire (comme dans
le TP1) et travailler ensuite sur la série X; — & — bt pour la modéliser
par un ARMA(1,1).

Cette deuxiéme solution peut s'avérer parfois plus efficace.
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Il - Séries temporelles non-stationnaires 4 - Quelques exemples particuliers

Recommandation :

» Quand une tendance linéaire (ou polynémiale) n’apparait pas
clairement et que I'équation de la tendance semble changer au cours
du temps, il est préférable de différencier la série.

» En revanche si la tendance semble étre régie par la méme équation
déterministe au cours du temps, alors on peut essayer d’ ajuster un
modéle a tendance "déterministe".



Il - Séries temporelles non-stationnaires 4 - Quelques exemples particuliers

Série doublement différenciée

Recommandation :

» Si une série différenciée présente encore une tendance, on différencie
la série initiale une seconde fois : on travaille ainsi sur la série des
accroissements des accroissements.



11l - Séries temporelles non-stationnaires 4 - Quelques exemples particuliers

Série avec tendance et saisonnalité

Si I'on veut différencier une série présentant une saisonnalité et une
tendance, il est préférable de commencer par différencier saisonnierement
la série et d'examiner la série obtenue avant de décider de différencier
aussi a l'ordre 1.

Exemple : cas d'une série trimestrielle de périodicité 4. La différenciation
saisonniere se factorise en :

1-B*=(1-B)(1+B+B°+B3%

Elle contient donc une une différenciation simple : souvent, la seule
difféenciation saisonniéere suffit pour éliminer a la fois la tendance et la
saisonnalité.
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Partie 4 : Lissage exponentiel



IV - Lissage exponentiel

Prévision par lissage exponentiel

» Introduites par Holt en 1958, puis par Winters en 1960, les méthodes
de lissage constituent des techniques empiriques de prévision qui
prennent en compte les valeurs du passé d'une série temporelle.

» Elles présentent |'intérét d'une implémentation récursive qui en font
un outil efficace pour le traitement de gros volumes de données.

> Elle sont trés largement utilisées.

P> pas de garanties théoriques, pas d'intervalles de confiance, etc ...
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Prévision par lissage exponentiel
Toutes ces méthodes consistent a ajuster a une série temporelle une
estimation locale des valeurs futures :

P une constante pour le lissage exponentiel simple

» une droite pour le lissage exponentiel double ou de Holt

» des fonctions polynomiales ou périodiques pour les lissages plus
généraux

On consideérera les trois modeles de décomposition suivants, pour t € Z :

Xt =m;+ e
Xt- = M + St + €t
X = mise + e

ol m; et s; désignent les composantes déterministes de tendance ou de
saisonnalité, et e; une composante irréguliére aléatoire (qui peut étre ou
non un bruit blanc);
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Lissage exponentiel simple

Le lissage exponentiel simple permet d'effectuer des prévisions pour des
séries temporelles dont la tendance est constante et en absence de
saisonnalité. Soit X; = a + e, une telle série dont on a observé les T
valeurs Xi,--- , X7 . Pour h € N*, on cherche a prédire la valeur X744.
On dit que I'on souhaite prédire la série a I'horizon h.

Définition
Etant donné un réel B tel que 0 < 8 <1, on définit la prévision X1 p 1 a
I'horizon h comme solution du probléme de minimisation :

T-1

main Z ﬂj(XT,j — 3)2
Jj=0

C'est la constante qui ajuste le mieux au sens de moindres carrés pondérés
la série des observations Xy, --- , XT.
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Lissage exponentiel simple

Propriété
La solution du probléme de minimisation est donné par :

15 T2
ar = =Y FXr_
15T &

En faisant I'approximation 37 ~ 0, lorsque T est "assez grand", la
prévision par lissage exponentiel simple de la série (X;) a I'horizon h,
X7 1h T est donnée par :

\1
R

)A<T+h|T =(1-7) ' B Xr_j

-
Il
o
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Lissage exponentiel simple

Quelques remarques :

> La méthode de lissage exponentiel simple prend en compte toutes les
valeurs passées de la série (X;) avec de moins en moins d'importance
pour les valeurs les plus éloignées de T.

» Si 3 ne dépend pas de h, les preV|S|ons sont identiques pour tout h.
On peut alors noter X7-+h|-,- = Xr.

» Si 5 est proche de 0, la prévision est fortement influencée par les
valeurs de la série les plus récentes.

» Si 3 est proche de 1, les valeurs passées ont plus d'influence.

» En pratique on exclut lescas 5 =0et § = 1.
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Lissage exponentiel simple : Formule de mise a jour

A partir de la définition, on obtient :

A -1 .
Xronr = (1-=8) ) X
=0
T-1
= 1=-PXr+(1-8)> #Xr
=

= (1= B)X1+ BX7in71
= Xrgnt-1+ @1 = B) (X7 = X7 7-1)
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Lissage exponentiel simple : Formule de mise a jour

XT4hT - Xrynr-1 (1= B) (Xt = X7h7-1)
——— —
prévision a la date T prévision a la date T—1

» La formule de mise a jour permet de calculer directement une
nouvelle prévision XT+,,|T, a partir de la prévision XT+,,|T 1 a la date
T — 1, lorsqu'on récupére une nouvelle observation X7 de la série a la
date T.

> Cette formule de récurrence nécessite une initialisation. En général on
prend )A(Hhu = X1. Un autre choix consiste a prendre la moyenne de
toutes les valeurs de la série. Ce choix importe peu en pratique car
cette initialisation est rapidement "oubliée". Cet oubli est d’autant
plus rapide que la constante de lissage est proche de 1.
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Lissage exponentiel simple : choix de /3
Le probléme le plus important en pratique est le choix de la constante 3
dite de lissage .

» Ce choix peut étre subjectif.

» Ce choix peut étre dicté par les données "data-driven" . Par
exemple,on peut chercher la valeur de 5 qui rend minimale la somme
des carrés des erreurs de prévisions aux dates 1,---, T — h :

\i

—h

(Xt+h - )A<t+h\t) ’
1

H
Il

ou on peut aussi ne prendre en compte que les erreurs de prévision
obtenues sur la seconde moitié de la série (pour "oublier"
I'initialisation) :

T—h A )
> (Xesn—Kene)
t=[(T—h)/2]
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Lissage exponentiel simple : exemples
Choix de § =0.2

1.2

Xt
1.0

0.9
|

Temps

FIGURE — Influence de I'initialisation : série (X;) (pointillés noirs), séries lissées
avec initialisation par X; (rouge) ou par X (bleu) avec 8 = 0,2
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Lissage exponentiel simple : exemples
Choix de 8 = 0.5

1.2

Xt
1.0

0.9
|

Temps

FIGURE — Influence de I'initialisation : série (X;) (pointillés noirs), séries lissées
avec initialisation par X; (rouge) ou par X (bleu) avec 8 = 0,5
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Lissage exponentiel simple : exemples
Choix de 5 = 0.8

1.2

Xt
1.0

0.9
|

Temps

FIGURE — Influence de I'initialisation : série (X;) (pointillés noirs), séries lissées
avec initialisation par X; (rouge) ou par X (bleu) avec 8 = 0.8
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Lissage exponentiel simple : recommandations

» Quelle que soit la valeur de l'initialisation, la prévision est la méme au
bout d'un certain temps.

» En revanche, ce temps est d'autant plus court que (3 est proche de 0.
Il faudra faire attention au choix de 3 d’autant plus si la série est
courte.
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Lissage exponentiel double

Le lissage exponentiel double généralise le lissage exponentiel simple au
cas ou la série présente une tendance localement affine : sur de courts
intervalles de temps, elle évolue comme une droite dont I'équation peut
changer légérement au cours du temps.

On cherche une prévision a |'horizon h, )A<T+h‘T de la forme :

Xrint =47+ brh

ou le couple (47, by) minimise la somme des carrés pondérés :

T—

> HXr—j— (a+ b))

[any

(-
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Lissage exponentiel double

Dans ce probléme de moindres carrés, la solution (a7, br) s'obtient en
annulant les dérivées partielles de la fonction C(a, b) :

T_

|_l

,BJ XT —j = a+b_j))
=0

.

La solution approchée du probleme des moindres carrés, lorsque T est
assez grand est donnée par :

> >

T = 251(T) — S(T)
{bT = 2(Si(T) - S(T))

avec 51(T) = (1-5) jT:BI X7
et S(T)=(1-B) 5 #SUT —)).
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IV - Lissage exponentiel
Lissage exponentiel double

2 - Lissage exponentiel double

SRR

On écrit les dérivées partielles de C(a, b) :
(a,b)

{ (a,b) = —QZJ::Blﬁj(XT—j—a—bj)

=23 5 i (Xr—j — a— b))
Le couple (a7, by) vérifie :

S0 Xt ar S B - br S =0

[y

T—1 :5j A T—1;:0j 1 T-12pj _

Yo P Xr—j—ar iy i —br X5 B =0

On résout le probléme "approché" ou lorsque T est assez grand on
T—

T
o
12
—_
I
—

(1 Bﬁ)z? Tiﬂ/ﬁf: dthdd,

=Ty

m]

=

DA
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2 - Lissage exponentiel double
Lissage exponentiel double
Le systeme devient :

T_1 i
Zj:ol PXT—j—ar X 1 3

B
bT X a-pZ — 0
T—1 :4j A i 1+
j=0 .//))JXT—J' —dar X (1,55)2 br x [(51(,5[;3) =0
En remarquant que :

T-1
S(T) = (1= B)Su(T) =(1-5) Z JFXTj
on obtient :

j=0

DA
154



IV - Lissage exponentiel 2 - Lissage exponentiel double

Lissage exponentiel double

Et enfin,

S(T) = (1= A)SUT) = B (Si(T) — briZs) — brZE2 =0

ou encore :

u}

o)
I

i
it

DA
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Lissage exponentiel double
Il ne reste plus qu'a vérifier que :

T-1
ST) = (1=P)Si(T) = (1 =5 j¥Xr

j=0

S(T) (- HS(T) = (1) S ST~ i)~ (1 H)S(T)

= (1-8))_B'S(T—i)

i=1

T-1 T-i-1

= (1*5)2ZBI Z FXr_i
T

= (=8P B B Xrk
i=1 k=i

T—-1T-1

= 1—/3) ZZBXT k—]-_ ZkﬁXTkOQG
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IV - Lissage exponentiel 2 - Lissage exponentiel double

Lissage exponentiel double : Formule de mise a jour

Comme pour le lissage exponentiel simple, on obtient des formules de
mises a jours lorsqu’une nouvelle observation est disponible a la date T :

Xrint =47+ brh

avec !
a7 = aro+broi+(1-8)(Xr — Xry7r)

br = br_1+(1-B>2(Xr — Xyi7-1)
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Lissage exponentiel double : Initialisation et choix de (3

Pour utiliser ces formules de mise a jour, il faut des valeurs initiales pour
initialiser la récurrence des suites 37 et br.

On peut utiliser un critére similaire a celui introduit dans le cas du lissage
exponentiel simple pour choisir la valeur du parametre (5.
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Lissage exponentiel de Holt-Winters

> La méthode de lissage exponentiel double permet de traiter des séries
avec une tendance linéaire mais sans saisonnalité.

» On peut définir des lissages exponentiels plus généraux sur le méme
principe qui vont permettre de traiter des séries avec une saisonnalité.

» Une méthode un peu différente, mais néanmoins assez proche du
lissage exponentiel double a été introduite par Holt et Winters. Il
existe deux versions de cette méthode une versions non-saisonniere et
une version saisonniere .

> La différence entre la méthode de Holt-Winters et le lissage
exponentiel double porte sur les formules de mise a jour.
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Lissage exponentiel de Holt-Winters

Les formules de mise a jour du lissage exponentiel double peuvent se
réécrire de la facon suivante :

ar = (1 B)X7+ (471 + br_1)

N _B82 . . _ 32\ A
br = (i_gg (a7 —a7-1) + (1 - (i_gg ) br_1

(en remarquant que )A(T|T,1 =311+ IAJT,l).
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Lissage exponentiel de Holt-Winters

Remarque : cette réécriture permet de remarquer que :

» 37 est le barycentre affecté des poids 1 — 52 et 52 de la derniere
valeur Xt observée et de sa prévision a I'horizon 1. La mise a jour
corrige donc la prévision de la constante.

» De méme, BT est le barycentre de la derniere pente prédite BT_l et
de I'écart entre les deux dernieres ordonnées a I'origine prédites
ar —ar_1.
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Lissage exponentiel de Holt-Winters
Le lissage exponentiel non-saisonnier de Holt-Winters est donné par :
XrinT =37 + hbT

N

art

aXTt + (]. - Oé)(é'r_l + BT—I)

br = B(ar —3ar-1) + (1 - B)br1
et a €[0,1] et g €[0,1].

Le lissage exponentiel double est donc un cas particulier du lissage de
Holt-Winters avec un seul parameétre a régler.

L'avantage de ce lissage est d'avoir une plus grande flexibilité mais
I'inconvénient est qu'il faut régler deux paramétres au lieu d'un seul !
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Lissage exponentiel de Holt-Winters

Le lissage exponentiel de Holt-Winters se généralise pour une série
saisonniere additive. La prévision est donnée par :

Xrin7 = a7 + hbr + 57

ol s7 est une composante périodique de période P.
ar = aXt—st_p)+ (1 —a)(d7-1+ B'rfl)
br = Blar —4r1)+ (1 - B)br

ST = "}/(XT - QT) + (1 - ’}/)ST,p

avec «, [ et y des paramétres réels dans [0, 1].
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Lissage exponentiel de Holt-Winters

On a également une version de Holt-Winters pour une série saisonniére
multiplicative.La prévision est donnée par :

XronT = (87 + hbT)ST
oll sT est une composante périodique de période P.

A Xt
= «
aTt sT_p

+(1—a)(a7-1+ br_1)

br = B(ar —a7-1)+ (1 - B)br_s

Xt
ar

st = 3L+ (1—7)sT_p

avec «, 3 et v des paramétres réels dans [0, 1].
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Lissage exponentiel de Holt-Winters : exemple
aveca=0.2, 5=02ety=02:

Xt

2010 2012 2014 2016 2018 2020

Time

FIGURE — prévisions a I'horizon 1 (bleu)et prévisions a I'horizon h des 10
derniéres valeurs (rouge)
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Implémentation en R

Les méthodes de lissage exponentiel sont implémentés en R dans la
fonction HoltWinters :

HoltWinters(x, alpha = NULL, beta = NULL, gamma = NULL,
seasonal = c("additive", "multiplicative"),

start.periods = 2, l.start = NULL, b.start = NULL,
s.start = NULL,

optim.start = c(alpha = 0.3, beta = 0.1, gamma = 0.1),
optim.control = 1list())
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