
les suites spectrales ( c'est comme le foie gras )

( 03/02/2022 )

o) Motivation

On veut calculer la cohomologie d'un complexe
☐ → C° d- d-d-, . . . → C

"-1-4 c"Ï c""→ . . . do d = O -

HTC . ) =
ka (d :C

"

→ c
" "

)

Jm (d :C "
-1- C

" )

Exemples :

•
✗ esp - top . , C

"

= Công(X) = Hom # ( ⑦ Ko
,
K)

r : A
"
→✗

H
"

(E) = Hsing(X)
(variantes cellulaires , simpliciale )

• G- groupe , C
"

= Công(BG) ou Cnsimp (BG ) ou . . .

HTC"

) = H
"

(G)

•
✗ van . diff . , c

"

=
À (X )

H
"

(C) = tiarlx )



On veut casser le problème du calcul de H
.

C- ) en des problèmes

plus simples .

Exemple : C
.

=D
.

④ Ë ( càd C
"

=D
"

④E
"

,
d(D

"

) e D
""

DIE" ) e Ent1)
⇒ H

"

(C) = H
"

(D) ④ H
"

(Ë )

( en topologie :
C.singe✗ HY ) = ising(x) • Cang(Y ) )

En pratique ,
on a une structure plus faible : filtration .

(en topologie : filtration d' un AN- complexe par ses n - squelettes )



1) le cas d' une filtration à deux Crans

On se donne un sous- complexe C
"
e C

.

( càd C
'
"

e C
"

,
d( C' " ) e c'

" +1)

On a le complexe quotient C/ C
"

.

Point crucial : En général on n' a pas Ë = l'
•

④ CE"

C
"

K" { > } C""/ en"
" { >

> } ( in -11

C
" en-11>

Comment retrouver Htc) à partir de Htc
' ) et H.CC/C' ) ?

→ Suite exacte longue en cohomologie : ( o → C
"
→ ci → CYC" → o )

( Hurewicz 1941
,
. . . )

o→ Hic' )→ Hic) → Hick ' )À t' (e) → t' (c) → . . .

. .
. → H

"-1K/e)À H
"

(d) → H
"

(C) → HYC/C' ) -7 H""-(d) → . . .



Dit autrement
,
on a des suites exactes courtes

o → coker (di
-

1) → H
"

(C) → her (di ) → o

Quel est ce
"

morphisme connectant
"

d
,
: HYC/C ' ) → H

""-
(C' ) ?

-
un élément de H

"

(C/C' ) est représenté par un x -C C
"

tel que

dx £ CM
-11

.

-
on a d,Ux]) = [da] .



2) la suite spectrale d' un complexe filtré

On se donne une filtration (décroissante )

C
•

= f-% > F1 ci > FE > . _ . > f-
"

C
.

> F
"+1C > . . .

et les gradués gifC
.

= F
"

C/ F
" '-
C
'

.

Elle induit une filtration sur la cohomologie
FPH" (c) = { [x] ,

x c- FPC
"

,
dx⇒ } = Im ( H" (Ftc )→ H

"

(c ))

-

la suite spectrale calcule gnf.tt
"

(C) en partant de gntf.ci .

-

Elle se présente sous la forme d' une suite de pages bigmaduées
EÏ , pour n = 0

, 1,2, . . .
avec F-f9 = ga? CP

+9

avec des différentielles ( do : E!"→ E! '9+1 est juste d) .

-
On fasse d' une page à la suivante en prenant la cohomologie .

- Convergence : E!9 = gnf.tt
""
(C)

.



la 0 - ème page E! = gr? d'
+9

i

p
i

gif.is .

p p
i

q
--2 gir.CZ apf.is

Id . p p

9=1 gifctgif.ca GREC
?

Îdo TGIEÊ qq.ca
- -

.

9=0 gi.pe
T T p

9=-1 0 gif.ci grf.CI
T T

q : -2
°

gif.ci
:

f-
°

p =L p=2



la 1ère page EÎ
"
=
HPM (appli )

i.

HYgif.CI
i

q
--2 HYqif.CI → HYgif.CI

g-- i HYgif.CI-HYgif.CI?stP(gr7c)q--oHYapf.cd-HYgif.c)di-HYiqi,=c
) -

' ' '

o → Hygie ) - H
'

(gif.c) → . - -

o - tilgif)- -
-

-

p =
O p =

'

p = 2



la 2ème page EÊ

E
,

"

q = 2

Ei"ii. ÷
q = 0

E-j'
-1

Ejh -2

p = O p = I p = 2



Théorème général : (Lenay 1946 )
(C

"

,
F) un complexe filtré .

On peut définir , pour tout a>, o ,

une page EÏ avec différentielles dn : EÎM→ E!
"" 9-"+1

,
telles que :

- EÎÎ
.

=

"

ti ( Eï )
"

= kafd.FM/Jm(dEh9-'"1)
-

Sous des hypothèses de finitude ,

la suite spectrale converge

EÎ" = HPM ( gnf.co ) ⇒ EEI = gif HP+9 (c)

Utilité pratique : Souvent il est " impossible
"
de calculer Ex pour

n>, 3 . Mais la connaissance de E
,
on Ez donne une bonne

supérieure sur Ex puisqu' à chaque étape , EÎ? , est un sous -

quotient de EÎIQ .



3) la suite spectrale de Leray - Senne ( thèse de Senne ,
1951 )

Théorème : Soit F → ×. B une fibration . Il existe une suite

spectrale

EÎ" = HP (B
,
UMF )) ⇒ HIX)

p

système local de
coefficients sur B
de fibres 1-19 (Fg) .

-

Fibration : ✗
'ÎB a la

"

propriété de relèvement des homologies
"

~

T ✗ { °}
À ✗

jà ? ItI
i
'

T ✗ Io , il→ B
h

⇒ ( si B connexe ) toutes les fibres Fg = t'(b) sont homotopiquement

équivalentes Et (Bi) x BixTex: fibration localement triviale
,
B = U Bi ,

it! Line
Bi



-

HMF ) = système local de fibres f19 (Fe) , pour TEB.

( pour 8 :b→ b
'
chemin dans B

, Q : HQ (Fg )→ 1-19 (Fei ) )

i

représentation % (B , b.) G HQ (Fg)

Cas simples

1) représentation triviale ~> Et! = HP (B , H' (F ))
= t'(B) ☒ 1-19 (F)

2) Ii(B) = o ti>, 2 ~> EÎM =
HQ (Ff13 ,b.) , HQ (Fpo)) .

-
Idée de la preuve (B = un CN - complexe )

Soit 13° E BI E BZ E - - - E B les squelettes de B
Soit ✗

'"
EX
"'

e- ✗
'"
e- . _ . e- ✗ avec X

"'
=
Ét (Bi )

On a une filtration FPCËX) = ka ( c.(x) → c. (✗
'P'" ))

de sorte que gr? C.(X) = C.(✗
'P '

,
✗
't" )

On vérifie que EÎM = CMB
,
HMF ))

,
DÎM =D .



4) la suite spectrale de Lyndon - Hochschild - Senne ( Lyndon 1948 ,
Hochschild - Senne 1953)

Théorème : Soit une suite exacte de groupes

1 → N → G-→ GIN → 1

Pour tout G-module V
,
il existe une suite spectrale

EÎM =
HP (GIN ,

HMM
,
V )) ⇒ H

.

(G
,
V )

Preuve : on applique la suite spectrale de Leray - Senne à la

fibration BN → BG→ B(GIN ) .

↳ version à

coefficients

Corollaire : On a l' inégalité des dimensions cohomologique
virtuelles : vend(G) svcd(N) + vcd/ G- /N )

Preuve : Par la suite spectrale , H
"

(GN ) est (non canoniquement )

un sous - quotient de ⑦ HP ( GIN , HIN ,
V1) , qui est 0

ptq
-

_
n

si n > vcd(N) + vcd(GIN )



Corollaire : vcd( Fg ) = vcd (Tgp) - 2

Preuve : Notons D= vcd (Tg ) .

On a la suite exacte courte

1 → it
, ( Sg)→ Tg ,

,
→ Tg → 1

qui montre que vad ( Tg , ,) s vend (% (Sg )) + vcd (Tg )
"

2

d'où d >, vcd( tg , 1) - 2 .

Soit Y un Tg - module tel que Hd(Tg ,V ) =/ 0 . On applique
la suite spectrale :

EM =
HP (Tg ,

f19 ftp.lsg) ,VD ⇒ ti (Tg ,
, ,
V )

Q= 2 • • • • • •

9=1
• . . . . . degré total d+2

Q= 0
• a • o o

pop
-

_ i p =D

On a donc Hd" ( Fg , , ,4) = Hd(Tg , 1-14%1%111)
= Hd (Tg ,4) =/ °

donc vcd (Tgp) y d-12 .


