HAX202X - Espaces Vectoriels et Application Linéaires (2)

Clwf'lh‘f_z : Espaces vectoriels

Dons I'ensemble. de ce chepitre , o fﬁxc wcqoau Pour toule un @rps <.
Sh‘ichr Ursu , on devrolt Eerire ["f, +,0,x,4\.

Lois de @mposition exterac
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DESMT‘TM! One loi de composition externe est Lue Ct”)lfra"wa o.FxE—-E.

2.2

| On dit aussi que F opére Sw E.
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24

nCem\de E qui ¢lavere ausg ghre un asr»vpe abélien  ea vEAPrant qulque:
Pm‘)rifh?

cL

i gow che. On ne pwbm. pes tci de loi de camfm‘l-raa externe

Re:vw-que.: lo dgfinibon doande ci-dessus ek @lle de o de omposihon exterac
deoite, mois |'hishoire st aomplébemet cimilaine .

E)’emﬁc;: + Veagendle T, (KN dec madvices ole balle nxn
oes matrers

re , vie le pf‘wlw‘l"

sw Veasemble M, () dec madrices de balle nxm

- \’t’nsrmlalt- H( (dw\l— les E1e’~ca|-.t Seront amelé’; leg fcala)zu\
4

opere Surffs‘:lﬁ\-_-. IKX Pow ot easemble X de lcl Maniere Suivanhe :
(AefY 6> = Axdboy Lici

X= W, xeX ek AeK).
I E)t?mp\e. pni?é’o‘cal“ Couvre un vaste pombre de cug:
-5 X=fAal, ae IK =K
e si X=MN " alos “Tx esk ‘lmvmue des suikbes & valews
dant II<. y
eci X= {J,.,m}xi,..,aj‘alar: K = Hmm ().

-si X=elK=R alba KX at J'otomble deg 1Dmc|'rw~l Aume ci et
diunc vanalde réelle.

© PC{\VM‘:;IC. des aml.-mhmg Y=Y opére Vi le @mposikion uS ueelle,
Sw |'casemble dec awl.'gﬂl*im X—Y.

’Dw\s le Swite de ce dr\a‘oil""- , on < 'mbermge & lee Ghuehon ou IN opéu. Cw una

Fres nodurelles.

\h_____________,.-/

am sus ou clles reproduisent lec propriétis de le mulkiplicatioa
Stalaire sw los veeteurs.

Espaces vectoricls « defunition , evemples | et premiders propeiétes

Définil‘r’az\; un 'IK—r;pu(e Vt’cl"ﬁﬁcl (CUK-S" p- pflf“ﬁqvlr \It(r‘aﬁ'cl W H‘(‘ )c)v\

| Cimpbmm“ ;ﬁl\d(e Vl"c"‘o(fflﬂ ‘gr{qu'il n‘\, a po( a(g (anlpurlcm poml.lq.
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Définil‘iaz\; un ll'{-rgpu{e. Vt'cl"bricl (CUACS!' aﬂ)rlr'“és(\’(r \It(r‘a{,‘gl £w 'IK‘ )m

2.5

s‘im‘)bmm" e ace vrchoriel ” lorequ il n'., a ot de @n.funan possild «
Gur o choix de |K\ at un grovpe clodliea (E, +, Og) rmuni
d'ue loi de @ position exberne o |[KxE — E fdhf$al‘$m'_
lex proprietes qui suiveat :
A\ distribubivite & gauche de o s la loi +de E
\1/,\691, Vu,vé_E, Aelu+v\ = Aeu + Aev .
ZJ Adistributivilbe & droite de o S la loi + de K
VAV‘EM' Vuéﬁ.-) ()\-l»/n o U= /\'u+/auu.
‘S astociativiré mixte de o eF x :
VA pER, YueE, (Axuyeus= ,\.(/.u\.
"l'_\ A est neutre a qew che  Dow o :
VKUE.E, Aeuz=u.
Lﬂs E'c’mo\‘-t de E con¥ a“\eli's Vecrewrs alore que Ceux de K
Can"a[l[nelfs Scalaires .

PFDPOS':}R‘W'. qm.k que Cotealr NEW e+ uEE . /\' u= OE Si <

| wemedr 6§ A=0 ouw u= O¢ .

bémonsl‘mhan: = Oeu = /o+c:v)-u = QeusrODou , done Og=Oeu.

2.6 1

Povr distriveutile”

a droite
A'OB = )\0/06 "'OE\ = /\'05_ +)\0C9€ " donc O¢ = Ae O¢ .
per drghributivilie

a ﬂauchc.

. SU("\650A! que Aeu = O el que AzO. ‘
Aloﬂ u= A‘u:(/\_‘XA).U. - /\'1.//\”‘.\: /\-OOE :C)E. O
P

K et wncorps s b asociakivite doprs ~ -
EJE.NCJI"' W aunl mixFe e gul P"P(t <
sk iavergile

}Dpusﬂ‘ion: olwh: que Soteak A€W e ué E, (—v“-u:-//\cu\ = Ael-u).

‘Dzman!’fmmm:q ENeu + Aeun = ((-/\\4- z\\-u = Oeu=0¢g

ditobukivite & drsite .
rbonc ((/\\-u s} “oﬁb;; de Aeun Powr lan loi 4+ de E; AA)-u:-//\-u\.
2| Ao+ Xew = N/Fwyru) = XeOg = O
distrbubivike & tsda.uclne.

Done  Ael-w) = = hew).

A On biea Pris som d'ovoi- vae NoYeNoa d:?ff?ren}‘:_ Porr le neulre des deuse
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Celte damonghrabion ne
(amporlf: pos de drﬂ.-mll’f
tvais i\ est tndicpmioble
que Vous Sachice juxh-frcf
CL@.'. ?ﬂa\.l'c’ per Une
dol Propriél'?s du :W\.nrt
ou pur la dzfmihan de
laloi o ek de o loi +
cw E.

Pons lat :aui\'tJ oa A

Seroe Plus cwmssi detaul

A On biea Pris som d' avoi- vae NoYeNoa da}f{?ren}‘c_ Porr le neulre desr deuse
lai& + KO Pou.r celle de k} OE
Glfﬁf‘qn?r; Pc\r le meme Elymloolc et i) aur Poie aPeation .

ON NE Do)T TAMAL ECRIRE /\+ u# ANeg /\é\ﬁ /C(alan‘re\ e}' uéEe {W(h‘hrs

Pow celle de E\. NFanmom: cn deux lorf Soa—

X

E)femp\ﬁ: i X e}t m engemble , den K = (&, ) &t un espeece vecterd avre le loi
Ae @Mtbo(ihon exherae dgamee dong \"e,yen-flL 2.3|.
%EMM*"&"FW: 4] on @ d&",& vih aun cha pirre ?P‘i-(?dfn" qve clat un qrevpe abshea

avee b bi d?‘rrnic Por (fd—%\ (x\:d°(70 +g(x\.
2 védfrons la dihibuAE & gomehe : YAEN, fo: XK, xe X
(/\l {J)-I- \\(x\ = Ax {(J’-Hj\ (n)) = Ax /f/n)*—g(xi\
3 = /\qu{w\ + )\xafn\ = ()\tJ)(z\ -\-Ava\ /’A
= (I\o$ +A. \(X\
2) Vénlions \a dickibubvhe & Areite : VA, e, {:X=k, %€ X .
((/\-l)u\-j’) (x\ = {/\-\7; ) xaofx\ = )\xé’{m\ + p wOP(x)
= APYON 4 oo 60 = (Aefope ) ()
" \ Lk
A V?ffj).'onr \a“o{iaf‘mh mixke VA, p €I, f;)(-* K, x¢€ X .
(D)oY 6 = (Ax) i) = Aox (ux i)
= ax( ) (,.\\z()\.éu.p)/,\_
SJ VénTiang lee neabra libe 2 qmzkc de” 4: Y(’ Xqi‘\',f:—)(e

M-J’){x\ = /lxdp{x\ = J’(X\. O

é’mm (nﬁi’quu e, on obtieat que H‘n 2t un lh'-apaa Vechonie) 5 Ade meme_
que PorsemMe des swilee & veleut dons <, let mabnces nxm o\-(nff:erm\‘: Slaws IT

Cous -espaes vectori el

2.9 |D§!inihm: Set E un “f-qm;e veckorid | et Fc E une partic . On dik gue F et va

29

’Pr'!ﬁ)o';il‘ma: gi Fﬁ-" wm Soul ﬁ[la(c veelztiel d'm
| indwi}vs J’w"‘ de Foun Eetce \nrc"bn‘e}.

| ditonshration b luisze en xercrce .
2.40q>m‘|osﬁm: Soit E un W-espace vechorid |

Sous-esface vechorie) de E ¢i  (lek i Sons—grmpe qui et shable por [y
\ox de. @mpoSition ederac o,

Fohale pov- lx loi de Cc)mposih'oa exierme (:3.«:;{5; oque : YaeK, Yue F, deu €F

ce \ecloric) E, edort |F£ loi s

et Fc E uwe Partie . Les asserhiens

aui suivert tonr Equivedakrs -
() Fat i Sous - et pace vechorrel de E .



2.M

qui Suivet sk Equivedantrs -

(Y T ot u sos-etpace vectorel de E.
0‘\ F(S” r\w\—erL ek et Sbtu-g P + e|‘ Ppor o .
lit\ OgeF et ¥ickk, VaveF, Awive F.

‘DC’I'\OAS huh‘m :

(\ = Giv | : SuppoSams que- FcE et un Souws - €< flace vecroriel.

21

2.13

En ‘\w-hml.‘cr F est un Sus —qrovpe donc. o, &F.
Si Ae ket uvEF alws AeweF /siaLwh"? fev 0)
ek donc eusv €F (F Cdvi—%ﬂucc\.
(i@ =>(@y| : Comme Og€F par hypothetc (i) , odars Fyd.
Fhable P+ Y, ve F, usvs seusv & F /ol‘apm @Giny).
Fekde poar o sz\élKI‘q(u.éF) Neuz Neu +0g €F
7 A Ve g
Y S Ay
W=y | : On s} per hﬂ)ann'ek (i0) que F et shalle por o, donc
il suflit de monbw- que F bl w (wx-esrovtt .
Ma s |\L7rm“n?.(¢ (1) am),‘i- qQue F e2r non-vide ot crotle
por + 1l su‘fji" donc de Monher que F att cholde por
postoqe i |'opote -
VueF, —u:F/'\cu € F. O

ExeM?\es: > V' orpmble IKCKY des swites Prrques nulles etk un Cal-esparce vectorel de IT M.

En e et ‘A we ‘\wh‘t ron-vide | Cholle por + b por o
I Vechrel de IK™Y =2 5 bore en execice .

de FlR).
- {oei c € b wm Sous-cspace vechriel de E .
> E aFwm S -expoce vechricd de lui- neme.

| Vectorics, alors ENF, ot ua Souf -6 paete Vechoriel.

DEYV\anSb'ahan: + O ELNF, cr Og€F, o Os€F,.
‘-bq.-,\ell( eFoveEFNE abre Aurv EF e Aun¢R

Aonc Aeu+v € FNF.

Exempla: 'agemble des colubons o on ;ydr‘nc lincaar hﬂmoﬂ iNe o
nvaciables el & aeﬂiacnh dens W< esh n soug-expuce
Vechoriel de K"

RﬂP{""" un systime de_ m Zquations Imzarzs homogénes & n vonable

- 'ergemble K], dot swhes ullas & porkr du g At b un Sous-eqace

> \\MQMUL C’[\?,IR\ det &ths @nhnues cw rk PAT I -eSpace vechriel

Dvposth-. G E et \h’-a(lw; vecorid ek que F,,F, c E Conk deux Cous-ecpues

O
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Vechriel de IK™,
Rap(ml: un systime de_ m Zquations Imzarzs homogénes & n vonable
at & la Qﬁom. { A, + A, N, 4 A, A = O

A\ 2, + av\u,xa." A Ay Ny = O
avee ai.élK et Xy~ Ha les vovi ablos Meonrues .

Cous gamc rotoeielle , on poe A= [aq\ ek X = {:\ ,

1<idm
\53!4

0
C" |f Syd‘(\"‘t S‘C-Cfi" AX: () =: 0“,‘
o

L'mkml,h des Solutiong SA:: [Xé kK* l AX:O.‘.I at m
Sau.s~c£p¢uc, vechrel de IK*. Ea e&fﬂ‘:
> S #F o O €,.
(& si UetV Seat dans gﬂ el que /\é“‘, alors
AX//\'UJ-V) :Ax()\ou\ +_/;\x\/ = Opes -

Ae(Axuy = e

’bmc AlaV € g4 ~ % A
Remorqm SAﬂgez SC awvece C:(BB.

A L'vnion de deux Sous-espaces Veckoricls ek ot Necessatire m eal un
Sws-esace Vedwrel . £ effel :

E = Rxfo] e+ E,slo]xR Soat deux Sows -aspaces vechonelc de R
Poukant E\VE, n'ar s vn Sovs-esparce vectorrel de Y, cor cethe portre
n'oth pos chide por + I;i’,as + /o,pn sUd £ EVE,.

Es &

'Pmpasih'w\: Soit E un W -ecpace vectoricl eF £ E, c E deur sovs -ccpaces vechoriels,

| EUE?_ ezt un Sows - s paece vechorrel i et seulemesi E, c E, ou E,cE,.

(a - - - -
Démonshration si E cE, alos EUE,= E, esh m sous-&pace vechonre) .

ek i E¢C E‘ alars Eluf‘z L, 8 m Sous -CSpetee Wc"aﬁe‘-

Sopposons que E,UE, egb m Cows ~efpace vechorel et Syposorc que
E, 4E, , ce qui S'wdm‘fic qv'il exite. vEE, tl que vEE,.
MoAvrons que Ez. c E,.

Seit ueE, . Alas u+v € E,VE, (EVE, sutcqpace
V‘cd'aml). Or us+v ¢ E, , @v Sihon V= utv - u €E,,
Ce qui ambredirait \‘h"c“\e‘u qe vZE,.

one u+vEE, ectama u= urv-v € E,. 0




2.4¢

Side swerit ENE,= [o] alox mat que €, e+E,

'D\uh;} que \Cvr Union , on pri‘fe‘m-a. £a)~. le Somme. de deux Semg -CG\xets Vedorielc
)Efmihm: Soit E un IK-aspace vecorel et E,, £, c £ deux Sows-espaces vedrociels.

On de inik:

‘ E +E, = [u+v|u6b’,, veE, 1 .

La Somme de deux Soms-cXpoaces vectoriels &b on Soms - expoce wechoriel . Er\ et

» O € E.+E,_ {Car O €E, o 0‘;_6_2:‘) et donc O =0 +O¢ £E|+E'J.
Gy si GU'EE ebvv'e€ | aler  Afuvd4 v’z deusu'+ Aevav' €E+E,.
e, cE,

Sonl A Somme_ Airecke ek on

M

Noke E‘@EL.

Exempld: dovs E-.-IK": > [dlx K x fo] + llo,0] x IK® = {o]x\l(3 . Lo mme n'ot fes direle!
Adat el | + Kx[00] @ |(wa{xKxol = W x fo} .
exucice
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'Difwhan: Soit E wn |K—c;(va(¢ vedorel et FeE un sous-espace vectoriel. Un

Suflementaire. de F dons E et un Sous -espace. vechortel G c E el que
| Fec-E.

Por exemple, K x [(,0] &8 Sumlc’mo\“am de |o}x K dons K5

219 Les Saus-cspaus vectoriels de TRL

On a avidemmear [(0,0] et R*. Quelc sont les cuubres 7
§,-+ Ec R* un Sems -cCpace vecharie. On Suflose que E # {(o,oxsl et on chorsit

u€ Exjo,ol. Alos Reu = {A-u))\erﬁg c E el un Seus-espace Vechoriel

Ry, () = £ Reu
: “ /u = (a,)

/

Le Souts-cspace Vedorrel Reu peut the dicrt comne le Sows -@@ (e vechonel

det Solutions o' une @quation |inzare homogpine. :
R‘U:{(ﬁ,&)egl'-bxl-l-ax‘a: 0} = S[—\oa) .
we Reu=Rev siclseulemat i il exiche AER h‘l’ Neu=V.

On remarque
I- OI\ owe“e. \\dmi\‘u Vec"arr‘tls i les Saus-ff‘)cur.f Ved"an\ol: de o ‘famng |‘K-u,

Pow uz Op. .
Y atil d'aubne Soms -5 paees veckorrels de IR ’

RMMM & E . et svdoosons ave Reu < E. T\ exche alax



‘ \/a-l-ilna\\auhu Sous - < fatces vectorels de 1?17
RMI\dM & E/ et SUWOS‘JIU’ que Reu < E. T\ exck alat
VEENRu. % Conk'qum"', IRou + Rev c E , e de sureroit P
Somme €8t divecle (d— o Maalrer ea EXEPCI(C) .

ﬁ.oa\“lbns qw, {RO(A@ IRG\I: TRl
Nemashubion 4 Posons M=(uv) = (: ;) (u:[CB , V= (;\\ .

On ohterve que Mx [3): (:z+;§> T XU A YoV
* pmdu)— )

Gomme et vae Sk fos pm{mrh‘onnc\ , ad #bc | encroix ,
ek dome  ad-bc 20. On en diduwit que M at inversikle

d'mvcrsc H-‘L: a—d/_’): ( db -: ) (4.- vfr-,&(cr en exeraa.}.
be (-

&mSidf/bns (;) eR® e pesons (;): H-l/;).
Al [;): HH"'Z;) - [‘1{5)-_— Nou +g-v € lew @Rev. O
fbimond‘m-h'onZ: Notus w= Rny,_lu\ = ['i"

(;\é Re u & <(;)'(-:)>:O
Lv,w> D/

Por amu’th V- ——20\./ EReuu
hwll

Aing | si VE Rin o Lyw> #0 eb donc
(S
W= ——"w"o( <__v,w>. w-V 4 V> c ROMQ 'El\/.
U]

<Vlw> "\ﬂ"z
E Reu ROV
2, ,
Qe que oit 2662:' 2= 204 U0 € Reuo R,
hull? Nwin?
~—
E RougRev ERRug s v O

3
220 Lcs Caus-cspaa_( veclorielc de fR

&)vvwe p/fa’olommu\\’)w\ a U"ﬂm\l, ﬂ?3/ Rou /u noa th\ et Reue [Rov

(U,V roaauls et UZAv gud que coil AER* ).
2 2

Re u : // A i
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Reu

Remarqws ‘ol Sous ~eSpace Vechvrel Reu peut 2hre déceib (omme e gpus-esporce
vechorrel cles ft’luhcﬁ.{ o‘lun $7:'“?Mclip{¢4‘m meoab\c r Si us=s (’g\ 5
olovz [?Ou: {/n,y,a)g \‘kz l -\;>>t+0\7=0 el _¢7+§,1=ol= <

(5 %5

i "4 le Sdus—cA'.;uc, Vu“aﬂ‘cl fRou & R-V ul chre di(ri"' Comme \L
Sous-espace Vechoriel dog sluhions d'me quation Imeane homogenc :
Si uavz ({‘,‘) alys ‘Roueﬁ?ov={(n,7,%\él?z\ ax+ba+u=o}

c

__ ‘ ,,  levo
T a-bil dlavks sous -eypaces veckurids de R

guﬁ\asms que EcR st m Sous-es pace veckorie Fel Yue Reu @ Rov g E.
A\u/: ilexicve WEENRoue Rev.

Mo abroms que Reu®RveRow = RE.

’D.Emond‘mhon: m"\elws ‘)mf mmocs™ que &ém'uémov@ (2, uI\V>= o.
Done &, unvS #o . Ainsi

LAV = ““"V“z. <ﬂv> Uunv —tx/+\x/3 € mueﬁveffw_

dw, uav> \uav )2 P
Rowr
M
Reu®Rev
z/ > Z,
Qld qw gc?" 26 [?3, 2= 2 - < vav unv + < VAVS Unv
Nuavi? Nuavih®
-
€ Reu ® Rev € ReumRev@Rew .

None Rzzlkouel?-velﬁ-w/. O




