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gOi“ U={U;\.‘ér Une Pamille e vectews .

On wasidie. K KT e Cous - s fce vecrorrel coashibud
Ao Pm;lr{ de Sealairns qui Sunt Presorve h/us nuls, ¢t on o(:’ra‘m','
\\olﬂh\l'(a."iﬂ " tanbiiadatt VATEOTC. ot -1 d’q: ®R¢T — E
{/\;);ﬂ. — Z Aid; .
celte Somme est //\'i-f/’

;D T \fgm_u e

{/\i\; eT E’Jgr Tﬁ-sdlb*{ nm"&...

bepasﬂ'm: 4) uesk il sieb ceulemant < L, est i ehive
| 2'_‘ u ¥ %{ﬂfﬁ!h‘ilg si et seulemeont ci deu g cijl’m ;

’Dém‘m:l‘mh'oa:/g &E | Svuposans que P, 2t ml\uhw,
Si _Z)\;u, =0, Aort
du ((1\;\“&:1\:05 = 6?(0.(‘-:\ el donc
/\;'-'-O qwl que Loik i€ X {!\6' '\",\f“"""h(j.
=2| Syppesans que U ar lilre . Alws si deux
mbnaiims \Mgames de i Sal Fﬂ.‘.lr{ , lew s
(atﬁ)l'(m".f Cont les memes. Aukrmant dit
A= Ay = A=p
e\« Gigaific pfrtl‘k'M que AL s n‘njce"w..
Pl Ecevons “d, oy mr\\rahw. "
YveeE, 1aex®® vq d N\:=v.
Au\'f‘fﬂo\" dit: touk veew dd € oF wac
mbingitm Imiare de w. (‘e cvackemmt (o




JTAITTMIA' AIT: 1K NT(IIW & O €T wil

mbinaisan Imdare de u. ( 'cg“ cvackemnF (o
de’Mi“l'ﬂ\ A “u ay wme faum't.. adf AZrotrree ”. H

23 'ﬁinih’w: Ure l’wk_ ss|“ wme fotmllc qui ar 2 |a.. gum ‘iL/‘: el

‘ %fnz’mmm :

Auteemar dib U aF we bose Si ek scllemal si d, est bijecive.
EXCmplfvs: e Sionnote ¢ = (o,—,a,,;. 0,-0) € W , Ao

r A A |

?

I-¢me osrdonniée

(e,”..,e,,\ v we bote de K. .
Celre \oau alrapp:lé'c. \Emm (aronique da IK .
o (XY, @ we bose de KDY

DitN’ﬂ Sion

2.39 ‘Dggm-.hw on dit que E esh de dimeacion nEMN il

poiﬁdc wme base de lw%qu' . On nolte lare
dl\m“((lf\ =n.

\(Pw se Souvenr que £ al ma
‘K-Ctpaa vedonel. On [rem\’oslwrr
|e K si il n', O qUACWIE. a/«\fufwv

osSilole_

0« dit que E ed’ A o'l\"l&.tffn Mmivre \af‘sc"u'i' ﬁladnu."

Pas dae bd&e de lamau.eur Ptnic..

E.)(CM?(ts.: K" est de dimersion a ; \ovt que MO es)r ge

| Amorsion inrwc.

23] Proposition: i E eskde dimension n | alos boubes ses

| beates Sont do lonquews A .



|2.33| 'mpﬂsihat\: Si L esrde dimeAagioa n , alors toules Ses

| botes Sant Ao lw\oueur- An.

Be’hm"m*ion . SoiF U me hese de lal\%“duf n el

ik v une bate de ‘anﬂucm" M.
Now allons dimontre que w=n .
On wncidine ‘\an\h(a."iaa de chongemat
de 'I:MC-” k?u,v 1= dv.\ o Geut \K“"‘> |KM .
CDY\ f‘amcllz qw. C&IC;\.? u;, el’w\
e vedtoe de \ex b
Pof(, &' = Leqlv (C.\ = d\;' lu;\ (.amam"*c—
On Frouve ot que :
Vo D ) = Y, (At+-s, e
= AG +-+A0, .
Aing Q. et |\O(“||i¢ahln lmgare. donede
por lw matrice M, =[u":---a'“\ [ ”M‘M(lK\.
Le,,v ghant biicc"l\/t, H.,,v alt we malrice
fAV‘e/'SiUt—. Or uae wmaltrice nvesble
et nicenairemet carnie. Done m=na . O

2.4o (pra()osd'imt Soily € m e pace veclorrel e dimeacion m , el
— | coil u:/u“,.,/ u,‘\ we £ami||¢.

@ si u et live, calos ngm.

(Z\ Si wu egr rdfvlc’ra\'riee, elorg N m.

'Démanshvl'ian: Soil V:{v.,...,v,,\ Uune \ouy. de E On
ontidire Nt ‘P“l,: d;odu-, K'— K.

éﬂmmc w sk Pt uar

\Mu,af\ Ag penk P\u.&por‘v (43 si u al libe alus Ceu esk I\l\)‘t’ch\&
m‘\cw\j\m\’ de bote" e\ donc ‘Pu/v aY M]‘cthw. aunssi
S SR

» Iﬂ( /I)ML\\AA}(I‘A( f').n PIRY A n\.... |n f':m‘lll"mh’n. Ao ‘p.




dl“c\wﬁnl\m\’ de bose". ev done ¢, at Mpedive aungsi .

\P“IV ey'm\mc les tombnaisons On avu dons la démanshethion oe loc

\ir\taa‘msdn. u (oomme dr @Vpoiih'm 2.33 oue L?“,\,:‘(’(r‘(,,,\,\.
combingisanls I seves (Uniqm\) On didwt le reculbal vaulu de ce

de lo bage V. qui Swt

Lemme: si Her (K) et si
T |6y akwpedive, ot ngm.

’Béwr: qwn’e Py mu”iﬂ:\a M paf Wme
| matrice mvozible / ce qui revi
¢ (omposes @/m) for Une Bv‘fﬂ"m
ehne ckawac, o &l 'pzo(m"'c'
AL rn\\«hW) , on ?w\' Supote”
que I ca¥ ctheloanse Mduite :

H[Aﬁyl

O
\’—N-_J
[,%

Pore- que UM soik mjective il

fe doil pos y avoi de coloane aulle.

[ﬂn e\") <ila i-tme Aanne egh aulle
alat P(P) (€)= O m = €M (0,ca) .

Doe n...(numm

o

n
CiA a an MomS we coleme | alont

on Cerik A:(ﬁ'l g\ el on huve
¢

que PM) (€L, )=A++Ay

W. \ 7. \ -\



que ?(H\(Q“\z/\l#'-GAL

= ?(ﬂ\ //\.c. Y.V Cﬂ
ek atax UM\ 'a} o Mjecive .
Aingi ,si 0Ny &k c\/\)\ethvc oo

M= (%y}n ek dane m3n. 0

() si u est a&im“ﬁa, o C»Qu al
§wacchw_ et Y, ausi. Comme
W= UM, on didud e rexulbat
Voulw de ce qui Cuil -

Lemme: si Me Muy (K) eF si R(M)

mw,‘ee\'wg ydors Ay m.

,DC'MO' :id e, ale'e 2 Nu“‘l‘p'n\’/‘ M
Por we matrice invesiVle. on pwl’ o
Sup rdheloma reduite :

H-(ELMB}N

o
——

gi l'y ca am MmgwS UAae ll'%u le 0)
alwr N (A, AN = (x,%,-,%_0
et danc le[l'\\ A egt pes Sw',ceh\& .
S 1= (3] )5
Q)
——
eb auvi nNym. O %
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P"bpo';il'iw\'- Sai" E wm etpdre Wch?ﬁ‘t‘ol! divension a.

(4) touke J’auwle lbore de IIJA%M&/‘ n etk ue bate .

(2 bade <Paum"c %.é'né'mnfn‘cc de lw\%ww n ety
e bage .

DEMmshuhm Soik v= /V,,...,Va\ we bote Lo E cb caik

Uz (U, u) we fomlle.

(A\ si etk libe , en reprenant | dEmonsubun de
e prosih‘m 2.40| el en ukilicont |e*Lemm&.
m‘ne-' avec m=n, on treuve que

N = x N avec P wmversible ef N.—.—TA*.

ﬁb:;uc Leu,v = dv-'o d’,‘ est L_)ije chive . Al\/\gi
A, et lo.')\cclm el dunc w esh me Hage .

CZ.\ Si etk 'n?m“ﬁ‘ce-, en Pe?man e
devonshocbun de o Q‘D[’a&‘ihaa 2.4o| et ena
uhlicont le “lemme Bleu” avec mzn , 9N

h"l.'MVC. quc Nu,v = PxN cwvec S_) inversible. el
N: Cg'ﬁ] OIA> cg'c,. Ccla imrliclup__.

o i
que N=Td. Anma M, «t mversilde_
el ‘-?.,', egh e 'o-‘]etl‘iam. R concequent
d, af bi}ech\m erY w egtr wme base . [

(5 Maompléh. ef hae exhraite

Thesrdme. e ke bate exbmite.




|2,4)_| | REoréme. Ao v bage cxhraile

goal— {u,.,...,u,,.\ wme ga.m]"e. %?né'mrn‘ce. ' an
|K-C«Ppa(¢. vectonel E . Abore il evide A ¢ Cig ¢m
Fel¢ que (uid,..., u‘i’.} est we hate.

it aMfr'emmF, de Moule gomm"c_ %En?m\'ﬁ‘(c_ on ‘){ml"
extraire me Sous-fa&mi"e qui aﬁ' e ‘oak.

DEM.S\‘rah‘m: ON Suffiose que E = Ved (u.,..., Up) - On
procide par rEanvvmee invese Sw oo
lﬂ/\-av-cv de lee {-ami“e.., el on ds's"M%uL.
deny cas:
©Si (u), ) ek libe | ales e e

d‘ on gaaaf

(bsi (0”..) u,) etk lice . abve I'on des

vectewt de b fomille ect @mbinaicon

lwsame des aunlreg; on penr le b~ de

o Bmille hul &1 anervant (o pro‘;m'-h’

d's ﬂfni'ml’f‘icc. Autrement dit, il

Cxite 'E{A,,..,m; Pel que

E = Veck {u,,--, u\i"' H-J“,.-, \-l,..,\.

On & domc exhmil wme sous-fomille

€ntrabrice de bnauew' fplus [nh‘l" c.
Ohn ihere le Procescus ‘utalu'a': se
revwver dans le cas @), c'est-a - dwe

avee wae amille lnLne. el gencrarice .

On est aftures de bumher ciun Yook dm

Cerhain rcmps Sur (=) . En ek, comme o

‘w\autw de la- *am"e A'minue & Clnaque.
= e daiia ‘- Adea Mas ot aa "‘n..l..-... P .




‘Ol\autw de lo #am&a( dnyr‘nil;uf.ek Cqu‘ue.
[ ,dm\cpmducuanl‘m‘aws'm
lq J.Wmi"c vide (d; lmsucc\r o , qQui e\
alos \odk  E= [oj:Ved'MS .4

Si on nnait la dimencion de B, alarg
on Sa,il—, a\‘qprés l ?mpaSi"ian 2.44 ,le
nombre de de vectews gu'dl Pt rcbiresr
Powr dotenis wme boge . fo = m-dim (€Y.

3
EXCM?(O': Aong R ) Oa cherche & echrave wvie
W d‘ {U.,U;,Ms,u“\ ,OtVCC

{E{Tuf@, u,=('f) s (3).

On doi+ Prouver wo rekchion de diperdance
lweawve entre Ll veclewt de celte @ami\lg.
Plus prEcicimat , on cherdie et Scaloes

/\l/ /\,, )3 ,)«q & R non Yous aunlg bels Qe

?emmlu :

\
\\ UM\' ava”
Monlve an pffa\nu.b
que (elte famillc.
@\ ﬂ&sm%’n‘a :

[eYercrc ¢ \ i \5

\_‘ -
\ 1/\‘.“;”0*3. /\|
(B
> Ao
= (Uu Uy Uy Uy) );)
4

| A
On ap)iane done 'alegrthme de Gouuss
'{'ﬂ ¥ AAOA)

3 la matrece M=(0,0,0, ) = (z o
I3 oa 4
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L37 ZL3 ;Ll \0 OA'4/L)

Ll--vL,'}L3 A A 0 A1

0 0 A -y

I o 14 0o 4,
0 o 4 -1)

L)"L,‘Lt(/\ o ©° "/z,)

On s'est done ramenes & checher wme
Soluhen non nulle de A+ !i'\‘f =0

A, 4 %/\f o

M -Lr, =0

On ?eu\’ per CYC(\'IL chorciv AQ =2, et done
A. s —4./ /\z :—‘L, A3: 4. On ‘)-eu-)"
W*rq"w' qu'on o bien -u, -, fu +2u, = O .
En Pwhcul.‘cr, L'g:-c.«za,c.(}a-zwr , e\ dunc
( U, , U, u.,,} esk encyre e famlle gngratrice .
Comme. Sa lw\ayuur e o dimersion e Rs/ c\a
wme boase .

QEMM: Aons \‘e'ktmp\e ?lflfdm", comme hus leg vevears
de \a relatin de dZpodmce idare frouvie sonb Ao
nuls ,on pwwl' exprime~ chague vedtw en {mehba
dos awves. P nSZquart, on aw raik pu rehvrer
n‘m'or“c lequel s vectews.

_nne'an)ma de la LaKe "Awm?\?\'c ( Version 4‘)

go.-l- IU..,---,«M\ wme &admlll.\ilo/\g, A un \K-r.rpaa veckariel de

dimersion AeN. Aon il existe des vedeu WUpyy, =y Ua € E
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4 L)

ey y e (o — -
Aimersion AeN. Aon il existe des vedews w
bels que (U, -, un) Soit une bace .

" . US WY i td"v'(l- VLS 'l 16\ L oo d

My 7 Ua e E

Adimension f.‘m‘a peut ehe (w»\{;l;"c'c en we bete .

IjDi" au"NmeA\'l Youle J)wm“\e ‘iL/‘c d'on ed pace vechsriel JL]

ﬂbémans “mh’m !

on Pw(?ok Por Ccurrece ek oa alﬂrh\aﬁuc
den cas »

(@) si vy, u.) esgénératice | alors (lak
e bote ebon a aaaqa @
by si lu,,., u) nek peos gc‘nc’rahrce, adlo
Ju,, € E\Vedl,,..,u.).
o thu'quml' /u.,,..., u,m\ esh libre .
On ik le proestus jutqu'? se whouver
a\ws le (as (a\, (’a&h;-d.vz avee ne Vool .
On ek agures de bombor sur le e @) am
| d'un Nombore fM" Ad'Vermtion . En ewti',
oA Saut que e kw\ucur Awme anmzllc libve
al mf?nw‘c— ou Fﬂa(; X N. O

—n\,e'ore‘m; de \a bace in&owxf\é“c (vercion 2)

exic e 4

Soit me bage.

Aufﬂma\r au)') \Ofl'qu‘m lom pl)h we

Wwe \oaxl on ()w" le Jaﬁm en pioc(mul— \Px vectews clue.
Wor giewfe au Sem A e fami"c aénérnlyice prscrire

Coit [U4,~--,U~.\ we £alv|i"& libne de. E el coit
{\{“.“,V,‘\ U\M—Qeamlll. %Ené’/a“n‘:e de E. Alr il
“.../,i,‘ébl...,ﬂg Pels que (04,...,14,,,\4..‘,..., Vo)

M i"e l)\alL en




Vous deve

impé'fv hve a

We bade , On pwr le Jaﬂt en pracbwr- I°s Vvecitws clue.
\'or ajmrc.. au Sem ol‘wm £amillc %EnEml'ma pmm'h., J

De’mans\'\'v-\‘n‘m: on Pmce‘alc_ Por Ecurrece et on alrrh\fquc

__ ——

heal

(oomarendre.

Nrasr d\la i

Aeuy cas »
(o) si /Uﬂ..., Un) csfcae’nimhr.‘:c_ y alors ¢lak
Mme bote ek on a faaﬂnc/.

(L\ i (ugymy A n'at pos qz'ac’ml‘n‘u__ aort

Veck(u,,., u) < E =Ved(v,,-,vN.

one il exigre “ie [4,-n] Tel Que

V;¢Vec|’ {U,,,..., u,..\ > ck donc /U,,,._,u,,,v.-\

at e fom'n"c \ibre :

On @i le musoanem eab aver cetre

Nouvelle {a\m}"c liLe. On ['l'nim.. ?oﬂé'mml' pov

TOM‘OV Cw le ces (&N or o Mucw‘ A'me

anmllf. libre de E o e%;-z?ncni' M ‘!Ermn.

ou t'?ootlc— & N (pui(qu (v,.,..,v,.\ est .
%a..zmlrrru\

o
(\{u Vuvz) = [C.“ €, €3) « loone Caronique)

@ (u,) est libe maic (a8 gEnFresttice . (omme
uyct e, ne onb pas Glmcares (u,,c,) st lian,
ebon recommence .
- (IA‘“ (A n‘a)- fas :afm‘-'ml‘n‘:c. ((ar dl‘n;ﬁ‘s) :3\.
c il existe iéld,z,?l lel qQwe (u“c,,,e\ est

|'.Ve.) daprs le Hcontme .

Or oa woit que: olu,,e,, ) n'ar peg libre

(v, eq,€,\ ¥ o libre car

E)(emple‘. ONn ConSidére E:K?; m=4 ,u-= (,Z‘) 3 n=3%,

.
L

U= e+le,.
rhﬂnf /lx_ e . 2\ ﬁﬂ“ "ILJ'_.



impg'mh‘wnnenk u,= e+ 2e,.

Canl\rmo(fr.
'\t évid
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Pow quei 'Dm\c (u.., €4, cs\ st e .
A > Cetrune Yose cor clesh ma fmilk liba, de

|ow6u¢ur 3 =dwm R( R).

?awa d'une. gamillf. de vecheurs
bc’,xinih'aa: \le A'wme £ami“=- lu.,,..., u.) esh lee div easiom
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| o Ved (,,., u,.,.\) oue Vo nde r%lu“._, Un) -

Fyercice : Monhre- que si luy,..u) at libze cloe ou
est m ) ek que Sf (v, -, um\ otk ﬁ'é'n?f‘at"'r'rce. alot

Son Pan% -1 dl‘m“((a. I\tﬂl\w OAMKi que fg(U‘“...} Um){'“.

Q?mmo\" caleuler le roﬂ A'wme eam‘h_ donc IK* ?

goil— lU4,.-, u.,,\ e @:\mllc de vrelewt de |K“ .

Ona note ™ ::‘,U,‘--- un\ \et malfice des vechwe coloanes
de celie &o'mikf. .

Vect (u,,.,un)={ MxA ) A:(;}l)e Ik"}

T_ QEM: Mx)\:__ZA;UL,— .

A X:[,,l|\é\/t!c|" {U,“..,u,,)@ ],\élh'" “.cl. Mx) = X

A

L] -4
& ek t"(‘ NxA =P X)awr:.

Pivesitle et N ehelanse reduite :

Callnn; i,
) Woane iy, *°° Gloane 4y,

l



| @waned, et

ri—&.‘ © \ A }&‘iﬁd&f

B
O } r\—k liﬂqa

On awu“f. 4 & dag les numens des coloaars des
pwo"s, &"‘af\ note V= PXC; . R

= xercice : Vc'ﬂ‘su‘ef que &PIPB: IKA“’ K Gincde
avec =K.

P elant mvesible ; celte AN\'!‘(a ken
b une ‘oi;e&m ek donc (v,,.., v esr
e lome .

N=

Moahme que Veck (u oy Un) = Vet by, . . Cee wwoplique
C[ue rq(h,,..,um\ = ‘Pt = # Spiw’: de Nl .

DEMASMM\: > ] Tl sufli} de malver que Vué[»{,..,L])

Vi € et /U,"-.,un\.
Or I\lxe,«‘= ey, demc

1,..-,

En effd— les \ngm-s Aumave- C | NxA est me wmbinaison \mfaie de

LH,..,V\ de

V\K“ﬂ s Aone

Nw\z(%‘)

N Sonk

.}L
fn-t

/"7 (C.‘,..., C{.) . ®w (aﬂk"quﬂ" )

de /vu--,VL_\. O]

E)(em‘)le,: Aons R4,m cherche. o determiner (e gl de

B )3, 6

rpaw cela on a“)\;qu “a‘aariuwcdz Ganst & la

Vg = Px [ ?xNxc')‘z “xc;‘é Vec\'(u u

HXA = Px NxA c&\'“ We Combinauson lMc."aaV!

.



rpaw cela on a.“)\ que |‘a|3,/.»md:. Ganst & la
Ma.h‘rtc des vedews (oldmmi Of\ Vo e &:u"

\a")\ que’ & lew puatrice aw.ﬂmmf‘ ¢e dw veclew
(77"‘:.); Ce qui Nows prmehm en bonvs” d'obheairm
:,: Aes c‘qua\'\bn& Caradéritont |\£Pd(c,

Ve Yorrel agend i | el EYch\L 234 ).

4

LsL-aL, [H) 2 4 n

P e ] o -4 le-zx\ }1
o 0 0 M,- X,
o O O xh-x'




