EX1)

HAX202X - Espaces Vectoriels et Applications Linéaires (5)

Chaplh‘a 3‘. Ap'thahms LJf'c’axl\!S /J ere pw"l‘e\

,Drffinih'm el cycmflfs
)éxinih‘u‘. Soientr E et F deux \K-e:pme.: vechoriels .
Unc apf\i(ah'dd $‘. E— F&&l’ \in(a-im_ Si,
quels que st A, M EIK eru, ., u CE

8 (,é"iui\ = iéA: &{u.-\ :

Autremedt dit , ne q"h‘cah'm laZave preveve les
combinaisens \infairs .

3.2 Dmpagihm: Soik ‘f-. E-=F uvre aﬂilrcah'u\. enbre douyx

@gpau-s vechoriels. Les aﬁirma“l‘ws qui Suiveal”
Sont gquivalotes:
O 3 et lincaire.
2\ 3%" M wa\micm. de g rovpe ek
V/\élkf YueE, f//lu\ =A f(u\.
() Yl\é,ﬂf, W,VGE, f//luw\ :)\,flu\ +f/v\.

Un Marphi;mr_. dle %murrs Se de'\fim'l' Wrpe un iComorphishe—
de qrovpes (b defwikan [4.45]) mois Sons |l dndlibion d'ehee
We bi‘lcch'm : £(0\=0p et Plusv) =<flu\ L{/v\.

De’maasf‘md'im ot b Pmpu:il-iu‘. o[(1) = RB)| &vident. En

ef_{el', Autv esh me ombmaisam Vinfaire
lN=D>\: £(0£) :f{(—ﬂ-u {-u):{ﬂ{(ﬂi-d’lu)
/ - OF g

mor‘)\mfm. de - ;j: 3((& = J)IAM V)= /l-tf(u\ + ‘ffv) = f[u\ -J-KIV)

i {(/\u.) = (f/)u-l- Q) = )\f(u\ *'do("e\ = )\r‘“\-

1 V] ? N - .
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EYCmple&:

La wikroa
de ety dopnse

én

=

2.3¢6].

¢(/\K, - GII\IATVE‘ - I\{luj"'q(ve' - I\ql“‘.

o|R=>M | 3{5; A;u;\ =-Z*J>{). u.-\
A r Ryt £ APl
Mmarphitine e e

i <
ar §BN= A P — H

EYCm'tc: Vc','ﬂfrer qve les a@wrwhm; de o (Ph(mzh'm Somb cug
gquialrtes & cc qui Swit:

‘ (AVAeK, Yuvel, P(Alur)= /\[f/u\ +JAN).

» Soit v= (Vi\:er e ?ow}“z d'm H-&pare vecturicl E.
Moc d,: K®" — E a2t we apliahion Imaie .
rb-t’m“‘m."m\: Soil )«élK‘ x.—.{x,\i‘rélk”t et

4= (4)1ex ER®T. On moppelle que
A +3 = /Am,u‘;\).‘ét. Calewlong -

b, (An +y)= pd 07‘:“1;\\/:

ieT

= Z (A AV, "'35"5\

1T
= A é’(;v,. +£‘1,~V;
1 €T i eT

= /\dv (x) + c[v/a\ .4

Exem':e: diwvan\“rv Qque Si (’-. lK@r—’E b e a“\k(g.\'ro/\

livaare alave il exmsle une Unique J)aw\.-llc ve ET
Yelle oue f =d,.

L4 gi on Spi'a‘&i(, |'exer|¢ qui prcede aum ces ou
E =IKM ek T- [4,...,1\} on hrowe gue Pew bonke
motdrree ME P‘lm”( K, \‘appluahm ) Ik— K"



C=\ c 13)9.,A} O ITUWE QUE Pow Towrc

—r matrree ME M, (Y, Vopplcatrn OH) : 1K= K™
et lmzame .

(0, \
(W’_R ;‘;‘.‘;\:‘ ‘:‘:\.i;r 'D(m)“mhm: éen 4{0” ) “flr\\ = Gev avee V=(Vu ey V)
| IU~ ?Wi“f- Aes Wchw: (o'al\n“ de M. J

(D))

L'eVmcr(c, prEcédant monke que Pencemlde des aw»hmhmc
| cuves "Tn—’ k"™ DA bfycd'rm avee |'agemble des
moitrives de haille ma.
o Ci o s‘u‘u{u le primier evemple av et oi E=IK
et T=MWN, on howe qu'wa awpls'mh'm li ngane
'KD(‘.‘:: 'KQN — I Pcu" e d.i"tlm:‘u"e ’)W we
Suile v= /V‘\M_M [ |KN )

Exemple: Soir a EK. On amsidene o Swile dc'x.\n\g
ps Vasz " On obtent clox \‘aN'irah&a
eare DT — K

_%Ca ¥ = Ptxy —o Pla) = 56; a'

1=0

On awdlc celre a«\li cotien " eveluahsm ena”

er on lu note ev, .

o Comme prici demmol, on Speg.fn le prmiv exemple
an s o T=MN, mais dgsormais avee E = IK[X].
Am;; e aprlr(ah'an Imicwe 1K (X] — (] PCM‘
et dshrmnée o wme Swi¥e de Polrﬁiﬂ'tﬁ
Q=(0),,,, € KDA™.

Exemp\c 4: on pote @R, = (x4 . On dohort

a\ar |'a N‘icahm \MEGAYL

KOl — WG] . |

¢, X' = Py — Phera) = z/_ C.ixsay .

a
(]
=0 1=0

Exemple 2: 0n pate @, = n X" (x* ). On oMhwk
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a“;\n

L
EYCMP\-&Z: On Pose G) =N X*-.-_- (XA )', On o\:h\eﬂ"
alor; |‘aﬂ)|i.(a"(an ) sngcuve
. KOA—K[3 | .
;é“ X"'=Phy—> P'1x) = -Z(Ciu') X"

Pmpr: ghes: (D La (omposie de deux afplications linfairs csk Iméaire .

@ L'ergemble Lin, [E,F) ates applications Dineaures @nM dewx

IK—a@ms m\’amh) egk n Sous -e€pace veetorel de FE.

) Si f! E-> F* 28’ e aﬂo\i(ahm Iz e , dove il

exicte U mique famille (JFB;er d‘awkm*m )inzanrds
g,-: E-=F Telle gve @ Yuel J(u).‘ = J’JU\-

La.pmprid'{ @) nous dit qu'oa ?““"tfw" ke Somme de deux
agoheahions Iniaires , et bt mulbiplv o wn Scalauve.
)-upm(m‘f'/'{ (3> nows dil que_ se donne~ me a“\h(ﬂhm IMzauve
allont vt Fn {o{w \e tas ob T= [4,._,«]\ revent & Se dlonaner
h a“\ keations |nimires allowt vos F

B{mamhuhw des ?ropra‘c"’c'?:c(h Soieat f: E-F e} a F= G

Adux applv‘(a.h-m | macires. nan'vvns
ue a,J: E—=>6 et we a«»lm..hm | wsauive .
- A€ ek u v EE. Oa calule:

Cao(f (Au V) = 3(le\uw\\ :«a(/\cf/“).,dl,,)\

Mczrowl\?:;:m = Al + 3({ TN
InEame =A %o& (w + ae& ™ . 0

a¥ WIG.—/ .(Z\ L\awj\!’ﬂ'ﬁ"im I\u"l. Y \W’m . TI
ahwa Ineave

Sullit dove e M‘quuc ct AEIN eF

f, + E=F camt deux am)fcnhwu I Eaaves , ctlas
/\JJ-a a¥r e aa()lrcahm Iméame .

Somr % €t et uvEE . Caleulons:




/\349 al tne aa()lrcahm Iméave .
gom\'lé”’( et M,VéE. Coleulons:
()\JJ-a) ()rlu M) = A(f beusv) + 3 DrusvN
| o= d +)\8/v)+ gl + 4
S ()\’flu\ 4-%(“)\ + )\doﬁf)-b-q/v\
= ‘x()«£+g\ () +(/\f+a)/v)

On dimonbs que A +a ab lmigve. [
o) Soit ). E—= FT. Tl exiche wme
WMrque &W‘li“f— (f;)‘,‘_:‘_ d'am'rra"ws

el que @ Yueg, Py, = f,-lu\.

(o é’ s 9 S\
Sv"wu"ex \miams

) :
S\':;'J ;::::‘2;) _’_p{l:'-l\ E“c\’, on ol-c'fwn)' £; ' = F por
Wggnr dos oMl ?;lu\ r= $/u\i )
Can's mn & vor H(N\\'Yhm.l Main Maont que & et |mzamr
s\“p‘; \ue:tul::s Si ef Guvlemart si Ji le k.
aw\-'( higs |imianve Commbk Al o uv e E :

(f/Au ) =AM +J/v)

Vi Aur); = AP+ LA .
 Viex, Phudy = (214

I\
{).‘ Awsv) Af[“\': N r(v\:
/\f;lu”) + P
= 3'(iéi, ?; /)u M= AP;'IA\ +f; Ny, O

15 | Exemple:  on note C”(r,R) Vetpoce vechonel det

*onch’ws de clage €~ (Sw R, a volews nfc“cB,

Moakre que ('l un etpace veetorrel .

(e:mmc s le wes des po\,aames ) \‘afrl.‘eahw

‘Qeevee’ CTIR,R) = CT(RR) egt linzaie.
4y

Le wmonher ea exwrice .

En ubilisab le Qmpn\?"c’ (", on obherb oue

\\aw'i(a“iﬂ- ‘de'n\n’e n-l‘éML' Gal{ R e = C°(®,R)

o>

b



\‘applimhm dérivee n-ieme. CTZ(R, RN = C°(R,R)
ey

et linzave
Ea ublisont Lo Profn\i'l’c' B, oa peuk con Srrave

YY)

Wie O(P\fmh‘m Iwave  CT(R, R — C"(R R\

4,
w i (.3 )

"

Ehat domé des fonchns -y a, € CP(RR),

on o we am)icohw Ivwsare CP(R,RY"— (R R)
4 4
7 (w) — {a,._a,y(;‘)

A
_20 Yo
Moabrr gue ¢'at une app kcotrom lincaine .
En wm‘)a:ml' (A) et (RN, on oohalr me
amlimhn hsare CZ/R, R) —>“C"/R,R\
— S a y.
g o a
UM:. |‘c"<. aw\im"im C'a p'n“c me c'qua"rm
d: c’mi‘rellt |M'¢"an‘rt hdmoqénc. d'wdfr A.

ISo Marfh iCmes
Dc’&mihm: Un iSomarphrsme enbre deux especes veckorivls &b me
applicahion Inéaive gui et bijechve . On dit alare que les

‘ Aeux espaces wechorrels sunk icomorphes.

pau\r i\noquuer qu'uuc.. d(\fl’(ah‘ﬂl lt\'lc'an 2 E—' F g"’ w i‘wmarr)hf:.rme‘
on eerit PNJarS i‘- E>F. On Zril omssi E~F e atPﬁY‘lfquc.

E cF F ot iCormanhes .

'propos'il-rm: Si g: E ~F egb un 1somophime d'a&(mmr veekorrels | alot

l Can L\i!‘-‘"l‘nA Pl i i a Al s ent sia B ke ._..lef.-.
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'Propoﬁl-rm: Si g E =T et} wn somorphitme d'ctpaces veckorels, alos

|ﬁ. kiscch‘an (‘é'c'fpl'oquc est cucsi w l‘wn\mp’\fmc.

Dfmlﬁh‘uh‘m! notms o F=E \a Lised‘\*an ¢ proque el mantrons que

9 at lincare. Sosak AEWC ek uy € F:
[Agluy + N\ = N Plal) + flaly = Au+v = / /,lu+v\\
§0g1a 4N £ A 0y 3 Aue =iy
J =id
| mcoie cor Jq =

rpw Conscquent )\alu\ +8/v\ = a/)uw\ { v f eg¥ bi;e(Hw.\. O

3%

T
Extmples: ¢ Si v=(vi) o5 & we bose de €, abox d: I8 — E

39

esh (V7 iSoparfhi.fo. d‘&gpdlrx vechoriels.

’bfmhu}a'm: on a d("& vu gque d’v et} wme orpplicetion Imeave
dons V'exemple[33]. Comme v est me base , hout
glimat u € E <'éent de maniive Wigque (vmme
ambindison Incave de v: 3| //\:\iéré"f@r
\’el Que U= ‘(_/\;V; = d’v ((/\'-\iét\'

ez

AuYremal diF , hut Elemat de E a un unique
antecedot pov c?v. L‘aprlim"im el Liiuhvc. O

. \‘ap{;\md'rm limeaie WO —> KIx1, Px) > Plxs4) de
)\Pycmp\c 23| est un Isamf‘»hn‘!ML. La \oi)ed-wa NEeiprogque
egl dopace per QROINV=> @(X-4).

(Pr'opoSi”ioA: Coil ‘X t E=F e a"\ical’fan méairs eilve ||'\'-rqm(es Vechyriels

— bt u:I > E wmne @ami'\c de E. On nobe f[u\::fov. .

(A <i J’(u) &t lbe ctlve w ah libae .

() si Jex\-w isorarphicive., alove 6(:0 al b ci et Seulomed
si uaklive.

(3\ Si 8&" n iianarp‘\i(r'c., alor f(u\ egh %En?m‘n‘(c Si el

- A - .. e - - .




() si 3 et un iSanarplnitnr_. , elloar f{u\ egh %E'nFm&n‘ce Si el
sevlemearlsi u al fné’ml‘n‘cc..

DEM\‘mhm: M) Suppow: que $(u\ est \iLft, ek mgabams que U 4 lib~ .
Si £\ W=0, , cvec 0‘\@:&"{@:; alors

'gi-/\.'(?{“‘ = J)/_Z/\;u‘-\ — J’{OE\ =OF . 'bmc /\i: o
‘ car § esk 2 T

i qQuel que soit ie T ((ar J’(u\ st li\-n-.\. O
(aD’“i\\;f.t\j
(D notuns g lo bijection Wziproque de § , qui ab usci
un “amorrhi!l‘\e- ((( ?l’afoﬁ"l'on 3 \ :
‘D'a'ris “ : flu\ libe = w libre
U= ﬁ{‘f{u\\ libre = (f'lu\ libe. [
(3) Lemme : <i f.- f->Far Inisire et surjechve ek que
\Ef tiini:'mfrr(c , atlovs f/u\ esr %tntm-\'f ice .

’D{mms}‘m.hm Soil weF (omme gosl' Sw*]‘ed‘l\rc‘f i\
. ewisfe vEE Fel que &ofv)zw. Comme u
st ganzratiee, ) ot (N, o €W
|’cl Que Z)\i h; =z v.

\éT

rDar anszoueat E A Rlu) = {/\-.M:\ =dM=w.
I ) Cor ﬁrslf I.{‘%:_(f/'ﬁ (P []
Nol'm‘ % loL brrnhm rfa'pmqug de \'l'fama-phf{mt g
ﬁ'apr}s \e [pmnu uc‘inc’mi'mc = flu\ od&i'ra.!-mc,,

3 (w) 9¢ nérelrice => U= fa{fla\\ gene ratrrce .
[

Mateices e applicaFions | #rzceres
Soiear E et Fdeux W -espacer veetoriels .

™ . s - : (9 ] . . \




o ptot o

Saiud- E ek Faleu\x \h’-t:paa.r V’Cc"ornl: a

340 Pr‘opogthm: Si w.I—E &t wme !?.u e E, cilors \‘ap{olical‘rm “Mhrchm N
ey : L-iﬂ“t IE,F) — F 5 fl—P f(u\ asb un i;amar'ohtmu. d‘cspum
vechoriels.

De’manﬂ'mh‘u: Commangons o Monht/ que  J14 b limzaive . Sciak A € K et
f, E=F des am'icahms 'ME’M’PI:
Jyuy (/\‘f-l-a\ :Q$+a) lu) = )\qplu) + ﬂ(u\.
Cang\ruiwnl maintenon b lew reciproque Ae nef. On de“rfni}-
ek FE—>Lin, (EF) de lo manmre cusvamte :
Si v= (V“ie:é F* ’ evklv):= Con 6(.;". E—F.
En teemes conerels, si w= £ Aw=d (N €E,

€T

. i

g ribure Lnirgque u bae .
d.l(/f"I ed'/v)/w\: &V(A\zg/\,ffl e

éT

Exercice - monhry gque M eF exk Sont ECi Progues l'me e
\'oubre. O

Voica wne audre masiéne de (ampmdma omi PTedde ; ¢; WE EI
at wme hate oot cy: M= E ech isomarphisme (= bijection
\in{axn..\ . Vone LI‘!\“ /E,F] - Lrnk(lh‘@{ FY est awgi va

g D go Ce“

iSemor phisme (eygmce.. : l‘iiamafpl'\ijnnc. recipreque esh g H%ocﬂ:' )
Or Nnouws avens vu dat ‘\l’YEMple 33| oue Lin"(lh'of F) et Fr
St en ‘Oi)\ecl‘im [ils Cont ea ‘?a.i" lSomrphﬂ’)-

; J
M La MEme "‘ﬂ“ e reusomemat Nous PC(‘me" de voiv que SV VE F

est e bate alot on @ Un isomerphisme Ll‘n“{E, w®>)— Lin“lE',F)
5 g bes

d'icamrphimc riciproque f:—-» d, af :
Canc.lusn'am: Veici ce qu'an déduit de o discussion qui pri‘(e‘alg




3.AL

k¥

My

W 1YV r'l """ - lb"r'vﬂ“‘ ‘r_' "'\v Vd,.

Conclusion: voici ce qu'ea déduit de \o discussion qui prcede
Ooms \le (o8 on 'I:[J,..,ns e J= {4,.--,m}: il y a
un i(amorp\\umt. &' espaces vechoriels

Lia, (€,)) — Lin_(i", ™\ =N, (K)

0!\ ‘)o\-c

f —_— cev"o aoo d,

On note H“,v[f\ \u. maltrice Corves pondont o
\’ﬂﬂ)\itah‘an lincaire 60,,.‘0 go 68“ .

(anai\'em,\(', on o g(ué\: 2 L;iv; , o b'}i est e cae‘ﬁ)icm\'

de ﬁu,v(‘\ qui se ';i"uc o émamcn“ de lec i-éme 'u‘ﬂl\e el de la
J.c‘m wlome. Autremedr di} , ”u,,,(f) alt lo matrice des vedrens
de lu gamsllc *(u\é_ F" exprimée dans la boase v,
E)(Emp\e: E-= |K[Xj‘1 et F= |KCX1§3 . On choisit u =4, % x%)
omme base de E eF v= (4, X, X% X*) omme boose e F.
y(r\ ‘= P'o ’Paur hbuvrf H“/" /f’, Jn doil
df(ampaw les vechews de g (u\ dons e base v:

# gli\: O = Ox4+0xX+0xX"+ oxx’.

e (A= 4 = 4ed +O:X1Ox X+ OX.

* J’/X;\: 2X = x4 4+ 2xX J-vaz +0xx1:

O 4 0

rbO"C r'u.v/J\ - (g g ;) € ”4)‘3(“{) ’

o O O

Evem ple © & M=n

Domle £ €

)

on pch se demJQr apae\le eS" \‘ah«;‘ita".m \Me’m

DESF Yele que My, (p=Td,. (st d=dl,o Q.
Quel que saoil ac€ [4,-~,n‘l A’(u,-\: “Pv [cf“"lu‘-\) = 4v(c‘~\ =V,.

lp"oposihaa v Si f:E-‘F'cl' q:F—’G Sontr dec amii(ah'm Iméairs ebre des
|K-apam vee Yorie

‘ bdld, clo H-('ao:) = rh/a)!”-{h .
Vémonshombizar: M., () esh b matvce de laplicahion lwsaie B ofodd), .

W= (UA Jera¥a) AP f{ozﬁ;: /(/u.\,.., f(u..\\ M

e
3 ek ¢i UéEn, véchF wE G  sonb des

o? (W) expomic dans v

N g F dprne. Moy ()
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346

D{mansh-ahm: Hu',, (ﬂ esb e matrice de Pamli(ahw Imiave Ce,"a‘fo oP“.

#

”v,\,(\ et b matrice de |‘ol".|i(a|"fm liwraire c{’da?od’ .
rD(:WN: H,w{ﬂ)' Hu’,/f) 68" ke makrre de |o-mluml'fm
‘l\n.l?'aﬂ"f- %ocp oap $dce d oc‘l ‘rodu ; O\M"

=id_

\ matrice et Hu,w (% D []

Chanaemml' de hase
goi" E uva CRpotce vectorrel de dimension néN)e\' deux hetsec
WEE et ve E".

rDEr,'ni"laa: on note B = la_ metrice de possege [ Aussi
o.Hle'?E- Maltrice de ckma{Ma\f de 'owu\ de u a v.

émcﬁh'm" p ?.,.v <otk en metl en coliane les vectews de la &dﬂh
v exprinds dans la bete w.  exeree: apane R ane ol o,
prbprrc’”.{ Al pv (P )
J Si uvetw sontdef bages de E alos 1)“ Qw_ Pw,
3] Si U,u, Sont dgt bopes de € v, v, sm}dn bages de F | e i
x E->F el une ajplicalvon lmmm alos
E Hu v, ln ”u v,_(f) A) xpu“’-

lV« vv('ﬁp“”"xt/b i ‘

Ysiwck ek %= d {ﬂéﬁf alot R, n,=1n,.

Hﬂﬂwﬁi}dt dimwll\'thuo_ ? ‘P" Tal Or, d'a afrs la

ﬂnposihoa 344 1.
p: v~ ™ i' g) ﬁlhr(rde) = HJ‘,U (lds\ T"

2| En uhlisateacore b pmpothM IM| o1 axleule
BB = Mogfia« Mg, Gae)= Mugfide) =
_\ (cn'c os—¢i on utilice danx fm.( le mpmia"rm 3A4| .

P “u V{‘\- Vv, ldF\ ”u"v‘ (3)

- M fa\
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W, Mluy (V= Vg Lide)x Py, (1)
= ”u”v, [D .
= My /g)x My o690 =My, (P P,
4 (P\,u thant la matrice de d)od, : )K"= K", on
frouve que B'n, = d&'o w"[m) =d, t0=%,0
Lo %4

347 Quelquu excwxplc&

Al E=K[X],; . Rate us M4, %, 2 x7).

Base v= (4, x4 , (1), &2

On remorgue que V= 3(;4\ ) ou gezl' \\itaMorp'ni('Me dp/xmi pov
g(f(x\\;-.- p()ﬂi\ . Qmpc vV etk "M‘a‘t d' we Yoase (U\ fer wn
i&'omar(\ldm\nc ( ‘f\ ) das aF e bate.

Pow calculer 1’: on doil ex{ fi mes les vedreuwrs de v denc (o

bote u: A = Ax4 4+ 0x X4+ O« Xzi-OxXz

Ned = Ax4d + Ax X O-Ox)(t*' O x Y:'

) = Axa 42X + A Xty Ox X'

() =Pa 43X +BX s e X

A A 4 A —— on reconnait le teignale
NV ) i)
bal\c \\4 - d‘ -4“0" PRI

)

Exercice : monhrer que P = M. (g\, S (o \,_._.dP(,,\
- " ; /f et un rrmw‘.'\ﬂ'w\
(a\culuns masat caga? ?v = (Ip.,v) '. En e&fccl'uw\f le d\mtmml'

ce VW‘"D"—- ;) on am ek ga trouve :

Az Ax A+ OxY+0xY 4+ Ox Y

(=-A = Ax4d 1 AxY +Ox Y, 0:73

X% (YA A5x4 25 +Ax T* 104 Y*

Xl=(‘l‘4\1:;'tx4 £y 3.9 0 Y3

3¢

A -4 A -4

Dame Q,":/O 4 3
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