HAX301X — Algeébre II1

Réduction des Endomorphismes

Livret d’exercices



FEUILLE DE TD NUMERO 1 : INTRODUCTION ET RAPPELS

Piste verte.

Exercice 1. Soit f une application linéaire de E dans E telle que ker(f) # {0g}. Peut-on
trouver une base de E dans laquelle la matrice de f est inversible ?

oo Ot O
O O W

4
et |1
7

oo O ULt

1 6
Exercice 2. Les matrices | 4 3 | sont-elles sembables/conjuguées ?
7 9

Piste bleue.

Exercice 3. Soit N € N*. On considére la matrice de taille N x N

0 1 0 e 0
0
C= 0
0o o0 --- 0 1
a ai -+ AGN-2 QN-1
ol ag,-..,an—1 € K sont des scalaires. Quel est le rang de C'?

[Indication : on pourra distinguer deux casl

Exercice 4. Soit E un K-espace vectoriel et (F},),>0 une suite croissante (pour 'inclusion)
de sous-espaces vectoriels de E. Montrer que U,>of;, est un sous-espace vectoriel de E.

Piste rouge.

Exercice 5. Considérons la matrice P € Mat,, x5, (K) définie comme

o --- 0 1
P .= 0
0o .- . :
1 0 --- 0

(1) Calculer que P? = I,,; puis calculer que pour tout A = (a;;)1<ij<n € Mat,xn(K),
PAP™! est la matrice dont le coefficient (i, ) est an—it1pn—jt1-

(2) Ecrire P comme une matrice de passage, et ré-interpréter la question précédente en
termes de changement de base.



Exercice 6. L’objectif de cet exercice est de résoudre 1'équation différentielle f” = f + f’
(ot f: R — R est une fonction inconnue deux fois dérivable) a la maniére de ce que nous
fait dans I'introduction avec la suite récurrente o = u, + up41. Posons g := f’.

(1) Montrer que <£:> = (? 1) (g) si et seulement si f” = f + f’.

1
(4

on pose (Z) = p~! <§> Montrer que f” = f + f’ si et seulement si b’ = ph et
K =k
(3) En déduire que f” = f+ f’ si et seulement si il existe des constantes C, D € R telles

(2) En reprenant la matrice de passage P = (slp ) du §2.2 de I'introduction du cours,

wx
que, pour tout x € R, (gg; ) =P (gZW)’ cette derniére égalité étant équivalente

a f(z) = Ce®® 4 De¥?.

Piste noire.

Exercice 7. Soit E un K-espace vectoriel et A = (a;5)1<i j<n € Matyxn(K), N € N. On
définit un endomorphisme Ag de EV de la maniére suivante :

VU1 aijvr + -+ aINUN
Ag | = :
UN aNiv1 + -+ aNNUN

Pour tout endomorphisme ¢ : E — E on définit une application linéaire ® : E — EV et
un endomorphisme *V : EV — EN comme suit :

vy o(v1)
¢(v)
d(v) = . et N | = :
(,OO(N;I) (v) UN e(vN)
(1) Montrer que ® induit un isomorphisme entre ker (aoidE—HLl(p—F‘ . -—i—aN,lgoC’N_l—chN)
et ker (goXN - Ac), ou C est la matrice de I’Exercice 3.
(2) Posons K = R, E = RN et ¢(u), := ,y1. Déduire du point précédent que le sous-
espace vectoriel des suites numériques (uy)n>0 satisfaisant la relation de récurrence
Up4N = Q0Up + A1Up41 + -+ AN—1Un4N—1

s’identifie & 'espace vectoriel des suites (X, ),>0 & valeur dans RV satisfaisant la
relation de récurrence X, 1 = CX,.



FEUILLE DE TD NUMERO 2 : PERMUTATIONS

Piste verte.
Exercice 8. Dans &4, quel est I'inverse du cycle (1234) 7
Exercice 9. Effectuer les produits de permutations qui suivent :
(1) 1 2 3 4\ (1 2 3 4
4 1 2)\3 2 1 4)°
3 4 5\ (1 2 3 4 5
1 2 4/\3 4 1 5 2)°

Exercice 10. Calculer la signature de toutes les permutations qui apparaissent dans les
Exercices 8 et 9.

~~
[\
S—
N
W =
anNn W

Exercice 11. Factoriser la permutation <$ 2 Z ) en produit de cycles a

L e 1
supports disjoints. Puis faire de méme avec 5

Piste bleue.

Exercice 12. Soit ¢ € &,,. Montrer que pour tout 1 < 4,5 < niln’y a que deux possibilités :
soit Oy (1) = Oy (4), soit Oy (i) N Oy () = 0.

Exercice 13. Montrer que &,, est abélien si et seulement si n € {1,2}.

Exercice 14. Montrer que la signature de toute transposition vaut —1.
[Indication : on pourra montrer que le nombre d’inversions de la transposition
(ij) est 2li—j|—1.]

Exercice 15. Soient (a, ) € 6,x6,.. On définit alors all € S, de la maniére suivante :
Up:= .
allfp (a(l) ooalg) ¢+ BA) - g+ B()
Démontrer que e(a U 8) = e(a)e(p).

Piste rouge.

Exercice 16. On rappelle que le support d’'une permutation o € &, est ’ensemble
supp(o) :={1 <i<n|o(i) # i}.

(1) Déterminer le support de G g 2 i ; g), et montrer que c’est un cycle.



(2) Montrer que pour tout o € S, si i € supp(o) alors o(i) € supp(o).

(3) Montrer que deux permutations & supports disjoints commutent. [Indication : on
pourra calculer o7 (i) et T7o(7) dans les trois cas qui suivent : i € supp(c), i € supp(T),
et i ¢ supp(o) U supp(T).]

Exercice 17.

(1) Montrer que tout élément de &,, peut s’écrire comme produit de k transpositions,
avec k < n.

2) Soient 2 < ¢ i <mn. Calculer (14)(145)(1%). En déduire que toute permutation peut

J J q p P

s’écrire comme produit de transpositions (14) avec i > 2.

3) Soient 1 < i < j < n. Ecrire (ij) comme produit de transpositions de la forme

J J p P

(kk+1), avec 1 <k <n—1. En déduire que toute permutation peut s’écrire comme
produit de transpositions (kk + 1) avec 1 <k <n — 1.

Exercice 18. Soit o une permutation d’ordre £ € N. On note o = ¢1 - - - ¢, Sa décomposition
en produit de cycles a supports disjoints, et on note ¢; 'ordre de ¢;. Montrer que £ =

ppem(C1, ... ).



FEUILLE DE TD NUMERO 3 : DETERMINANT D’UNE MATRICE

Piste verte.

Exercice 19. Montrer que le déterminant de est nul de (au moins) deux

N = O =
W O~ N
w = O N
N O ==

maniéres différentes.

Piste bleue.

Exercice 20. Soit A = (a;j)1<i j<3 € Matsyx3(K). Montrer que

air a2 a2 a3

a1 G22 Q22 a23
(059 det (A) =

a21  G22 a22 a3

a3z1  a32 asz2 ass

Piste rouge.

Exercice 21. Soient A € Matsy3(K) et v, w € K. Montrer que

(Av) A (Aw) = com(A)(v Aw).

Exercice 22. Soit M = (mj)1<i,j<n € Mat,xn(K). On note X-M € Mat,»,(K[X]) la ma-
trice dont le coefficient (i, j) est m;; X. Montrer que det(I,+X-M) = 1+ Xtr(M) mod X?.

Exercice 23. Pour tout n € N on considére le déterminant n X n

41 =1 0 - - 0
+1 +1 -1
0 +1
Jn = ) )
0
: .. . .o =1
0 -« o 0 41 41

Montrer que f, est le terme numéro n de la suite de Fibonacci (définie par fo = f1 = 1 et

la relation de récurrence fn12 = fn+1 + fn quel que soit n € N).

[Indication : pour montrer que la relation de récurrence est satisfaite, on pourra
commencer par développer le déterminant suivant la premiére colonne.]



Exercice 24. On considére le déterminant des matrices de taille n x n a coefficients réels
comme une fonction de n? variables A = (@ij)1<i,j<n- Montrer que
Odet(A) _ (—1)i+j\Ai’j\.
8aij
[Indication : on pourra développer le déterminant suivant la j-iéme colonne ou
bien suivant la i-iéme ligne.]

Piste noire.

Exercice 25. Le déterminant de Vandermonde est défini par

1 zg --- af
n
V(zo,...,Tn) = b
1z, - a?
quel que soient zg,...,r, € K. C’est I’évaluation en (xzo,...,z,) € K* d’un polynome

en n + 1 variable V' € K[ Xy, ..., X,].
(1) Fixons xo,...,Tp_1, et considérons le polynéme Q(Y) := V(zog,...,zp—1,Y) € K[Y].
Montrer que @ est un multiple de H:»L;OI(Y — ;).
(2) Montrer que @ est de degré < n et que le coefficient de Y™ est V(xg,...,zp—1). En
déduire que Q(Y) = V(xq, ..., xn_1) [[} o (Y — z1).
(3) Démontrer que
V(zo,...,zn) = H (xj — ;).
0<i<j<n
(4) En déduire que zy,...,z, € K sont distincts deux a deux si et seulement si ’appli-
cation
KX]<p, — K
P +— (P(x0),...,P(zn))
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
On suppose désormais que nous sommes dans cette situation, de sorte que la matrice
A définissant le déterminant de Vandermonde est inversible. On note L; 'unique
polynéme de degré < n tel que Li(x;) = d;;.
(5) Montrer que si A7l = (bij)OSi,jgn alors LZ(X) =bo; + b1, X + - + by X",
(6) Montrer que

n

Li(X):HX*‘/”j.

=0 Ty — Ty
J#i
(7) En déduire une formule pour l'inverse de la matrice de Vandermonde lorsque n = 2
(lorsque celle-ci est inversible). [On pourra utiliser a,b,c plutdt que xg,x1,x2.]




FEUILLE DE TD NUMERO 4 : DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME ET FORMES
ALTERNEES

Piste verte.

Exercice 26. Calculer det(¢), pour ¢ : K[X]<3 — K[X]<3 I'application linéaire donnée
par la dérivée. Méme question avec I'application linéaire ¢ : K[X]<3 — K[X]<3 définie par
Y(P)(X)=P(X +1).

Piste bleue.

Exercice 27. Soit E un K-espace vectoriel, n € Net f : E™ — K une application. Montrer
que si f est antisymétrique et linéaire en le premier argument, alors f est n-linéaire.

Exercice 28. Soit F un K-espace vectoriel et n € N. Montrer que si f : E" — K
est une forme n-linéaire alternée alors pour toute famille liée (uq,...,u,) de longueur n,

f(ula"wun)zo‘

Exercice 29. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Supposons que £ = F & G,
pour F' et G des sous-espaces vectoriels de dimension respective ¢ et r (ainsi n = g+7). On
se donne une base v = (v1,...,v4) de F' et une base w = (wy,...,w,) de G, de sorte que
u:=ovUw = (v1,...,0q,W1,...,w,) est une base de E. Soit ¢ € End(F) un endomorphisme.
(1) Démontrer que F' est stable par ¢ si et seulement si M, ,(¢) est une matrice trian-
gulaire supérieure par blocs de type (¢,7);
(2) Démontrer que G est stable par ¢ si et seulement si M, ,(¢) est une matrice trian-
gulaire inférieure par blocs de type (¢, 7);
(3) En déduire que F' et G sont stables par ¢ si et seulement si M, ,,(¢) est diagonale par
blocs de type (g,r).
(4) Notons g : E — F Dapplication définie par wp(f 4 g) := f lorsque f € F et g € G.
De la méme maniére on définit 7 : E — G par ng(f + g) := g lorsque f € F et
g € G. Montrer que dans les situations des questions (1), (2) et (3) ci-dessus, on a

det(¢) = det(mr o ¢|p)det(ng o P|).

Exercice 30. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, 7 : £ — E une projection
(c’est-a-dire que mom = 7), et 0 : E — E une symétrie (c’est-a-dire que o o o = idg)

(1) Montrer que det(p) € {0,1}.

(2) Montrer que det(

(3) Montrer que det(

p) = 1 si et seulement si p = idp.
o) € {-1,+1}.

Piste rouge.

Exercice 31. Soient k£ > 0 et n > 0 deux entiers naturels, et soit F un K-espace vectoriel
de dimension n. L’objectif de cet exercice est de montrer que dim (Alt;C (E)) = (Z)



(1) Commencer par montrer que si k > n alors dim (Altk (E)) =0.
(2) Montrer que pour k = 1, dim(Alt;(E)) = n.
(3) Suppons que (v1,...,vy) est une base de E. Montrer que I'application
Alty(E) — KO
f — (f(vil, . ’Uik))1§i1<-~<z‘kgn

est un isomorphisme d’espaces vectoriels !

1. Vous pouvez vous inspirer de la démonstration de la Proposition 3.6 et du Lemme 3.7 dans le Chapitre
1 du cours.



FEUILLE DE TD NUMERO 5 : VALEURS PROPRES ET POLYNOME CARACTERISTIQUE

Piste verte.

Exercice 32. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit 7 : £ — FE une
projection. On note ¢ = dim(ker(r)) et r = dim(im(r)). Donner le spectre et le polynome
caractéristique x,(X) 7 en fonction de ¢ et r.

Exercice 33. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et soit o : £ — F une symé-
trie. On suppose que la caractéristique de K est différente de 2. On note ¢ = dim( ker(a—id))
et r = dim(ker(a + id)). Donner le spectre et le polynome caractéristique x,(X) de o en
fonction de g et r.

Exercice 34. Dans R?, donner deux vecteurs propres non colinéaires de la matrice

o O O
O O =
== =

Peut-on en trouver un troisiéme qui ne soit pas combinaison linéaire des deux autres ?

Exercice 35. Montrer que si A € Matayo(K) alors y4(X) = X2 — tr(A)X + det(A).
Piste bleue.

Exercice 36. Trouver les valeurs propres de la matrice € Mats«3(R) . Montrer

—_ =
—_ = =
—_ = =

qu’elle est diagonalisable et donner une base de vecteurs propres.

2 -1 -1

Exercice 37. Calculer le polynéme caractéristique de | 1 2 1 | et en déduire que
-1 1 2

cette matrice est diagonalisable. Donner une base de vecteurs propres.

5 =3 2
Exercice 38. Méme chose avec | 6 —4 4 |. En déduire qu’elle est semblable/conjuguée
4 —4 5

& la matrice de I'exercice précédent.

Exercice 39. Soient ag,...,a,_1 € K des scalaires. On considére
0 -+ -+ 0 —ap
1 0 -+ 0 -a
c=lo . 1| e Matwen(®).
: 0 —ap_o

0O -~ 0 1 —ap—



Montrer que xo(X) = ap + a1 X + -+ + a1 X" ' + X" [Indication : on pourra
développer le déterminant selon la derniére colonne.]
On dit que C est la matrice compagnon de ce polyndéme unitaire.

Piste rouge.

Exercice 40. Soient A € Mat,«x,(K) et B € Mat,,x1m, (K). On considérent les matrices par

bloc qui suivent :
X1, —-A _(Im A
e (5 ) vl )

(1) Calculer MN et NM.

(2) En déduire que X" x4p(X) = X" xpa(X).

(3) Conclure que si m = n alors xap(X) = xBa.

(4) Soit C = (a;bj)i<ij<n € Mat,xn(K), ott les a; et les b; sont des scalaires quelconques.

Montrer que yco(X) = X" — (320 a;b;) XL,
0 1 0
Exercice 41. Calculer le polynéme caractéristique de | —4 4 0 | et en déduire que cette

-2 1 2

matrice est trigonalisable. Décrire ses sous-espaces propres et en déduire qu’elle n’est pas
diagonalisable. Trigonaliser la matrice.

3 1 1
Exercice 42. Méme chose avec la matrice [ 0 2 0. En déduire qu’elle est sem-
-1 -1 1

blable/conjuguée a la matrice de 'exercice précédent. Par quelle matrice ?

Piste noire.

Exercice 43. Soit E C C*(R,R) le sous-espace vectoriel des fonctions qui sont 27-
périodiques. On considére 'endomorphisme ¢ : E — E défini par ¢(f) = f”.

(1) Montrer que pour tout entier naturel n € N, —n? est une valeur propre de ¢, dont on
donnera un vecteur propre associé.

(2) Pour A € R, donner une base du sous-espace vectoriel de C°°(R,R) défini comme
Eyi={f € C*(R,R)| f' = Af}.
[Indication : on pourra distinguer 3 cas: A <0, A=0 et A>0.]
(3) En déduire que ¢ n’a pas d’autre valeur propre que celles de la question (1).

(4) Pour chaque valeur propre A = —n? de ¢ donner la dimension de ker(¢ + n2idg).
[Attention : il y a 2 situations possibles.]



FEUILLE DE TD NUMERO 6 : DIAGONALISATION, TRIGONALISATION, POLYNOMES
D’ENDOMORPHISMES

Piste verte.

Exercice 44. Soit A = diag(A1,..., ) € Mat,xn(K) et soit P € K[X]. Montrer que
P(A) = diag(P(A1),. .., P(A)).

Exercice 45. Calculer le polynéme caractéristique et le polynéme minimal des trois ma-
trices qui suivent :

0100 0100 0100
0000 0010 0010
ooo0 1| [oooo]  |ooo1
0000 0000 0000

Piste bleue.

Exercice 46. Soient FF un R-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme
de FE vérifiant f°3 = 4f. Montrer que la trace de f est un entier pair.

Exercice 47. Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N et f € End(F) tel que
£°2 soit une projection.

(1) Montrer que Sp(f) € {—1,0,1}.

(2) Montrer que f est diagonalisable si et seulement si f°3 = f.

Exercice 48. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et soit f € End(E). Montrer
que les affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) xy est scindé.
(2) py est scindé.
(3) 1l existe un polynéme scindé annulateur de f.

Exercice 49. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, et soit ¢ : £ — E un
endomorphisme tel que ¢” = idg pour un certain n € N*. Montrer que ¢ est diagonalisable.
Est-ce toujours le cas si on remplace C par R?

Exercice 50. Soit C' la matrice compagnon de I’Exercice 39.

(1) Montrer par récurrence sur 1 < k < n — 1 que la premiére colonne de la ma-
trice C* est le vecteur ey de la base canonique de K", de sorte que la famille
(e1,Cey,...,C" teg) est exactement la base canonique.

(2) En déduire que si P € K[X]<,—1 est un polynéme annulateur de C' alors P = 0.

(3) En déduire que le polynéme minimal de C' est égal a son polyndéme caractéristique,
et donc que pc(X) = xc(X) =ag+ a1 X + -+ ap 1 X"+ X"



Piste rouge.

Exercice 51. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, et soient f,g € End(E) deux
endomorphismes qui commutent : fog=go f.

(1) Montrer que pour toute valeur propre A de g, le sous-espace vectoriel F)(g) est stable
par f. En déduire que si f est diagonalisable alors la restriction f|g, (4) est diagonali-
sable comme endomorphisme de E)(g).

(2) Montrer que si f et g sont diagonalisables alors il existe une base commune de dia-
gonalisation de f et g (autrement dit, il existe une base B de E telle que Mg g(f) et
Mp (g) sont toutes les deux diagonales).

(3) En déduire que si f et g sont diagonalisables alors f o g et go f sont diagonalisables.

. . . 3 -1
(4) Tlustrer ce résultat avec les endomorphismes de R? canoniquement associés a < >

2 0
0 1
et <_2 3>.
Piste noire.

Exercice 52. Soit E un C-espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Soient
f et g des endomorphismes de F.

(1) On suppose f et g commutent. Montrer que qu’il existe une base commune de trigo-
nalisation pour f et g (on dit que f et g sont cotrigonalisables).

(2) On suppose que fog—go f=M\f, avec A € C*. Montrer que f est nilpotent, et que
f et g sont cotrigonalisables.

(3) On suppose que fog—go f = Af + pg, avec A\,u € C. Montrer que f et g sont
cotrigonalisables.



FEUILLE DE TD NUMERO 7 : DUNFORD ET JORDAN
Piste verte.

Exercice 53. Soit f : E — E un endomorphisme et v € E un vecteur tel que f°%(v) = 0pg
et (4= (v) # 0, pour un certain entier ¢ > 1.

(1) Montrer que la famille B, := (f°*(v))
(2) Montrer que H, := Vect{f°*(v)|0 < k < q¢ — 1} est stable par f.

(3) Donner la matrice de f|g, dans la base B,.

o<k<q1 St libre.

Exercice 54.

(1) Soit M € Mat,,«n(K) une matrice annulée par le polnéme (X —a)™, avec 1 <m <n
et a € K. Trouver la décomposition de Dunford de M.

(2) En déduire la décomposition de Dunford des matrices suivantes :

-2 -1 1 2

4 1 2 A a v
-1 2 21, 1 —4 3 4 et 0 X g A\ a, 8,7 €K).
0 0 3 0 0 =5 4 0 0 X
0O 0 -1 -1
Piste bleue.
Exercice 55.
1 1 0
Donner la décomposition de Dunford de | 0 1 1] € Matsx3(K).
0 0 2

Exercice 56.
(1) Déterminer le polynoéme caractéristique et le polynéme minimal de A = <_12 _23> €
MatQXQ(R).
(2) Montrer que A est trigonalisable mais pas diagonalisable (sur R).

(3) En déduire une forme de Jordan de A (c’est-a-dire une matrice de Jordan J semblable
aA).

(4) Déterminer le changement de base permettant de passer de A a J.

sous forme de Jordan.

O = =
e

0
Exercice 57. Mettre la matrice | 0
0

Exercice 58. Mettre la matrice de 'exercice 55 sous forme de Jordan.



Piste rouge.

Exercice 59.

(1) Montrer que deux matrices de taille 2 x 2 & coefficients complexes ont le méme poly-
noéme minimal si et seulement si elles sont semblables (=conjuguées).

(2) Montrer que deux matrices de taille 3 x 3 & coefficients complexes ont le méme poly-
néme minimal si et seulement si elles sont semblables.

(3) Trouver deux matrices carrées qui ont le méme polynéme minimal et ne sont pas
semblables.



FEUILLE DE TD NUMERO 8 : APPLICATIONS A L’ANALYSE

Exercice 60. Décrire le terme général des suites & valeurs réelles (uy,),>0 € RN satisfai-
sant la relation de récurrence
Upt+3 = Up — Upt1 + Upt2 -

[Indication : pour la formule du terme général, on pourra faire une disjonction
de cas en fonction de la parité de n.]

Exercice 61. Méme question que 'exercice précédent, avec la relation de récurrence

Untq = 2Upt2 — Uy -

Exercice 62. Pour ¢ € R, on considére la matrice

0 -1 0 —t
M=t (1 0 ) - (t 0 )
(1) Calculer explicitement M;* pour tout n > 0.

[Indication : distinguer deux cas, en fonction de la parité de n. ]
(2) Diagonaliser M; sur C.

(3) Montrer que exp(M;) = (2?1?8 _Czlsr(lg))

(4) En déduire une formule et la convergence des séries de Taylor de cos et sin.

Exercice 63. On cherche a résoudre I’équation différentielle f” + f” + f' + f = 0, pour
f € C3(R,R).

(1) Ré-écrire cette équation sous la forme d’un systéme d’équations différentielles linéaires
d’ordre 1 qui lui est équivalent : V' = AV, avec V € C}(R,R?).

(2) Montrer que la matrice A € Mats«3(R) est semblable a

-1 0 0
B:=|0 01
0 10

(écrire la matrice de changement de base).
(3) Résoudre le systéme d’équations différentielles linéaires V' = BV.
(4) Conclure.

1 0 -3
Exercice 64. On considére la matrice M = 1 -1 -6
-1 2 5

(1) Montrer que x7(X) = pa(X) = (X — 1)(X —2)%



X X
(2) Trouver a,b,c € R tels que 1 = a'tf;gl(_ 1) + (b+ CX)('L;\/[_(Q))T
X
(3) Montrer que <al§/[( 1)> (M) est la matrice IT; de la projection m sur K7 (M) paral-

pa (X)
(X —2)
g sur Ko(M) parallélement a K (M).

(4) Calculer exp(tM).

(5) Reésoudre le systéme linéaire
zy(t) = wi(t) — ws(t)
zy(t) = x1(t) — a2(t) — 6z3(t)
zh(t) = —x1(t) + 2x2(t) + Sas(t)

1
avec la condition initiale z1(0) = x2(0) = 1 et x3(0) = 0.

lelement a Ko (M), et que ((b + cX) > (M) est la matrice Il de la projection

Exercice 65. On cherche a résoudre l’équation différentielle v’ = ay + by’, avec des
constantes a,b € R telles que a # 0 et b*> — 4ac < 0, et une fonction inconnue y € C!(R,R).

(1) Reé-écrire cette équation sous la forme d’un systéme d’équations différentielles linéaires
d’ordre 1 qui lui est équivalent : V/ = CV , avec V € C!(R, R?).

(2) Montrer que C' € Matax2(R) est semblable & une matrice de la forme C = (2 _cd>
avec ¢,d € R et d # 0.

(3) Montrer que

o (€ —d\\ _ [e“cos(dt) —esin(dt)

*P d c — \esin(dt)  e“cos(dt) )
(4) Résoudre le systéme d’équations différentielles linéaires V! = CV.
(5) Conclure.



