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Algebres de factorisation - Définition

Une algebre de factorisation E sur un espace topologique X consiste en

@ pour chaque ouvert U C X, la donnée d'un espace vectoriel Ey.
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Algebres de factorisation - Définition

Une algebre de factorisation E sur un espace topologique X consiste en
@ pour chaque ouvert U C X, la donnée d'un espace vectoriel Ey.

@ pour chaque inclusion d'ouverts 2 a 2 disjoints [[,., U; C V, la

donnée d'une application linéaire @

i€l
iet Euy — Ev.
satisfaisant les propriétés suivantes :

@ associativité :

U1 O O Uiz O U1

S o v

@ recollement (on peut reconstruire Ey a partir d'un recouvrement U de
U et de Ey).
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Algebres de factorisation - Exemples en dimension 1

Un exemple sur R

A algebre associative.
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Un exemple sur R

A algebre associative. Pour tout intervalle ouvert | C R on pose A; := A.
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h h In
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Un exemple sur R

A algebre associative. Pour tout intervalle ouvert | C R on pose A; := A.
On associe la multiplication A®" — A 3
h h In

Cela définit une algebre de factorisation sur R.
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A algebre associative. Pour tout intervalle ouvert | C R on pose A; := A.
On associe la multiplication A®" — A 3
h h In

Cela définit une algebre de factorisation sur R.

v
Un exemple sur S?

A algebre associative. La méme construction induit une algebre de
factorisation sur St (définie sur la base constituée des petits intervalles).
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Algebres de factorisation - Exemples en dimension 1

Un exemple sur R

A algebre associative. Pour tout intervalle ouvert | C R on pose A; := A.
On associe la multiplication A®" — A 3
h h In

Cela définit une algebre de factorisation sur R.

v
Un exemple sur S?

A algebre associative. La méme construction induit une algebre de
factorisation sur St (définie sur la base constituée des petits intervalles).

On peut montrer que Agi = A ®@ A= A/[AA].
A A%
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Mécanique quantique topologique

A une algebre associative (e.g. A= End(V)).
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Une algebre de factorisation sur [0, 1]
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D. Calaque (Journée de rentrée 13M Algebres de factorisation 11 octobre 2013 5 /15



Mécanique quantique topologique

A une algebre associative (e.g. A= End(V)). _
(P¢)+ un groupe a un parametre d'automorphismes de A (¢, = e_%H).
My A-module a droite (e.g. V*) et vjpir € My.

Mg A-module a gauche (e.g. V) et vg, € M,.

Une algebre de factorisation sur [0, 1]

On pose E[oys[ = My, E]t,u[ =Aet E]v,ll = Mé"
i bty ta 0 st Y t .
a % b (v ® a T
a b (v] = | | a | viin)

On peut montrer que Ejg ;) = My ® Mg (C dans I'exemple). On interprete
’ A

s t1 . ey
—— % b—> (Vipit|Psa®P1_¢|vfin) comme une amplitude de probabilité.
a
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Modeles de Réseaux

D. Calaque (Journée de rentrée 13M Algebres de factorisation 11 octobre 2013 6 /15



Modeles a sommets (dimension 1)

V = @ke; espace vectoriel d'états.
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Modeles a sommets (dimension 1)

V = @ke; espace vectoriel d'états.
R € GL(V) matrice d'interactions : R/ = exp (—%e’-)

1

Calcul d'une somme d’états = multiplication matricielle

e e oo ' (R* =RRIRMR,
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V = @ke; espace vectoriel d'états.
R € GL(V) matrice d'interactions : R/ = exp (—%e{)
Calcul d'une somme d’états = multiplication matricielle

Exemple

5 e . .
e e e« T (RY =RFRIRR],

Une algebre de factorisation sur R

On pose E; = End(V) pour tout intervalle ouvert /. Ensuite:

A,
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V = @ke; espace vectoriel d'états.
R € GL(V) matrice d'interactions : R/ = exp (—%e{)
Calcul d'une somme d’états = multiplication matricielle
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5 e . .
e e e« T (RY =RFRIRR],

Une algebre de factorisation sur R

On pose E; = End(V) pour tout intervalle ouvert /. Ensuite:
. - . R .

A B

R?AR?BR

A,

Cette algebre de factorisation est localement constante : pour tout / C J,
E; — E; est un isomorphisme.

D. Calaque (Journée de rentrée 13M Algebres de factorisation 11 octobre 2013 7/ 15



Modeles a sommets (dimension 2 et plus)

V et H espaces d'états (verticaux et horizontaux).
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Modeles a sommets (dimension 2 et plus)

V et H espaces d'états (verticaux et horizontaux).
R € GL(V © H) matrice d'interactions : R’ = exp ( #e{i)
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Exemple
eJ-/
€
—

ek —+—<-— e

= €
V.
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Modeles a sommets (dimension 2 et plus)

V et H espaces d'états (verticaux et horizontaux).
R € GL(V © H) matrice d'interactions : R’ = exp ( #e{i)
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Modeles a sommets (dimension 2 et plus)

V et H espaces d'états (verticaux et horizontaux).
R € GL(V © H) matrice d'interactions : R, = exp ( #e{i)
Calcul d'une somme d'états = calcul tensoriel

—— AeBw (amrr g
ik NP mPnk )

Cette algebre de factorisation n'est pas localement constante.
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Une conjecture de Kontsevich

Eg> possede une action de Z2.
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Eg> possede une action de Z2.
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C*(Z?, Eg2) possede une action naturelle de I'opérade des petits disques.

Stratégie (avec Giovanni Felder)

1. Construire une algebre de factorisation F telle que Fg2 = C*(Z2, Egz)
qui soit localement constante “a partir d’'une certaine échelle”.
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1. Construire une alggbre de factorisation F telle que Fg» = C*(Z?, Ego)
qui soit localement constante “a partir d’'une certaine échelle”.

2. On peut montrer que les algébres de factorisation qui sont localement
constantes a partir d'une certaine échelle donnent lieu a des algebres de
factorisation localement constantes. On “oublie” ce qui se passe a petite
échelle et on le remplace par un rescaling de ce qui se passe a grande
échelle.

On espére pouvoir dire des choses sur des modeles particuliers comme la
percolation ou le modéles d’lsing...
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Une conjecture de Kontsevich

Eg> possede une action de Z2.

Conjecture (Kontesvich)

C*(Z?, Eg2) possede une action naturelle de I'opérade des petits disques.

Stratégie (avec Giovanni Felder)

1. Construire une alggbre de factorisation F telle que Fg» = C*(Z?, Ego)
qui soit localement constante “a partir d’'une certaine échelle”.

2. On peut montrer que les algébres de factorisation qui sont localement
constantes a partir d'une certaine échelle donnent lieu a des algebres de
factorisation localement constantes. On “oublie” ce qui se passe a petite
échelle et on le remplace par un rescaling de ce qui se passe a grande
échelle.

On espére pouvoir dire des choses sur des modeles particuliers comme la
percolation ou le modéles d’lsing... mais on en est loin.
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