COHOMOLOGIE DE QUILLEN POUR LES COMODULES SUR UN
ALGEBROIDE DE HOPF

DAMIEN CALAQUE

ResumMmE. 1l s’agit des notes d’un exposé donné dans le cadre d’un séminaire sur les es-
paces de modules de spectres en anneau, qui s’est déroulé du 22 au 26 janvier 2006 au
CIRM (Luminy). Dans cet exposg, il s’agissait de montrer comment définir la cohomologie
d’André-Quillen associée & une opérade dans le cadre d’une catégorie de E, E-comodules.
Pour cela, on développe la théorie d’homotopie des comodules sur un algébroide de Hopf.

Les notes des autres exposées du séminaire sont disponibles & I’adresse url suivante :
http ://www.cirm.univ-mrs.fr/videos/2007/programmes/conf02b_Fresse.html
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1. NOTATIONS ET RAPPELS

(R,T) est un algébroide de Hopf commutatif : on entend par 1a un cogroupoide dans les
anneaux commutatifs. On note A : T' - T'®g T le coproduit, € : ' — R la counité, v : ' — T’
Pantipode, et s : R — T" (resp. t : R — I') l'application source (resp. cible).

L’antipode nous permet d’associer a tout (I'-)comodule & gauche M un comodule & droite
', (et réciproquement). La multiplication commutative de I" nous permet d’avoir une struc-
ture de comodule & gauche sur tout produit R-tensoriel M; ® g M> de comodules a gauche.
Ainsi la catégorie Cr des comodules a gauche devient une catégorie monoidale symétrique.

Oun suppose dans la suite que I' est plat comme R-module & droite. Cela nous assure (cf.
exposé 4) que Cr est une catégorie abélienne compléte et cocompléte. En vertu du résultat de
dualité démontré dans I’exposé 4 (voir également [2, Lemme 3.3]) nous appellerons dualisables
les comodules qui sont projectifs et finiment engendrés comme A-modules. Etant donné un
comodule dualisale M, on note DM := Home, (M, R). le comodule dual.

Enfin, on note ' € Cr le R-module ker ¢ avec I-coaction x — A(z) — 2 ® 1.
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2. STRUCTURE DE MODELE SUR sCr

2.1. Une structure de modéle provisoire sur sCr. On dira qu’un morphisme f : X —
Y dans sCr est une équivalence faible (resp. fibration) provisoire si pour tout comodule
dualizable M dans Cr,

J« :map,c. (M, X) — map.. . (M,Y)

est une équivalence faible (resp. fibration) d’ensembles simpliciaux. Comme d’habitude, les
cofibrations provisoires sont les morphismes qui ont la propriété de relévement a gauche p/r
aux fibrations triviales provisoires.

Lemme 2.1. Tout objet de sCr est provisoirement fibrant.

Démonstration. Quels que soient M un comodule dualisable et X € sCr on a un isomor-
phisme map,c. (M, X),, = Home.(M, X,,). En particulier map,c.(M, X) est un groupe
abélien simplicial, et est donc fibrant. Par conséquent X est provisoirement fibrant. [l

A partir de maintenant on suppose que I' est engendrée par les comodules dualisables
(en particulier cela implique que tout objet de Cr est un quotient d’une somme directe de
comodules dualisables). Alors :

Théoréme 2.2. Munie des equivalences faibles, fibrations et cofibrations provisoires, sCr
devient une catégorie de modeéle simpliciale.

Démonstration. Paralléle a celle présentée dans [5, §I1.4] : on utilise le fait que tout objet
est fibrant. (|

Remarque 2.3. En réalité on peut démontrer que cette structure de modéle existe méme
sans l’hypothése d’étre engendré par les comodules dualisables. La démonstration suit encore
[5, §I1.4], mais avec la condition (xx) de la page 4.2.

Par ailleurs (une fois de plus en suivant [5, §11.4]), on peut caractériser les cofibrations :
ce sont les retracts des morphismes libres. Un morphisme f : X — Y est libre si (chaque
composante homogéne de) son normalisé est une inclusion de facteurs directs dont le conoyau
est (isomorphe &) une somme directe de comodules dualisables.

Lemme 2.4. Toute fibration provisoire est surjective terme a terme.

Démonstration. Soit p: X — Y une fibration provisoire et soit y € Y,,. Il existe un comodule
dualisable M et une application f : M — Y,, dont 'image contient y : y = f(¢t). Comme p
est une fibration, alors il existe g : P — X, tel que pg = f. Posons alors = g(t). Ainsi
p(x) =y, et p est surjective. O

2.2. La bonne structure de modéle sur sCr. On suppose dans la suite que I" est bon ; cela
signifie qu’il est plat comme R-module & droite, que les comodules dualisables engendrent
Cr, et que pour tout X € Cr provisoirement trivial T @ X Iest également.

Dans ce cas on peut démontrer (on peut consulter [4, proposition 3.3.1], ou [2, remark 3.6]
pour le cas Adams) que toute équivalence faible provisoire f : X — Y induit un isomorphisme
mf : mX — m.Y d’objets gradués dans Cr. La réciproque n’étant bien évidemment pas
vraie, on veut construire une localisation de la structure de modéle provisoire dans laquelle
un morphisme f: X — Y dans sCr soit

— une équivalence faible si f induit un isomorphisme 7, f : 7, X — 7Y,

— une cofibration si c’est une cofibration provisoire.

On renvoie a [4] et [2, proposition 3.11] pour la construction.

Remarque 2.5. On peut remplacer sCr par la catégorie Ch(I') des complexes non bornés
de T-comodules (c’est le point de vue adopté dans |4]), qui est une Ch(Z)-catégorie modéle.
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2.3. L’exemple principal. On a vu dans ’exposé 4 que si E est un spectre en anneaux

commutatif & homotopie prés et topologiquement plat, alors (m. E, E.F) est un algébroide

de Hopf plat. Par ailleurs il a été démontré (voir [1, 6]) que si E, est une théorie d’homologie

Landweber exacte alors il est d’Adams. Un algébroide de Hopf I' est d’Adams si il est plat

(a droite), et si I' = colimI’,, comme comodule & gauche pour des comodules I, dualisables.
Enfin, on sait (voir [4, proposition 2.3.3]) que tout algébroide d’Adams est bon.

3. ALGEBRES SIMPLICIALES SUR UNE OPERADE SIMPLICIALE T' EN COMODULES

Soit T" une opérade simpliciale dans Cr.

On note sCL la catégorie des T-algébres dans sCr. Etant donné que sCr est cofibrament
engendrée, on peut (j’omets ici volontairement les détails techniques, que je ne maitrise pas)
transférer la structure de modéle le long de la paire de foncteur adjoints Frr : sCr = SCIT : Ur.

Ainsi on obtient une structure de modéle simpliciale sur SCIT dans laquelle un morphisme
f: A — B est une équivalence faible (resp. une fibration) si Ur(f) en est une dans sCr.

Etant donnée une T-algébre A dans sCr on peut bien évidemment faire de méme pour
la catégorie (sCr)% des A-modules dans sCr. Dans ce cas le transfert se fait le long de
I’adjonction : Fy : sCr = (st)£ : Ua. On obtient donc une structure de modéle simpliciale
pour laquelle un morphisme f : M — N est une équivalence faible (resp. une fibration) si
Ua(f) en est une dans sCr.

4. COHOMOLOGIE D’ ANDRE-QUILLEN POUR LES T-ALGEBRES EN COMODULES

La cohomologie d’André-Quillen pour les T-algébres dans sCr se définit exactement de la
méme fagon que dans I’exposé précédent. La seule variation notable est qu’ici tous les objets
ne sont pas fibrants dans sCr ... on va donc devoir “résoudre a gauche ET a droite”.

4.1. Dérivations, différentielles, et complexe cotangent. Soit T une opérade dans Cr.
Soitt A — X un morphisme dans Cl?. Comme dans 'exposé précédent on peut définir le R-
module des T-dérivations en T-comodules DerYy (X, M). On remarque ensuite que le foncteur
Der!, (X, —) est représentable, et on note Q5.(X/A) I'objet qui le représente dans (Cr)%.

Lemme 4.1. Le X-module sur T en R-modules Qr(X/A) est naturellement muni d’une
structure de T-comodule, et avec cette structure Qr(X/A) =2 QL(X/A).

Démonstration. Par construction, et pour tout R-module N, on a un isomorphisme Der 4 (X, N) =
Der'y (X,T @ N) de R-modules. On en déduit un isomorphisme naturel

Hom g moayz (27(X/A),N) = Hom,r (QL(X/A), T ®r N)
Hom(Rfmod)E (Q; (X/A)a N) :

1%

Le résultat suit. O

On suppose désormais que T est simpliciale et que A — X est un morphisme dans sCI:f.
Alors pour tout n > 0 on a une opérade T, dans Cr et un morphisme A, — X,, dans CIT".
On peut ainsi construire QL. (X/A) € (sCr)% degré par degré : (Q:I;(X/A))n = QL (Xn/An).

Etant donné A — X un modéle cofibrant pour A — X, on appelle compleze cotangent
associé & A — X le X-module sur T en I'-comodules

LOL(X/A) = X @4 QR(X/A).
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4.2. Définition : cohomologie relative. Dans ce § T est une opérade simpliciale dans
Cr. Soit A — X un morphisme dans sCL. On note B = mo(X) et T_1 = mo(T). Alors B
est une T_j-algébre dans Cr, que 'on s’autorise & regarder comme un objet constant dans
sCL (i.e. que B est une T,-algebre pour tout n > 0). On se donne enfin M € (CF)£’17 que
'on s’autorise & voir comme un object constant dans (sCr)% (autrement dit M admet une
T,-action de X,, pour tout n > 0).

On regarde désormais A — X comme un objet de la catégorie (SCIT/B)I des I-diagrammes
en T-algébres B-augmentées dans sCr, ot I = {0 — 1} est la catégorie avec deux objets et
un morphisme non trivial (la structure de modéle est la structure terme a terme).

On définit alors la cohomologie (relative) d’André-Quillen comme suit :

DY o (X/A, M) = HO(SCIT/B)I (A— X,B— Bx M(q)),

ot le morphisme B — B x M (q) est la section nulle et M (q) est tel que son normalisé est
donné par M concentré en degré gq.

4.3. Interprétation : application aux comodule étendus. On reprend les notations du
§ précédent. Commencons par trouver un remplacement fibrant de B — B x M (q). dans un
premier temps on choisit un remplacement fibrant M (q); de M(q) dans (SCF)E’I. Ensuite
on a :

Lemme 4.2. Dans (SCIT/B)I, on a un remplacement fibrant de B — B x M(q) :

B>—B

| l

Bx M(q)>— B x M(q)s

Démonstration. M(q)y est fibrant dans (SCF)§’17 donc il est fibrant dans sCr. On en déduit
que la section nulle B — B x M(q)y est fibrant dans (sCr)?, et donc dans (SCI:f/B)I. O

On choisit maintenant un modéle cofibrant A — X pour A — X. Alors
Di 1 (X/A, M) = momap e,z (LQG(X/A), M(q)f) -

X

On en déduit aisément le résultat suivant :

Proposition 4.3. Si M =T ®gr N est un comodule étendu, alors il y a un isomorphisme

naturel Df, p(X/A, M) = D3.(X/A, N).

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que (' @ M)(q) = T' ®r M(q) est
automatiquement fibrant, et de I'isomorphisme Q%.(X/A) 2 Qr(X/A). O
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