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Ailleurs il y a du sang,
Ailleurs il y a du crime,
Des raisons qui n’en sont pas.

Vous nous avez dégagées
De ce qui n’était pas nous,
Qui vivait de quelque vie.

Et nous maintenant figées,
Sans colere, intempestives,
Nous collons a vos cornées.

Il faut vous en prendre & vous
Si vous souffrez de savoir
Que nous sommes quelque part.

GUILLEVIC,

Euclidiennes,
Poésie/Gallimard.
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Introduction

L’objet de cette these est ’étude des sous-variétés a courbure moyenne constante
dans 'espace hyperbolique de courbure —1.

Dans les chapitres 2 et 3, on s’intéresse au cas ou la courbure moyenne est stricte-
ment inférieure & 1. Dans ce cadre 13, les recherches actuelles tendent a généraliser les
résultats connus pour les sous-variétés minimales de I’espace euclidien; cette these
s’inscrit dans cette démarche. On s’intéresse plus particulierement & 'opérateur de
stabilité (au chapitre 2), et aux problemes de compactification (au chapitre 3).

Le chapitre 4 est consacré a I’étude des surfaces de révolution & courbure moyenne
constante dans HP.

Sur I'opérateur de stabilté

Un des centres d’intérét dans la théorie des sous-variétés & courbure moyenne
constante est I’étude de 'opérateur de stabilité.

Pour ce qui est de la stabilité proprement dite, la situation est assez bien connue,
aussi bien dans ’espace euclidien (cf. [B-C], [C-P], [FC-S], [dS]) que dans I’espace
hyperbolique (cf. [B-C-E], [dS]). On va ici s’intéresser a la finitude de I'indice.

Dans le cadre des surfaces minimales de R?, D. Fischer-Colbrie a montré que
I'indice est fini si et seulement si [, |A|? < 00, ot A est la seconde forme fondamen-
tale (cf. [FC]). En dimensions supérieures a 3, P. Bérard et G. Besson ont obtenu
une majoration de la forme Ind(M) < C [, |A|™ ot Ind(M) est l'indice de la sous-
variété M, m sa dimension, et C est une constante (cf. [B-B]). Dans leur preuve, la
condition m > 3 est nécessaire, et on a besoin d’un contréle du noyau de la chaleur
de M.

Dans l'espace hyperbolique, 'opérateur de stabilité s’écrit S = A +m(1 — h?) —
|¢|?, ot h = |H| est la norme du vecteur courbure moyenne. M. do Carmo et
A. da Silveira ont obtenu un résultat analogue a celui de D. Fischer-Colbrie, pour les
surfaces & courbure moyenne constante égale 3 1 dans H? ; I'indice est fini si et seule-
ment si [y, [¢> < oo, ot ¢ = A— HId est le tenseur “seconde forme fondamentale &
trace nulle” (cf. [C-S]). Pour le cas ol la courbure moyenne est constante et stricte-
ment inférieure a 1, P. Bérard, M. do Carmo et W. Santos ont montré, en dimension
quelconque, que si la courbure totale est finie (ie. [, [¢[™ < 00) alors I'indice est
fini, mais leur méthode ne permet pas d’obtenir de majoration (cf. [B-C-S1]).

D’autre part, ils montrent que m (1 — h?) est un minorant du spectre essentiel
de S'; d’un point de vue analytique, il est donc également intéressant de regarder
le nombre de valeurs propres inférieures & m(1 — h?). En reprenant la méthode de
la preuve du théoréeme de P. Bérard et G. Besson, on montre que ce nombre est fini,
et on en obtient une majoration:

THEOREME A.- Soit i : M™ — H™' m > 3, une immersion a courbure
moyenne constante h < 1. Si [, |p|™dv < oo alors le nombre de valeurs propres
de Uopérateur de stabilité qui sont inferieures a m(1 — h?) est fini; il eviste une



constante Dy, , telle que

No1-1)(8) < Da [ 101"

Une étape importante de la preuve est de majorer le noyau de la chaleur sur M ;
on obtient cette majoration en montrant qu’on a sur M une inégalité isopérimétrique.

Dans le cas ol la dimension de la sous-variété est 2, on ne peut pas utiliser
la méthode précédente; cependant grace & une majoration du noyau de la cha-
leur meilleure que celle des sous-variétés minimales de R", on montre le théoreme
suivant :

THEOREME B.- Soit i : M? < H?, une immersion a courbure moyenne
constante h < 1. Si fM |p|2dv < 0o alors le nombre de valeurs propres de l’opérateur
de stabilité qui sont inférieures a 2(1 — h?) est fini; pour tout a > 0, il existe une
constante Dy, o telle que

Nogi—12)(S) < Dia / 22 d
M

Le majorant qu’on obtient est bien fini car 'hypothése de courbure totale finie
implique que |¢| est bornée sur M.

Compactification

Dans le cadre des sous-variétés minimales (avec une hypothese de type “courbure
totale finie”), se posent aussi des probléemes de compactification. M. Anderson a
étudié le cas des sous variétés minimales de I’espace euclidien (cf. [An]), généralisant
des résultats antérieurs de S.S. Chern et R. Osserman (cf. [Os2], [C-O]).

G. de Oliveira a montré que, sous hypothese [, [A™ < oo, les sous-variétés
minimales de I'espace hyperbolique sont difféomorphes & l'intérieur d’une variété
compacte, et que 'immersion i s’étend continiment (cf. [dO]). Sa preuve comporte
deux parties. Une premiere partie, analytique consiste & montrer que la norme de
A tend vers 0 & l'infini; la deuxiéme partie consiste & en déduire le résultat final
en étudiant les points critiques de la fonction distance hyperbolique restreinte & la
sous-variété.

P. Bérard, M. do Carmo et W. Santos ont généralisé la premiere partie au sous-
variétés a courbure moyenne constante (cf. [B-C-S2]), on généralise ici la seconde
partie; on obtient le théoréme suivant :

THEOREME C.- Soit i : M™ < H" une immersion a courbure moyenne
constante h < 1. 8i [, ]|¢|™dv < oo alors

1. [immersion i est propre ;
1. Uimmersion i est transverse aux sphéres géodésiques de N de rayons suffisam-

ment grands ;
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19t. la variété M est diffcomorphe o Uintérieur d’une variété compacte & bord M,
et l'immersion se prolonge continiment en une application

E:M%ﬁn.

Surfaces de Delaunay

On s’intéresse ici aux surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans
H3. Dans le cadre euclidien, en 1841 C. Delaunay trouvait un moyen amusant de
construire les surfaces de révolution & courbure moyenne constante: leurs méri-
diennes sont les trajectoires d’un foyer d’une conique qui roule sans glissement sur
laxe de révolution (cf. [De]). Des constructions cinématiques analogues ont été ob-
tenues par W.Y. Hsiang et W.C. Yu pour les sous-variétés O(n — 1)-invariantes de
R" (cf. [H-Y]), par H. Rosenberg et R. S4 Earp pour les surfaces spéciales de R3 (cf.
[R-E]), et par I. Sterling pour les hypersurfaces de type o; dans H" et S™ (cf. [St]).
Pour ce qui est des surfaces de révolution dans H?, I. Sterling a montré que les
roulantes ont une équation en coordonnées polaires qui est de la forme tanhr =
m (cf. [St]). On montre dans ce chapitre que ces courbes ont des propriétés
focales similaires & celles des coniques euclidiennes: on trouve les analogues hyper-
boliques des ellipses, des hyperboles et des paraboles, ainsi qu’une nouvelles famille
de “paraboles généralisées”. De plus, on montre & I'aide de ces propriétés focales
qu’on a une interprétation cinématique “a la Delaunay” (on montre pour cela que
la trajectoire du foyer satisfait la méme équation différentielle que la méridienne) :

THEOREME D.- Soit N une variété isométrique a H?, soit F € N, et soit y
une courbe connexe de N wvérifiant dp + 0 = a le long de 7y, ou 0 est une fonction
de type distance. Soit C la trajectoire de F' lorsque 7y roule sans glissement sur une
géodésique T’ de H?. La courbe C vérifie I’équation

d
— H sinh®y + sinhy Cosh2yd—x =K
s

ou s est Uabscisse curviligne de C, et z(s) et y(s) sont les coordonnées de Fermi de
C(s) relatives a T'. En particulier, elle engendre une surface de révolution a courbure
moyenne constante d’axe I'. De plus, la valeur H de la courbure moyenne vérifie

~ 510 =%dj, F € N (v est une ellipse ou une hyperbole), alors H = coth la| >
1;

— 510 ==1b,, v € 0N (7 est une parabole), alors H =1;

- s 0 = dg, g une géodésique orientée de N (7y est une parabole généralisée),
alors H = tanh |a| < 1.

Dans cet énoncé, dp désigne la fonction distance au point F, b, la fonction de
Busemann centrée en v, et d, la distance signée a la géodésique g.
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Chapitre 1
PRELIMINAIRES ET NOTATIONS
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On introduit ici les notations utilisées pour les trois premiers chapitres de cette
these, le quatrieme chapitre étant indépendant.

1.1. Notations et définitions

On étudie dans cette these les sous-variétés a courbure moyenne constante dans
I’espace hyperbolique de courbure —1, cependant on montrera certains résultats
préliminaires dans un cadre plus général; un argument suffisant pour leur preuve
est que la norme de la courbure moyenne ne soit pas trop grande en regard de la
courbure sectionnelle de ’espace ambiant.

Plus précisément, soit 72 : M < N un immersion isométrique, ou M et IN sont
des variétés riemanniennes completes de dimensions respectives m et n.

Soit A la seconde forme fondamentale de i, et H le champ de vecteurs courbure
moyenne. Pour tout x € M, H(z) est défini par

H(z) = 3 Alee;),
j=1

ou (ej); est une base orthonormée de T, M.
Notons K la courbure sectionnelle de N, dans la suite on désignera par (x) les
hypotheses suivantes :

HYPOTHESES (x).- La wvariété N est simplement conneze, et il existe deuz
constantes positives a et b telles que
~ K(7) < —b? pour tout 2-plan 7 tangent a N

- |H(z)| < a < b pour tout x € M

Ces hypotheses sont en particulier satisfaites par les sous-variétés de I'espace
hyperbolique dont la courbure moyenne est constante et inférieure strictement & 1.

Dans la suite, on notera T'M et T'N les fibrés tangents aux variétés M et N, et
UM, UN leurs fibrés unitaires tangents.

D’autre part, on désignera avec un “tilda” les objets attachés a la variété N.
Ainsi, on notera V et V les connexions riemanniennes de M et N , dv et dv leurs
formes volume induites par les métriques, et d et d les distances riemanniennes.

Par ailleurs, on notera ¢ = A — HId le tenseur “seconde forme fondamentale &
trace nulle” ; sa norme est définie par

617 (@) = Y llgles eI,

j,i=1
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ou (e;); est une base orthonormée de T;; M. La norme de ce tenseur mesure le défaut
d’ombilicité de M : |¢|(x) = 0 si et seulement si = est un point ombilic (ie. pour
tout vecteur & € T, M de norme 1, on a A(£, &) = H).

Le tenseur ¢ joue un role important dans ’étude des sous-variétés a courbure
moyenne constante; il intervient entre autres & travers la courbure totale de M
définie par [, [¢|™dv.

Dans la suite, on se servira & plusieurs reprises des fonctions distance et distance
extrinseque: pour tout o € N, on notera 7, = CZ(O, .) la fonction distance sur N ;
on définit la fonction distance extrinseque sur M par r, = 7o|as.

1.2. Sous-variétés a courbure moyenne constante

Interprétation variationnelle

On suppose dans cette section que la dimension de NV est n = m+1 et que la variété
M est orientable. On note v un champ de vecteurs unitaires normal & M. Comme
on est en codimension 1, la courbure moyenne est colinéaire & v; on introduit alors
h = (H,v). L’immersion i est dite & courbure moyenne constante si la fonction A est
une fonction constante sur M.

En codimension plus grande, le champ de vecteurs courbure moyenne vit dans
le fibré normal de M ; on a sur ce fibré une connexion induite par la connexion
riemannienne de N, et & la notion de courbure moyenne constante correspond la
notion de courbure moyenne parallele pour cette connexion. Cependant, on n’a pas
dans ce cas d’interprétation variationnelle analogue a celle que 'on va présenter
maintenant en codimension 1.

La courbure moyenne intervient naturellement quand on déforme I'immersion ¢
et qu’on calcule la variation de ’aire. Les sous-variétés a courbure moyenne constante
apparaissent comme des points critiques de la fonctionnelle aire sous une contrainte
de volume constant.

Soit 2 un domaine compact de M, et soit I :] —¢,e[x — N une déformation de
i & support dans Q; l'application I est telle que pour tout ¢ 'application i; = I(t,.)
est une immersion qui vérifie i;|sn = i|aq, et I vérifie aussi iy = i|g. On associe
cette déformation le champ de vecteurs variation % = %, et on note f = (% lt=0, V).

Pour tout ¢, soient H; le vecteur courbure moyenne de 'immersion i, 1, le
champ de vecteurs normal & 7;(M) qui donne sur M la méme orientation que v, et
hy = (Hy, ). On notera f; = (%, vt) et duy la forme volume associée a la métrique
induite par ;.

On définit alors la fonction aire par

et la fonction volume par



On a les résultats classiques suivants (cf. par exemple [B-C-E], lemme 2.1):

0
Al(t) = —m/<§,Ht>d’Ut = —m/ htftd’l)t
Q Q

Vl(t):/g<%77/t>dvt:/ﬂftdvt

On dira que la déformation I préserve le volume si la fonction V' (¢) est constante.
Cela implique notamment que fQ fdv=0.

Comme on s’intéresse ici aux point critiques de A sous la contrainte V =
Constante, il est naturel d’introduire la fonction J définie par

J(t) = A(t) + mhoV (¢)

ou hy = ﬁ Jq hdv.
On a alors la proposition suivante qui est un résultat classique sur les multipli-
cateurs de Lagrange (cf. par exemple [B-C-E], proposition 2.3) :

PROPOSITION 1.2.1.- Les assertions suivantes sont équivalentes :
— la courbure moyenne de i est constante et égale a hg ;

— pour toute déformation d support compact de i qui préserve le volume, on a
Al (0)=0;

— pour toute déformation a support compact de i, on a J'(0) = 0.

On suppose dorénavant que 'immersion 4 est & courbure moyenne constante ;
c’est donc un point critique de la fonctionnelle aire. Il est naturel de s’intéresser a la
dérivée seconde de 'aire afin de savoir ’il s’agit d’'un minimum local. On a la notion
de stabilité suivante:

DEFINITION 1.2.2.- L’immersion 4 est dite stable si pour toute déformation &
support compact qui préserve le volume on a A”(0) > 0.

Comme les déformations considérées préservent le volume, on a V'(t) = 0 et
A"(0) = J"(0). Or on a

J'(t) = —m/ﬂ(ht — ho) fedvy

d’ou
Ohy

J”(O) = —m o Eh:()fd’l)

On obtient alors la proposition suivante (cf. par exemple [B-C-E], proposition
2.5):

17



PROPOSITION 1.2.3.- On a
50 = [ (FAF = (B |AP))ds
Q

ot A est le laplacien positif (i.e. associé a la forme quadratique [, |V f|2dv) pour
la métrique induite par i, et ot R est la courbure de Ricci normalisée de N dans la
1

direction normale & M (i.e. R(z) = ) Dy R(v, e, v,er) ou R est le tenseur de

courbure de N et (ex)y est une base orthornomée de TyN ).

On remarque sur cette expression que la dérivée seconde de 'aire ne dépend que
de la fonction f. D’autre part, pour toute fonction g : © — R telle que g|ag = 0 et
fQ gdv = 0, il existe une déformation de ¢ & support dans €2 dont le champ de vecteurs
variation est gv (cf. [B-C-E], lemme 2.2). On a donc la proposition suivante:

PROPOSITION 1.2.4.- Soit S lVopérateur défini par
Sf=Af = (mR+|AP)f

ou f € D(S) ={g € Cg°(M)] fMgdv =0}.
L’immersion i est stable si et seulement si la forme quadratique associée a
Uopérateur S est positive.

L’opérateur S est appelé 'opérateur de stabilité de I'immersion 3.

Indice de Morse de M

La variété M étant un point critique de la fonctionnelle d’aire, on définit son indice
de Morse de la fagon suivante.

Soit @ C M un ouvert relativement compact. L'opérateur A — (mR + |AJ?)
agissant sur {g € C§°(Q)| [, gdv = 0} est essentiellement auto-adjoint dans {g €
L*(Q)| [o,9dv = 0}; on note Sq son extension auto-adjointe. On définit Ind(£2)
comme étant le nombre de valeurs propres strictement négatives de Sq. L’ouvert
étant relativement compact, Ind(£2) est fini; il représente le nombre de déformations
linéairement indépendantes, a support dans €2, pour lesquelles la fonction A a un
maximum local en 0.

On définit alors l'indice de Morse de M par

Ind(M) = sup{Ind(2)|22 C M relativement compact}.

Cet indice peut étre fini ou infini.

Des lors que l'on s’intéresse a la finitude de Ind(M ), on peut considérer l'opéra-
teur A — (mR + |A|?) agissant sur C3(€2); cet opérateur est essentiellement auto-
adjoint, on note S§ son extension auto-adjointe dans L?(Q2), et Ind'(£2) le nombre
de valeurs propres strictement négatives de S¢,. De méme on définit

Ind'(M) = sup{Ind’(Q2)|2 C M relativement compact}.

18



Notons Ag (resp. A},) la M valeur propre de So (resp. de Sy,). Par le principe
du min-max, on a immédiatement que A\ > .

D’autre part, si on note Dq (resp. Dg,) le domaine de 'opérateur Sq (resp. Sg,),
et Qq la forme quadratique associée & A — (mR + |AJ?), par le principe du max-min

on a
A = sup inf{ QU ;e (E+R.1)L}
ECDgs.e.v. de dim k—1 ||f||l/2
ou 1 désigne la fonction constante égale a 1 sur €2, et
bl = sup inf{ QUf) fe FL}.
FCDgs.e.v. de dim k HfHL2

On en déduit que A\ < A, 41, et avec la premiere inégalité, on obtient Ind(Q) <
Ind' () < Ind(Q) +1
Finalement, on a entre Ind(M) et Ind'(M) la relation suivante

Ind(M) < Ind' (M) < Ind(M) + 1

Par la suite, pour traiter des probléemes de finitude de I'indice de Morse de M,

on utilisera I'extension auto adjointe de I'opérateur A — (mR + |A[2) agissant sur
Cpo ().

1.3. Quelques mots sur la variété ambiante

On suppose dans cette section que I'immersion satisfait les hypotheses (). En
particulier, la courbure sectionnelle de N vérifie K () < —b? pour tout 2-plan m
tangent a N.

Les résultats classiques rappelés ici serviront dans les chapitres 2 et 3. Ils concernent
uniquement la variété N et résultent de comparaisons “a4 la Rauch” entre N et
H" (—b?), I'espace hyperbolique de courbure —b%.

PROPOSITION 1.3.1.- Soient o et « deuz points de N, | = d(o,z) et ¢ € U,N
tel que x = exp,(IC). Soit y(t) = exp,(t(), £ € T, N et X le champ de Jacobi le long
de 7y tel que X(0) =0 et X(I) =&. On a alors

(V5X, X)(0) = beoth(B)|E"? + TIe!

ou " et ' désignent les composantes normales et tangentes a -y.

Preuve.- Remarquons d’abord qu’un tel champ X existe car il n’y a pas de point
conjugué le long de 7. Soient V = X" et W = X'; V et W sont des champs de
Jacobi le long de 7, et on a

(V4 X, X) = (V4V, V) + (Vs W, W).

19



Dans la suite, on notera Z' = 6;,2 et Z" = eﬂ-,Z’ ol Z est I'un des champ V ou W.
Le champ W vérifie W"” =0, W(0) =0 et W(I) = ¢'; on en déduit que

(Vs W, W)(1) = 1€

NS - l :

Soit (eq,...,e,) un repére orthonormé parallele le long de v tel que e;(t) =
4(t), et soient v1,...,v, les fonctions coordonnées de V dans ce repere: V(t) =

Yoo vi(t)ei(t). On a
. [
ViV = / (V' VY + (V" V)
l o~
— /0 (V. V) — |VPR(3.V))

ou K (%, V) est la courbure sectionnelle du plan engendré par les vecteurs ¥ et V.

Pour comparer les situations dans N et dans H*(—b?), on procede de facon
analogue & la preuve du théoréme de Rauch. Soit o une géodésique de H"* (—b?) et
(é1,...,6,) un repeére orthonormé parallele le long de « tel que é;(t) = &(t). Soit
V() = X", ui(t)é(t), on a |V| = |V, [V'| = [V'] et comme K(¥,V) < —b%, on
obtient

~ l ~ ~ ~ ~
VsV, V)0) /0 (V" V7) + |V20%) = 1(V)

ou I; est la forme indice pour les champs de vecteurs le long de a.
Soit J le champ de Jacobi le long de « tel que J(0) = V(0) et J(I) = V/(I). Par le

lemme de l'indice (cf. par exemple [dC] p.212) on a [;(V') > I;(J). Le calcul donne
I;(J) = beoth(bl)|J(1)|?, et comme |J(I)| = |V ()] = |V (I)|, on obtient finalement

(V4V,V)(l) > beoth(bl)|e™
||

Comme conséquence de cette proposition, on obtient le résultat suivant qui
concerne la fonction distance de IV :

COROLLAIRE 1.3.2.- Soit o € N, et 7, = d(0,.) la fonction distance sur N.
Pour tout x € N, et £ €T, N. On a

(VeVTo, £) > beoth (b7, (x))|€"]?

ou £ désigne la composante de & normale a 6710(35).

Preuve.- Soit 0 € N, }70 = 71067*0.
Soit © € N, on note | = 7(x), ¢ € UpN tel que z = exp,(I¢), et v(t) = exp,(().
On a Y,(z) = 1¥(1).
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Soit £ € Ty N, et n € Tic(ToN) tels que € = (Tj¢ exp,)(n). Le vecteur 7 existe car
il n’y a pas de point conjugué le long de . Soit G défini par

_ R2 —» N
G { (5,8) > expy(t(C + 5n))

On note v5(t) = G(s,t); on a vy = 7, et pour tout s, v est une géodésique
telle que v5(0) = 0. Donc X = %(0, t) est un champ de Jacobi le long de « tel que
X (0) = 0. De plus, on a par construction X (I) = ¢&.

D’autre part, on a

Yo(s,t) = J(o,ys(t)) 7s(t)

’ (\tv)s(t)l
= t|7"s(0)||3,z(t)|
= t%(s,1)

Comme [%—f,t%—f] =0, on a aussi [X,Y,] =0 et

(VeYVo,&) = (Vi X, X))
(V4 X, X)(0)
bl coth(bl)|€™|? + |¢4) (1.3.1)

Y

D’autre part, on a
VeY, = 7o(2) Ve Vi + (Vi ) Vi,
d’ott
(VeYo, &) = UVeVro, €) + [¢'?
En utilisant cette égalité dans l'inégalité (1.3.1), on obtient le résultat voulu. ]

On a également un résultat concernant la projection sur la sphére unité en un
point. Soit o € N fixé, et soit I, la projection sur U, N définie de la facon suivante:

N\{o} = UN
11, T ex;);(;(a:)

On a le controle suivant sur la dérivée de I, :

PRrROPOSITION 1.3.3.- Soit x € N, on a
i. (Tp11,)(V7,) =0

11. pour tout & € TN orthogonal a Vo, on a

blél

[(T11,) (§)] < sinh (b7 (2))
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Preuve.- Le point 7. est immédiat.
Pour le point 4i., comme ¢ est orthogonal & V7,, on a

(TI1,)(§) = (T expgl) &)

1
7o()

Soit | = 7o(x), v la géodésique de N telle que v(0) = o et y(I) = z, et soit X le
champ de Jacobi le long de «y tel que X (0) =0 et X (/) =&. On a alors

(T exp, ') (€) = 1X(0)

d’ou
|(T21L,) (§)] = |X'(0)].

Soit 6 € H" (—b?), 4 une géodésique de H" (—b?) telle que 4(0) = 6, et soit X un
champ de jacobi le long de 4 tel que X (0) =0 et | X ()| = | X ()| = [¢].

Dans sa formulation usuelle, le théoréme de Rauch permet de comparer les
normes de deux champs de Jacobi qui ont les mémes conditions initiales; ici, |X]|
et |X| ont la méme valeur en [ et on veut comparer leurs conditions initiales; on
procede de facon analogue.

Soit g(t) = ggg}; ; la fonction g se prolonge par continuité en 0 par g(0) =
g:gg;}; De plus, cette fonction est croissante (la preuve de ce fait est la méme que

dans le cas du théoreme de Rauch, cf par exemple [dC] p.215). Comme g(I) =1,
on a g(0) <1 et |X’(0)] < |X'(0)]. Le calcul dans H"(—b?) donne |X'(0)| = Sbl‘Ifflg))lg
d’olt

bl¢]

sinh(b7,(x)) "

(T2 11,) ()] <
|

Comme la variété N est simplement connexe et & courbures sectionnelles
négatives, elle admet une compactification en prenant les classes d’équivalence de
demi-géodésiques. Plus précisément, deux demi-géodésiques 01,09 : Ry — N sont
dites équivalentes si la fonction ¢ — d(oy(t), 02(t)) est bornée par une constante. Le
bord a 'infini de NV, noté 0N est défini comme étant le quotient de I'’ensemble des
demi-géodésiques de N par cette relation d’équivalence, et le compactifié de N est
N = NUOJyN.

Si on note [o] la classe d’équivalence d’un demi-géodésique o, on a pour tout
0o € N une “projection” de U,N sur 0, N définie par

I { UN — 0N
o £ =[5 exp,(sf)]

Cette application est une bijection, sa réciproque permet d’étendre I, en une ap-
plication de N \ {0} dans U,N.
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On munit alors N d’une topologie qui en fait un ensemble compact. Une base de
voisinages de 6 € 0,V est donnée par les ensembles de la forme

Vore = {z € N|d(z,0) > R et dy,n([,(z),11,(0)) < e}

ou dy,n est la distance sur U,N induite par la métrique de V.
Pour plus de détails sur cette construction, voir par exemple le livre de W. Ball-
mann [Ba).
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Chapitre 2
SUR L’OPERATEUR DE STABILITE
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Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre a 'opérateur de stabilité des sous-variétés a cour-
bure moyenne constante h < 1 dans I’espace hyperbolique. Cet opérateur s’écrit

S=A+m(l—h%—|¢p?

Si d’un point de vue géométrique c’est le nombre de valeurs propres négatives
de S qui a une signification, d’'un point de vue de l'analyse, il est plus naturel de
s’intéresser au nombre de valeurs propres qui sont sous le spectre essentiel. Comme
montré dans [B-C-S1], 'hypothese de courbure totale finie implique que m(1 — h?)
est un minorant du spectre essentiel; on montre ici que, sous cette hypothese, le
nombre de valeurs propres de S qui sont inférieures & m(1 — h?) est fini et on en
obtient une majoration.

Pour ce faire, on va utiliser un résultat da & E. Lieb (cf. [Li]), et & P. Bérard et
G. Besson (cf. [B-B]) sur les variétés riemanniennes de dimension supérieure a 3;
on a besoin pour cela d’un contréle du noyau de la chaleur.

Dans la premiere section de ce chapitre, on montre qu’on a sur M deux inégalités
isopérimétriques (cf. théorémes 2.1.1 et 2.1.3). On montre ensuite, dans la deuxiéme
section, que ces inégalités impliquent les majorations voulues sur le noyau de la cha-
leur (cf. proposition 2.2.2 et corollaire 2.2.3). Dans la troisiéme section, on reprend
la démarche adoptée par E. Lieb et P. Bérard - G. Besson pour obtenir la majoration
du nombre de valeurs propres inférieures & m(1 — h?) dans le cas ou la dimension de
M est supérieure a 3 (cf. théoreme A). Dans le cas de la dimension 2, en reprenant la
preuve du théoréme A avec une autre majoration du noyau de la chaleur, on obtient
également une majoration du nombre de valeurs propres de S inférieures & 2(1 — h?)
(cf. théoreme B).

Plusieurs constantes qui dépendent de différents parametres interviennent dans
ce chapitre; on notera ces constantes avec les parametres en indices.
D’autre part, on rappelle qu’'on désigne par () les hypothéses suivantes:

HYPOTHESES (*).- La wvariété N est simplement conneze, et il existe deuz
constantes positives a et b telles que
~ K(7m) < —b? pour tout 2-plan 7 tangent a N

- |H(z)| < a < b pour tout x € M

27



2.1. Inégalités isopérimétriques

On montre dans cette section le théoréme suivant:

THEOREME 2.1.1.- Inégalité isopérimétrique.
Soit i : M — N un immersion isométrique qui satisfait les hypothéses (x). Il existe
une constante Agpm telle que pour tout domaine Q relativement compact dans M
tel que 02 soit C', on ait

m—1

Agpm Vol(2) m < vol(092)

La méthode de la preuve est une adaptation de celle utilisée par D. Hoffman et
J. Spruck (cf. [H-S]); on commence par montrer un résultat local, puis on passe du
local au global par un argument de recouvrement.

Au début de cette section, on montre qu’on a une autre inégalité isopérimétrique
qui s’obtient simplement par intégration et application de la formule de la divergence.

Une premiére inégalité isopérimétrique

PROPOSITION 2.1.2.- Contréle de div(Vr,).
Soit i : M — N un immersion isométrique qui satisfait les hypothéses (x). Pour
touto € N, on a

div(Vro) = (m — |Vrol*)b(coth(bry) - 7)

Preuve.- Soit z € M, et soit (51,...,§ml une base orthonormée de T, M. La
divergence de Vr, s’exprime en fonction de V7, de la facon suivante:

m

div(Vro)(z) = > (Ve Vro,&)
=1
= Z<€£’(€’FO - (672(0)]\,)’51)
1=1

= Z(%gi%fo,fﬁ—i—Z(Vg fza(vro) )

=1 =1

= Z<€§i%f0v§i> (Z(vi gz) a%ﬁ»
=1 =1

= Z<6§z%F07£Z>+m<H76’FO>
i=1
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ot v désigne la composante normale & M. D’apres le corollaire 1.3.2, on a donc

div(Vro)(z) > beoth(bio(z)) D [&'17 + m{H, Vi)
=1
> (m — |Vro|?)bcoth(bry) + m(H, V7).
Compte tenu des hypotheses, pour tout p € M on a

m(H,Vi,) > —mar/1 — |Vro|?,

div(Vry)(z) > (m — [Vro|2)b <c0th(bro) _ ﬁm—vl_w> .

d’ol
b m—|Vr,|?

A/1— 2
my1 |Vro? < 1, et on obtient

On voit facilement que m—|Vro|2

div(Vro)(z) > (m — |Vro|2)b(coth(bry) — %).

Comme conséquence immédiate de cette proposition, on obtient I'inégalité isopé-
rimétrique suivante sur M :

THEOREME 2.1.3.- Soit i : M < N un immersion isométrique qui satisfait les
hypothéses (x). Pour tout domaine Q relativement compact de M dont le bord 0
est C', on a

(m —1)(b — a)Vol(22) < vol(992)

Preuve.- D’apres la proposition 2.1.2, on a
div(Vre) > (m —1)(b —a)

En intégrant cette divergence sur 2 on obtient

(m—1)(b—a)Vol(Q) < /Qdiv(Vro)

/6 (V1)

< vol(99)

IN

ou v est la normale exterieure a 9€2. [ ]
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Une inégalité isopérimétrique locale

Pour prouver cette inégalité locale, on va encore utiliser la proposition 2.1.2. On
commence par travailler sur le minorant de div(Vr,).
Soit g la fonction définie par

1
905) = Jcoth(bs) = ay’

sa dérivée vaut 1 en 0 et en sy = %ln(gf—Z), et elle est supérieure a 1 sur [0, so] et
inférieure & 1 sur [sp, +0o[. On note f la fonction définie par

f(s) = { g(s) si s € [0, so],

g(so) —so+s sis €]sg,+o0[.

On définit enfin une fonction u par

u(p) = g(so)e™"* exp (/s” %>

pour p > 0, et on la prolonge en 0 par u(0) = 0. Pour le cas ot a =0, on a sp = 0
et on prend simplement f(p) = u(p) = p. On a alors la

PROPOSITION 2.1.4.- Les fonctions f et u ont les propriétés suivantes :

i. pour tout s € Ry, f(s) >g(s) et f'(s) > 1;

i oty = f(p) pour tout p € Ry ;

iti. en 0, u(p) ~p;

Ss)

. u(p) > Kqpp pour tout p € Ry, ot Kpp = e %0 = (21—‘;)

’

v. pour tout p € Ry et tout t € [1,400[, u(p) < tu(g).

Preuwve.- Les points ¢ et 74 se déduisent immédiatement des définitions de g, f et

u.
Pour le point %4, on a pour tout p €]0, so]
p
u(p) = g(sp)e **° exp (/ (bcoth(bs) — a)ds).

50

Par intégration, et en remarquant que g(sg) = 1)22_—“(12, on trouve

sinhbp _
u(p) = —p—e

pour tout p €]0, sg]. Le point #ii suit.
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Le point iv se déduit des majorations 0 < f(s) < g(sg) — so + s qui donnent

P ds g(s0) —so+p 14
O R TP e e pTpn

Le point v est une inégalité de concavité qui résulte du fait que la dérivée seconde
de u est négative. En effet, par 4 on a

ne v uw(p) (L= f'(p))
wile) = f(p)?

qui est négative par 1. [ |

On peut maintenant énoncer le résultat local. Dans cet énoncé, w,, désigne le
volume de la boule unité de R™ et B,(0) désigne la boule extrinseque de centre o et
de rayon p, c’est a dire B,(0) = {z € M|r,(z) < p}.

PROPOSITION 2.1.5.- Contréle local.
Soit i : M — N un immersion isométrique qui satisfait les hypothéses (), soit Q
un ouvert relativement compact de M dont le bord 0Q est C', et soit py > 0 défini

par 1
u(po) = (2%9)) "

W,

ot la fonction u est celle définie ci-dessus.
Pour tout o € Q et tout t > 1, il existe p € [0, po[ tel que

Ka,b
WVOI(Q N Biy(0)) < vol(92 N B,(0)).

Dans [H-S], les auteurs utilisent le champ de vecteurs r,Vr,, et une estimée de sa
divergence. On suit ici la stratégie de leur preuve en utilisant le champ de vecteurs
f(ro)Vr,, et en ayant régulierement recours a la proposition 2.1.4.

On s’intéresse aux quantités Vol(Q2 N B,(0)) et vol(02 N B,(0)); dans le lemme
suivant, on voudrait dériver Vol(2NB,(0)) par rapport & p, mais ce n’est pas partout
dérivable. On va approcher la fonction caractéristique de B, (o) par des fonctions C L

Pour tout € > 0, soit ¢. une fonction C! sur R, croissante, et telle que . (s) =0
pour tout s <0, et ¢.(s) =1 pour tout s > e. On définit ¢, par

be(p) = /Q e — ro())du(2).

On a en particulier lim._,o ¢.(p) = Vol(£2 N B,(0)).
On commence par montrer le lemme suivant :

LEMME 2.1.6.- Pour tout o € §2, tout p > 0 et tout € >0 on a

d

~ g5 (00) 7 6:(0)) < () VoL@ By(0). (2.1.1)
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Preuve.- On note Y, = f(r,)Vr,. En utilisant le point ¢ de la proposition 2.1.4
et la proposition 2.1.2, on a

div(Y,) = f(ro)div(Vry) + f'(ro)|Vrol?
> (m— |V7“o|2)m + £ (ro) [Vro|?
9(ro)
> m.

D’autre part, pour tout p > 0, on a

diV(‘Pe (P - To)Yo) = Pe (P - To)diV(YO) - ‘10,5(,0 - T0)<VT07 Yo)-

En intégrant cette égalité sur 2N B,(0), on obtient

ma.(p) < /Q e (p — o) div(Y,)
! — 7o To To 2 3 —To To To)V
< /Qsog(p (1) [V +/8990(p ) (ro) (Yo, )

ou v est la normale exterieure a 0f2. En utilisant le fait que |Vr,| < 1 et que ¢ et
¢ sont nulles sur R_ on obtient

mbe(p) < F0)6L(0) + £ () / oe(p— o)

0QNB, (o)
< fp)¢i(p) + f(p)vol(92N By(0))

En utilisant la propriété ¢¢ de la proposition 2.1.4, on voit que cette inégalité est
équivalente & I'inégalité (2.1.1). ]

On peut maintenant montrer la proposition 2.1.5:

Preuve de la proposition 2.1.5.- Soit o €]0, po|[, en intégrant (2.1.1) sur [o, po]
on obtient

u(o) "¢ (o) < ulpo) "de(po) + /Opo u(p) " vol(9Q N B,(0))dp.

En faisant tendre € vers 0, et en prenant la borne supérieure sur o, on obtient

sup {u(c)""Vol(2N By(0))} < ulpo) ™ Vol(2N By, (0))
a€]0,p0]

PO
+/ u(p) "vol(022 N B,(0))dp. (2.1.2)
0
Soit 0 € Q et t > 1, supposons que pour tout p € [0, po[ on ait

K.p
————Vol(QN B
vol(02 N B,(0)) < 4tmu(p0)vo (2N Byy(0)),
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et montrons qu’on obtient une contradiction.
Du point 7v de la proposition 2.1.4 on déduit

vol(02 N B,(0)) < Vol (2N By, (0)).
4™ po
Soit
PO
:/ u(p)~"vol(022 N B, (0))dp.
0
On a alors
1 PO
I < / u(p) " Vol(§2 N By, (0))dp
4t™po Jo
1 tpo p —-m
< (tu(;)) Vol(2 N B, (0))dp.
En utilisant le point v de la proposition 2.1.4, on a
I ! " Vol(2 N B d
< — u(p) ™Vol(2N B,(o
= [ o) Vel By (o)
1 Po
< — u(p) " Vol(Q2 N B,(0))dp
4tpo Jo
1 tpo
+— / u(p) " Vol(Q2 N B,(0))dp.
4tp0 Po

Sur [po, tpo], on peut majorer u(p) ™ Vol(2N B,(0)) par u(pe) ™ Vol(£2). On a donc

! sup {u(o)"™Vol(2N By(0))} + iu(po)_mVol(Q).

I<—
4 5€10,p0

En reportant cette inégalité dans (2.1.2) et en majorant Vol(Q2N B, (o)) par Vol(2)
on obtient

1 _m o -m
(1- 4_t) aes}légo[ {u(c)™™Vol(2N By(0))} < Zu(po) vol(€2).

D’apres le point 27 de la proposition 2.1.4, on a

lim u(o) "™ Vol(2 N B,(0)) = wm,

o—0

d’autre part, on a

m 1
u(po) Mvol(Q) = JWm-

On obtient alors 0 < 4% — %, une contradiction car t > 1.
11 existe donc p € [0, po[ tel que
Ka,b

W(pO)VOI(Q N Byp(o)) < vol(02 N B,(o))
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Du local au global: preuve du théoréme 2.1.1

Soit 2 C M un ouvert relativement compact dont le bord est de classe C'. Pour
passer de I’inégalité locale a I’inégalité globale, on va construire un recouvrement de

Q.
Soit ¢t > 2, et p; = (2)7py, j € N. On définit

K
Q; = {0 € Q‘Hp €lpj+1, 4], W(L&Z)O)VOI(Q N Byy(0)) < vol(092N Bp(o))}.

D’apres la proposition 2.1.5, on a Q = UjeN ;. Soient Fy, Fy,..., Fy,... des sous
ensembles de 2 définis par récurrence de la facon suivante:

— Fj est un sous ensemble fini de €2y tel que

- C Ua:EFo B2P0 (LE)
- les ensembles B, (), x € Fy sont deux & deux disjoints.

— si Fy, F, ..., Fy_1 sont connus, soit Dy = Qf \ Uf;é UxeFj Bay (7). F est un
sous ensemble fini de Dy, tel que

- Dy C UwEFk Bayp,, (2)
- les ensembles B, (z), € Fj, sont deux & deux disjoints.

On a construit une famille de points de 2 qui a les propriétés suivantes:
PROPOSITION 2.1.7.-
.. QC UjeN UzeFj Bayp; () ;
ii. les ensembles By, (z), j €N, x € Fj sont deuz a deux disjoints;

11i. pour tout j € N et tout x € Fj, on a

Ka,b
Tirva(pg) VU N Bay, (1)) < vol(92 N By, ().

Preuve.- Les points ¢ se déduit de la construction du recouvrement.

Soient = € Fj et y € Fjy avec k > 0. On a y € Djyg, donc y € By, (7) et
d(z,y) > 2p;j > pj + pjrr- On en déduit que B, (z) N By, (y) = 0. Le point ii suit.

Soient j € N et z € Fj, il existe p €]pj41, pj] tel que

Ka,b
W(pO)Vol(Q N Biy(z)) < vol(992 N By(z)).

Comme p > pji1, on atp > tpjy1 = 2pj, et Vol(2N Byy(w)) > Vol(2N By, (7). De
méme, on a p < pj, donc vol(OQN By(x)) < vol(9Q2N By, (x)). On en déduit le point
11%. [ |
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L’inégalité isopérimétrique se déduit maintenant de la proposition 2.1.7. On a

Ka,b
oy O S DD gy Vol N By, (@)

jEN zEF; mu (po)

< >0 ) vol(992 N By, (x))
jEN IEFJ‘

< vol(99)

En remplacant u(py) par sa valeur, on obtient

1
Ka,bw% m—1

22t Lym Vol(©) m < vol(99),

et en faisant tendre ¢ vers 2, on obtient

m—1

Agpm Vol(2) m < vol(09).
1

_ Ka,bqur? N _ (b—a
avec Agpm = L ou Kop = (b+a)

Ceci termine la preuve du théoréme 2.1.1 [ |

REMARQUE 2.1.8.- On voit sur I'expression de la constante que lim, 5 Agpm =
0; la méthode utilisée ne permet donc pas d’obtenir une inégalité isopérimétrique
pour le cas ou l'on aurait simplement a < b dans les hypotheses (x).

D’autre part, on n’a pas cherché dans la preuve a obtenir une constante optimale
(dans leur preuve, D. Hoffman et J. Spruck introduisent un parameétre supplémen-
taire qui apparalt dans la constante et qu’ils peuvent choisir en fonction de la di-
mension de M pour optimiser la constante).

2.2. Controle du noyau de la chaleur de M

On montre dans cette section que les inégalités isopérimétriques obtenues im-
pliquent une majoration du noyau minimal de la chaleur de M, ce résultat classique
est di & N. Varopoulos (cf. [Va]).

On va utiliser ces inégalités sous la forme d’inégalités de Sobolev: c’est un
résultat bien connu dia & V.G. Maz’ya, et a H. Federer et W.H. Fleming que les
inégalités isopérimétriques sur une variété riemannienne sont équivalentes a des
inégalités de Sobolev (avec les mémes constantes). Pour une preuve de ce fait,
voir par exemple larticle de R. Osserman sur l'inégalité isopérimétrique (cf. [Osl]
théoreme 3.1). Dans notre cas, on a la

PROPOSITION 2.2.1.- Soit i : M — N un immersion isométrique qui satisfait
les hypothéses (). Pour tout fonction f sur M de classe C' et a support compact
on a

Agpmlfllzz <Vl (2.2.1)
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et
(m=1)(b=a)|fll < IVl (2.2.2)
ot la constante A, pm est celle définie dans I’énoncé du théoréeme 2.1.1.
Soit K (t,z,y) le noyau minimal de la chaleur sur M ; la fonction K est une

solution fondamentale de ’équation de la chaleur et satisfait entre autre

0K
AyK(t,.’E,y) + W(t’xay) =0

ou A, désigne le laplacien par rapport & la variable y; on notera de méme V,K le
gradient par rapport a y.
On a par définition

K(t,z,y) = sup{Kq(t,z,y)|2 C M relativement compact}

ou Kq(t,z,y) est le noyau de la chaleur sur € avec condition de Dirichlet au bord.
On a sur K le contrdle suivant :

PROPOSITION 2.2.2.- Soit 1 : M — N un immersion isométrique qui satisfait
les hypothéses (x). Il existe deux constantes Bgp m et B;,b,m telles que

K(t,z,z) < Ba,b,mtf% pour tout t €]0, 00|

et
K(t,z,z) < Baybymefd pour tout t €]1,+00]

\ m—1)2(b—a)?
on ¢ = M= (=) )4( sy

Preuve.- On va montrer que ces estimées sont satisfaites par Kq, pour tout
domaine € relativement compact dans M, les constantes B, ,, et B; b.m Obtenues
étant indépendantes de ). v

Soit 2 C M un ouvert relativement compact, on note

ka(t,z) = /QKS%(t,x,y)dv(y) = Kq(2t,z,x).

On va travailler sur kg. On a

Blm 8KQ
o = 2] Kaltow) 22 (ta.p)duly)

_ / Kolt,o,y)A Kot z,y)do(y)
Q

- / IV, Kalt,,y)Pdv(y).
Q
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En appliquant 'inégalité de Holder, on obtient

2m_ _2
ko(t,z) = QKé"“(t,x,y)K&“(t,w,y)dv(y)
2

< (/QKg%(t,ﬂw)dv(y))ﬁ_j(/QKsz(t,fc,y)dv(y))T

m—1

< (/QKg%(t,w,y)dv(y))m_“-

En appliquant I'inégalité (2.2.1) & la fonction f2, et en utilisant I'inégalité de
Holder, on obtient

m—1

([ =) <m ([ ([ 19p)

pour toute fonction f de classe C'! & support compact, o B’ = A24 . En appliquant
a,b,m

cette inégalité & K et en utilisant I'inégalité précédente, on obtient

m41 m—1

kéT(t,x) < (/QKg%(t,x,y)dv(y)ym

< B'(/MKg(t,x,y))(/Q|VyKQ(t,w,y)|2dv(y))

B’ Okq
< = 22 (¢ ).
< 5 kq(t,z) pr (t,z)

La fonction kq vérifie donc 'inégalité différentielle

m+2 B’ 8kQ
m — = <0.
ko™ (t,z) + 5 (t,z) <0
-2
Soit h = kJ* , on a
m+2 mB' Oh
ka (tax)(l - 4 E(tax)) <0

Comme kg est une fonction positive on a
o 4
ot — mB’

et comme h(0) = 0, on obtient en intégrant

t

h(t,z) >
(7$)—mB/

et
mB’ %

)2t”

|3

ko(t,z) < (

d’ou
KQ(t7 €, .T) < -Ba,b,mt_7
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3

(2m)%
A™ '
a,b,m

Pour la deuxieme estimée, la méthode est similaire. En appliquant I'inégalité
(2.2.2) & la fonction f? et en utilisant I'inégalité de Hélder, on obtient

m=120-a?( [ 112 <4 [ s

pour toute fonction f de classe C' & support compact. En appliquant cette inégalité
a Kqg,on a

ou Ba,b,m =

Okq

(m - 1)2(b - a’)ZkQ(ta $) < _2W(ta $)
Comime kg est une fonction strictement positive, on a
1 0Okq ,
= T (¢ < —
Folt) ot b¥ S ¢

(m—1)%(b—a)?

oud = 5 . En intégrant sur [1,¢], on trouve

ka(t,z) < ko(1,z)e” 170

et on obtient finalement
Kq(t,z,z) < B, e

a,b,m
0 B — -5 (m-1%0b-a)?y _ m?% (m—1)?(b—a)? <o
ou By = Bapm2 2 exp( 3 ) = A?bmexp(f), et ol ¢ =

(m—1)*(b—a)?
1 .

Comme conséquence de ces deux majorations, on a le controle suivant :

COROLLAIRE 2.2.3.- Pour tout o > 0, il existe une constante Cy qpm telle que
K(t, Z, LE) < Coz,a,b,mtigia
pour tout t €]0, +00]

Preuve.- Soit C'

wabm définie par

C! = max (1, sup (t%"'rae_c’f))

a,a,b,m
[1,+00]

Pour tout ¢ €]0,1], on a ¢t~ 2 < ¢ 2%, et comme Chapm = 1, ona 2 <

(I):,a,b,mt_%_a' D’autre part, on a e < O&,a,b,mt_%_a pour tout ¢ € [1, +oo[. En
utilisant les deux estimées de la proposition précédante, on obtient

K(t, Z, LE) < Coz,a,b,mt_%_a

pour tout ¢ €]0, 400, oit Cy g pm = C/,

/
a,a,b,m ma’X(Ba,b,m’ Ba,b,m)‘ u
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2.3. Majoration de l'indice

On suppose dans cette section que la variété N est I'espace hyperbolique a cour-
bure —1 de dimension m + 1, et que 'immersion est & courbure moyenne constante
strictement inférieure & 1; cette immersion satisfait les hypotheéses (), et on a donc
sur ’hypersurface M les controles du noyau de la chaleur donnés par la proposi-
tion 2.2.2 et le corollaire 2.2.3.

L’opérateur de stabilité de M s’écrit

S =A+m(l—h%) |

Comme on va chercher & majorer l'indice de M, on va considérer I'opérateur
S agissant sur C§°(M), c’est & dire qu’on va s’intéresser & Ind'(M) (cf. chapitre 1
section 2).

On va chercher & majorer Ind’(M) sous une hypotheése de courbure totale finie
(ie. [, |¢™dv < o0). Cette hypothese implique que la fonction |¢| tend vers 0 &
Vinfini (cf [B-C-S2] théoreme principal); elle est donc bornée. On en déduit que S
est essentiellement auto-adjoint (cf. [B-C-S1] proposition 2).

L’indice de Morse de M est défini comme la borne supérieure des indices des
ouverts relativement compacts de M, mais dans notre cas, on pourrait le définir
directement comme le nombre de valeurs propres négatives de l’extension auto-
adjointe de S.

Plus généralement, pour un opérateur R essentiellement auto-adjoint, on notera
Ne(R) le nombre de valeurs propres (comptées avec multiplicités) de Pextension
auto-adjointe de R qui sont inférieures & e. Si, comme dans notre cas, R est de la
forme A+V avec V un potentiel continu, on a pour R une notion “d’indice” : Z(R) =
sup{No(Rq)|Q ouvert relativement compact deM}, ot Rq désigne extension auto-
adjointe de A + V agissant sur C§°(€2).

On a entre Z(R) et Ny(R) la relation suivante (cf. [B-C-S1] proposition 3) :

PROPOSITION 2.3.1.- Soit M wune variété riemannienne compléte, et soit R
Vopérateur A+V agissant sur C§°(M), ou V' est une fonction continue, on a alors :
i. si Z(R) < oo alors R est essentiellement auto-adjoint et Ny(R) < oo ;

ii. si R est essentiellement auto-adjoint et No(R) < oo, alors T(R) < oo, et
I(R) = No(R)

Dans notre cas, on pourra utiliser indifféremment 1’'une ou ’autre des deux ap-
proches.

Le cas de la dimension supérieure ou égale a 3

On suppose d’abord que la dimension de M est supérieure a 3; compte tenu de
la proposition 2.2.2, on peut utiliser le résultat de E. Lieb (cf. [Li]) et P. Bérard -
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G. Besson (cf. [B-B] théoréme 37); on reprend ici la preuve donnée dans [R-S] (cf.
[R-S] vol. IV, théoréme XIIL12).
On obtient le résultat suivant :

THEOREME A.- Soit i : M™ — H™ ' m > 3, une immersion & courbure
moyenne constante h < 1. Si fM |p|™dv < oo alors le nombre de valeurs propres
de Dopérateur de stabilité qui sont inferieures & m(1 — h?) est fini; il existe une
constante Dy, , telle que

No1-1)(8) < Da [ 101"

Preuve.- Soit T l'opérateur A — |¢|? agissant sur C§°(M). Cet opérateur est
essentiellement auto-adjoint; on note encore 1" son extension auto-adjointe.

Pour un ouvert €2 relativement compact dans M, on note T, 'extension auto-
adjointe de Popérateur A — |¢|? agissant sur C§°(£2). On cherche & majorer No(T);
compte tenu de la proposition 2.3.1, il suffit de majorer Ny(T) pour tout €.

Dans la suite de la preuve, on notera W = |¢|?. La premiére étape de la preuve
consiste & majorer N'_.(Tq) par la trace d’un opérateur.

On remarque d’abord que N_.(T§) est égal au cardinal de 'ensemble

I = {X €]0,1]| — € est valeur propre de A — A\W}.

Cette égalité vient du fait que les valeurs propres de A — AW, en tant que fonctions
de A, sont continues, décroissantes (car W est une fonction positive), et positives
pour A =0 (cf. [R-S] vol. IV, lemme p.98).

Pour p € N on introduit 'opérateur R, défini par

NI

p
R,=W:2 <Z(—1)’“C’;(A +EW + s)1> W,
k=0

Soit F), la fonction définie par

P

1

Fp(u) = Z(—l)kcﬁl Tk’
k=0

on a également
P
plu

(1 +u) (1 +20).(1 + ku)’

On montre 1’égalité en remarquant que la différence de ces deux expressions est une
fonction entiere qui tend vers 0 & l'infini. On en déduit que l'opérateur R, s’écrit
aussi

Fp(u) =

p
R, =pW3(A +¢)~! ( [Iw+rw+ e)*l)W%.
k=1
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On remarque notamment sur cette expression que l'opérateur R, est positif.
On v01t facilement que si ¢ est vecteur propre de A — AW de valeur propre —¢,

alors W2<,0 est vecteur propre de R, de valeur propre j = k:O( )kC]If A}rk =

1F ( ). De plus, en utilisant la seconde expression pour F,, on remarque que j >

p+1
On en déduit que N_.(Ty) est inférieur ou égal au cardinal de ’ensemble

1
J={p>— t val de R,}.
b {,u_p+1|u est valeur propre de R}

Comme d’autre part 'opérateur R, est positif, on a les majorations suivantes:

Nfe(TQ) < Z 1

neJp
< (p+1) Y p
BEJp
< (p+1)Tr(Rp)
< (p+1)D (-DFCEITH(W(A+EW +6)7")
k=0

Comme l'opérateur A + kW est autoadjoint positif, et € > 0, on a (A + kW +
6)71 — fOOO eft(A+kW)efetdt, d’ot

N (To) < (p+1) / ) CETr(We HATEW) et gy

ou on a utilisé la positivité de l’intégrand pour intervertir la trace et l'intégration.
Par le théoréme de convergence monotone, on peut faire tendre € vers 0, et on obtient

M(To) < (p+1 / )ECETr(WeHATEW)) g1,

La seconde étape consiste & évaluer la trace des opérateurs We HATEW) e ge

ramenant & des opérateurs a noyaux. On utilise pour cela la formule de Feynman-Kac
(cf. [R-S] vol. II, p.279) : Popérateur e “A++W) 4 un noyau donné par

_t(A+kW)(x7y) :/exp / Wy du d,“:v,y, (7)

ou I' est I'espace des chemins dans €} et dpu;,; est la mesure de Wiener condi-
tionnée sur I' (pour les constructions des mesure de Wiener et mesure de Wiener
conditionnée, cf. [R-S] vol. I, p.277 et [R-S] vol. IV, p.102).

L’opérateur We HATEW) 1o 5 priori, pas de noyau; cependant, on montre
par une preuve analogue a celle de la formule de Feynman-Kac que l'opérateur
e S(AHEW) 7o (t=s)(A+kW) 5 un noyau donné par

—SAHRW) o= (=) AHEW) (4 0y = / W (v(s)) exp / W (y du dua:,y, (7)-
r

41



Finalement, on obtient
Tr(We HATEW)) — //W exp /W du d,uwwt( )dv(z)

- ///W exp /W du du”t( )dv(z)ds
= // /W ds exp /W du dum:t( )dv(z)

ou on a utilisé le fait que la partie droite de 1’égalité ne dépend pas de s, et le fait
que l'intégrand est positif.
Revenons & la majoration de Ny(Ty). On note g, la fonction définie par

gp(u) =u Z C’;(—l)ke_k“ =u(l —e )P,

on a alors

No(To) < (p+1 / //gp /W ds dumt( )dv(z )Cit

D’autre part, il existe u, > 0 tel que la fonction g, est convexe sur l'intervalle
[0,u,] et concave sur Ju,,+oo[. On majore alors la fonction g, par la fonction f,
définie par

| gp(u) si0<u<u
fp(u) = { Ip(up) + (u —up) gy, (up)  siu>uy, '

La fonction f), est convexe et supérieure & g,. En utilisant I'inégalité de Jensen, on

obtient
w( [ woenas) < 5( [ wonas

+ [ s
No(Ta) < (p+1 / ///fp (W (v(s)))dpsa et (v )dsdv(w)%-

Par construction de la mesure de Wiener, on a

IN

IN

d’ou

/ﬁ dmﬂ>=4mmwwmmmwmuﬂwmmw

ou Kq est le noyau de la chaleur sur  pour le probleme de Dirichlet. En reportant
cette égalité dans I'inégalité précédente, en intervertissant les sommations en z et y,
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et en majorant Kq par le noyau minimal de la chaleur sur M, on obtient

No(To) < (p+1) / h / /Q Fo(EW () K (£, y)do(y)ds 2

t2
< (pt1) /Q / LW ) Kty y)do(y)

t
< (4 1)Buim /Q /0 W () do(y)

g (2.3.1)

ol on a utilisé le contréle sur le noyau de la chaleur de M donné par la proposi-
tion 2.2.2. Par changement de variable (on pose s = tW(y)), on obtient

NO(TQ)

IN

(p+1Bh1m// fy(9)s™ B W ()% dsdu(y)

4 DB [ s Has) ([ waTan)

Comme f;,(8) ~4oo cs et m > 3 d’une part, et f,(s) ~o sPT! d’autre part, en prenant
p> 2 — 1 lintégrale [;* fp(8)s™1~ % ds est finie, et on a donc

IN

No(To) < Dy /M W (y) % do(y)

avec D = (0 + 1)Bhim [y fp(s)s™ =% ds, oup = E(%)
Finalement, en prenant la borne supérieure sur tous les ouverts relativement
compacts de M, on obtient la majoration voulue:

No(T) < D / ™ do
M

On remarque sur 'expression de la constante Dp, ,, que I’hypothese m > 3 est
nécessaire dans la preuve du théoreme A.

Le cas de la dimension 2

On suppose maintenant que la dimension de M est égale a 2. Dans ce cas, la preuve
du théoreme précédent ne donne rien, et on n’a pas en général de majoration ana-
logue: si on considére un opérateur de la forme A — W sur une variété M, ou
W est une fonction positive, on peut montrer, en utilisant I’invariance conforme de
Iintégrale de Dirichlet, que si M est conforme & une surface de Riemann privée d’'un
nombre fini de points, alors Z(A — W) > 1 (cf. [B-B] appendice 1).

Dans notre cas, compte tenu du corollaire 2.2.3, on a une majoration du noyau
de la chaleur qui nous permet de reprendre la méthode de la preuve. On obtient le
résultat suivant :
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THEOREME B.- Soit i : M? — H?, une immersion & courbure moyenne
constante h < 1. 5% fM |p|2dv < 0o alors le nombre de valeurs propres de l'opérateur
de stabilité qui sont inférieures a 2(1 — h?) est fini; pour tout a > 0, il existe une
constante Dy, o telle que

Nogtn)(S) < Dh / 812
M

Preuve.- Comme précédemment, hypothese [,, |$|* < oo implique que |¢| tend
vers 0 & I'infini; donc |@| est bornée et [}, |p[*"2* est finie.

En suivant la méme démarche que dans la preuve du théoréme A, 'inégalité
(2.3.1) devient

No(To) < (0 DCasz [ [ HW @) a0

ou on a utilisé la majoration donnée par le corollaire 2.2.3.
Avec le méme changement de variable on obtient

No(T) <+ DCunsa( [ ohs2ds) ([ Wi tean(y)

Comme a > 0, pour p > « l'intégrale fooo fp(s)s™27%ds est finie, et il existe donc
une constante Dy, telle que

No(To) < Dia /M W () dv(y)

En prenant la borne supérieure sur les ouverts (2 relativement compacts dans M
on a finalement

No(T) < Dpa / 22 d
M
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Chapitre 3
COMPACTIFICATION
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Introduction

On montre dans ce chapitre un résultat de compactification analogue a celui
obtenu par G. de Oliveira pour les sous-variétés minimales de I’espace hyperbolique
(cf. [dO] théoreme A); on étend ce résultat au cas ou la courbure moyenne est
constante et strictement inférieure & 1 (cf. théoréme C). La preuve de G. de Oliveira
est en deux parties: une partie analytique qui consiste & montrer que la norme du
tenseur ¢ tend vers 0 & l'infini, et une partie géométrique qui consiste & en déduire
le résultat final en étudiant la fonction distance extrinseque.

P. Bérard, M. do Carmo et W. Santos ont généralisé la premiére partie au cas des
sous-variétés a courbure moyenne constante (cf. [B-C-S2| théoreéme principal); on
généralise ici la seconde partie au cas des immersions qui satisfont les hypothéses (x)
(cf. théoréme 3.2.1).

On rappelle qu’on désigne par () les hypothéses suivantes:

HYPOTHESES (x).- La wvariété N est simplement conneze, et il existe deuz
constantes positives a et b telles que
~ K(7) < —b? pour tout 2-plan 7 tangent a N

- |H(z)| <a < b pour tout x € M

3.1. La distance extrinseque

On étudie dans cette section la fonction distance extrinseque sur M a l'aide des
résultats obtenus a la section 1.3. On s’intéresse plus particulierement & ses points
critiques.

LEMME 3.1.1.- La hessienne de .
Soit o € N, pour tout champ de vecteurs X sur M, on a

(Hessro)(X, X) > (|X|? — (X, Vro)?)bcoth(br,) + (Viy, A(X, X)) + (Vro, Vé)i)i)

Preywve.- Soit X un champ de vecteurs sur M, on a
(Hessro)(X,X) = X.(Vry, X)
= (VxVry, X) + (Vry, VxX)
= (VxVre, X) + (Vr,, Vx X).
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D’autre part, on a Vr, = Vi, — (V7,)Y, donc
(VxVro, X) = (Vx Vi, X) — (Vx (Vi)Y X).
D’apres le corollaire 1.3.2, le premier terme de cette différence se minore:
(VxVie, X) > |X"*bcoth(br,)
> (IX]? = (X, Vr,)?)bcoth(br,).
D’autre part, le second terme donne
—(Vx(Vig)V, X) = ((?'FO)NanX>
= (V7,, A(X, X)).
En sommant ces deux résultats, on obtient 'inégalité voulue. [

Soit y(s) une courbe de N paramétrée par la longueur d’arc, et soit f(s) =
To(7(s)). En appliquant le lemme 3.1.1 & la sous-variété -y, on obtient :

f"(s) = (1 = f'(s)*)bcoth(bf (s)) + (Vio, Vs 7} (7(s)) (3.1.2)

LEMME 3.1.2.- Soit o € N. Si x € M est un point critique de r,, et si la partie
¢ de trace nulle de la seconde forme fondamentale vérifie |¢|(z) < bg“, alors x est
un minimum local strict.

Preuve.- Soit £ € TaM, on a A(,€) = ¢(&,€) + H|¢|2. Comme (Vr,)(z) =0, la
relation (3.1.1) devient

(Hessro) (X, X) > [€[?bcoth(bro) + (Vo $(€, €)) + (Vio, HY[E[?
b_
> Blel® — 5 lel — aleP
b—a, o
> ¢

De la méme fagon, on montre le lemme suivant :

LEMME 3.1.3.- Soit 0 € N, et soit v :Jt1,t2[— N une courbe paramétrée par la
longueur d’arc telle que |V < b. Soit f(s) = 7o(y(s)). Si f a un point critique
so €]t1,ta], alors sg est un minimum local strict.

Preuve.- Comme f'(sg) = 0, I'inégalité (3.1.2) donne

F"(s0) > beoth(bf(sg)) — b > 0.

Enfin, on a pour les courbes de N le résultat suivant:
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LEMME 3.1.4.- Soit~y : [0,t[— N (t < 00) une courbe paramétrée par la longueur
d’arc, telle que V57| < 6 < b. Alors
1. 7y est plongée;

R
o

i, d(7(0),7(s)) > sy/1 —

Preuve.- i. 7y est plongée

Supposons qu'il existe s; et s9 tels que s; < so et y(s1) = y(s2). Soit 0 = y(s1)
et f(s) = 7o(y(s)). Comme f(s1) = f(s2) =0 et f'(s1) = 1, la fonction f possede
un maximum local dans |s1, so[, ce qui contredit le lemme 3.1.3.

ii. d(7(0),7(s)) > 51/1— 4

Soit 0 = v(0), et f(s) =7o(s); ona f/(0)=1.

Remarquons d’abord que f est croissante. Supposons qu’il existe so € [0, ¢] tel
que f'(sp) = 0. Par le lemme 3.1.3, sg est un minimum local strict. Soit s; tel que
f(s1) = sup{f(s)|s € [0,50]}, s1 est un point critique qui est un maximum, ce qui est
impossible par le lemme 3.1.3. Donc la dérivée de f ne s’annule pas et est strictement
positive.

Supposons maintenant qu’il existe so tel que f'(s2) < /1 — %. Comme f'(0) =1,
on a sy > 0, et il existe s3 €]0, so[ tel que f"(s3) < 0et f'(s3) < /1 — %. Or d’apres
I'inégalité (3.1.2), et comme f’(s3) est positive, on a

f'(s3) > (1 f'(s3)*)bcoth(bf(ss)) — 9
)
> (I1-1+4+ g)bcoth(bf(:;g)) -4
0.

\%

Oun obtient une contradiction, donc pour tout s € [0,¢[ on a f'(s) > /1 — %.
Comme f(0) = 0, on obtient le résultat voulu par intégration. [

3.2. Un résultat de compactification

On généralise ici la partie géométrique de la preuve du théoréme de G. de Oliveira
(cf [dO] théoreme 2.1). La méthode utilisée est similaire & celle adoptée dans [dO].

THEOREME 3.2.1.- Soit i« : M < N wune immersion qui satisfait les
hypothéses (x). On suppose de plus que |¢| tend vers 0 a linfini, on a alors :

1. [tmmersion i est propre ;

1. Uimmersion i est transverse auz sphéres géodésiques de N de rayon suffisam-
ment grands ;
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19t. la variété M est diffeomorphe a Uintérieur d’une variété compacte & bord M,
et l'immersion se prolonge continiment en une application

72: M — N.

Preuywve.- Soit 0 € N, et soit € = b*T“ Par hypothese, il existe un compact K C M
tel que que sur M \ K on ait |¢]| <e.

Dans la suite, on notera ¥ = max{r,(z)|z € K}. On a également |p| < e sur
M\ By, o, pour tout p > 0, B, désigne le boule extrinseque de centre o et de rayon p,
c’est & dire B, = {x € M|r,(z) < p}. De méme, on notera S, = {z € M|r,(z) = p}
la sphere extrinseque de rayon p et de centre o

Remarquons d’abord que si v = I —+ M est une géodésique telle que pour tout
s€l,v(s) € M\ K alors on a une borne sur la courbure de  en tant que courbe
de N. Plus précisement, on a

Vidl = A,
= |¢(3,7) + H]|
< a-+b
- 2
< b.

En particulier, 7y satisfait les hypotheses des lemmes 3.1.3 et 3.1.4

1. L'immersion est propre

On va montrer que 'image réciproque par i d’'une boule de IV est bornée dans
M ; pour ce faire, on va majorer la distance de z & K en fonction de r,(z), pour
tout z € M \ K.

Soit x € M \ K, soit | = d(z, K), et soit v une géodésique de M paramétrée par
la longueur d’arc qui réalise la distance entre K et z, telle que v(0) € K et y(I) = z.

Pour tout s €]0,![ on a y(s) € M \ K; compte tenu de ce qui précede, et par le

lemme 3.1.4 on a
~ 0
A (0)71() 2 5y [1- 5,

et par 'inégalité triangulaire on obtient
J _
d(z,K){/1— 5 <rolz)+T

1. Limmersion est transverse auz spheres géodésiques de N

Montrons que r, n’a pas de point critique sur M \ Bjy.

Supposons que ce ne soit pas le cas; soit x € M \ By un point critique de r,,
et soit 7 : [0, +oo[— M une géodésique de M paramétrée par la longueur d’arc qui
réalise la distance entre By et x, telle que v(0) € By, et y(I) =z (ou [l = d(Br,x)).

ce qui prouve l’assertion i.
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Soit f(s) = ro(v(s)), comme x est point critique de r,, [ est point critique de f.

Comme précédemment, on a y(s) € M\ K pour tout s €]0, 400, donc |%;,'j/| < b,
et il suit par le lemme 3.1.3 que [ est un minimum local strict de f.

Soit sp €]0,1[ tel que f(so) = max{f(s)|s €]0,![}, so est un maximum local de
f, ce qui contredit le lemme 3.1.3 et prouve ’assertion %i.

115. Compactification de M

On définit sur M \ Br le champ de vecteurs X = |VVT';°‘2. Comme 7, n’a pas de
point critique dans M \ By, le champ X est bien défini. Soit 1, le flot de X, pour
tout ¢ > 0, ¢4 induit un difféomorphisme de Sy sur S7i;. Dans la suite, pour tout

y € Sr, on notera y; = P(y).

LEMME 3.2.2.- 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout y € Sr et tout
t >0 on ait |[Vr,|(y) > c.

Preuve.- Soit y € Sr, et soit ¢, (t) = [Vro|?(y:). On a
cpgl(t) = 2(VxVr,, Vry)
= 2(VxVr,, Vro)
= 2|V, (VxVr,, X).
Par un calcul similaire & celui de la preuve du lemme 3.1.1, on obtient
(VxVro, X) > (|X]2 = (X, Vro)2)bcoth(bro) + (Vio, A(X, X))
d’ou

Vr, Vr,

~g,(t) > (1—|v7«0|2)bcoth(bro)+(wo,A(W,|w|))

(1—|Vro>)b—e—a
—bypy (t) + €.

Soit A = inf{|Vr,|*(y)|y € S;}, comme r, n’a pas de point critique sur M \ By,
onaA>0.

Soit au(t) = £(1 — e 2!) + Ae~ %! ]a solution de I'equation différentielle £o/(t) +
ba(t) = € telle que a(0) = A.

Soit B(t) = ¢y (t) — a(t), on a $6'(t) + bB(t) > 0 et B(0) > 0, on en déduit que
[ est une fonction positive. On a donc

(,Dy(t) > (1 _ e—2bt) +Ae—2bt

S ™

ce qui prouve le lemme. [ |
Pour tout ¢ > 0, soit x; I'application définie par

{ Sy — U,N
At y = o(ye)
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Pour tout ¢t > 0, x; est une immersion, de plus on a le résultat suivant :

LEMME 3.2.3.- La famille d’immersions (x¢)i>0 converge uniformément quand
t tend vers 'infini, vers une application Xoo

Preuve.- On va majorer |%(y)| uniformément en y. On a

XL y) = (13,T1) (X (31)

Donc, d’apres le lemme 1.3.3 on a

oxt b| X"
ZAb < =0
o S S

ol X™ est la composante de X normale & V7,. On a X = Vi, + X*, dou | X"|? =
—Wi 7 — L. Par le lemme 3.2.2 il vient que [X"| < 1 on obtient donc
Dagye b
ot csinh(b(7 + t))

Cette majoration implique la convergence uniforme de (x;)¢>o vers une application
Xoo continue de Sy dans U,N. En effet, on a

ot O
iy O ) i) < [ 1wl

< / o bdt
~ Ji, csinh(b(r +1))
qui tend vers 0 quand g tend vers +oo. [ |

Soit ¥ : Sz x Ry — M \ B; l'application définie par U(y,t) = 1¢(y); cette
application est un difféomorphisme.

On note Ry = Ry U {400} le compactifié de R, et on définit le compactifié de
M par M = Br U (Sp x Ry) = M U0y M, ol 95oM = Sz x {+00}.

Enfin, on définit 7 par

i) = { i(z) Esiz € M,
oo (Xoo(y)) siz = (y,00) € oM.

Montrons que 7 est continue. Soit (z;) en une suite de points de M qui converge
vers z = (y,400) € OoxM. On peut supposer que pour tout j, z; € M \ By, et on
écrit z; = ¥(y;,t;). On a en particulier que lim o t; = 400 et lim; o y; = y. De
plus, on a Ho(xj) = Xt; (yj) et Ho(x) iXoo(y)'

Compte tenu de la topologie de N (cf. chapitre 1 section 3), on veut montrer
que pour tout R > 0 et tout € > 0 on a, & partir d’un certain rang r,(z;) > R et
dy,n (o (), o(z)) <e.
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Or on a r,(x;) = t; qui tend vers l'infini et

du,n (o (25), Io(2)) = du,n (Xt; (Y5)s Xoo (y))

On conclut alors grace a l'uniforme convergence de xi; vers xoo et a la continuité de

Xoo+
Ceci termine la preuve du théoréme 3.2.1. [ |

Si on suppose maintenant que 'espace ambiant est ’espace hyperbolique a cour-
bure —1, et que la courbure moyenne de I'immersion est constante et inférieure
strictement a 1, les hypotheses (x) sont satisfaites; d’autre part P. Bérard, M. do
Carmo et W. Santos ont montré que sous 'hypothese |’ [ dv < o0, la norme du
tenseur ¢ tend vers 0 a U'infini (cf. [B-C-S2] théoréme principal). On obtient donc un
théoreme analogue a celui obtenu par G. de Oliveira pour les sous-variétés minimales
de I’espace hyperbolique:

THEOREME C.- Soit i : M™ < H" une immersion a courbure moyenne
constante h < 1. Si [, |¢|™dv < oo alors

1. 'immersion © est propre ;

1. 'tmmersion i est transverse aux sphéres géodésiques de N de rayon suffisam-
ment grands ;

19t. la variété M est diffcomorphe o Uintérieur d’une variété compacte & bord M,
et l'immersion se prolonge continiment en une application

T

M —>H .
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Chapitre 4
SURFACES DE DELAUNAY
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Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude des surfaces de révolution & courbure moyenne
constante dans H?. On commence par en étudier la géométrie en suivant la méthode
utilisée par J. Gomes (cf. [Go]).

On montre ensuite qu’on a une interprétation cinématique analogue a celle
donnée par C. Delaunay dans lespace euclidien: les méridiennes de ces surfaces
sont les trajectoires du foyer d’une conique qui roule sans glissement sur 'axe de
révolution. Pour ce faire, on procéde en trois étapes: on commence par définir
le roulement sans glissement dans Pespace hyperbolique (cf. définition 4.2.9); on
cherche ensuite une équation des courbes a faire rouler (cf. proposition 4.3.1), et on
montre que ces courbes ont des propriétés focales analogues a celles des coniques eu-
clidiennes (cf. proposition 4.3.2) ; on montre enfin, & 'aide de ces propriétés focales,
que ces courbes engendrent les méridiennes des surfaces de révolution & courbure
moyenne constante (cf. théoréme D).

4.1. Géométrie des surfaces de révolution a courbure moyenne constante

Soit G le sous-groupe des isométries de HP laissant une géodésique I' point par
point invariante. Plagons-nous dans le modéle de la boule, soit B3 = {(u,v,w) €
R3|u? + v? + w? < 1} munie de sa métrique hyperbolique. Prenons pour T' la
géodésique v = w = 0. Les éléments de G sont alors les rotations euclidiennes d’axe
v = w = 0 restreintes & B>. Dans la suite, on notera B% = {(u,v,w) € B3lw = 0}
et B2 = {(u,v,0) € B?|v > 0}. Chaque orbite de G coupe B? orthogonalement en
un point unique, et espace B? est engendré par I'action de G sur Bi.

Soit s Dlabscisse curviligne de T' telle que I'(0) = 0. Prenons sur Bi les co-
ordonnées de Fermi: soient m € Bi et p sa projection hyperbolique sur I, la
premiere coordonnée x de m est I'abscisse de p sur ' et la deuxiéme coordonnée y
de m est d(m, p) ou d est la distance hyperbolique. Dans ces coordonnées, la métrique
hyperbolique sur B2 s'écrit (cf. [Bu] p. 4):

9p2 = cosh?y dz? + dy?.

Soit C(s) une courbe de Bi paramétrée par 'abscisse curviligne, et soit M la
surface de B? engendrée par 'action de G sur C. Notons z(s) et y(s) les coordonnées

de C(s), et a(s) langle entre C(s) = %(s) et 6%. OnaC = Csoi;fya% + cosaa%. Soit
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__ cosa O 3 0 tal N :
1 = Zoshy oz — SiNQg, un vecteur unitaire normal & M, et soit v le champ de vecteurs

tangents aux orbites de G.

figure 4.1.1

Pour des raisons de symétrie, C et v sont les directions principales de courbure de
M. Soit D la connexion riemannienne de H?, notons ky = (DsC,n) et ks = (D,v,n)

les courbures principales de M, et H = '“QL'“ la courbure moyenne de M, un calcul
donne la

PROPOSITION 4.1.1.- Les courbures principales de M sont

do

by —
! ds

+ sina tanhy

k9 = sina cothy

La courbure moyenne H de M wvérifie

d
2H = d_a + sina(tanhy + cothy).
s

Supposons dorénavant que la courbure moyenne de M est constante. Pour étudier
ces surfaces, suivant ainsi la méthode utilisée par J. Gomes (cf. [Go]), on va étudier
le systeme différentiel suivant :

f(ii_f; = 2H — sina(tanhy + cothy) (4.1.1)
Z—? = cosa h

On supposera dans la suite qu’on a H > 0. Si tel n’est pas le cas, on considere
la courbe B définie par B(s) = C(—s). Cela revient a changer 1'orientation de M, et
donc le signe de H.

Le premier point important est que ce systeme possede une intégrale premiere :

PROPOSITION 4.1.2.- Soit F(y,«) = —H sinh®y + sinhy coshysina, F est une
intégrale premiére du systéme (4.1.1).

De plus, on o F(y,a) = sinh2yk2;2k1, et si on note K la valeur de F, la
méridienne de M vérifie [’équation

dz

— H sinh?y + sinhy cosh?y I
s

K
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Preuve.- On montre facilement par le calcul que % =0.

La seconde expression de F' se déduit des expressions de H, k; et ko.
L’équation se déduit du fait que sina = coshyz—f. [ |

REMARQUE 4.1.3.- La seconde expression de F' nous dit que cette intégrale
premiere est un invariant géométrique qui “mesure” le défaut d’ombilicité: si F
s’annule, alors M est totalement ombilicale.

En particulier, si M posseéde un point ombilic, tous ses points sont ombilics; de
méme, si la méridienne coupe 'axe de révolution, M est totalement ombilicale.

Faisons une étude qualitative du systéeme (4.1.1); le champ de vecteurs de ce
systeme vit sur le demi-cylindre y > 0 et a € R/27Z. Pour I’étudier, multiplions le
champ de vecteurs de ce systéme par sinhy coshy, ce qui ne change pas le portrait
de phase. On se rameéne donc au systeme

{ ‘(2—% = Hsin}.12y — sina cosh2y (41.2)
4 = cosasinhy coshy
Le portrait de phase est symétrique par rapport aux droites a = 5 et a = —3.

On a deux cas a envisager.

18T cas: si 0 < H < 1. On a deux points fixes, (0,0) et (m,0). Compte tenu de
la symétrie, il suffit d’étudier (0,0). On voit facilement que c’est un point col, et on
peut utiliser I'intégrale premiére pour trouver les séparatrices: comme F'(0,0) = 0,
F' doit étre nulle le long des séparatrices, et on trouve les courbes d’équation y = 0
et y = arg tanh(%).
De plus, on a le résultat suivant:

LEMME 4.1.4.- Si (a(s),y(s)) est une solution de (4.1.1) qui n’est pas une
séparatrice, on a

sggtnooy(s) = too et sgftnooa(s) -0

ol oy = arcsin(H).

Preuve.- Remarquons d’abord que dans la région o < 37“ et > 5 ona % < 0.

Si une ligne de champ autre qu’une séparatrice reste dans cette région, on a alors
limyooy = yo > 0, et on en déduit grace a I'intégrale premiere que o a aussi une
limite finie. Ceci est impossible car on aurait alors un autre point fixe que (m,0). On
en conclut que toutes les lignes de champ pénetrent dans la région —§ < a < 3.

Remarquons ensuite que la région —5 < a < § est une région piege: ena = £7,
ona'é—zzo,et ‘fi—‘;>0ena:—% et ‘fi—‘;<0ena:%.Deplus,ona%ZOdans
cette région.

Si y a une limite finie non nulle, alors grace a l'intégrale premieére on en déduit
que « a aussi une limite finie, et par le méme argument que ci-dessus, on arrive a
une contradiction.
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On a donc lim; y = 400, et toujours en utilisant 'intégrale premiere, on en
déduit que lim o, o = p, o g = arcsin H. [ ]

Finalement, les portraits de phase sont les suivant :

figure 4.1.2: Portrait de phase pour H < 1.

figure 4.1.3: Portrait de phase pour H = 1.

REMARQUE 4.1.5.- Le portrait de phase étant symétrique par rapport aux

droites a = § et a = —3, on en déduit qu’il existe sy tel que pour tout s on

ait y(so +s) = y(so —s) et a(so +5) = m — a(so — s) (so est la valeur du pa-
rametre pour laquelle % s’annule). Comme de plus on a % = nggf‘y, on a également
z(so +s) —z(so) = z(s0) — z(sp — s). Le plan hyperbolique z = z(sp) est donc un
plan de symétrie pour M.

928Me (ag: si H > 1. Dans ce cas, on a toujours les deux points fixes (0,0) et
(m,0) qui sont des points cols, et les séparatrices sont toujours les courbes d’équation
y =0 et y = argtanh(*5~).
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: ‘ T 1 H+1 .

On a en plus un autre point fixe de coordonnées (%, 7log(7775)). En ce point,
les valeurs propres de la jacobienne du champ de vecteur sont imaginaires pures, et
comme la droite « = 7 est un axe de symétrie, on en déduit que ce point fixe est un
centre.

4 : _ sina 4 ’

La séparatrice y = arg tanh(®5*) sépare I’espace des phases en deux composantes
connexes. Dans la composante bornée, les lignes de champ sont périodiques car on a
un point fixe qui est un centre. Dans la partie non bornée, on voit facilement que «

est croissante, et y est croissante dans la région —§ < o < § et décroissante ailleurs.

De plus, le systéme étant symétrique par rapport aux droites a = +7, les lignes
de champ de la composante non bornée sont nécessairement périodiques sur le cy-
lindre.

Finalement, le portrait de phase est le suivant :

figure 4.1.4: Portrait de phase pour H > 1.

REMARQUE 4.1.6.- Comme dans le cas ou H < 1, on a des plans de symétrie
pour M. Cependant, comme on a sur chaque ligne de champ deux points qui ren-
contrent les axes de symétrie, on a deux plans de symétrie pour M. En composant
les symétries, on montre que M est périodique et posséde une infinité d’axes de
symétrie.

REMARQUE 4.1.7.- Dans le cas ot H > 1, le point fixe de coordonnées
(3, i log(%)) correspond & un point critique de F. Il est facile de voir que ce

point critique est un maximum global de F', et que la valeur de F' en ce point est
H—H2—1
5 .

Comme on I’a vu dans les chapitres précédents, la finitude de la courbure totale
intervient souvent dans les hypotheses des résultats obtenus. Dans le cas ou H > 1,
M est périodique, et sa courbure totale est donc infinie; dans le cas ou H < 1, on
montre que la courbure totale est finie.
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Soit ¢ le tenseur & trace nulle de M (cf. chapitre 1, section 1.1). Comme Cetv
sont les directions principales de courbure de M, on a

6> = 16(C.C)1> + |p(v,v) ]
= |kt = H? + |k2 — H?
(k2 kN2
- 2( 2 )
K2
= 2— .
sinhy

On note dv la forme volume de M, et on a la
PROPOSITION 4.1.8.- Si H <1 alors [}, |¢/*dv < oo
Preuve.- Sur M, la métrique s’écrit

gu = ds® + sinh?y d6?,

on a donc dv = sinhy dsdf, et

+00 2K2 too g
/ 1|2 dv —/ / dsd0_47rK2/ =
sinh3y oo Sinhdy

+00  ds
sop  sinh3y

Comme M est symétrique, il suffit de montrer que
sp € R
On a % = cosa; de I’étude qualitative du systeme (4.1.1) on déduit que pour

< 00 pour un

so suffisament grand est positif sur [sg, +00[. On peut passer en variable y, et il
suffit de montrer la ﬁnltude de [T°° di?/g.
. . Yo cosa sinh3y L, .
SiH <1,onalimiea=ag, et cosag # 0; cette intégrale est donc finie, et M
est a courbure totale finie.

Si H = 1, il faut controler

Cols .- Pour ce faire, considérons dans l'espace des
phases la courbe d’équation y = %arg tanh(sina), avec 0 < o < 7. Le long de cette
courbe, on a ‘fi—g‘ = 0; elle délimite donc avec la droite « = 0 une région piege
de lespace des phases. De plus, il est facile de voir que toutes les lignes de champ

pénetrent dans cette région.

figure 4.1.5
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En prenant yy suffisament grand, on a donc
arg tanh(sina) < 2y.

Comme sina > 0, on a alors sina < tanh?2y, d’oi1

2 1
cos‘a > ———
cosh?2y
et comme cosa > 0, on a
1 < cosh2y

cosasinh3y ~ sinh3y

+00 dy

vo  cosasinhdy < 100 et M est a courbure totale finie. [ |

On en conclut que

Les surfaces de révolution & courbure moyenne constante dans ’espace hyperbo-
lique ont également été étudiées par W. Y. Hsiang qui s’est intéressé aux relations
entre la constante K et la géométrie de M, et notamment a la question de savoir si
M est plongée ou non (cf. [Hs] théoreme 2).

D’autre part, J. Ordénez a étudié les surfaces hélicoidales & courbure moyenne
constante dans les espaces formes ; il en obtient un paramétrage explicite qui permet
de montrer la finitude de la courbure totale (cf. [Or]).

4.2. Le mouvement plan sur plan hyperbolique

On définit dans cette section ce qu’est le roulement sans glissement d’une courbe
sur une autre. On commence par définir le mouvement plan sur plan hyperbolique en
procédant par analogie avec le cas euclidien. On étudie ensuite le cas particulier du
roulement sans glissement et on prouve les principales propriétés qui nous serviront
par la suite.

Théorie générale

DEFINITION 4.2.1.- Soit N une variété isométrique & H?, I un intervalle de R. Un
mouvement plan sur plan hyperbolique de N sur H? est la donnée d’une application

¢ de classe C?,
[ IxN — H?
L tm) = eltn)

telle que pour tout ¢t € I, (t,.) soit une isométrie.
Par la suite, on notera aussi ®; = (¢, .).

DEFINITION 4.2.2.- Soient © € H? et n; = (I>t_1($) € N. Le point n; est appelé
le t-coincidant de x. Le champ des vitesses a 'instant £, V;, est défini par
d

Vilw) = o ls=pls, m0).
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Deux mouvements plan sur plan hyperboliques sont dits tangents a l'instant ¢ si
leurs champs des vitesses a l'instant t sont égaux.

Un mouvement plan sur plan est dit stationnaire si son champ des vitesses est
indépendant de t.

Dans ce qui suit, ¢ désigne un mouvement plan sur plan hyperbolique, et V;
désigne son champ des vitesses a 'instant ¢. Le champ V; a les propriétés suivantes:

PROPOSITION 4.2.3.- Pour tout t € I, V; est équiprojectif au sens suivant : pour
toute géodésique ¢ de H2, lapplication s — (Vi(c(s)),¢(s)) est constante le long de
c.

Preuve.- Soit ¢ une géodésique de H? paramétrée par la longueur d’arc. Soient
s, s €Ret z = c(s), 2/ = c(s'). On note n = &, '(x) € N et n' = &;*(z') € N.
Soient ¢, la géodésique joignant ®,(n) a @, (n'), et L(u) = dgz (Pyu(n), Dy, (n')).

figure 4.2.1

Comume les ®,, sont des isométries, £(u) est constante, et en appliquant la formule
de la variation premiere, on obtient :

d

0:%

L(uw)lu=t = (Vi(), é(s")) = (Vi(), é(s)).
|

Cette proposition implique notamment que la projection de Vi(c(s)) sur c est
un champ de vecteurs parallele le long de c¢. D’autre part, elle permet de définir un
champ d’endomorphisme antisymétriques:

PROPOSITION 4.2.4.- Pour tout t € I, et tout x € H?, I’endomorphisme

[ T, — T,HZ
At(m)'{ X o (DxW)(@)

est antisymétrique.

De plus, Ay(x) a la propriété suivante :
soient X € T,H?, y(s) = ®50®; ! (2) et X(s) = (Dg0 D, 1).(X), X(s) est un champ
de vecteurs le long de v qui vérifie (D5 X)(x) = At X.
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Preuve.- Soit X € T,H? et c(s) = exp,(sX), d’aprés la proposition 4.2.3, on a

d

0=—
ds

(Vi(e(s)), ¢(s)s=0 = (De(oy Vi, €(0)) = (Ae(2) X, X),

donc Ai(z) est antisymétrique.

P
s 0 &y (c(u))

Ix]—e,¢]

. —
D’autre part, soit c(u) = exp,(uX), et I : { (s.1) o

or _ or
On a D%%M:O,s:t = D%m|u:0,s:t.

Or &|,—0 = X(s), et &)= = Vi(c(u)), on a donc

or
D% % |u:0,s:t = (D"/X)(x)

et

or
Do —|u=0,5=t = (DxV3)(x) = Ay(x)X
au 0s

Dans le cadre euclidien, on écrit souvent les endomorphismes A; sous la forme
d’un produit vectoriel par un vecteur orthogonal au plan du mouvement (le vecteur
“rotation instantanée”). Si ce vecteur est nul, le champ des vitesses est constant,
ses lignes de champ sont des droites paralleles et les difféomorphismes de son flot
sont des translations; si ce vecteur est non nul, les lignes de champ du champ des
vitesses sont des cercles concentriques, et les difféomorphismes de son flot sont des
rotations.

Faisons dans le cas hyperbolique une étude analogue. Les endomorphismes A;
étant antisymétriques, on en déduit que le champ V; est de Killing (cf. [K-N] p.237):
les difféomorphismes de son flot sont des isométries. Apres avoir démontré ce résultat
classique, on utilise la classification des isométries pour classifier les champs de
Killing sur HZ.

PROPOSITION 4.2.5.- Soit V un champ de vecteur sur H?, et pour tout x € H?,
: T, H? T, H?
soit A(x) : ¢ -t
X = (DxV)(z)
Si pour tout x € H? I’endomorphisme A(x) est antisymétrique, alors les difféo-
morphismes du flot de V' sont des isométries.

Preuve.- Soit (f;); le flot de V.

Soient x € H?, X € T,H? et Y € T,H?, et pour tout ¢t € R, soient v(t) = fi(z),
X(t) = ft*(X) et Y(t) = ft*(Y)

Par un raisonnement analogue & celui de la preuve de la propostion 4.2.4, on a
A(x)X = (D5 X)(x) et A(z)Y = (D4Y)(x). On en déduit les égalités suivantes:
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—(X(0),Y(#) = (DyX,Y)+ (X, D5Y)

= (AX,)Y)+ (X, AY)

= (AX+Y),X +Y) car A est antisymétrique
= 0.

On en déduit que (X (t),Y (t)) est constant le long de -y, on a donc pour tout
tERa <X7Y>:<ft*(X)7ft*(Y)> u

Soit V un champ de Killing sur H?, et soit (f;); son flot. Pour tout ¢, I'isométrie
fi s’etend en un difféomorphisme f; sur i qui laisse OxH? globalement inva-
riant. La famille (f;); restreinte & d,H? est encore un groupe & un paramétre de
difféomorphismes, on note V,, son champ de vecteur dérivé. On a la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.2.6.- Soit V un champ de Killing sur H?. Une et une seule des
assertions suivantes est vérifice.

i. il eviste v € H? tel que V(z) =0;

ii. V ne s’annule pas sur H? et il existe un unique point © € O H? tel que
Vool(z) =0

iii. 'V ne s’annule pas sur H? et Vo s’annule en ezactement deux points sur OsoHZ.

Preuve.- Un champ de vecteur V' s’annule en un point z si et seulement si z est
un point fixe de tous les difféfomorphismes du flot de V.

Soit (f;); le flot de V, on s’intéresse aux points fixes des f;. Si pour tout # on a
ft = Idge, le champ V est identiquement nul, et on est dans le premier cas.

Sinon, soit ¢ € R tel que f; # Idge, et soit = € H tel que fi(x) = z. Pour tout
s€R, ona fs($):fs(ft(x)):ft(fs(x)) _

Donc fs(z) est un point fixe de f;. Or, ’ensemble des points fixes de f; est discret,
et I'application s — f,(x) est continue, on a donc pour tout s € R, f,(z) = fi(z) = =.
Pour tout s € R, le point z est un point fixe de f.

On déduit de ce résultat que les isométries f; sont toutes de méme nature, et
que leurs extensions & i partagent les mémes points fixes.

Si les f; sont elliptiques, elles ont toutes un méme point fixe € H?, et on est
dans le premier cas.

Si les f; sont paraboliques, les f; ont toutes un unique et méme point fixe = €
OsH?, on est dans le deuxieme cas.

Si les f; sont hyperboliques, les f; ont toutes les deux mémes points fixes dans
OsH?, on est dans le troisiéme cas. [

On déduit de cette proposition que les champs de Killing de H? ont les allures
suivantes :
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DO

1% cas 2° cas 3¢ cas
figure 4.2.2: les champs de Killing sur H?

Si V est un champ de Killing sur H?, les difféomorphismes de son flot définissent
un mouvement plan sur plan hyperbolique (car ce sont des isométries). Ce mouve-
ment plan sur plan a la particularité d’étre stationnaire: en tout instant, son champ
des vitesses est égal a V.

D’autre part, si ¢ est un mouvement plan sur plan hyperbolique quelconque, pour
tout ¢ € I, son champ des vitesses V; est de Killing. I1 définit donc un mouvement plan
sur plan stationnaire tangent & ¢. On a ici une notion de mouvement stationnaire
instantané qui généralise la notion de rotation ou de translation instantanée des
mouvements plan sur plan euclidiens.

Dans le cas euclidien, I’équiprojectivité du champ des vitesses permet d’exprimer
sa valeur en un point y en fonction de sa valeur en un point z et du vecteur z7. On
a ici un propriété analogue qui s’exprime de la fagon suivante:

PROPOSITION 4.2.7.- Soitz € H?, X € T,H?, et y = exp,(X). Pour tout t € I,
on a la relation

sinh|| X

Ply(Vi(y)) = Vil (z) + cosh|| X||V,N () + 4l

A X
ou P|g"’j désigne le transport paralléle le long de la géodésique joignant y d x, et T et
N désignent les composantes tangente et normale d X .

Pour démontrer cette proposition, on commence par prouver le lemme suivant :

LEMME 4.2.8.- Soit a(u) une courbe de H?, X un champ de vecteurs le long de
a, et b(u) = expy,)(Xy). On a alors

sinh|| X, ||

b(u) = PI”™ (a(u)” + cos a(u)N 2 X) (u)”
blu) =PI ()" + coshl| Xalla() ™ + (DiX)(w) + =55

. (DaX)(@)").

ol P|Z((Z)) désigne le transport paralléle le long de la géodésique joignant a(u) d b(u),

et T et N désignent les composantes tangente et normale d X (u)
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Preuve.- Soient G(s,u) = expg()(sXy), et Ju(s) = %(u,s). Alors Jy, est un

champ de Jacobi qui vérifie J,(0) = a(u) et %(0) = (D3 X)(u). D’autre part, on
a b(u) = Jy,(1). Le résultat s’obtient en intégrant ’équation des champs de Jacobi
dans H2. ]

Preuve de la proposition 4.2.7.- Soit a(u) = ®, 0 (I>t_?(x), b(u) = @, 0 0, (y), et
X(u) = exp;(t)(b(u)). Par définition, on a a(t) = Vi(x), b(t) = Vi(y), et (DeX)(t) =
A X. La proposition se déduit alors du lemme et du fait que A; est antisymétrique.
|

Le roulement sans glissement

On suppose dans ce qui suit que les variétés N et H? sont orientées. On peut main-
tenant définir le roulement sans glissement:

DEFINITION 4.2.9.- Soit I un intervalle de R, R : I — N, B : I — H? deux
courbes C" telles que pour tout ¢ € I, R(t) # 0, B(t) # 0 et [|R(t)| = |B(t)].

Soit ®; I'isométrie positive définie par ®;(R(t)) = B(t) et B (R(t)) = B(t).

Le roulement sans glissement de R sur B est le mouvement plan sur plan hyper-
bolique défini par p(t,n) = ®.(n).

La courbe R est appelée la roulante et 5 la base.

Dans la suite, ¢ désigne le mouvement plan sur plan défini par le roulement sans
glissement d’une roulante R sur une base B, et V; est son champ des vitesses.

LEMME 4.2.10.- On a V;(B(t)) =0, et pour tout = € H? on a

¢ (sinh|X]]
Vi(@) = Pl (WAtX>

ou X = expg(lt) (z)

Preuve.- On a B(t) = ¢(t, R(t)), donc

B(t) = %(t,R(t))Jrg—:(t,R(t)).?é(t)

= Vi(B(t)) + @ (R(1))

Par définition des isométries @y, on a . (R(t)) = B(t) et donc Vi(B(t)) = 0. Le
résultat du lemme est alors une conséquence de la proposition 4.2.7 [ |

Le roulement sans glissement a la propriété suivante (qui est un résultat classique
dans le cadre euclidien):

PROPOSITION 4.2.11.- Soit C(t) = ¢(t,n) la trajectoire d’un point n € N, le
vecteur C(t) est orthogonal a la géodésique joignant B(t) a C(t).
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Preuve.- Soit X = expg(lt) (C(t)) et soit g(s) = expp(y)(sX) la géodésique joignant
B(t) a C(t).

figure 4.2.3
Par le lemme 4.2.10, on a C(t) = P|(l;((?) (Shh};gﬁ(u AtX). Comme A; X est orthogo-
nal & ¢(0) = X, par transport parallele, C(t) est orthogonal & ¢(1). [

En considérant H? comme un hyperplan hyperbolique de H?, on peut écrire
Pendomorphisme A;(B(t)) sous la forme A, (B(t))X = p(t)a% A X, ou a% est un
champ de vecteurs unitaire normal & H2. La valeur de p(t) dépend des courbures de
la base et de la roulante.

PROPOSITION 4.2.12.- On a
p(t) = (DgB,v) — (DR, n)
ot v(t) = Z AB(t) et n(t) = ., (v(t))

Preuve.- On peut supposer sans perte de généralité que R et B sont paramétrées

par abscisse curviligne. On se fixe ¢ € I et on cherche a calculer p(¢).

Pour tout s € I, soit v(s) = 8% A B(s); la champ v est unitaire et normal & B.

Soit = = expp(y)(B(t)). On a

Vilz) = Pl (sinhlp(t)y>. (4.2.1)

Pour calculer p(t), on va calculer V;(z) “4 la main”.
Soient n = ®;'(z) € N, U(s) = eacpas)(n) et n(s) = @, (v(s)). On a notam-

ment U(t) = R(t) et n = eXPr (1) (R(t)).

figure 4.2.4
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En dérivant I'égalité n = expr(,)(U(s)) & 'aide du lemme 4.2.8, et en se plagant
en s = t, on obtient
0 =R(t) + (DpU, RYR(t) + sinh1(D, U, n)n(t),
et en prenant 'image par ®;, on trouve
0 = B(t) + (DU, R)B(t) + sinh1(D, U, n)v(t). (4.2.2)
Cette égalité nous servira par la suite. Considérons maintenant la trajectoire
du point n. On a ®4(n) = expp)(X(s)) avec X(s) = @5 (U(s)). Comme U =

(U, R)R + (U,n)n, on a o
X = (U,R)B + (U, n)v

et
DX = (DU, RYB+(U, Dy RYB+(U, R)D 3B+ (D U, nyv+(U, Dnyv+(U,n) D gv.

En se placant en s = ¢, certains termes s’annulent: (U, DRR) =0car U(t) =
R(t) et R est de norme constante, et (U,n) = 0 car U(t) = R(t) est orthogonal
a n(t). D’autre part, on a DzB = (DgB,v)v car B est de norme constante, et
(U,Dpn) = —(DpR,n) car U(t) = R(t) et (R,n) est constant.

On obtient finalement

(DgX)(t) = (DU, RYB(t) + ((DyB,v) — (DR, m) + (DpU,n))v(2).

En utilisant le lemme 4.2.8 et 1’égalité ci-dessus, on obtient

d . . '

S0l = Pl (B(t) + (DU, RYB(t) + sinhl (D4 U, v (t)
+sinh1((DgB,v) = (DR, m)w(t)),

et en utilisant (4.2.2) on trouve finalement

Vi) = ()]s = Pl (sinhd(DgB.v) — (DgR.m)w).

d’ou
p(t) = (DgB.v) — (DyR.1).

REMARQUE 4.2.13.- Soit C(t) = ¢(t,n) la trajectoire d’un point n € N, on a
() = _ p(ct (SinbIX
Cle) = Vil = Pl (S 4X)
ou X = expg(lt) (C(t)). Sin € R on a X # 0, et si de plus B est une géodésique et la

courbure de R ne s’annule pas, on a C(t) # 0. On peut en particulier reparamétrer
le mouvement plan sur plan en prenant I’abscisse curviligne de C comme nouveau
parametre.
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4.3. Les roulantes

D’apres la proposition 4.1.2, les méridiennes des surfaces de révolution & courbure
moyenne constante satisfont 1’équation suivante:

d
—H sinh?y + sinhy cosh?y d—i =K (4.3.1)

Une équation pour la roulante

On montre dans cette section que si une courbe satisfait ’équation (4.3.1), alors
elle peut étre vue comme la trajectoire d’un point lié & une courbe qui roule sans
glissement sur une géodésique; on va chercher pour ce faire une équation de la
roulante & partir de 'équation différentielle (4.3.1), en adoptant la méthode utilisée
par J. Sturm (cf. [De] pp. 319-320).

Soit I' la géobésique de B? d’équation v = 0, et soit C(s) = (z(s),y(s)) une
courbe paramétrée par Pabscisse curviligne qui satisfait 1’équation (4.3.1), ou z(s)
et y(s) sont les coordonnées de Fermi relatives a I' de C(s).

Soit N une variété isométrique & H?, et F/ € N. Supposons que C(s) = ®4(F),
ol ¥, est le mouvement plan sur plan hyperbolique engendré par le roulement sans
glissement d’une courbe v de N sur I'.

Considérons sur N les coordonnées polaires centrées en F', 'angle étant pris par
rapport a une géodésique de référence k. Dans ces coordonnées, la métrique de N
s’écrit (cf. [Bu] p. 3):

gy = dr® 4 sinh?r d6?.

Soient (r(s),0(s)) les coordonnées de polaires y(s).

figure 4.3.1

Sur la figure 4.3.1, on a représenté dans B? I'image par ®, de v et k, et 'image
par @, de %, 8% et J(s).
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Soit B langle de a% a C(s), et a langle entre I' et la géodésique joignant @)

a F. Le roulement étant sans glissement, on a QFC’ = 5 donc Q/ﬁ = [ (cf.
proposition 4.2.11).

Supposons que C(s) vérifie I’équation (4.3.1), on veut en déduire une équation

de _ <os8 o1 déduit des relations dans le triangle

vérifiée par r(s) et 0(s). Comme 2 = coshy

hyperbolique (QF P) (cf. [Bu] p. 33) que
cosh?y Z—x = coshr sino. (4.3.2)
s

De plus, on a
sinhy = sinhr sina. (4.3.3)

D’autre part, on a §(s) = ||7(s)||(— cosad + 3BL D) d'on

0 sinh
sina = el —. (4.3.4)
V72 + sinh?r6?
En reportant les relations (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.4) dans ’équation (4.3.1), on
obtient

d cothr ) 2 K

—-H thr = K
+ cothr ( 20

sinh2r’

En posant u = cothr, on obtient

+d

o = Y :
K—H
S + % _ ’LL2

et en intégrant, on trouve
2K
tanhr = .
1+ V4K2 —4HK + 1cos(f — 6p)
D’apres la remarque 4.1.7, on a K < A=VH"=1 VQHM, ce qui implique entre autres que

4K? — 4HK + 1 est positif ou nul. Finalement, on a la

PROPOSITION 4.3.1.- Soit N une variété isométrique o H?, F € N et (r,0)
les coordonnées polaires centrées en F. Soit T un géodésique de H?, et soit C la
méridienne d’une surface de révolution d’aze I' et a courbure moyenne constante.
Alors il existe dans N un courbe 7., d’équation polaire tanhr = m, e >0,
p € R, telle que C soit la courbe décrite par F' lorsque e, roule sans glissement sur

r.

Ivan Sterling a étudié un probléeme similaire dans le cadre plus général des hy-
persurfaces de révolution de type o; dans H*t! et S™*!: il obtient une équation
intégrale de la roulante (cf. [St] théoreme 1). D’autre part, il remarque que dans le
cas des surfaces a courbure moyenne constante cette équation s’integre, et il obtient
le résultat de la proposition 4.3.1 (cf [St] p. 196).
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y £ H — P
Les courbes d’équation tanhr = TTecosd

Soient r et # les coordonnées polaires de H? centrées en un point F, et prises par
rapport & une géodésique de référence k (r € Ry, et # € UpHZ, le cercle unité
tangent en F' & H?). On identifiera dans la suite doH? et UpH?. On adoptera les
notations suivantes:

~ Si E € H?, on notera dg la fonction définie par dp(z) = d(E,z) ou d est la
distance hyperbolique;

— Si v € 0,H?, on notera b, la fonction de Buseman centrée en v qui s’annule
en F';

— Si g est une géodésique orientée par le champ normal 7, on notera d, la fonction

e . B d(g(u),z) siz=expyq)(rn(u)),avec r >0
définie par dy(z) = { —d(g(u),x) siz = expy)(rn(u)),avec r <0

On appellera fonction de type distance les fonctions +dp avec E € H?, +b, avec
v E OxH?, et dy avec g géodésique orientée de HZ.

Soit Yep, € > 0, p > 0 la courbe d’équation polaire tanhr = —2--. Dans ce
qui suit, on supposera p < 1+ e (sinon on a He’m > 1 et 7., est vide). Faisons

d’abord une étude rapide de ces courbes, et tragons en quelques unes.

1¢T cas: sip<1l—e.

La fonction r(6) est définie pour tout 6 € R et est 2mw-périodique. La courbe 7.,
est fermée.

figure 4.3.2: ¢=0,5; p=0,48

2€IMe cag: gip<e— L.
Soient ¢, = arccos(p%l), et Oy = arccos(fpefl). La fonction r(6) est définie sur
| —01,61[U]02,2m —02[; on alimygy r(0) = +oo, et limy, r(0) = limg,_g, 7(f#) = —o0.
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figure 4.3.3

3Me cag: sip>l—cetp>e— L

Soient 0; = arccos(’%l), la fonction r(@) est définie sur | — 01,60:[; on a

limyg, 7(0) = +o0.

figure 4.3.4

Ce 3°1€ cag inclut les cas limites olt p=l—cetp=e—1.

figure 4.3.5
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L’équation de 7, nous fait songer aux coniques de R?, montrons que les courbes
Ye,p o0t des propriétés analogues.

Pour tout 6, soit uy € T%,p(g)HQ le symétrique de —%(0,7"(9)) par rapport au
vecteur Ye,(0), et soit gy(s) = exp,, (g (sug). La géodésique gy est obtenue par
réflexion par rapport a la normale & 7., en v, ,(6) de la géodésique issue de F.

Je,p
go

Up

F
figure 4.3.6

Dans le cas euclidien, les droites construites de facon analogue a partir d’une
conique sont concourantes (cas des ellipses et des hyperboles) ou paralléles (cas des
paraboles).

Dans le cas hyperbolique, cette famille de géodésique associée a ., a les pro-
priétés suivantes:

ProrosiTION 4.3.2.-

- Sip < 1 — e, toutes les géodésiques gy sont concourantes au point F =
(arg tanh(22—), ), et go(s) = Vdj(go(s)).

- St p < e — 1, toutes les géodésiques gy sont concourantes au point F =
(arg tanh(z2—), 0), et go(s) = V(—d)(90(5))-

- Sip=1—ce, pour tout 0, gg a un point a l’infini dans la direction © (on a
limg 90(5) = 71-)7 et 96‘(5) = Vbﬂ—(gg(S)).

- Sip=e—1, pour tout 0, g9 a un point & Uinfini dans la direction 0 (on a
lim, 100 go(s) = 0), et go(s) = V(—bo)(go(s))-

-Sip>1—ecetp>e—1, pour tout 0, gy est orthogonale a la géodésique g
2 2
d’équation polaire tanhp(a) = A ou A = “EL"L et go(s) = Vidy(go(s))

cos 2ep
pour un orientation adéquate de g

Preuve.- La démonstration est uniquement calculatoire; je donne ici les grandes
lignes de calcul.

En coordonnées polaires, les géodésiques de H? ont une equation de la forme
tanhr = Wt%) ; les points a I'infini étant donnés par les direction 6+ arccos(%q).
En particulier, on a le lemme suivant :
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LEMME 4.3.3.- Soit (r,0) € H?, et X = a% + b% € T(,qy(g)lHI2 avec b # 0. Soient
(p(a), @) les coordonnées de la géodésique passant par (r,0) dans la direction X, on

a tanhp = COS(O?W ot
tanh?r
q= >
\/tanh2r + % (1 — tanh?r)?
et ( ) )
a(l — tanh*r
ag = 0 — arctan(———=
0 ( btanhr )
Ce lemme permet de montrer que les géodésiques gy ont pour équation tanhpy =
cos(((l]e—a avec
0)
2pv
qo =
VauZo? + (v2 — u? + p?)?
et

02 — 2 +p2
2uv

)

ap = 6 — arctan(

ouu =1+ ecosf et v = esiné.
Une fois qu’on a les équations des géodésiques gy, il suffit de vérifier qu’elles ont
bien les propriétés voulues. [ |

Comme conséquence, on a le

COROLLAIRE 4.3.4.- La valeur de la fonction dp + § est constante le long de
chaque composante connexe de 7y, p, 0t 0 est la fonction suivante :

- Sip<l—e d=dg;

Sip<e—1,0=—dg;
-Sip=1—e, § =by;

- Sip=e—1,0=—by;

- Sip>l—-eetp<e—1,0=d,.

Preuve.- D’apres la proposition 4.3.2, les géodésiques gy sont des lignes de gra-
dient de la fonction 0: on a Vi(ve,p(0)) = go(0) = ug. Il vient alors

die(dF(’Ye,p(e)) + 5(76,17(9))) = (’j’e,p(e)a Vdp (’Ye,p(o)) + V5(’Ye,p(0))>

e 0), - (1e(0)) + )

= (0 par construction de wuy.
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Les courbes v, , ont donc des propriétés focales analogues a celles des coniques
euclidiennes. De plus, ces propriétés focales caractérisent les courbes ., ; en effet,
on obtient & ’aide du calcul trigonométrique dans le plan hyperbolique la proposition
suivante :

PROPOSITION 4.3.5.- Soit F € H?, et soit v une courbe connexe vérifiant dp +
0 =a le long de vy, ot § est une fonction de type distance. Il existe p > 0 et e > 0

tels que pour tout m € v les coordonnées polaires de m centrées en F' soient de la

forme (r(0),0) avec tanhr(0) = 71%005(0700).

REMARQUE 4.3.6.- Comme la dérivée de dp + ¢ est nulle le long de ~y, un calcul
analogue a celui de la preuve du corollaire 4.3.4 montre que la ligne de gradient de §
passant par 7(6) s’obtient par reflexion sur la tangente & v en () de la géodésique
issue de F.

De part leurs propriétés focales, les courbes ., sont les analogues hyperboliques
des coniques euclidiennes:

— pour p < 1 —e on a les ellipses;

— pour p < e — 1 on a les hyperboles;

pour p=1—eoup =e—1 les 7., ont une propriété analogue a celle des
paraboles euclidiennes;

— pourp>1—eetp>e—1, ona une nouvelle famille de “paraboles”.

4.4. Résolution de I'équation par les roulettes

On montre dans cette section que les propriétés focales des courbes v, , permet-
tent de montrer que la trajectoire du foyer vérifie I’équation 4.3.1. La preuve est une
adaptation au cas hyperbolique de celle de Sturm (cf. [De] pp. 319-320). Elle utilise
notamment les résultats de trigonométrie hyperbolique suivants:

ProrOSITION 4.4.1.-

1. Soient x, y et z des points %S c
de H?, et soient a = d(z,y), —=*
b=d(y,z) et c =d(z,z). On a
a alors Yy

coshe = cosha coshb — sinha sinhb cosy

sinha  sinhb B sinhe

sina sinf3 siny
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ii. Soient x ety des points de H?,
0 un point du bord, et soient
a =d(z,y), b =by(y) et c =
bg(z). On a alors

b

¢ = e’ cosha — €’ sinha cos7y

b c

e e

sin@  siny

iii. Soient x ety des points de H?,
g une géodésique orientée, et
soient a = d(z,y), b = dg4(y)
et c =dgy(x). On a alors

sinhc = cosha sinhd — sinha coshb cosy

Preuve.- Pour les points i., cf [Bu] p. 33.

Le point 7. se déduit du i. par passage a la limite. Soit z(¢) la géodésique joignant
y & 0 telle que by(z(0)) = 0 et limy o 2(t) = 6. On note c(t) = d(z, z(t)) et 5(t) Pangle
de sommet z dans le triangle (zyz(t)).

figure 4.4.1

On a d(y,z(t)) = b+ t, limo(c(t) —t) = ¢, et limy o B(t) = 5. Des relations
dans le triangle (zyz(t)) on déduit

coshe(t) = cosh(b + t) cosha — sinh(b + t) sinha cosry

En multipliant par e~ et en passant & la limite, on obtient le résultat voulu.
D’autre part, on a
sinh(b+t)  sinhc(t)
sinB(t)  siny
En multipliant par e~ et en passant & la limite, on obtient le résultat voulu.
Pour le point 7., v est défini comme étant P'angle entre —Vd,(y) et exp;l(x).
Notons p, et py les projections de x et y sur g, d = d(p,,py) et e = d(py, ).
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figure 4.4.2

Si b =0, l'identité se déduit des relations dans le triangle (yzp,).

Supposons b # 0. Des relations dans le triangle (zp;py) on déduit que coshe =
coshd coshe, et des relations dans le triangle (zyp, ), on déduit coshe = cosha coshb—
sinha sinhb cosy (cette égalité reste vraie pour b < 0 compte tenu de la définition de
7). On a donc

coshd coshe = cosha coshb — sinha sinhb cosy (4.4.1)

D’autre part, on a (cf. [Bu] p. 38)
cosha = coshb coshe coshd — sinhb sinhe (4.4.2)

En reportant (4.4.1) dans (4.4.2) et en divisant par sinhb qui est non nul, on obtient
le résultat voulu. u

Dans ce qui suit, on notera mn = d(m,n) ot m et n sont des points de H? et ou
d est la distance hyperbolique.

THEOREME D.- Soit N une variété isométrique a H?, soit F € N, et soit y
une courbe connexe de N wvérifiant dp + 0 = a le long de 7y, ou 0 est une fonction
de type distance. Soit C la trajectoire de F' lorsque 7y roule sans glissement sur une
géodésique T’ de H?. La courbe C vérifie I’équation

d
— H sinh®y + sinhy costhd—w =K
s

ot s est l’abscisse curviligne de C, et x(s) et y(s) sont les coordonnées de Fermi de
C(s) relatives a I'. En particulier, elle engendre une surface de révolution a courbure
moyenne constante d’aze I'. De plus, la valeur H de la courbure moyenne vérifie

~ 510 =%dg, F € N (v est une ellipse ou une hyperbole), alors H = coth la| >
1;

~ 810 =+by,, v € 0N (7 est une parabole), alors H =1;

- s 0 = dg, g une géodésique orientée de N (7y est une parabole généralisée),
alors H = tanh |a| < 1.
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Preuve.- Par la proposition 4.3.5, on sait que v a une équation polaire du type
tanhr = m. On vérifie alors par le cacul que la courbure de v ne s’annule
pas, compte tenu de la remarque 4.2.13, on peut supposer que C est paramétrée par
Pabscisse curviligne. On fait la preuve dans trois cas:

— 1'er cas: 6:dﬁavecﬁEN;

— 2° CAS: 0 =b, avec v € 05N, quitte & modifier la valeur de a, on supposera
de plus que §(F) =0;

— 3% CAS: § =d, ol g est une géodésique orientée de N, et dy > 0 le long de +.

Dans les autres cas, la preuve est analogue & I'un de ces trois cas.

Soit y une courbe de N vérifiant dp + J = a, on note ¢ = §(F') (c est la distance
interfocale). Dans le deuxiéme cas, on a ¢ = 0.

Soit ¢(s,m) : I x N — H? le roulement sans glissement de v sur I', ou s est
labscisse curviligne de C (cf. définition 4.2.9).

Sur les figures, on a représenté dans H? I'image de y par I'isométrie ®; du mou-
vement plan sur plan hyperbolique. Le point P est la projection de F' sur I', () est
le point de contact, et la géodésique h est la ligne de gradient de § qui passe par Q.

figure 4.4.3: 0 =dj

1er cas: Poestla projection de F sur I. On note Y= FP
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P Q P
figure 4.4.4: 6 =1b,

2° cAS: P est le point de I qui minimise ¢ le long de I'. On note § = b, (P)

figure 4.4.5: 0 =d,

3¢ cAs: F’Nest la projection de F sur g, F est la projection de @) sur g, et P est la
projection F' sur I'. On note y = F'P

Dans les trois cas, on note 8 'angle de a% ac (s); le roulement étant sans
glissement, on a QFC = 5 donc aﬁ = (. D’autre part, d’apres la remarque 4.3.6,
la géodésique h fait avec I' le méme angle que la géodésique (QF); on note « cet
angle. Des relations dans le triangle (QF P) on déduit dans les trois cas:

ETAPE 1.-: sinhy = sinhQF sina

De méme, des relations dans le triangle (QFP) ou (QOP) on déduit :
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ETAPE 2.-

1’ cAs: sinhj = sinhQﬁ sina
2° CAS: e/ = (@ ging
3° cas: sinhy = sinhQF sina
Dans les trois cas, on a ‘fl—if = C‘;Osshﬂy, on déduit donc des relations dans le triangle
hyperbolique (QF P) que
ETAPE 3.-: cosh2y‘é—"§ = cosh@QF sinc

En prenant les cosinus et sinus hyperboliques de 1’expression dgp + 0 = a, on
obtient les identités suivantes:

ETAPE 4.- N N
1 cAs: cosha = coshQF coshQF + sinhQF sinhQF

2° CAS: e¢ = e%(Q) coshQF + e"(@) sinhQF
3° cAs: sinha = coshQF sinhQﬁ + sinh@QF coshQﬁ
et

ETAPE 5.- B B
1 cAs: sinha = coshQF sinhQF + sinhQF coshQF

2° CAS: et = (@) coshQF + €%(@) sinhQF
3¢ cAs: cosha = coshQF COShQﬁ + sinh@QF sinhQﬁ

En appliquant la proposition 4.4.1 au polygone hyperbolique (QFF), (QF6) ou
(QFF'F), on obtient:

ETAPE 6.- B B
1'* cAs: coshc = coshQF coshQF — sinhQF sinhQF cos(m — 2a)

2¢ CcAs: 1 = e%(@ coshQF — e*(@) sinhQF cos(m — 2a)
3¢ cAs: sinhe = coshQF sinhQﬁ — sinhQF COShQﬁ cos(m — 2a)

En faisant la demi-différence des identités 4 et 6, et en utilisant I'identité 1 on
obtient :
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ETAPE 7.-

lier cas: cosha—coshe  _  ginhy sinhg
2° caAs: e“2—1 = e¥sinhy
3¢ CAS: w = sinhy cosh@QF sina

En faisant la demi-somme des identités
obtient :

4 et 6, et en utilisant I'identité 7 on

ETAPE 8.-
1er cAs: coshQF coshQF = coshatcoshe COSS“._SOShC cos?a
sin-o
2° CAsS: (@) coshQF = L €L 052y
’ 2 2sin?a
e . : 77 __  sinha+sinhc _ sinha—sinhe 2
3¢ cAS: cosh@QF sinhQF = 5 Senta  COST@

En multipliant les identités 5 et 3 membre & membre, et en utilisant les iden-

tité 1, 2 et 7, on obtient :

ETAPE 9.- B
1! cAS:  sinhasinhy cosh2yill—’sC = sinh@(% + coshQF coshQF)
+ cosha—cos%lc
2
2¢ cas: e® sinhy cosh2y§—’sC = sinElQ%( ;:i;}a + (@) coshQF)
+5
3¢ cAS:  coshasinhy cosh2y§—’sC = ginh?y(sinha=sinhe | ooshQF sinhQF)

: K %sinza
+smha—sln c

2

Finalement, on obtient le résultat voulu en reportant I’identité 8 dans I'identité 9:

ETAPE 10.-
1’ cAs: — cothasinh?®y + sinhy cosh2y‘;—§
2° caAs: — sinh?y + sinhy cosh2y§—§
3¢ cAs: — tanhasinh?y + sinhy costhfl—i

cosha—coshe
2sinha

sinha—sinhc
2 cosha

Ceci termine la preuve pour les trois cas envisagés. Les autres cas sont

— 4° CcAs: 5:—dﬁavecﬁEN;

— 5% CAS: 0 = —b, avec v € O N, quitte & modifier la valeur de a, on suppose

de plus que §(F) =0;

~ 6° cAs: § =d, ou g est une géodésique orientée de N, et dy < 0 le long de .
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En suivant des étapes similaires a celles qui précedent, on trouve

ETAPE 10.-
e . iah2 : 2,,dz __  cosha—coshc
4¢ cAs:  —cothasinh®y + sinhy cosh®y it = =552
e . _ ainh?2 : 2,,dc _ e “*—1
5% CAS: sinh®y + sinhy cosh®y 3¢ = %=
e . _ i 2 : 2,,dx sinha—sinhc
6° cAs: tanha sinh®y + sinhy cosh“y ¢ 2 cosha

La valeur de la courbure moyenne de la surface engendrée par la trajectoire de
F' se lit sur ’équation qu’on obtient. [ |

On retrouve dans ce résultat la classique séparation des trois types de sous-
variétés a courbure moyenne constante dans I’espace hyperbolique.
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