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�gures

Ailleurs il y a du sang,Ailleurs il y a du crime,Des raisons qui n'en sont pas.Vous nous avez d�egag�eesDe ce qui n'�etait pas nous,Qui vivait de quelque vie.Et nous maintenant �g�ees,Sans col�ere, intempestives,Nous collons �a vos corn�ees.Il faut vous en prendre �a vousSi vous sou�rez de savoirQue nous sommes quelque part.Guillevic,Euclidiennes,Po�esie/Gallimard.
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IntroductionL'objet de cette th�ese est l'�etude des sous-vari�et�es �a courbure moyenne constantedans l'espace hyperbolique de courbure �1.Dans les chapitres 2 et 3, on s'int�eresse au cas o�u la courbure moyenne est stricte-ment inf�erieure �a 1. Dans ce cadre l�a, les recherches actuelles tendent �a g�en�eraliser lesr�esultats connus pour les sous-vari�et�es minimales de l'espace euclidien ; cette th�eses'inscrit dans cette d�emarche. On s'int�eresse plus particuli�erement �a l'op�erateur destabilit�e (au chapitre 2), et aux probl�emes de compacti�cation (au chapitre 3).Le chapitre 4 est consacr�e �a l'�etude des surfaces de r�evolution �a courbure moyenneconstante dans H 3 .Sur l'op�erateur de stabilt�eUn des centres d'int�erêt dans la th�eorie des sous-vari�et�es �a courbure moyenneconstante est l'�etude de l'op�erateur de stabilit�e.Pour ce qui est de la stabilit�e proprement dite, la situation est assez bien connue,aussi bien dans l'espace euclidien (cf. [B-C], [C-P], [FC-S], [dS]) que dans l'espacehyperbolique (cf. [B-C-E], [dS]). On va ici s'int�eresser �a la �nitude de l'indice.Dans le cadre des surfaces minimales de R3 , D. Fischer-Colbrie a montr�e quel'indice est �ni si et seulement si RM jAj2 <1, o�u A est la seconde forme fondamen-tale (cf. [FC]). En dimensions sup�erieures �a 3, P. B�erard et G. Besson ont obtenuune majoration de la forme Ind(M) � C RM jAjm o�u Ind(M) est l'indice de la sous-vari�et�e M , m sa dimension, et C est une constante (cf. [B-B]). Dans leur preuve, lacondition m � 3 est n�ecessaire, et on a besoin d'un contrôle du noyau de la chaleurde M .Dans l'espace hyperbolique, l'op�erateur de stabilit�e s'�ecrit S = �+m(1� h2)�j�j2, o�u h = jHj est la norme du vecteur courbure moyenne. M. do Carmo etA. da Silveira ont obtenu un r�esultat analogue �a celui de D. Fischer-Colbrie, pour lessurfaces �a courbure moyenne constante �egale �a 1 dans H 3 ; l'indice est �ni si et seule-ment si RM j�j2 <1, o�u � = A�HId est le tenseur \seconde forme fondamentale �atrace nulle" (cf. [C-S]). Pour le cas o�u la courbure moyenne est constante et stricte-ment inf�erieure �a 1, P. B�erard, M. do Carmo et W. Santos ont montr�e, en dimensionquelconque, que si la courbure totale est �nie (i.e. RM j�jm < 1) alors l'indice est�ni, mais leur m�ethode ne permet pas d'obtenir de majoration (cf. [B-C-S1]).D'autre part, ils montrent que m(1 � h2) est un minorant du spectre essentielde S ; d'un point de vue analytique, il est donc �egalement int�eressant de regarderle nombre de valeurs propres inf�erieures �a m(1 � h2). En reprenant la m�ethode dela preuve du th�eor�eme de P. B�erard et G. Besson, on montre que ce nombre est �ni,et on en obtient une majoration :Th�eor�eme A.- Soit i : Mm ,! Hm+1 , m � 3, une immersion �a courburemoyenne constante h < 1. Si RM j�jmdv < 1 alors le nombre de valeurs propresde l'op�erateur de stabilit�e qui sont inferieures �a m(1 � h2) est �ni ; il existe une9



constante Dh;m telle que Nm(1�h2)(S) � Dh;m ZM j�jmdvUne �etape importante de la preuve est de majorer le noyau de la chaleur surM ;on obtient cette majoration en montrant qu'on a surM une in�egalit�e isop�erim�etrique.Dans le cas o�u la dimension de la sous-vari�et�e est 2, on ne peut pas utiliserla m�ethode pr�ec�edente ; cependant grâce �a une majoration du noyau de la cha-leur meilleure que celle des sous-vari�et�es minimales de Rn , on montre le th�eor�emesuivant :Th�eor�eme B.- Soit i : M2 ,! H 3 , une immersion �a courbure moyenneconstante h < 1. Si RM j�j2dv <1 alors le nombre de valeurs propres de l'op�erateurde stabilit�e qui sont inf�erieures �a 2(1 � h2) est �ni ; pour tout � > 0, il existe uneconstante Dh;� telle que N2(1�h2)(S) � Dh;� ZM j�j2+2�dvLe majorant qu'on obtient est bien �ni car l'hypoth�ese de courbure totale �nieimplique que j�j est born�ee sur M .Compacti�cationDans le cadre des sous-vari�et�es minimales (avec une hypoth�ese de type \courburetotale �nie"), se posent aussi des probl�emes de compacti�cation. M. Anderson a�etudi�e le cas des sous vari�et�es minimales de l'espace euclidien (cf. [An]), g�en�eralisantdes r�esultats ant�erieurs de S.S. Chern et R. Osserman (cf. [Os2], [C-O]).G. de Oliveira a montr�e que, sous l'hypoth�ese RM jAjm < 1, les sous-vari�et�esminimales de l'espace hyperbolique sont di��eomorphes �a l'int�erieur d'une vari�et�ecompacte, et que l'immersion i s'�etend continûment (cf. [dO]). Sa preuve comportedeux parties. Une premi�ere partie, analytique consiste �a montrer que la norme deA tend vers 0 �a l'in�ni ; la deuxi�eme partie consiste �a en d�eduire le r�esultat �nalen �etudiant les points critiques de la fonction distance hyperbolique restreinte �a lasous-vari�et�e.P. B�erard, M. do Carmo et W. Santos ont g�en�eralis�e la premi�ere partie au sous-vari�et�es �a courbure moyenne constante (cf. [B-C-S2]), on g�en�eralise ici la secondepartie ; on obtient le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme C.- Soit i : Mm ,! H n une immersion �a courbure moyenneconstante h < 1. Si RM j�jmdv <1 alorsi: l'immersion i est propre ;ii: l'immersion i est transverse aux sph�eres g�eod�esiques de N de rayons su�sam-ment grands ; 10



iii: la vari�et�e M est di��eomorphe �a l'int�erieur d'une vari�et�e compacte �a bord M ,et l'immersion se prolonge continûment en une application�� :M ! H n:Surfaces de DelaunayOn s'int�eresse ici aux surfaces de r�evolution �a courbure moyenne constante dansH 3 . Dans le cadre euclidien, en 1841 C. Delaunay trouvait un moyen amusant deconstruire les surfaces de r�evolution �a courbure moyenne constante : leurs m�eri-diennes sont les trajectoires d'un foyer d'une conique qui roule sans glissement surl'axe de r�evolution (cf. [De]). Des constructions cin�ematiques analogues ont �et�e ob-tenues par W.Y. Hsiang et W.C. Yu pour les sous-vari�et�es O(n� 1)-invariantes deRn (cf. [H-Y]), par H. Rosenberg et R. S�a Earp pour les surfaces sp�eciales de R3 (cf.[R-E]), et par I. Sterling pour les hypersurfaces de type �l dans H n et Sn (cf. [St]).Pour ce qui est des surfaces de r�evolution dans H 3 , I. Sterling a montr�e que lesroulantes ont une �equation en coordonn�ees polaires qui est de la forme tanhr =p1+e cos � (cf. [St]). On montre dans ce chapitre que ces courbes ont des propri�et�esfocales similaires �a celles des coniques euclidiennes : on trouve les analogues hyper-boliques des ellipses, des hyperboles et des paraboles, ainsi qu'une nouvelles famillede \paraboles g�en�eralis�ees". De plus, on montre �a l'aide de ces propri�et�es focalesqu'on a une interpr�etation cin�ematique \�a la Delaunay" (on montre pour cela quela trajectoire du foyer satisfait la même �equation di��erentielle que la m�eridienne) :Th�eor�eme D.- Soit N une vari�et�e isom�etrique �a H 2 , soit F 2 N , et soit 
une courbe connexe de N v�eri�ant dF + � = a le long de 
, o�u � est une fonctionde type distance. Soit C la trajectoire de F lorsque 
 roule sans glissement sur uneg�eod�esique � de H 2 . La courbe C v�eri�e l'�equation�H sinh2y + sinhy cosh2ydxds = Ko�u s est l'abscisse curviligne de C, et x(s) et y(s) sont les coordonn�ees de Fermi deC(s) relatives �a �. En particulier, elle engendre une surface de r�evolution �a courburemoyenne constante d'axe �. De plus, la valeur H de la courbure moyenne v�eri�e{ si � = �d ~F , ~F 2 N (
 est une ellipse ou une hyperbole), alors H = coth jaj >1 ;{ si � = �b�, � 2 @1N (
 est une parabole), alors H = 1 ;{ si � = dg, g une g�eod�esique orient�ee de N (
 est une parabole g�en�eralis�ee),alors H = tanh jaj < 1.Dans cet �enonc�e, dF d�esigne la fonction distance au point F , b� la fonction deBusemann centr�ee en �, et dg la distance sign�ee �a la g�eod�esique g.11
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Chapitre 1PR�ELIMINAIRES ET NOTATIONS
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On introduit ici les notations utilis�ees pour les trois premiers chapitres de cetteth�ese, le quatri�eme chapitre �etant ind�ependant.1.1. Notations et d�e�nitionsOn �etudie dans cette th�ese les sous-vari�et�es �a courbure moyenne constante dansl'espace hyperbolique de courbure �1, cependant on montrera certains r�esultatspr�eliminaires dans un cadre plus g�en�eral ; un argument su�sant pour leur preuveest que la norme de la courbure moyenne ne soit pas trop grande en regard de lacourbure sectionnelle de l'espace ambiant.Plus pr�ecis�ement, soit i : M ,! N un immersion isom�etrique, o�u M et N sontdes vari�et�es riemanniennes compl�etes de dimensions respectives m et n.Soit A la seconde forme fondamentale de i, et H le champ de vecteurs courburemoyenne. Pour tout x 2M , H(x) est d�e�ni parH(x) = 1m mXj=1A(ej ; ej);o�u (ej)j est une base orthonorm�ee de TxM .Notons eK la courbure sectionnelle de N , dans la suite on d�esignera par (�) leshypoth�eses suivantes :Hypoth�eses (�).- La vari�et�e N est simplement connexe, et il existe deuxconstantes positives a et b telles que{ eK(�) � �b2 pour tout 2-plan � tangent �a N{ jH(x)j � a < b pour tout x 2MCes hypoth�eses sont en particulier satisfaites par les sous-vari�et�es de l'espacehyperbolique dont la courbure moyenne est constante et inf�erieure strictement �a 1.Dans la suite, on notera TM et TN les �br�es tangents aux vari�et�es M et N , etUM , UN leurs �br�es unitaires tangents.D'autre part, on d�esignera avec un \tilda" les objets attach�es �a la vari�et�e N .Ainsi, on notera r et er les connexions riemanniennes de M et N , dv et d~v leursformes volume induites par les m�etriques, et d et ~d les distances riemanniennes.Par ailleurs, on notera � = A�HId le tenseur \seconde forme fondamentale �atrace nulle" ; sa norme est d�e�nie parj�j2(x) = mXj;i=1 k�(ej ; ei)k2;15



o�u (ej)j est une base orthonorm�ee de TxM . La norme de ce tenseur mesure le d�efautd'ombilicit�e de M : j�j(x) = 0 si et seulement si x est un point ombilic (ie. pourtout vecteur � 2 TxM de norme 1, on a A(�; �) = H).Le tenseur � joue un rôle important dans l'�etude des sous-vari�et�es �a courburemoyenne constante ; il intervient entre autres �a travers la courbure totale de Md�e�nie par RM j�jmdv.Dans la suite, on se servira �a plusieurs reprises des fonctions distance et distanceextrins�eque : pour tout o 2 N , on notera ~ro = ~d(o; :) la fonction distance sur N ;on d�e�nit la fonction distance extrins�eque sur M par ro = ~rojM .1.2. Sous-vari�et�es �a courbure moyenne constanteInterpr�etation variationnelleOn suppose dans cette section que la dimension de N est n = m+1 et que la vari�et�eM est orientable. On note � un champ de vecteurs unitaires normal �a M . Commeon est en codimension 1, la courbure moyenne est colin�eaire �a � ; on introduit alorsh = hH; �i. L'immersion i est dite �a courbure moyenne constante si la fonction h estune fonction constante sur M .En codimension plus grande, le champ de vecteurs courbure moyenne vit dansle �br�e normal de M ; on a sur ce �br�e une connexion induite par la connexionriemannienne de N , et �a la notion de courbure moyenne constante correspond lanotion de courbure moyenne parall�ele pour cette connexion. Cependant, on n'a pasdans ce cas d'interpr�etation variationnelle analogue �a celle que l'on va pr�esentermaintenant en codimension 1.La courbure moyenne intervient naturellement quand on d�eforme l'immersion iet qu'on calcule la variation de l'aire. Les sous-vari�et�es �a courbure moyenne constanteapparaissent comme des points critiques de la fonctionnelle aire sous une contraintede volume constant.Soit 
 un domaine compact deM , et soit I :]�"; "[�
! N une d�eformation dei �a support dans 
 ; l'application I est telle que pour tout t l'application it = I(t; :)est une immersion qui v�eri�e itj@
 = ij@
, et I v�eri�e aussi i0 = ij
. On associe �acette d�eformation le champ de vecteurs variation @@t = @I@t , et on note f = h @@t jt=0; �i.Pour tout t, soient Ht le vecteur courbure moyenne de l'immersion it, �t lechamp de vecteurs normal �a it(M) qui donne sur M la même orientation que �, etht = hHt; �ti. On notera ft = h @@t ; �ti et dvt la forme volume associ�ee �a la m�etriqueinduite par it.On d�e�nit alors la fonction aire parA(t) = Z
 dvtet la fonction volume par V (t) = Z[0;t]�
 I�(d~v):16



On a les r�esultats classiques suivants (cf. par exemple [B-C-E], lemme 2.1) :A0(t) = �mZ
h @@t ;Htidvt = �mZ
 htftdvtet V 0(t) = Z
h @@t ; �tidvt = Z
 ftdvtOn dira que la d�eformation I pr�eserve le volume si la fonction V (t) est constante.Cela implique notamment que R
 fdv = 0.Comme on s'int�eresse ici aux point critiques de A sous la contrainte V =Constante, il est naturel d'introduire la fonction J d�e�nie parJ(t) = A(t) +mh0V (t)o�u h0 = 1A(0) R
 hdv.On a alors la proposition suivante qui est un r�esultat classique sur les multipli-cateurs de Lagrange (cf. par exemple [B-C-E], proposition 2.3) :Proposition 1.2.1.- Les assertions suivantes sont �equivalentes :{ la courbure moyenne de i est constante et �egale �a h0 ;{ pour toute d�eformation �a support compact de i qui pr�eserve le volume, on aA0(0) = 0 ;{ pour toute d�eformation �a support compact de i, on a J 0(0) = 0.On suppose dor�enavant que l'immersion i est �a courbure moyenne constante ;c'est donc un point critique de la fonctionnelle aire. Il est naturel de s'int�eresser �a lad�eriv�ee seconde de l'aire a�n de savoir s'il s'agit d'un minimum local. On a la notionde stabilit�e suivante :D�efinition 1.2.2.- L'immersion i est dite stable si pour toute d�eformation �asupport compact qui pr�eserve le volume on a A00(0) � 0.Comme les d�eformations consid�er�ees pr�eservent le volume, on a V 0(t) = 0 etA00(0) = J 00(0). Or on a J 0(t) = �mZ
(ht � h0)ftdvtd'o�u J 00(0) = �mZ
 @ht@t jt=0fdvOn obtient alors la proposition suivante (cf. par exemple [B-C-E], proposition2.5) : 17



Proposition 1.2.3.- On aJ 00(0) = Z
(f�f � (m eR+ jAj2)f2)dvo�u � est le laplacien positif (i.e. associ�e �a la forme quadratique R
 jrf j2dv) pourla m�etrique induite par i, et o�u eR est la courbure de Ricci normalis�ee de N dans ladirection normale �a M (i.e. eR(x) = 1mPnk=1 eR(�; ek; �; ek) o�u eR est le tenseur decourbure de N et (ek)k est une base orthornom�ee de TxN).On remarque sur cette expression que la d�eriv�ee seconde de l'aire ne d�epend quede la fonction f . D'autre part, pour toute fonction g : 
 ! R telle que gj@
 = 0 etR
 gdv = 0, il existe une d�eformation de i �a support dans 
 dont le champ de vecteursvariation est g� (cf. [B-C-E], lemme 2.2). On a donc la proposition suivante :Proposition 1.2.4.- Soit S l'op�erateur d�e�ni parSf = �f � (m eR+ jAj2)fo�u f 2 D(S) = fg 2 C10 (M)j RM gdv = 0g.L'immersion i est stable si et seulement si la forme quadratique associ�ee �al'op�erateur S est positive.L'op�erateur S est appel�e l'op�erateur de stabilit�e de l'immersion i.Indice de Morse de MLa vari�et�e M �etant un point critique de la fonctionnelle d'aire, on d�e�nit son indicede Morse de la fa�con suivante.Soit 
 � M un ouvert relativement compact. L'op�erateur � � (m eR + jAj2)agissant sur fg 2 C10 (
)j R
 gdv = 0g est essentiellement auto-adjoint dans fg 2L2(
)j R
 gdv = 0g ; on note S
 son extension auto-adjointe. On d�e�nit Ind(
)comme �etant le nombre de valeurs propres strictement n�egatives de S
. L'ouvert 
�etant relativement compact, Ind(
) est �ni ; il repr�esente le nombre de d�eformationslin�eairement ind�ependantes, �a support dans 
, pour lesquelles la fonction A a unmaximum local en 0.On d�e�nit alors l'indice de Morse de M parInd(M) = supfInd(
)j
 �M relativement compactg:Cet indice peut être �ni ou in�ni.D�es lors que l'on s'int�eresse �a la �nitude de Ind(M), on peut consid�erer l'op�era-teur �� (m eR+ jAj2) agissant sur C10 (
) ; cet op�erateur est essentiellement auto-adjoint, on note S0
 son extension auto-adjointe dans L2(
), et Ind0(
) le nombrede valeurs propres strictement n�egatives de S0
. De même on d�e�nitInd0(M) = supfInd0(
)j
 �M relativement compactg:18



Notons �k (resp. �0k) la ki�eme valeur propre de S
 (resp. de S0
). Par le principedu min-max, on a imm�ediatement que �k � �0k.D'autre part, si on note D
 (resp. D0
) le domaine de l'op�erateur S
 (resp. S0
),et Q
 la forme quadratique associ�ee �a �� (m eR+ jAj2), par le principe du max-minon a �k = supE�D
s.e.v. de dim k�1 inf n Q(f)kfkL2 ���f 2 (E + R:1)?oo�u 1 d�esigne la fonction constante �egale �a 1 sur 
, et�0k+1 = supF�D0
s.e.v. de dim k inf n Q(f)kfkL2 ���f 2 F?o:On en d�eduit que �k � �0k+1, et avec la premi�ere in�egalit�e, on obtient Ind(
) �Ind0(
) � Ind(
) + 1Finalement, on a entre Ind(M) et Ind0(M) la relation suivanteInd(M) � Ind0(M) � Ind(M) + 1Par la suite, pour traiter des probl�emes de �nitude de l'indice de Morse de M ,on utilisera l'extension auto adjointe de l'op�erateur � � (m eR + jAj2) agissant surC10 (
). 1.3. Quelques mots sur la vari�et�e ambianteOn suppose dans cette section que l'immersion satisfait les hypoth�eses (�). Enparticulier, la courbure sectionnelle de N v�eri�e eK(�) � �b2 pour tout 2-plan �tangent �a N .Les r�esultats classiques rappel�es ici serviront dans les chapitres 2 et 3. Ils concernentuniquement la vari�et�e N et r�esultent de comparaisons \�a la Rauch" entre N etH n(�b2), l'espace hyperbolique de courbure �b2.Proposition 1.3.1.- Soient o et x deux points de N , l = ~d(o; x) et � 2 UoNtel que x = expo(l�). Soit 
(t) = expo(t�), � 2 TxN et X le champ de Jacobi le longde 
 tel que X(0) = 0 et X(l) = �. On a alorsher _
X;Xi(l) � b coth(bl)j�nj2 + 1l j�tj2o�u n et t d�esignent les composantes normales et tangentes �a 
.Preuve.- Remarquons d'abord qu'un tel champ X existe car il n'y a pas de pointconjugu�e le long de 
. Soient V = Xn et W = Xt ; V et W sont des champs deJacobi le long de 
, et on aher _
X;Xi = her _
V; V i+ her _
W;W i:19



Dans la suite, on notera Z 0 = er _
Z et Z 00 = er _
Z 0 o�u Z est l'un des champ V ou W .Le champ W v�eri�e W 00 = 0, W (0) = 0 et W (l) = �t ; on en d�eduit queher _
W;W i(l) = j�tj2l :Soit (e1; :::; en) un rep�ere orthonorm�e parall�ele le long de 
 tel que e1(t) =_
(t), et soient v1; :::; vn les fonctions coordonn�ees de V dans ce rep�ere : V (t) =Pni=2 vi(t)ei(t). On aher _
V; V i(l) = Z l0 (hV 0; V 0i+ hV 00; V i)= Z l0 (hV 0; V 0i � jV j2 eK( _
; V ))o�u eK( _
; V ) est la courbure sectionnelle du plan engendr�e par les vecteurs _
 et V .Pour comparer les situations dans N et dans H n(�b2), on proc�ede de fa�conanalogue �a la preuve du th�eor�eme de Rauch. Soit � une g�eod�esique de H n(�b2) et(ê1; :::; ên) un rep�ere orthonorm�e parall�ele le long de � tel que ê1(t) = _�(t). SoitV̂ (t) = Pni=2 vi(t)êi(t), on a jV j = jV̂ j, jV 0j = jV̂ 0j et comme eK( _
; V ) � �b2, onobtient her _
V; V i(l) � Z l0 (hV̂ 0; V̂ 0i+ jV̂ j2b2) = Il(V̂ )o�u Il est la forme indice pour les champs de vecteurs le long de �.Soit Ĵ le champ de Jacobi le long de � tel que Ĵ(0) = V̂ (0) et Ĵ(l) = V̂ (l). Par lelemme de l'indice (cf. par exemple [dC] p.212) on a Il(V̂ ) � Il(Ĵ). Le calcul donneIl(Ĵ) = b coth(bl)jĴ(l)j2, et comme jĴ(l)j = jV̂ (l)j = jV (l)j, on obtient �nalementher _
V; V i(l) � b coth(bl)j�nj2Comme cons�equence de cette proposition, on obtient le r�esultat suivant quiconcerne la fonction distance de N :Corollaire 1.3.2.- Soit o 2 N , et ~ro = ~d(o; :) la fonction distance sur N .Pour tout x 2 N , et � 2 TxN . On aher� er~ro; �i � b coth(b~ro(x))j�nj2o�u �n d�esigne la composante de � normale �a er~ro(x).Preuve.- Soit o 2 N , eYo = ~ro er~ro.Soit x 2 N , on note l = ~ro(x), � 2 UoN tel que x =gexpo(l�), et 
(t) =gexpo(t�).On a eYo(x) = l _
(l). 20



Soit � 2 TxN , et � 2 Tl�(ToN) tels que � = (Tl� expo)(�). Le vecteur � existe caril n'y a pas de point conjugu�e le long de 
. Soit G d�e�ni parG : � R2 ! N(s; t) 7! expo(t(� + sl �))On note 
s(t) = G(s; t) ; on a 
0 = 
, et pour tout s, 
s est une g�eod�esiquetelle que 
s(0) = o. Donc X = @G@s (0; t) est un champ de Jacobi le long de 
 tel queX(0) = 0. De plus, on a par construction X(l) = �.D'autre part, on a eYo(s; t) = ~d(o; 
s(t)) _
s(t)j _
s(t)j= tj _
s(0)j _
s(t)j _
s(t)j= t@G@t (s; t)Comme [@G@s ; t@G@t ] = 0, on a aussi [X; eYo] = 0 ether� eYo; �i = hereYoX;Xi(l)= lher _
X;Xi(l)� bl coth(bl)j�nj2 + j�tj2 (1.3.1)D'autre part, on a er� eYo = ~ro(x)er� er~ro + her~ro; �ier~rod'o�u her� eYo; �i = lher� er~ro; �i+ j�tj2En utilisant cette �egalit�e dans l'in�egalit�e (1.3.1), on obtient le r�esultat voulu.On a �egalement un r�esultat concernant la projection sur la sph�ere unit�e en unpoint. Soit o 2 N �x�e, et soit �o la projection sur UoN d�e�nie de la fa�con suivante :�o( N n fog ! UoNx 7! exp�1o (x)~ro(x)On a le contrôle suivant sur la d�eriv�ee de �o :Proposition 1.3.3.- Soit x 2 N , on ai: (Tx�o)( ~r~ro) = 0ii: pour tout � 2 TxN orthogonal �a ~r~ro, on aj(Tx�o)(�)j � bj�jsinh(b~ro(x))21



Preuve.- Le point i: est imm�ediat.Pour le point ii:, comme � est orthogonal �a ~r~ro, on a(Tx�o)(�) = 1~ro(x) (Tx exp�1o )(�)Soit l = ~ro(x), 
 la g�eod�esique de N telle que 
(0) = o et 
(l) = x, et soit X lechamp de Jacobi le long de 
 tel que X(0) = 0 et X(l) = �. On a alors(Tx exp�1o )(�) = lX 0(0)d'o�u j(Tx�o)(�)j = jX 0(0)j:Soit ô 2 H n(�b2), 
̂ une g�eod�esique de H n(�b2) telle que 
̂(0) = ô, et soit X̂ unchamp de jacobi le long de 
̂ tel que X̂(0) = 0 et jX̂(l)j = jX(l)j = j�j.Dans sa formulation usuelle, le th�eor�eme de Rauch permet de comparer lesnormes de deux champs de Jacobi qui ont les mêmes conditions initiales ; ici, jXjet jX̂ j ont la même valeur en l et on veut comparer leurs conditions initiales ; onproc�ede de fa�con analogue.Soit g(t) = jX̂(t)j2jX(t)j2 ; la fonction g se prolonge par continuit�e en 0 par g(0) =jX̂0(0)j2jX0(0)j2 . De plus, cette fonction est croissante (la preuve de ce fait est la même quedans le cas du th�eor�eme de Rauch, cf par exemple [dC] p.215). Comme g(l) = 1,on a g(0) � 1 et jX 0(0)j � jX̂ 0(0)j. Le calcul dans H n(�b2) donne jX̂ 0(0)j = bjX̂(l)jsinh(bl) .d'o�u j(Tx�o)(�)j � bj�jsinh(b~ro(x)) :Comme la vari�et�e N est simplement connexe et �a courbures sectionnellesn�egatives, elle admet une compacti�cation en prenant les classes d'�equivalence dedemi-g�eod�esiques. Plus pr�ecis�ement, deux demi-g�eod�esiques �1; �2 : R+ ! N sontdites �equivalentes si la fonction t 7! ~d(�1(t); �2(t)) est born�ee par une constante. Lebord �a l'in�ni de N , not�e @1N est d�e�ni comme �etant le quotient de l'ensemble desdemi-g�eod�esiques de N par cette relation d'�equivalence, et le compacti��e de N estN = N [ @1N .Si on note [�] la classe d'�equivalence d'un demi-g�eod�esique �, on a pour touto 2 N une \projection" de UoN sur @1N d�e�nie par�o1� UoN ! @1N� 7! [s 7! expo(s�)]Cette application est une bijection, sa r�eciproque permet d'�etendre �o en une ap-plication de N n fog dans UoN . 22



On munit alors N d'une topologie qui en fait un ensemble compact. Une base devoisinages de � 2 @1N est donn�ee par les ensembles de la formeVo;R;" = fx 2 N j ~d(x; o) > R et dUoN (�o(x);�o(�)) < "go�u dUoN est la distance sur UoN induite par la m�etrique de N .Pour plus de d�etails sur cette construction, voir par exemple le livre de W. Ball-mann [Ba].
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Chapitre 2SUR L'OP�ERATEUR DE STABILIT�E
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IntroductionOn s'int�eresse dans ce chapitre �a l'op�erateur de stabilit�e des sous-vari�et�es �a cour-bure moyenne constante h < 1 dans l'espace hyperbolique. Cet op�erateur s'�ecritS = �+m(1� h2)� j�j2Si d'un point de vue g�eom�etrique c'est le nombre de valeurs propres n�egativesde S qui a une signi�cation, d'un point de vue de l'analyse, il est plus naturel des'int�eresser au nombre de valeurs propres qui sont sous le spectre essentiel. Commemontr�e dans [B-C-S1], l'hypoth�ese de courbure totale �nie implique que m(1 � h2)est un minorant du spectre essentiel ; on montre ici que, sous cette hypoth�ese, lenombre de valeurs propres de S qui sont inf�erieures �a m(1 � h2) est �ni et on enobtient une majoration.Pour ce faire, on va utiliser un r�esultat dû �a E. Lieb (cf. [Li]), et �a P. B�erard etG. Besson (cf. [B-B]) sur les vari�et�es riemanniennes de dimension sup�erieure �a 3 ;on a besoin pour cela d'un contrôle du noyau de la chaleur.Dans la premi�ere section de ce chapitre, on montre qu'on a surM deux in�egalit�esisop�erim�etriques (cf. th�eor�emes 2.1.1 et 2.1.3). On montre ensuite, dans la deuxi�emesection, que ces in�egalit�es impliquent les majorations voulues sur le noyau de la cha-leur (cf. proposition 2.2.2 et corollaire 2.2.3). Dans la troisi�eme section, on reprendla d�emarche adopt�ee par E. Lieb et P. B�erard - G. Besson pour obtenir la majorationdu nombre de valeurs propres inf�erieures �a m(1�h2) dans le cas o�u la dimension deM est sup�erieure �a 3 (cf. th�eor�eme A). Dans le cas de la dimension 2, en reprenant lapreuve du th�eor�eme A avec une autre majoration du noyau de la chaleur, on obtient�egalement une majoration du nombre de valeurs propres de S inf�erieures �a 2(1�h2)(cf. th�eor�eme B).Plusieurs constantes qui d�ependent de di��erents param�etres interviennent dansce chapitre ; on notera ces constantes avec les param�etres en indices.D'autre part, on rappelle qu'on d�esigne par (�) les hypoth�eses suivantes :Hypoth�eses (�).- La vari�et�e N est simplement connexe, et il existe deuxconstantes positives a et b telles que{ eK(�) � �b2 pour tout 2-plan � tangent �a N{ jH(x)j � a < b pour tout x 2M 27



2.1. In�egalit�es isop�erim�etriquesOn montre dans cette section le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.1.1.- In�egalit�e isop�erim�etrique.Soit i :M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfait les hypoth�eses (�). Il existeune constante Aa;b;m telle que pour tout domaine 
 relativement compact dans Mtel que @
 soit C1, on ait Aa;b;mVol(
)m�1m � vol(@
)La m�ethode de la preuve est une adaptation de celle utilis�ee par D. Ho�man etJ. Spruck (cf. [H-S]) ; on commence par montrer un r�esultat local, puis on passe dulocal au global par un argument de recouvrement.Au d�ebut de cette section, on montre qu'on a une autre in�egalit�e isop�erim�etriquequi s'obtient simplement par int�egration et application de la formule de la divergence.Une premi�ere in�egalit�e isop�erim�etriqueProposition 2.1.2.- Contrôle de div(rro).Soit i : M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfait les hypoth�eses (�). Pourtout o 2 N , on a div(rro) � (m� jrroj2)b(coth(bro)� ab )Preuve.- Soit x 2 M , et soit (�1; :::; �m) une base orthonorm�ee de ToM . Ladivergence de rro s'exprime en fonction de er~ro de la fa�con suivante :div(rro)(x) = mXi=1hr�irro; �ii= mXi=1her�i(er~ro � (er~ro)N ); �ii= mXi=1her�i er~ro; �ii+ mXi=1her�i�i; (er~ro)N i= mXi=1her�i er~ro; �ii+ h mXi=1(er�i�i)N ; er~roi= mXi=1her�i er~ro; �ii+mhH; er~roi28



o�u N d�esigne la composante normale �a M . D'apr�es le corollaire 1.3.2, on a doncdiv(rro)(x) � b coth(b~ro(x)) mXi=1 j�ni j2 +mhH; er~roi� (m� jrroj2)b coth(bro) +mhH; er~roi:Compte tenu des hypoth�eses, pour tout p 2M on amhH; er~roi � �map1� jrroj2;d'o�u div(rro)(x) � (m� jrroj2)b coth(bro)� ab mp1� jrroj2m� jrroj2 ! :On voit facilement que mp1�jrroj2m�jrroj2 � 1, et on obtientdiv(rro)(x) � (m� jrroj2)b(coth(bro)� ab ):Comme cons�equence imm�ediate de cette proposition, on obtient l'in�egalit�e isop�e-rim�etrique suivante sur M :Th�eor�eme 2.1.3.- Soit i : M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfait leshypoth�eses (�). Pour tout domaine 
 relativement compact de M dont le bord @
est C1, on a (m� 1)(b � a)Vol(
) � vol(@
)Preuve.- D'apr�es la proposition 2.1.2, on adiv(rro) � (m� 1)(b� a)En int�egrant cette divergence sur 
 on obtient(m� 1)(b � a)Vol(
) � Z
 div(rro)� Z@
hrro; �i� vol(@
)o�u � est la normale exterieure �a @
. 29



Une in�egalit�e isop�erim�etrique localePour prouver cette in�egalit�e locale, on va encore utiliser la proposition 2.1.2. Oncommence par travailler sur le minorant de div(rro).Soit g la fonction d�e�nie parg(s) = 1b(coth(bs)� ab ) ;sa d�eriv�ee vaut 1 en 0 et en s0 = 1b ln( b+ab�a), et elle est sup�erieure �a 1 sur [0; s0] etinf�erieure �a 1 sur [s0;+1[. On note f la fonction d�e�nie parf(s) = � g(s) si s 2 [0; s0];g(s0)� s0 + s si s 2]s0;+1[:On d�e�nit en�n une fonction u paru(�) = g(s0)e�as0 exp� Z �s0 dsf(s)�pour � > 0, et on la prolonge en 0 par u(0) = 0. Pour le cas o�u a = 0, on a s0 = 0et on prend simplement f(�) = u(�) = �. On a alors laProposition 2.1.4.- Les fonctions f et u ont les propri�et�es suivantes :i: pour tout s 2 R+ , f(s) � g(s) et f 0(s) � 1 ;ii: u(�)u0(�) = f(�) pour tout � 2 R+ ;iii: en 0, u(�) � � ;iv: u(�) � Ka;b� pour tout � 2 R+ , o�u Ka;b = e�as0 = ( b�ab+a) ab ;v: pour tout � 2 R+ et tout t 2 [1;+1[, u(�) � tu(�t ).Preuve.- Les points i et ii se d�eduisent imm�ediatement des d�e�nitions de g, f etu. Pour le point iii, on a pour tout � 2]0; s0]u(�) = g(s0)e�as0 exp�Z �s0 (b coth(bs)� a)ds�:Par int�egration, et en remarquant que g(s0) = 2ab2�a2 , on trouveu(�) = sinhb�b e�a�pour tout � 2]0; s0]. Le point iii suit. 30



Le point iv se d�eduit des majorations 0 � f(s) � g(s0)� s0 + s qui donnentZ �s0 dsf(s) � ln(g(s0)� s0 + �g(s0) ) � ln( �g(s0)):Le point v est une in�egalit�e de concavit�e qui r�esulte du fait que la d�eriv�ee secondede u est n�egative. En e�et, par ii on au00(�) = u(�)(1 � f 0(�))f(�)2qui est n�egative par i:On peut maintenant �enoncer le r�esultat local. Dans cet �enonc�e, !m d�esigne levolume de la boule unit�e de Rm et B�(o) d�esigne la boule extrins�eque de centre o etde rayon �, c'est �a dire B�(o) = fx 2M jro(x) < �g.Proposition 2.1.5.- Contrôle local.Soit i : M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfait les hypoth�eses (�), soit 
un ouvert relativement compact de M dont le bord @
 est C1, et soit �0 > 0 d�e�nipar u(�0) = �2Vol(
)!m � 1m :o�u la fonction u est celle d�e�nie ci-dessus.Pour tout o 2 
 et tout t > 1, il existe � 2 [0; �0[ tel queKa;b4tmu(�0)Vol(
 \Bt�(o)) � vol(@
 \B�(o)):Dans [H-S], les auteurs utilisent le champ de vecteurs rorro, et une estim�ee de sadivergence. On suit ici la strat�egie de leur preuve en utilisant le champ de vecteursf(ro)rro, et en ayant r�eguli�erement recours �a la proposition 2.1.4.On s'int�eresse aux quantit�es Vol(
 \B�(o)) et vol(@
 \B�(o)) ; dans le lemmesuivant, on voudrait d�eriver Vol(
\B�(o)) par rapport �a �, mais ce n'est pas partoutd�erivable. On va approcher la fonction caract�eristique de B�(o) par des fonctions C1.Pour tout " > 0, soit '" une fonction C1 sur R, croissante, et telle que '"(s) = 0pour tout s � 0, et '"(s) = 1 pour tout s � ". On d�e�nit �" par�"(�) = Z
 '"(�� ro(x))dv(x):On a en particulier lim"!0 �"(�) = Vol(
 \B�(o)).On commence par montrer le lemme suivant :Lemme 2.1.6.- Pour tout o 2 
, tout � > 0 et tout " > 0 on a� dd� �u(�)�m�"(�)� � u(�)�mvol(@
 \B�(o)): (2.1.1)31



Preuve.- On note Yo = f(ro)rro. En utilisant le point i de la proposition 2.1.4et la proposition 2.1.2, on adiv(Yo) = f(ro)div(rro) + f 0(ro)jrroj2� (m� jrroj2)f(ro)g(ro) + f 0(ro)jrroj2� m:D'autre part, pour tout � > 0, on adiv('"(�� ro)Yo) = '"(�� ro)div(Yo)� '0"(�� ro)hrro; Yoi:En int�egrant cette �egalit�e sur 
 \B�(o), on obtientm�"(�) � Z
 '"(�� ro)div(Yo)� Z
 '0"(�� ro)f(ro)jrroj2 + Z@
 '"(�� ro)f(ro)hrro; �io�u � est la normale exterieure �a @
. En utilisant le fait que jrroj � 1 et que '" et'0" sont nulles sur R� on obtientm�"(�) � f(�)�0"(�) + f(�)Z@
\B�(o) '"(�� ro)� f(�)�0"(�) + f(�)vol(@
 \B�(o))En utilisant la propri�et�e ii de la proposition 2.1.4, on voit que cette in�egalit�e est�equivalente �a l'in�egalit�e (2.1.1).On peut maintenant montrer la proposition 2.1.5 :Preuve de la proposition 2.1.5.- Soit � 2]0; �0[, en int�egrant (2.1.1) sur [�; �0]on obtientu(�)�m�"(�) � u(�0)�m�"(�0) + Z �00 u(�)�mvol(@
 \B�(o))d�:En faisant tendre " vers 0, et en prenant la borne sup�erieure sur �, on obtientsup�2]0;�0[�u(�)�mVol(
 \B�(o))	 � u(�0)�mVol(
 \B�0(o))+Z �00 u(�)�mvol(@
 \B�(o))d�: (2.1.2)Soit o 2 
 et t > 1, supposons que pour tout � 2 [0; �0[ on aitvol(@
 \B�(o)) < Ka;b4tmu(�0)Vol(
 \Bt�(o));32



et montrons qu'on obtient une contradiction.Du point iv de la proposition 2.1.4 on d�eduitvol(@
 \B�(o)) < 14tm�0Vol(
 \Bt�(o)):Soit I = Z �00 u(�)�mvol(@
 \B�(o))d�:On a alors I < 14tm�0 Z �00 u(�)�mVol(
 \Bt�(o))d�< 14t�0 Z t�00 �tu(�t )��mVol(
 \B�(o))d�:En utilisant le point v de la proposition 2.1.4, on aI < 14t�0 Z t�00 u(�)�mVol(
 \B�(o))d�< 14t�0 Z �00 u(�)�mVol(
 \B�(o))d�+ 14t�0 Z t�0�0 u(�)�mVol(
 \B�(o))d�:Sur [�0; t�0], on peut majorer u(�)�mVol(
\B�(o)) par u(�0)�mVol(
). On a doncI � 14t sup�2]0;�0[�u(�)�mVol(
 \B�(o))	 + 14u(�0)�mVol(
):En reportant cette in�egalit�e dans (2.1.2) et en majorant Vol(
\B�0(o)) par Vol(
)on obtient (1� 14t) sup�2]0;�0[�u(�)�mVol(
 \B�(o))	 < 54u(�0)�mvol(
):D'apr�es le point iii de la proposition 2.1.4, on alim�!0 u(�)�mVol(
 \B�(o)) = !m;d'autre part, on a u(�0)�mvol(
) = 12!m:On obtient alors 0 < 14t � 38 , une contradiction car t > 1.Il existe donc � 2 [0; �0[ tel queKa;b4tmu(�0)Vol(
 \Bt�(o)) � vol(@
 \B�(o))
33



Du local au global : preuve du th�eor�eme 2.1.1Soit 
 � M un ouvert relativement compact dont le bord est de classe C1. Pourpasser de l'in�egalit�e locale �a l'in�egalit�e globale, on va construire un recouvrement de
. Soit t > 2, et �j = (2t )j�0, j 2 N. On d�e�nit
j = no 2 
���9� 2]�j+1; �j ]; Ka;b4tmu(�0)Vol(
 \Bt�(o)) � vol(@
 \B�(o))o:D'apr�es la proposition 2.1.5, on a 
 = Sj2N 
j. Soient F0; F1; :::; Fk ; ::: des sousensembles de 
 d�e�nis par r�ecurrence de la fa�con suivante :{ F0 est un sous ensemble �ni de 
0 tel que- 
0 � Sx2F0 B2�0(x)- les ensembles B�0(x), x 2 F0 sont deux �a deux disjoints.{ si F0; F1; :::; Fk�1 sont connus, soit Dk = 
k nSk�1j=0 Sx2Fj B2�j (x). Fk est unsous ensemble �ni de Dk tel que- Dk � Sx2Fk B2�k(x)- les ensembles B�k(x), x 2 Fk sont deux �a deux disjoints.On a construit une famille de points de 
 qui a les propri�et�es suivantes :Proposition 2.1.7.-i: 
 � Sj2NSx2Fj B2�j (x) ;ii: les ensembles B�j (x), j 2 N, x 2 Fj sont deux �a deux disjoints ;iii: pour tout j 2 N et tout x 2 Fj, on aKa;b4tmu(�0)Vol(
 \B2�j (x)) � vol(@
 \B�j (x)):Preuve.- Les points i se d�eduit de la construction du recouvrement.Soient x 2 Fj et y 2 Fj+k avec k > 0. On a y 2 Dj+k, donc y 62 B2�j (x) etd(x; y) � 2�j > �j + �j+k. On en d�eduit que B�j (x)\B�j+k(y) = ;. Le point ii suit.Soient j 2 N et x 2 Fj , il existe � 2]�j+1; �j ] tel queKa;b4tmu(�0)Vol(
 \Bt�(x)) � vol(@
 \B�(x)):Comme � � �j+1, on a t� � t�j+1 = 2�j , et Vol(
\Bt�(x)) � Vol(
\B2�j (x)). Demême, on a � � �j , donc vol(@
\B�(x)) � vol(@
\B�j (x)). On en d�eduit le pointiii: 34



L'in�egalit�e isop�erim�etrique se d�eduit maintenant de la proposition 2.1.7. On aKa;b4tmu(�0)Vol(
) � Xj2N Xx2Fj Ka;b4tmu(�0)Vol(
 \B2�j (x))� Xj2N Xx2Fj vol(@
 \B�j (x))� vol(@
)En rempla�cant u(�0) par sa valeur, on obtientKa;b! 1mm22+ 1m tmVol(
)m�1m � vol(@
);et en faisant tendre t vers 2, on obtientAa;b;mVol(
)m�1m � vol(@
):avec Aa;b;m = Ka;b! 1mm22+m+ 1m o�u Ka;b = ( b�ab+a) ab .Ceci termine la preuve du th�eor�eme 2.1.1Remarque 2.1.8.- On voit sur l'expression de la constante que lima!bAa;b;m =0 ; la m�ethode utilis�ee ne permet donc pas d'obtenir une in�egalit�e isop�erim�etriquepour le cas o�u l'on aurait simplement a � b dans les hypoth�eses (�).D'autre part, on n'a pas cherch�e dans la preuve �a obtenir une constante optimale(dans leur preuve, D. Ho�man et J. Spruck introduisent un param�etre suppl�emen-taire qui apparâ�t dans la constante et qu'ils peuvent choisir en fonction de la di-mension de M pour optimiser la constante).2.2. Contrôle du noyau de la chaleur de MOn montre dans cette section que les in�egalit�es isop�erim�etriques obtenues im-pliquent une majoration du noyau minimal de la chaleur de M , ce r�esultat classiqueest dû �a N. Varopoulos (cf. [Va]).On va utiliser ces in�egalit�es sous la forme d'in�egalit�es de Sobolev : c'est unr�esultat bien connu dû �a V.G. Maz'ya, et �a H. Federer et W.H. Fleming que lesin�egalit�es isop�erim�etriques sur une vari�et�e riemannienne sont �equivalentes �a desin�egalit�es de Sobolev (avec les mêmes constantes). Pour une preuve de ce fait,voir par exemple l'article de R. Osserman sur l'in�egalit�e isop�erim�etrique (cf. [Os1]th�eor�eme 3.1). Dans notre cas, on a laProposition 2.2.1.- Soit i : M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfaitles hypoth�eses (�). Pour tout fonction f sur M de classe C1 et �a support compacton a Aa;b;mkfk mm�1 � krfk1 (2.2.1)35



et (m� 1)(b � a)kfk1 � krfk1 (2.2.2)o�u la constante Aa;b;m est celle d�e�nie dans l'�enonc�e du th�eor�eme 2.1.1.Soit K(t; x; y) le noyau minimal de la chaleur sur M ; la fonction K est unesolution fondamentale de l'�equation de la chaleur et satisfait entre autre�yK(t; x; y) + @K@t (t; x; y) = 0o�u �y d�esigne le laplacien par rapport �a la variable y ; on notera de même ryK legradient par rapport �a y.On a par d�e�nitionK(t; x; y) = supfK
(t; x; y)j
 �M relativement compactgo�u K
(t; x; y) est le noyau de la chaleur sur 
 avec condition de Dirichlet au bord.On a sur K le contrôle suivant :Proposition 2.2.2.- Soit i : M ,! N un immersion isom�etrique qui satisfaitles hypoth�eses (�). Il existe deux constantes Ba;b;m et B0a;b;m telles queK(t; x; x) � Ba;b;mt�m2 pour tout t 2]0;+1[et K(t; x; x) � B0a;b;me�ct pour tout t 2]1;+1[o�u c = (m�1)2(b�a)24 .Preuve.- On va montrer que ces estim�ees sont satisfaites par K
, pour toutdomaine 
 relativement compact dans M , les constantes Ba;b;m et B0a;b;m obtenues�etant ind�ependantes de 
.Soit 
 �M un ouvert relativement compact, on notek
(t; x) = Z
K2
(t; x; y)dv(y) = K
(2t; x; x):On va travailler sur k
. On a@k
@t = 2Z
K
(t; x; y)@K
@t (t; x; y)dv(y)= �2Z
K
(t; x; y)�yK
(t; x; y)dv(y)= �2Z
 jryK
(t; x; y)j2dv(y):36



En appliquant l'in�egalit�e de H�older, on obtientk
(t; x) = Z
K 2mm+1
 (t; x; y)K 2m+1
 (t; x; y)dv(y)� � Z
K 2mm�1
 (t; x; y)dv(y)�m�1m+1�Z
K
(t; x; y)dv(y)� 2m+1� � Z
K 2mm�1
 (t; x; y)dv(y)�m�1m+1 :En appliquant l'in�egalit�e (2.2.1) �a la fonction f2, et en utilisant l'in�egalit�e deH�older, on obtient �ZM jf j 2mm�1�2m�1m � B0� ZM f2��ZM jrf j2�pour toute fonction f de classe C1 �a support compact, o�u B0 = 4A2a;b;m . En appliquantcette in�egalit�e �a K
 et en utilisant l'in�egalit�e pr�ec�edente, on obtientk2m+1m
 (t; x) � �Z
K 2mm�1
 (t; x; y)dv(y)�2m�1m� B0�ZM K2
(t; x; y)�� Z
 jryK
(t; x; y)j2dv(y)�� �B02 k
(t; x)@k
@t (t; x):La fonction k
 v�eri�e donc l'in�egalit�e di��erentiellekm+2m
 (t; x) + B02 @k
@t (t; x) � 0:Soit h = k�2m
 , on a km+2m
 (t; x)(1 � mB04 @h@t (t; x)) � 0:Comme k
 est une fonction positive on a@h@t � 4mB0et comme h(0) = 0, on obtient en int�egranth(t; x) � 4mB0 tet k
(t; x) � (mB04 )m2 t�m2d'o�u K
(t; x; x) � Ba;b;mt�m237



o�u Ba;b;m = (2m)m2Ama;b;m .Pour la deuxi�eme estim�ee, la m�ethode est similaire. En appliquant l'in�egalit�e(2.2.2) �a la fonction f2 et en utilisant l'in�egalit�e de H�older, on obtient(m� 1)2(b� a)2� ZM jf j2� � 4ZM jrf j2pour toute fonction f de classe C1 �a support compact. En appliquant cette in�egalit�e�a K
, on a (m� 1)2(b� a)2k
(t; x) � �2@k
@t (t; x):Comme k
 est une fonction strictement positive, on a1k
(t; x) @k
@t (t; x) � �c0o�u c0 = (m�1)2(b�a)22 . En int�egrant sur [1; t], on trouvek
(t; x) � k
(1; x)ec0(1�t)et on obtient �nalement K
(t; x; x) � B0a;b;me�cto�u B0a;b;m = Ba;b;m2�m2 exp( (m�1)2(b�a)22 ) = mm2Ama;b;m exp( (m�1)2(b�a)22 ), et o�u c =(m�1)2(b�a)24 .Comme cons�equence de ces deux majorations, on a le contrôle suivant :Corollaire 2.2.3.- Pour tout � > 0, il existe une constante C�;a;b;m telle queK(t; x; x) � C�;a;b;mt�m2 ��pour tout t 2]0;+1[Preuve.- Soit C 0�;a;b;m d�e�nie parC 0�;a;b;m = max�1; sup[1;+1[(tm2 +�e�ct)�Pour tout t 2]0; 1], on a t�m2 � t�m2 ��, et comme C 0�;a;b;m � 1, on a t�m2 �C 0�;a;b;mt�m2 ��. D'autre part, on a e�ct � C 0�;a;b;mt�m2 �� pour tout t 2 [1;+1[. Enutilisant les deux estim�ees de la proposition pr�ec�edante, on obtientK(t; x; x) � C�;a;b;mt�m2 ��pour tout t 2]0;+1[, o�u C�;a;b;m = C 0�;a;b;mmax(Ba;b;m; B0a;b;m).38



2.3. Majoration de l'indiceOn suppose dans cette section que la vari�et�e N est l'espace hyperbolique �a cour-bure �1 de dimension m+ 1, et que l'immersion est �a courbure moyenne constantestrictement inf�erieure �a 1 ; cette immersion satisfait les hypoth�eses (�), et on a doncsur l'hypersurface M les contrôles du noyau de la chaleur donn�es par la proposi-tion 2.2.2 et le corollaire 2.2.3.L'op�erateur de stabilit�e de M s'�ecritS = �+m(1� h2)� j�j2:Comme on va chercher �a majorer l'indice de M , on va consid�erer l'op�erateurS agissant sur C10 (M), c'est �a dire qu'on va s'int�eresser �a Ind0(M) (cf. chapitre 1section 2).On va chercher �a majorer Ind0(M) sous une hypoth�ese de courbure totale �nie(ie. RM j�jmdv < 1). Cette hypoth�ese implique que la fonction j�j tend vers 0 �al'in�ni (cf [B-C-S2] th�eor�eme principal) ; elle est donc born�ee. On en d�eduit que Sest essentiellement auto-adjoint (cf. [B-C-S1] proposition 2).L'indice de Morse de M est d�e�ni comme la borne sup�erieure des indices desouverts relativement compacts de M , mais dans notre cas, on pourrait le d�e�nirdirectement comme le nombre de valeurs propres n�egatives de l'extension auto-adjointe de S.Plus g�en�eralement, pour un op�erateur R essentiellement auto-adjoint, on noteraNe(R) le nombre de valeurs propres (compt�ees avec multiplicit�es) de l'extensionauto-adjointe de R qui sont inf�erieures �a e. Si, comme dans notre cas, R est de laforme �+V avec V un potentiel continu, on a pourR une notion \d'indice" : I(R) =supfN0(R
)j
 ouvert relativement compact deMg, o�u R
 d�esigne l'extension auto-adjointe de � + V agissant sur C10 (
).On a entre I(R) et N0(R) la relation suivante (cf. [B-C-S1] proposition 3) :Proposition 2.3.1.- Soit M une vari�et�e riemannienne compl�ete, et soit Rl'op�erateur �+V agissant sur C10 (M), o�u V est une fonction continue, on a alors :i: si I(R) <1 alors R est essentiellement auto-adjoint et N0(R) <1 ;ii: si R est essentiellement auto-adjoint et N0(R) < 1, alors I(R) < 1, etI(R) = N0(R)Dans notre cas, on pourra utiliser indi��eremment l'une ou l'autre des deux ap-proches.Le cas de la dimension sup�erieure ou �egale �a 3On suppose d'abord que la dimension de M est sup�erieure �a 3 ; compte tenu dela proposition 2.2.2, on peut utiliser le r�esultat de E. Lieb (cf. [Li]) et P. B�erard -39



G. Besson (cf. [B-B] th�eor�eme 37) ; on reprend ici la preuve donn�ee dans [R-S] (cf.[R-S] vol. IV, th�eor�eme XIII.12).On obtient le r�esultat suivant :Th�eor�eme A.- Soit i : Mm ,! Hm+1 , m � 3, une immersion �a courburemoyenne constante h < 1. Si RM j�jmdv < 1 alors le nombre de valeurs propresde l'op�erateur de stabilit�e qui sont inferieures �a m(1 � h2) est �ni ; il existe uneconstante Dh;m telle que Nm(1�h2)(S) � Dh;m ZM j�jmdvPreuve.- Soit T l'op�erateur � � j�j2 agissant sur C10 (M). Cet op�erateur estessentiellement auto-adjoint ; on note encore T son extension auto-adjointe.Pour un ouvert 
 relativement compact dans M , on note T
 l'extension auto-adjointe de l'op�erateur �� j�j2 agissant sur C10 (
). On cherche �a majorer N0(T ) ;compte tenu de la proposition 2.3.1, il su�t de majorer N0(T
) pour tout 
.Dans la suite de la preuve, on notera W = j�j2. La premi�ere �etape de la preuveconsiste �a majorer N�"(T
) par la trace d'un op�erateur.On remarque d'abord que N�"(T
) est �egal au cardinal de l'ensembleI = f� 2]0; 1]j � " est valeur propre de �� �Wg:Cette �egalit�e vient du fait que les valeurs propres de �� �W , en tant que fonctionsde �, sont continues, d�ecroissantes (car W est une fonction positive), et positivespour � = 0 (cf. [R-S] vol. IV, lemme p.98).Pour p 2 N on introduit l'op�erateur Rp d�e�ni parRp =W 12  pXk=0(�1)kCkp(� + kW + ")�1!W 12 :Soit Fp la fonction d�e�nie parFp(u) = pXk=0(�1)kCkp 11 + ku;on a �egalement Fp(u) = p!up(1 + u)(1 + 2u):::(1 + ku) :On montre l'�egalit�e en remarquant que la di��erence de ces deux expressions est unefonction enti�ere qui tend vers 0 �a l'in�ni. On en d�eduit que l'op�erateur Rp s'�ecritaussi Rp = p!W 12 (� + ")�1� pYk=1W (� + kW + ")�1�W 12 :40



On remarque notamment sur cette expression que l'op�erateur Rp est positif.On voit facilement que si ' est vecteur propre de �� �W de valeur propre �",alors W 12' est vecteur propre de Rp de valeur propre � = Ppk=0(�1)kCkp 1�+k =1�Fp( 1� ). De plus, en utilisant la seconde expression pour Fp, on remarque que � �1p+1 .On en d�eduit que N�"(T
) est inf�erieur ou �egal au cardinal de l'ensembleJp = f� � 1p+ 1 j� est valeur propre de Rpg:Comme d'autre part l'op�erateur Rp est positif, on a les majorations suivantes :N�"(T
) � X�2Jp 1� (p+ 1) X�2Jp �� (p+ 1)Tr(Rp)� (p+ 1) pXk=0(�1)kCkpTr(W (� + kW + ")�1)Comme l'op�erateur � + kW est autoadjoint positif, et " > 0, on a (� + kW +")�1 = R10 e�t(�+kW )e�"tdt, d'o�uN�"(T
) � (p+ 1)Z 10 pXk=0(�1)kCkpTr(W e�t(�+kW ))e�"tdto�u on a utilis�e la positivit�e de l'int�egrand pour intervertir la trace et l'int�egration.Par le th�eor�eme de convergence monotone, on peut faire tendre " vers 0, et on obtientN0(T
) � (p+ 1)Z 10 pXk=0(�1)kCkpTr(W e�t(�+kW ))dt:La seconde �etape consiste �a �evaluer la trace des op�erateurs W e�t(�+kW ) en seramenant �a des op�erateurs �a noyaux. On utilise pour cela la formule de Feynman-Kac(cf. [R-S] vol. II, p.279) : l'op�erateur e�t(�+kW ) a un noyau donn�e pare�t(�+kW )(x; y) = Z� exp�� k Z t0 W (
(u))du�d�x;y;t(
)o�u � est l'espace des chemins dans 
 et d�x;y;t est la mesure de Wiener condi-tionn�ee sur � (pour les constructions des mesure de Wiener et mesure de Wienerconditionn�ee, cf. [R-S] vol. II, p.277 et [R-S] vol. IV, p.102).L'op�erateur W e�t(�+kW ) n'a, �a priori, pas de noyau ; cependant, on montrepar une preuve analogue �a celle de la formule de Feynman-Kac que l'op�erateure�s(�+kW )W e�(t�s)(�+kW ) a un noyau donn�e pare�s(�+kW )W e�(t�s)(�+kW )(x; y) = Z�W (
(s)) exp�� k Z t0 W (
(u))du�d�x;y;t(
):41



Finalement, on obtientTr(W e�t(�+kW )) = Z
 Z�W (
(s)) exp��kZ t0W (
(u))du�d�x;x;t(
)dv(x)= 1t Z t0 Z
 Z�W (
(s)) exp��kZ t0W (
(u))du�d�x;x;t(
)dv(x)ds= 1t Z
 Z��Z t0W (
(s))ds� exp��kZ t0W (
(u))du�d�x;x;t(
)dv(x)o�u on a utilis�e le fait que la partie droite de l'�egalit�e ne d�epend pas de s, et le faitque l'int�egrand est positif.Revenons �a la majoration de N0(T
). On note gp la fonction d�e�nie pargp(u) = u pXk=0Ckp(�1)ke�ku = u(1� e�u)p;on a alorsN0(T
) � (p+ 1)Z 10 Z
 Z� gp�Z t0 W (
(s))ds�d�x;x;t(
)dv(x)dtt :D'autre part, il existe up > 0 tel que la fonction gp est convexe sur l'intervalle[0; up] et concave sur ]up;+1[. On majore alors la fonction gp par la fonction fpd�e�nie par fp(u) = � gp(u) si 0 � u � upgp(up) + (u� up)g0p(up) si u > upLa fonction fp est convexe et sup�erieure �a gp. En utilisant l'in�egalit�e de Jensen, onobtient gp� Z t0 W (
(s))ds� � fp�Z t0 W (
(s))ds�� 1t Z t0 fp(tW (
(s)))dsd'o�u N0(T
) � (p+ 1)Z 10 Z
 Z t0 Z� fp(tW (
(s)))d�x;x;t(
)dsdv(x)dtt2 :Par construction de la mesure de Wiener, on aZ� fp(W (
(s)))d�x;x;t(
) = Z
 fp(tW (y))K
(s; x; y)K
(t� s; y; x)dv(y)o�u K
 est le noyau de la chaleur sur 
 pour le probl�eme de Dirichlet. En reportantcette �egalit�e dans l'in�egalit�e pr�ec�edente, en intervertissant les sommations en x et y,42



et en majorant K
 par le noyau minimal de la chaleur sur M , on obtientN0(T
) � (p+ 1)Z 10 Z t0 Z
 fp(tW (y))K(t; y; y)dv(y)dsdtt2� (p+ 1)Z
 Z 10 fp(tW (y))K(t; y; y)dv(y)dtt� (p+ 1)Bh;1;m Z
 Z 10 fp(tW (y))t�m2 dv(y)dtt (2.3.1)o�u on a utilis�e le contrôle sur le noyau de la chaleur de M donn�e par la proposi-tion 2.2.2. Par changement de variable (on pose s = tW (y)), on obtientN0(T
) � (p+ 1)Bh;1;m Z
 Z 10 fp(s)s�1�m2 W (y)m2 dsdv(y)� (p+ 1)Bh;1;m� Z 10 fp(s)s�1�m2 ds��ZM W (y)m2 dv(y)�Comme fp(s) �+1 cs et m � 3 d'une part, et fp(s) �0 sp+1 d'autre part, en prenantp > m2 � 1 l'int�egrale R10 fp(s)s�1�m2 ds est �nie, et on a doncN0(T
) � Dh;m ZM W (y)m2 dv(y)avec Dh;m = (p+ 1)Bh;1;m R10 fp(s)s�1�m2 ds, o�u p = E(m2 )Finalement, en prenant la borne sup�erieure sur tous les ouverts relativementcompacts de M , on obtient la majoration voulue :N0(T ) � Dh;m ZM j�jmdvOn remarque sur l'expression de la constante Dh;m que l'hypoth�ese m � 3 estn�ecessaire dans la preuve du th�eor�eme A.Le cas de la dimension 2On suppose maintenant que la dimension de M est �egale �a 2. Dans ce cas, la preuvedu th�eor�eme pr�ec�edent ne donne rien, et on n'a pas en g�en�eral de majoration ana-logue : si on consid�ere un op�erateur de la forme � � W sur une vari�et�e M , o�uW est une fonction positive, on peut montrer, en utilisant l'invariance conforme del'int�egrale de Dirichlet, que siM est conforme �a une surface de Riemann priv�ee d'unnombre �ni de points, alors I(��W ) � 1 (cf. [B-B] appendice 1).Dans notre cas, compte tenu du corollaire 2.2.3, on a une majoration du noyaude la chaleur qui nous permet de reprendre la m�ethode de la preuve. On obtient ler�esultat suivant : 43



Th�eor�eme B.- Soit i : M2 ,! H 3 , une immersion �a courbure moyenneconstante h < 1. Si RM j�j2dv <1 alors le nombre de valeurs propres de l'op�erateurde stabilit�e qui sont inf�erieures �a 2(1 � h2) est �ni ; pour tout � > 0, il existe uneconstante Dh;� telle que N2(1�h2)(S) � Dh;� ZM j�j2+2�dvPreuve.- Comme pr�ec�edemment, l'hypoth�ese RM j�j2 <1 implique que j�j tendvers 0 �a l'in�ni ; donc j�j est born�ee et RM j�j2+2� est �nie.En suivant la même d�emarche que dans la preuve du th�eor�eme A, l'in�egalit�e(2.3.1) devientN0(T
) � (p+ 1)C�;h;1;2 Z
 Z 10 fp(tW (y))t�1��dv(y)dtto�u on a utilis�e la majoration donn�ee par le corollaire 2.2.3.Avec le même changement de variable on obtientN0(T
) � (p+ 1)C�;h;1;2� Z 10 fp(s)s�2��ds�� ZM W (y)1+�dv(y)�Comme � > 0, pour p > � l'int�egrale R10 fp(s)s�2��ds est �nie, et il existe doncune constante Dh;� telle queN0(T
) � Dh;� ZM W (y)1+�dv(y)En prenant la borne sup�erieure sur les ouverts 
 relativement compacts dans Mon a �nalement N0(T ) � Dh;� ZM j�j2+2�dv
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Chapitre 3COMPACTIFICATION
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IntroductionOn montre dans ce chapitre un r�esultat de compacti�cation analogue �a celuiobtenu par G. de Oliveira pour les sous-vari�et�es minimales de l'espace hyperbolique(cf. [dO] th�eor�eme A) ; on �etend ce r�esultat au cas o�u la courbure moyenne estconstante et strictement inf�erieure �a 1 (cf. th�eor�eme C). La preuve de G. de Oliveiraest en deux parties : une partie analytique qui consiste �a montrer que la norme dutenseur � tend vers 0 �a l'in�ni, et une partie g�eom�etrique qui consiste �a en d�eduirele r�esultat �nal en �etudiant la fonction distance extrins�eque.P. B�erard, M. do Carmo et W. Santos ont g�en�eralis�e la premi�ere partie au cas dessous-vari�et�es �a courbure moyenne constante (cf. [B-C-S2] th�eor�eme principal) ; ong�en�eralise ici la seconde partie au cas des immersions qui satisfont les hypoth�eses (�)(cf. th�eor�eme 3.2.1).On rappelle qu'on d�esigne par (�) les hypoth�eses suivantes :Hypoth�eses (�).- La vari�et�e N est simplement connexe, et il existe deuxconstantes positives a et b telles que{ eK(�) � �b2 pour tout 2-plan � tangent �a N{ jH(x)j � a < b pour tout x 2M3.1. La distance extrins�equeOn �etudie dans cette section la fonction distance extrins�eque sur M �a l'aide desr�esultats obtenus �a la section 1.3. On s'int�eresse plus particuli�erement �a ses pointscritiques.Lemme 3.1.1.- La hessienne de ro.Soit o 2 N , pour tout champ de vecteurs X sur M , on a(Hessro)(X;X) � (jXj2 � hX;rroi2)b coth(bro) + h ~r~ro;A(X;X)i + hrro;rXXi:(3.1.1)Preuve.- Soit X un champ de vecteurs sur M , on a(Hessro)(X;X) = X:hrro;Xi= hrXrro;Xi+ hrro;rXXi= herXrro;Xi+ hrro;rXXi:47



D'autre part, on a rro = ~r~ro � ( ~r~ro)N , doncherXrro;Xi = herX ~r~ro;Xi � herX( ~r~ro)N ;Xi:D'apr�es le corollaire 1.3.2, le premier terme de cette di��erence se minore :herX ~r~ro;Xi � jXnj2b coth(bro)� (jXj2 � hX;rroi2)b coth(bro):D'autre part, le second terme donne�herX( ~r~ro)N ;Xi = h( ~r~ro)N ; erXXi= h ~r~ro;A(X;X)i:En sommant ces deux r�esultats, on obtient l'in�egalit�e voulue.Soit 
(s) une courbe de N param�etr�ee par la longueur d'arc, et soit f(s) =~ro(
(s)). En appliquant le lemme 3.1.1 �a la sous-vari�et�e 
, on obtient :f 00(s) � (1� f 0(s)2)b coth(bf(s)) + h ~r~ro; er _
 _
i(
(s)) (3.1.2)Lemme 3.1.2.- Soit o 2 N . Si x 2M est un point critique de ro, et si la partie� de trace nulle de la seconde forme fondamentale v�eri�e j�j(x) � b�a2 , alors x estun minimum local strict.Preuve.- Soit � 2 TxM , on a A(�; �) = �(�; �) +Hj�j2. Comme (rro)(x) = 0, larelation (3.1.1) devient(Hessro)(X;X) � j�j2b coth(bro) + h ~r~ro; �(�; �)i + h ~r~ro;Hij�j2� bj�j2 � b� a2 j�j2 � aj�j2� b� a2 j�j2De la même fa�con, on montre le lemme suivant :Lemme 3.1.3.- Soit o 2 N , et soit 
 :]t1; t2[! N une courbe param�etr�ee par lalongueur d'arc telle que jer _
 _
j � b. Soit f(s) = ~ro(
(s)). Si f a un point critiques0 2]t1; t2[, alors s0 est un minimum local strict.Preuve.- Comme f 0(s0) = 0, l'in�egalit�e (3.1.2) donnef 00(s0) � b coth(bf(s0))� b > 0:En�n, on a pour les courbes de N le r�esultat suivant :48



Lemme 3.1.4.- Soit 
 : [0; t[! N (t � 1) une courbe param�etr�ee par la longueurd'arc, telle que jer _
 _
j � � < b. Alorsi: 
 est plong�ee ;ii: ~d(
(0); 
(s)) � sq1� �b .Preuve.- i. 
 est plong�eeSupposons qu'il existe s1 et s2 tels que s1 < s2 et 
(s1) = 
(s2). Soit o = 
(s1)et f(s) = ~ro(
(s)). Comme f(s1) = f(s2) = 0 et f 0(s1) = 1, la fonction f poss�edeun maximum local dans ]s1; s2[, ce qui contredit le lemme 3.1.3.ii. ~d(
(0); 
(s)) � sq1� �bSoit o = 
(0), et f(s) = ~ro(s) ; on a f 0(0) = 1.Remarquons d'abord que f est croissante. Supposons qu'il existe s0 2 [0; t[ telque f 0(s0) = 0. Par le lemme 3.1.3, s0 est un minimum local strict. Soit s1 tel quef(s1) = supff(s)js 2 [0; s0]g, s1 est un point critique qui est un maximum, ce qui estimpossible par le lemme 3.1.3. Donc la d�eriv�ee de f ne s'annule pas et est strictementpositive.Supposons maintenant qu'il existe s2 tel que f 0(s2) <q1� �b . Comme f 0(0) = 1,on a s2 > 0, et il existe s3 2]0; s2[ tel que f 00(s3) � 0 et f 0(s3) �q1� �b . Or d'apr�esl'in�egalit�e (3.1.2), et comme f 0(s3) est positive, on af 00(s3) � (1� f 0(s3)2)b coth(bf(s3))� �� (1� 1 + �b )b coth(bf(s3))� �> 0:On obtient une contradiction, donc pour tout s 2 [0; t[ on a f 0(s) � q1� �b .Comme f(0) = 0, on obtient le r�esultat voulu par int�egration.3.2. Un r�esultat de compacti�cationOn g�en�eralise ici la partie g�eom�etrique de la preuve du th�eor�eme de G. de Oliveira(cf [dO] th�eor�eme 2.1). La m�ethode utilis�ee est similaire �a celle adopt�ee dans [dO].Th�eor�eme 3.2.1.- Soit i : M ,! N une immersion qui satisfait leshypoth�eses (�). On suppose de plus que j�j tend vers 0 �a l'in�ni, on a alors :i: l'immersion i est propre ;ii: l'immersion i est transverse aux sph�eres g�eod�esiques de N de rayon su�sam-ment grands ; 49



iii: la vari�et�e M est di��eomorphe �a l'int�erieur d'une vari�et�e compacte �a bord M ,et l'immersion se prolonge continûment en une application�� :M ! N:Preuve.- Soit o 2 N , et soit " = b�a2 . Par hypoth�ese, il existe un compact K �Mtel que que sur M nK on ait j�j � ".Dans la suite, on notera �r = maxfro(x)jx 2 Kg. On a �egalement j�j � " surMnB�r, o�u, pour tout � � 0, B� d�esigne le boule extrins�eque de centre o et de rayon �,c'est �a dire B� = fx 2M jro(x) < �g. De même, on notera S� = fx 2M jro(x) = �gla sph�ere extrins�eque de rayon � et de centre oRemarquons d'abord que si 
 = I ! M est une g�eod�esique telle que pour touts 2 I, 
(s) 2 M nK alors on a une borne sur la courbure de 
 en tant que courbede N . Plus pr�ecisement, on a jer _
 _
j = jA( _
; _
)j= j�( _
; _
) +Hj� a+ b2< b:En particulier, 
 satisfait les hypoth�eses des lemmes 3.1.3 et 3.1.4i. L'immersion est propreOn va montrer que l'image r�eciproque par i d'une boule de N est born�ee dansM ; pour ce faire, on va majorer la distance de x �a K en fonction de ro(x), pourtout x 2M nK.Soit x 2M nK, soit l = d(x;K), et soit 
 une g�eod�esique de M param�etr�ee parla longueur d'arc qui r�ealise la distance entre K et x, telle que 
(0) 2 K et 
(l) = x.Pour tout s 2]0; l[ on a 
(s) 2M nK ; compte tenu de ce qui pr�ec�ede, et par lelemme 3.1.4 on a ~d(
(0); 
(s)) � sr1� �b ;et par l'in�egalit�e triangulaire on obtientd(x;K)r1� �b � ro(x) + �rce qui prouve l'assertion i:ii. L'immersion est transverse aux sph�eres g�eod�esiques de NMontrons que ro n'a pas de point critique sur M n B�r.Supposons que ce ne soit pas le cas ; soit x 2 M n B�r un point critique de ro,et soit 
 : [0;+1[! M une g�eod�esique de M param�etr�ee par la longueur d'arc quir�ealise la distance entre B�r et x, telle que 
(0) 2 B�r, et 
(l) = x (o�u l = d(B�r; x)).50



Soit f(s) = ro(
(s)), comme x est point critique de ro, l est point critique de f .Comme pr�ec�edemment, on a 
(s) 2M nK pour tout s 2]0;+1[, donc jer _
 _
j < b,et il suit par le lemme 3.1.3 que l est un minimum local strict de f .Soit s0 2]0; l[ tel que f(s0) = maxff(s)js 2]0; l[g, s0 est un maximum local def , ce qui contredit le lemme 3.1.3 et prouve l'assertion ii:iii. Compacti�cation de MOn d�e�nit sur M n B�r le champ de vecteurs X = rrojrroj2 . Comme ro n'a pas depoint critique dans M n B�r, le champ X est bien d�e�ni. Soit  t le 
ot de X, pourtout t � 0,  t induit un di��eomorphisme de S�r sur S�r+t. Dans la suite, pour touty 2 S�r, on notera yt =  t(y).Lemme 3.2.2.- Il existe une constante c > 0 telle que pour tout y 2 S�r et toutt > 0 on ait jrroj(yt) � c.Preuve.- Soit y 2 S�r, et soit 'y(t) = jrroj2(yt). On a'0y(t) = 2hrXrro;rroi= 2herXrro;rroi= 2jrroj2herXrro;Xi:Par un calcul similaire �a celui de la preuve du lemme 3.1.1, on obtientherXrro;Xi � (jXj2 � hX;rroi2)b coth(bro) + h ~r~ro;A(X;X)id'o�u 12'0y(t) � (1� jrroj2)b coth(bro) + h ~r~ro;A( rrojrroj ; rrojrroj)i� (1� jrroj2)b� "� a� �b'y(t) + ":Soit A = inffjrroj2(y)jy 2 S�rg, comme ro n'a pas de point critique sur M n B�r,on a A > 0.Soit �(t) = "b (1� e�2bt) +Ae�2bt la solution de l'equation di��erentielle 12�0(t) +b�(t) = " telle que �(o) = A.Soit �(t) = 'y(t) � �(t), on a 12�0(t) + b�(t) � 0 et �(0) � 0, on en d�eduit que� est une fonction positive. On a donc'y(t) � "b (1� e�2bt) +Ae�2btce qui prouve le lemme.Pour tout t � 0, soit �t l'application d�e�nie par�t : � S�r ! UoNy 7! �o(yt)51



Pour tout t � 0, �t est une immersion, de plus on a le r�esultat suivant :Lemme 3.2.3.- La famille d'immersions (�t)t�0 converge uniform�ement quandt tend vers l'in�ni, vers une application �1Preuve.- On va majorer j@�t@t (y)j uniform�ement en y. On a@�t@t (y) = (Tyt�o)(X(yt))Donc, d'apr�es le lemme 1.3.3 on aj@�t@t (y)j � bjXnjsinh(b~r(yt))o�u Xn est la composante de X normale �a ~r~ro. On a X = ~r~ro +Xn, d'o�u jXnj2 =1jrroj2 � 1. Par le lemme 3.2.2 il vient que jXnj � 1c , on obtient doncj@�t@t (y)j � bc sinh(b(�r + t)) :Cette majoration implique la convergence uniforme de (�t)t�0 vers une application�1 continue de S�r dans UoN . En e�et, on adUoN (�t0(y); �t0+s(y)) � Z t0+st0 j@�t@t (y)jdt� Z 1t0 bdtc sinh(b(�r + t))qui tend vers 0 quand t0 tend vers +1.Soit 	 : S�r � R+ ! M n B�r l'application d�e�nie par 	(y; t) =  t(y) ; cetteapplication est un di��eomorphisme.On note R+ = R+ [ f+1g le compacti��e de R+ , et on d�e�nit le compacti��e deM par M = B�r [ (S�r � R+) =M [ @1M , o�u @1M = S�r � f+1g.En�n, on d�e�nit �� par��(x) = � i(x) Êsi x 2M;�1(�1(y)) si x = (y;1) 2 @1M:Montrons que �� est continue. Soit (xj)j2N une suite de points de M qui convergevers x = (y;+1) 2 @1M . On peut supposer que pour tout j, xj 2 M n B�r, et on�ecrit xj = 	(yj; tj). On a en particulier que lim+1 tj = +1 et lim+1 yj = y. Deplus, on a �o(xj) = �tj (yj) et �o(x) = �1(y).Compte tenu de la topologie de N (cf. chapitre 1 section 3), on veut montrerque pour tout R > 0 et tout " > 0 on a, �a partir d'un certain rang ro(xj) � R etdUoN (�o(xj);�o(x)) < ". 52



Or on a ro(xj) = tj qui tend vers l'in�ni etdUoN (�o(xj);�o(x)) = dUoN (�tj (yj); �1(y))On conclut alors grâce �a l'uniforme convergence de �tj vers �1 et �a la continuit�e de�1.Ceci termine la preuve du th�eor�eme 3.2.1.Si on suppose maintenant que l'espace ambiant est l'espace hyperbolique �a cour-bure �1, et que la courbure moyenne de l'immersion est constante et inf�erieurestrictement �a 1, les hypoth�eses (�) sont satisfaites ; d'autre part P. B�erard, M. doCarmo et W. Santos ont montr�e que sous l'hypoth�ese RM j�jmdv <1, la norme dutenseur � tend vers 0 �a l'in�ni (cf. [B-C-S2] th�eor�eme principal). On obtient donc unth�eor�eme analogue �a celui obtenu par G. de Oliveira pour les sous-vari�et�es minimalesde l'espace hyperbolique :Th�eor�eme C.- Soit i : Mm ,! H n une immersion �a courbure moyenneconstante h < 1. Si RM j�jmdv <1 alorsi: l'immersion i est propre ;ii: l'immersion i est transverse aux sph�eres g�eod�esiques de N de rayon su�sam-ment grands ;iii: la vari�et�e M est di��eomorphe �a l'int�erieur d'une vari�et�e compacte �a bord M ,et l'immersion se prolonge continûment en une application�� :M ! H n:
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Chapitre 4SURFACES DE DELAUNAY
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IntroductionCe chapitre est consacr�e �a l'�etude des surfaces de r�evolution �a courbure moyenneconstante dans H 3 . On commence par en �etudier la g�eom�etrie en suivant la m�ethodeutilis�ee par J. Gomes (cf. [Go]).On montre ensuite qu'on a une interpr�etation cin�ematique analogue �a celledonn�ee par C. Delaunay dans l'espace euclidien : les m�eridiennes de ces surfacessont les trajectoires du foyer d'une conique qui roule sans glissement sur l'axe der�evolution. Pour ce faire, on proc�ede en trois �etapes : on commence par d�e�nirle roulement sans glissement dans l'espace hyperbolique (cf. d�e�nition 4.2.9) ; oncherche ensuite une �equation des courbes �a faire rouler (cf. proposition 4.3.1), et onmontre que ces courbes ont des propri�et�es focales analogues �a celles des coniques eu-clidiennes (cf. proposition 4.3.2) ; on montre en�n, �a l'aide de ces propri�et�es focales,que ces courbes engendrent les m�eridiennes des surfaces de r�evolution �a courburemoyenne constante (cf. th�eor�eme D).4.1. G�eom�etrie des surfaces de r�evolution �a courbure moyenne constanteSoit G le sous-groupe des isom�etries de H 3 laissant une g�eod�esique � point parpoint invariante. Pla�cons-nous dans le mod�ele de la boule, soit B3 = f(u; v; w) 2R3 ju2 + v2 + w2 < 1g munie de sa m�etrique hyperbolique. Prenons pour � lag�eod�esique v = w = 0. Les �el�ements de G sont alors les rotations euclidiennes d'axev = w = 0 restreintes �a B3. Dans la suite, on notera B2 = f(u; v; w) 2 B3jw = 0get B2+ = f(u; v; 0) 2 B2jv � 0g. Chaque orbite de G coupe B2+ orthogonalement enun point unique, et l'espace B3 est engendr�e par l'action de G sur B2+.Soit s l'abscisse curviligne de � telle que �(0) = 0. Prenons sur B2+ les co-ordonn�ees de Fermi : soient m 2 B2+ et p sa projection hyperbolique sur �, lapremi�ere coordonn�ee x de m est l'abscisse de p sur � et la deuxi�eme coordonn�ee ydem est d(m; p) o�u d est la distance hyperbolique. Dans ces coordonn�ees, la m�etriquehyperbolique sur B2+ s'�ecrit (cf. [Bu] p. 4) :gB2+ = cosh2y dx2 + dy2:Soit C(s) une courbe de B2+ param�etr�ee par l'abscisse curviligne, et soit M lasurface de B3 engendr�ee par l'action de G sur C. Notons x(s) et y(s) les coordonn�eesde C(s), et �(s) l'angle entre _C(s) = dCds (s) et @@y . On a _C = sin�coshy @@x + cos� @@y . Soit57



� = cos�coshy @@x� sin� @@y un vecteur unitaire normal �aM , et soit � le champ de vecteurstangents aux orbites de G.
x ��y �0 @@x@@y _C(s)C(s)C
�gure 4.1.1Pour des raisons de sym�etrie, _C et � sont les directions principales de courbure deM . Soit D la connexion riemannienne de H 3 , notons k1 = hD _C _C; �i et k2 = hD��; �iles courbures principales de M , et H = k1+k22 la courbure moyenne de M , un calculdonne laProposition 4.1.1.- Les courbures principales de M sontk1 = d�ds + sin� tanhyk2 = sin� cothyLa courbure moyenne H de M v�eri�e2H = d�ds + sin�(tanhy + cothy):Supposons dor�enavant que la courbure moyenne deM est constante. Pour �etudierces surfaces, suivant ainsi la m�ethode utilis�ee par J. Gomes (cf. [Go]), on va �etudierle syst�eme di��erentiel suivant :� d�ds = 2H � sin�(tanhy + cothy)dyds = cos� (4.1.1)On supposera dans la suite qu'on a H � 0. Si tel n'est pas le cas, on consid�erela courbe B d�e�nie par B(s) = C(�s). Cela revient �a changer l'orientation de M , etdonc le signe de H.Le premier point important est que ce syst�eme poss�ede une int�egrale premi�ere :Proposition 4.1.2.- Soit F (y; �) = �H sinh2y + sinhy coshy sin�, F est uneint�egrale premi�ere du syst�eme (4.1.1).De plus, on a F (y; �) = sinh2y k2�k12 , et si on note K la valeur de F , lam�eridienne de M v�eri�e l'�equation�H sinh2y + sinhy cosh2y dxds = K58



Preuve.- On montre facilement par le calcul que d(F (y;�))ds = 0.La seconde expression de F se d�eduit des expressions de H, k1 et k2.L'�equation se d�eduit du fait que sin� = coshy dxds .Remarque 4.1.3.- La seconde expression de F nous dit que cette int�egralepremi�ere est un invariant g�eom�etrique qui \mesure" le d�efaut d'ombilicit�e : si Fs'annule, alors M est totalement ombilicale.En particulier, si M poss�ede un point ombilic, tous ses points sont ombilics ; demême, si la m�eridienne coupe l'axe de r�evolution, M est totalement ombilicale.Faisons une �etude qualitative du syst�eme (4.1.1) ; le champ de vecteurs de cesyst�eme vit sur le demi-cylindre y > 0 et � 2 R=2�Z. Pour l'�etudier, multiplions lechamp de vecteurs de ce syst�eme par sinhy coshy, ce qui ne change pas le portraitde phase. On se ram�ene donc au syst�eme� d�ds = H sinh2y � sin� cosh2ydyds = cos� sinhy coshy (4.1.2)Le portrait de phase est sym�etrique par rapport aux droites � = �2 et � = ��2 .On a deux cas �a envisager.1er cas: si 0 � H � 1. On a deux points �xes, (0; 0) et (�; 0). Compte tenu dela sym�etrie, il su�t d'�etudier (0; 0). On voit facilement que c'est un point col, et onpeut utiliser l'int�egrale premi�ere pour trouver les s�eparatrices : comme F (0; 0) = 0,F doit être nulle le long des s�eparatrices, et on trouve les courbes d'�equation y = 0et y = arg tanh( sin�H ).De plus, on a le r�esultat suivant :Lemme 4.1.4.- Si (�(s); y(s)) est une solution de (4.1.1) qui n'est pas unes�eparatrice, on a lims!�1y(s) = +1 et lims!�1�(s) = �0o�u �0 = arcsin(H).Preuve.- Remarquons d'abord que dans la r�egion � < 3�2 et � > �2 on a dyds < 0.Si une ligne de champ autre qu'une s�eparatrice reste dans cette r�egion, on a alorslim+1 y = y0 > 0, et on en d�eduit grâce �a l'int�egrale premi�ere que � a aussi unelimite �nie. Ceci est impossible car on aurait alors un autre point �xe que (�; 0). Onen conclut que toutes les lignes de champ p�en�etrent dans la r�egion ��2 � � � �2 .Remarquons ensuite que la r�egion ��2 � � � �2 est une r�egion pi�ege : en � = ��2 ,on a dyds = 0, et d�ds > 0 en � = ��2 et d�ds < 0 en � = �2 . De plus, on a dyds � 0 danscette r�egion.Si y a une limite �nie non nulle, alors grâce �a l'int�egrale premi�ere on en d�eduitque � a aussi une limite �nie, et par le même argument que ci-dessus, on arrive �aune contradiction. 59



On a donc lim+1 y = +1, et toujours en utilisant l'int�egrale premi�ere, on end�eduit que lim+1 � = �0, o�u �0 = arcsinH.Finalement, les portraits de phase sont les suivant :

�gure 4.1.2 : Portrait de phase pour H < 1.

�gure 4.1.3 : Portrait de phase pour H = 1.Remarque 4.1.5.- Le portrait de phase �etant sym�etrique par rapport auxdroites � = �2 et � = ��2 , on en d�eduit qu'il existe s0 tel que pour tout s onait y(s0 + s) = y(s0 � s) et �(s0 + s) = � � �(s0 � s) (s0 est la valeur du pa-ram�etre pour laquelle dyds s'annule). Comme de plus on a dxds = sin�coshy , on a �egalementx(s0 + s) � x(s0) = x(s0) � x(s0 � s). Le plan hyperbolique x = x(s0) est donc unplan de sym�etrie pour M .2�eme cas : si H > 1. Dans ce cas, on a toujours les deux points �xes (0; 0) et(�; 0) qui sont des points cols, et les s�eparatrices sont toujours les courbes d'�equationy = 0 et y = arg tanh( sin�H ). 60



On a en plus un autre point �xe de coordonn�ees (�2 ; 14 log(H+1H�1 )). En ce point,les valeurs propres de la jacobienne du champ de vecteur sont imaginaires pures, etcomme la droite � = �2 est un axe de sym�etrie, on en d�eduit que ce point �xe est uncentre.La s�eparatrice y = arg tanh( sin�H ) s�epare l'espace des phases en deux composantesconnexes. Dans la composante born�ee, les lignes de champ sont p�eriodiques car on aun point �xe qui est un centre. Dans la partie non born�ee, on voit facilement que �est croissante, et y est croissante dans la r�egion ��2 � � � �2 et d�ecroissante ailleurs.De plus, le syst�eme �etant sym�etrique par rapport aux droites � = ��2 , les lignesde champ de la composante non born�ee sont n�ecessairement p�eriodiques sur le cy-lindre.Finalement, le portrait de phase est le suivant :

�gure 4.1.4 : Portrait de phase pour H > 1.Remarque 4.1.6.- Comme dans le cas o�u H � 1, on a des plans de sym�etriepour M . Cependant, comme on a sur chaque ligne de champ deux points qui ren-contrent les axes de sym�etrie, on a deux plans de sym�etrie pour M . En composantles sym�etries, on montre que M est p�eriodique et poss�ede une in�nit�e d'axes desym�etrie.Remarque 4.1.7.- Dans le cas o�u H > 1, le point �xe de coordonn�ees(�2 ; 14 log(H+1H�1 )) correspond �a un point critique de F . Il est facile de voir que cepoint critique est un maximum global de F , et que la valeur de F en ce point estH�pH2�12 .Comme on l'a vu dans les chapitres pr�ec�edents, la �nitude de la courbure totaleintervient souvent dans les hypoth�eses des r�esultats obtenus. Dans le cas o�u H > 1,M est p�eriodique, et sa courbure totale est donc in�nie ; dans le cas o�u H � 1, onmontre que la courbure totale est �nie. 61



Soit � le tenseur �a trace nulle de M (cf. chapitre 1, section 1.1). Comme _C et �sont les directions principales de courbure de M , on aj�j2 = j�( _C; _C)j2 + j�(�; �)j2= jk1 �Hj2 + jk2 �Hj2= 2�k2 � k12 �2= 2 K2sinh4y :On note dv la forme volume de M , et on a laProposition 4.1.8.- Si H � 1 alors RM j�j2dv <1Preuve.- Sur M , la m�etrique s'�ecritgM = ds2 + sinh2y d�2;on a donc dv = sinhy dsd�, etZM j�j2dv = Z +1�1 Z ��� 2K2sinh3ydsd� = 4�K2 Z +1�1 dssinh3yComme M est sym�etrique, il su�t de montrer que R +1s0 dssinh3y < 1 pour uns0 2 R.On a dyds = cos� ; de l'�etude qualitative du syst�eme (4.1.1) on d�eduit que pours0 su�sament grand, dyds est positif sur [s0;+1[. On peut passer en variable y, et ilsu�t de montrer la �nitude de R +1y0 dycos� sinh3y .Si H < 1, on a lim+1 � = �0, et cos�0 6= 0 ; cette int�egrale est donc �nie, et Mest �a courbure totale �nie.Si H = 1, il faut contrôler 1cos� . Pour ce faire, consid�erons dans l'espace desphases la courbe d'�equation y = 12 arg tanh(sin�), avec 0 � � < �2 . Le long de cettecourbe, on a d�ds = 0 ; elle d�elimite donc avec la droite � = 0 une r�egion pi�egede l'espace des phases. De plus, il est facile de voir que toutes les lignes de champp�en�etrent dans cette r�egion.
�gure 4.1.562



En prenant y0 su�sament grand, on a doncarg tanh(sin�) � 2y:Comme sin� � 0, on a alors sin2� � tanh22y, d'o�ucos2� � 1cosh22yet comme cos� � 0, on a 1cos� sinh3y � cosh2ysinh3y :On en conclut que R +1y0 dycos� sinh3y < +1, et M est �a courbure totale �nie.Les surfaces de r�evolution �a courbure moyenne constante dans l'espace hyperbo-lique ont �egalement �et�e �etudi�ees par W. Y. Hsiang qui s'est int�eress�e aux relationsentre la constante K et la g�eom�etrie de M , et notamment �a la question de savoir siM est plong�ee o�u non (cf. [Hs] th�eor�eme 2).D'autre part, J. Ord�o~nez a �etudi�e les surfaces h�elico��dales �a courbure moyenneconstante dans les espaces formes ; il en obtient un param�etrage explicite qui permetde montrer la �nitude de la courbure totale (cf. [Or]).4.2. Le mouvement plan sur plan hyperboliqueOn d�e�nit dans cette section ce qu'est le roulement sans glissement d'une courbesur une autre. On commence par d�e�nir le mouvement plan sur plan hyperbolique enproc�edant par analogie avec le cas euclidien. On �etudie ensuite le cas particulier duroulement sans glissement et on prouve les principales propri�et�es qui nous servirontpar la suite.Th�eorie g�en�eraleD�efinition 4.2.1.- Soit N une vari�et�e isom�etrique �a H 2 , I un intervalle de R. Unmouvement plan sur plan hyperbolique de N sur H 2 est la donn�ee d'une application' de classe C2, ' : � I �N ! H 2(t; n) 7! '(t; n)telle que pour tout t 2 I, '(t; :) soit une isom�etrie.Par la suite, on notera aussi �t = '(t; :).D�efinition 4.2.2.- Soient x 2 H 2 et nt = ��1t (x) 2 N . Le point nt est appel�ele t-co��ncidant de x. Le champ des vitesses �a l'instant t, Vt, est d�e�ni parVt(x) = dds js=t'(s; nt):63



Deux mouvements plan sur plan hyperboliques sont dits tangents �a l'instant t sileurs champs des vitesses �a l'instant t sont �egaux.Un mouvement plan sur plan est dit stationnaire si son champ des vitesses estind�ependant de t.Dans ce qui suit, ' d�esigne un mouvement plan sur plan hyperbolique, et Vtd�esigne son champ des vitesses �a l'instant t. Le champ Vt a les propri�et�es suivantes :Proposition 4.2.3.- Pour tout t 2 I, Vt est �equiprojectif au sens suivant : pourtoute g�eod�esique c de H 2 , l'application s 7! hVt(c(s)); _c(s)i est constante le long dec. Preuve.- Soit c une g�eod�esique de H 2 param�etr�ee par la longueur d'arc. Soients; s0 2 R et x = c(s), x0 = c(s0). On note n = ��1t (x) 2 N et n0 = ��1t (x0) 2 N .Soient cu la g�eod�esique joignant �u(n) �a �u(n0), et L(u) = dH2 (�u(n);�u(n0)).
x ccu �u(n0)x0Vt(x) �u(n) _c(s0)_c(s) Vt(x0)

�gure 4.2.1Comme les �u sont des isom�etries, L(u) est constante, et en appliquant la formulede la variation premi�ere, on obtient :0 = dduL(u)ju=t = hVt(x0); _c(s0)i � hVt(x); _c(s)i:Cette proposition implique notamment que la projection de Vt(c(s)) sur c estun champ de vecteurs parall�ele le long de c. D'autre part, elle permet de d�e�nir unchamp d'endomorphisme antisym�etriques :Proposition 4.2.4.- Pour tout t 2 I, et tout x 2 H 2 , l'endomorphismeAt(x) : � TxH 2 ! TxH 2X 7! (DXVt)(x)est antisym�etrique.De plus, At(x) a la propri�et�e suivante :soient X 2 TxH 2 , 
(s) = �s ���1t (x) et X(s) = (�s ���1t )�(X), X(s) est un champde vecteurs le long de 
 qui v�eri�e (D _
X)(x) = AtX.64



Preuve.- Soit X 2 TxH 2 et c(s) = expx(sX), d'apr�es la proposition 4.2.3, on a0 = ddshVt(c(s)); _c(s)ijs=0 = hD _c(0)Vt; _c(0)i = hAt(x)X;Xi;donc At(x) est antisym�etrique.D'autre part, soit c(u) = expx(uX), et � : � I�]� "; "[ ! H 2(s; u) 7! �s � ��1t (c(u)) .On a D @@s @�@u ju=0;s=t = D @@u @�@s ju=0;s=t.Or @�@u ju=0 = X(s), et @�@s js=t = Vt(c(u)), on a doncD @@s @�@u ju=0;s=t = (D _
X)(x)et D @@u @�@s ju=0;s=t = (DXVt)(x) = At(x)XDans le cadre euclidien, on �ecrit souvent les endomorphismes At sous la formed'un produit vectoriel par un vecteur orthogonal au plan du mouvement (le vecteur\rotation instantan�ee"). Si ce vecteur est nul, le champ des vitesses est constant,ses lignes de champ sont des droites parall�eles et les di��eomorphismes de son 
otsont des translations ; si ce vecteur est non nul, les lignes de champ du champ desvitesses sont des cercles concentriques, et les di��eomorphismes de son 
ot sont desrotations.Faisons dans le cas hyperbolique une �etude analogue. Les endomorphismes At�etant antisym�etriques, on en d�eduit que le champ Vt est de Killing (cf. [K-N] p.237) :les di��eomorphismes de son 
ot sont des isom�etries. Apr�es avoir d�emontr�e ce r�esultatclassique, on utilise la classi�cation des isom�etries pour classi�er les champs deKilling sur H 2 .Proposition 4.2.5.- Soit V un champ de vecteur sur H 2 , et pour tout x 2 H 2 ,soit A(x) : � TxH 2 ! TxH 2X 7! (DXV )(x)Si pour tout x 2 H 2 l'endomorphisme A(x) est antisym�etrique, alors les di��eo-morphismes du 
ot de V sont des isom�etries.Preuve.- Soit (ft)t le 
ot de V .Soient x 2 H 2 , X 2 TxH 2 et Y 2 TxH 2 , et pour tout t 2 R, soient 
(t) = ft(x),X(t) = ft�(X) et Y (t) = ft�(Y ).Par un raisonnement analogue �a celui de la preuve de la propostion 4.2.4, on aA(x)X = (D _
X)(x) et A(x)Y = (D _
Y )(x). On en d�eduit les �egalit�es suivantes :65



ddthX(t); Y (t)i = hD _
X;Y i+ hX;D _
Y i= hAX;Y i+ hX;AY i= hA(X + Y );X + Y i car A est antisym�etrique= 0:On en d�eduit que hX(t); Y (t)i est constant le long de 
, on a donc pour toutt 2 R, hX;Y i = hft�(X); ft�(Y )i.Soit V un champ de Killing sur H 2 , et soit (ft)t son 
ot. Pour tout t, l'isom�etrieft s'etend en un di��eomorphisme �ft sur H 2 qui laisse @1H 2 globalement inva-riant. La famille ( �ft)t restreinte �a @1H 2 est encore un groupe �a un param�etre dedi��eomorphismes, on note V1 son champ de vecteur d�eriv�e. On a la propositionsuivante :Proposition 4.2.6.- Soit V un champ de Killing sur H 2 . Une et une seule desassertions suivantes est v�eri��ee.i: il existe x 2 H 2 tel que V (x) = 0 ;ii: V ne s'annule pas sur H 2 et il existe un unique point x 2 @1H 2 tel queV1(x) = 0 ;iii: V ne s'annule pas sur H 2 et V1 s'annule en exactement deux points sur @1H 2 .Preuve.- Un champ de vecteur V s'annule en un point x si et seulement si x estun point �xe de tous les di��eomorphismes du 
ot de V .Soit (ft)t le 
ot de V , on s'int�eresse aux points �xes des �ft. Si pour tout t on aft = IdH2 , le champ V est identiquement nul, et on est dans le premier cas.Sinon, soit t 2 R tel que ft 6= IdH2 , et soit x 2 H 2 tel que �ft(x) = x. Pour touts 2 R, on a �fs(x) = �fs( �ft(x)) = �ft( �fs(x)).Donc �fs(x) est un point �xe de �ft. Or, l'ensemble des points �xes de �ft est discret,et l'application s 7! �fs(x) est continue, on a donc pour tout s 2 R, �fs(x) = �ft(x) = x.Pour tout s 2 R, le point x est un point �xe de �fs.On d�eduit de ce r�esultat que les isom�etries ft sont toutes de même nature, etque leurs extensions �a H 2 partagent les mêmes points �xes.Si les ft sont elliptiques, elles ont toutes un même point �xe x 2 H 2 , et on estdans le premier cas.Si les ft sont paraboliques, les �ft ont toutes un unique et même point �xe x 2@1H 2 , on est dans le deuxi�eme cas.Si les ft sont hyperboliques, les �ft ont toutes les deux mêmes points �xes dans@1H 2 , on est dans le troisi�eme cas.On d�eduit de cette proposition que les champs de Killing de H 2 ont les alluressuivantes : 66



3e cas2e cas1er cas �gure 4.2.2 : les champs de Killing sur H 2Si V est un champ de Killing sur H 2 , les di��eomorphismes de son 
ot d�e�nissentun mouvement plan sur plan hyperbolique (car ce sont des isom�etries). Ce mouve-ment plan sur plan a la particularit�e d'être stationnaire : en tout instant, son champdes vitesses est �egal �a V .D'autre part, si ' est un mouvement plan sur plan hyperbolique quelconque, pourtout t 2 I, son champ des vitesses Vt est de Killing. Il d�e�nit donc un mouvement plansur plan stationnaire tangent �a '. On a ici une notion de mouvement stationnaireinstantan�e qui g�en�eralise la notion de rotation ou de translation instantan�ee desmouvements plan sur plan euclidiens.Dans le cas euclidien, l'�equiprojectivit�e du champ des vitesses permet d'exprimersa valeur en un point y en fonction de sa valeur en un point x et du vecteur �!xy. Ona ici un propri�et�e analogue qui s'exprime de la fa�con suivante :Proposition 4.2.7.- Soit x 2 H 2 , X 2 TxH 2 , et y = expx(X). Pour tout t 2 I,on a la relationP jxy(Vt(y)) = V Tt (x) + coshjjXjjV Nt (x) + sinhjjXjjjjXjj AtXo�u P jxy d�esigne le transport parall�ele le long de la g�eod�esique joignant y �a x, et T etN d�esignent les composantes tangente et normale �a X.Pour d�emontrer cette proposition, on commence par prouver le lemme suivant :Lemme 4.2.8.- Soit a(u) une courbe de H 2 , X un champ de vecteurs le long dea, et b(u) = expa(u)(Xu). On a alors_b(u) = P jb(u)a(u)� _a(u)T + coshjjXujj _a(u)N + (D _aX)(u)T + sinhjjXujjjjXujj (D _aX)(u)N�:o�u P jb(u)a(u) d�esigne le transport parall�ele le long de la g�eod�esique joignant a(u) �a b(u),et T et N d�esignent les composantes tangente et normale �a X(u)67



Preuve.- Soient G(s; u) = expa(u)(sXu), et Ju(s) = @G@u (u; s). Alors Ju est unchamp de Jacobi qui v�eri�e Ju(0) = _a(u) et dJuds (0) = (D _aX)(u). D'autre part, ona _b(u) = Ju(1). Le r�esultat s'obtient en int�egrant l'�equation des champs de Jacobidans H 2 .Preuve de la proposition 4.2.7.- Soit a(u) = �u ���1t (x), b(u) = �u ���1t (y), etX(u) = exp�1a(u)(b(u)). Par d�e�nition, on a _a(t) = Vt(x), _b(t) = Vt(y), et (D _aX)(t) =AtX. La proposition se d�eduit alors du lemme et du fait que At est antisym�etrique.Le roulement sans glissementOn suppose dans ce qui suit que les vari�et�es N et H 2 sont orient�ees. On peut main-tenant d�e�nir le roulement sans glissement:D�efinition 4.2.9.- Soit I un intervalle de R, R : I ! N , B : I ! H 2 deuxcourbes C1 telles que pour tout t 2 I, _R(t) 6= 0, _B(t) 6= 0 et k _R(t)k = k _B(t)k.Soit �t l'isom�etrie positive d�e�nie par �t(R(t)) = B(t) et �t�( _R(t)) = _B(t).Le roulement sans glissement de R sur B est le mouvement plan sur plan hyper-bolique d�e�ni par '(t; n) = �t(n).La courbe R est appel�ee la roulante et B la base.Dans la suite, ' d�esigne le mouvement plan sur plan d�e�ni par le roulement sansglissement d'une roulante R sur une base B, et Vt est son champ des vitesses.Lemme 4.2.10.- On a Vt(B(t)) = 0, et pour tout x 2 H 2 on aVt(x) = P jxB(t)�sinhkXkkXk AtX�o�u X = exp�1B(t)(x)Preuve.- On a B(t) = '(t;R(t)), donc_B(t) = @'@t (t;R(t)) + @'@n (t;R(t)): _R(t)= Vt(B(t)) + �t�( _R(t))Par d�e�nition des isom�etries �t, on a �t�( _R(t)) = _B(t) et donc Vt(B(t)) = 0. Ler�esultat du lemme est alors une cons�equence de la proposition 4.2.7Le roulement sans glissement a la propri�et�e suivante (qui est un r�esultat classiquedans le cadre euclidien) :Proposition 4.2.11.- Soit C(t) = '(t; n) la trajectoire d'un point n 2 N , levecteur _C(t) est orthogonal �a la g�eod�esique joignant B(t) �a C(t).68



Preuve.- Soit X = exp�1B(t)(C(t)) et soit g(s) = expB(t)(sX) la g�eod�esique joignantB(t) �a C(t).
g BC

C(t)
B(t)X
�gure 4.2.3Par le lemme 4.2.10, on a _C(t) = P jC(t)B(t)� sinhkXkkXk AtX�. Comme AtX est orthogo-nal �a _g(0) = X, par transport parall�ele, _C(t) est orthogonal �a _g(1).En consid�erant H 2 comme un hyperplan hyperbolique de H 3 , on peut �ecrirel'endomorphisme At(B(t)) sous la forme At(B(t))X = �(t) @@z ^ X, o�u @@z est unchamp de vecteurs unitaire normal �a H 2 . La valeur de �(t) d�epend des courbures dela base et de la roulante.Proposition 4.2.12.- On a�(t) = hD _B _B; �i � hD _R _R; �io�u �(t) = @@z ^ _B(t) et �(t) = ��1t� (�(t))Preuve.- On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que R et B sont param�etr�eespar l'abscisse curviligne. On se �xe t 2 I et on cherche �a calculer �(t).Pour tout s 2 I, soit �(s) = @@z ^ _B(s) ; la champ � est unitaire et normal �a B.Soit x = expB(t)( _B(t)). On aVt(x) = P jxB(t)�sinh1�(t)��: (4.2.1)Pour calculer �(t), on va calculer Vt(x) \�a la main".Soient n = ��1t (x) 2 N , U(s) = exp�1R(s)(n) et �(s) = ��1s� (�(s)). On a notam-ment U(t) = _R(t) et n = expR(t)( _R(t)).
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En d�erivant l'�egalit�e n = expR(s)(U(s)) �a l'aide du lemme 4.2.8, et en se pla�canten s = t, on obtient0 = _R(t) + hD _RU; _Ri _R(t) + sinh1hD _RU; �i�(t);et en prenant l'image par �t� on trouve0 = _B(t) + hD _RU; _Ri _B(t) + sinh1hD _RU; �i�(t): (4.2.2)Cette �egalit�e nous servira par la suite. Consid�erons maintenant la trajectoiredu point n. On a �s(n) = expB(s)(X(s)) avec X(s) = �s�(U(s)). Comme U =hU; _Ri _R+ hU; �i�, on a X = hU; _Ri _B + hU; �i�etD _BX = hD _RU; _Ri _B+hU;D _R _Ri _B+hU; _RiD _B _B+hD _RU; �i�+hU;D _R�i�+hU; �iD _B�:En se pla�cant en s = t, certains termes s'annulent : hU;D _R _Ri = 0 car U(t) =_R(t) et _R est de norme constante, et hU; �i = 0 car U(t) = _R(t) est orthogonal�a �(t). D'autre part, on a D _B _B = hD _B _B; �i� car _B est de norme constante, ethU;D _R�i = �hD _R _R; �i car U(t) = _R(t) et h _R; �i est constant.On obtient �nalement(D _BX)(t) = hD _RU; _Ri _B(t) + (hD _B _B; �i � hD _R _R; �i+ hD _RU; �i)�(t):En utilisant le lemme 4.2.8 et l'�egalit�e ci-dessus, on obtientdds�s(n)js=t = P jxB(t)� _B(t) + hD _RU; _Ri _B(t) + sinh1hD _RU; �i�(t)+ sinh1(hD _B _B; �i � hD _R _R; �i)�(t)�;et en utilisant (4.2.2) on trouve �nalementVt(x) = dds�s(n)js=t = P jxB(t)�sinh1(hD _B _B; �i � hD _R _R; �i)��;d'o�u �(t) = hD _B _B; �i � hD _R _R; �i:Remarque 4.2.13.- Soit C(t) = '(t; n) la trajectoire d'un point n 2 N , on a_C(t) = Vt(C(t)) = P jC(t)B(t)�sinhkXkkXk AtX�o�u X = exp�1B(t)(C(t)). Si n 62 R on a X 6= 0, et si de plus B est une g�eod�esique et lacourbure de R ne s'annule pas, on a _C(t) 6= 0. On peut en particulier reparam�etrerle mouvement plan sur plan en prenant l'abscisse curviligne de C comme nouveauparam�etre. 70



4.3. Les roulantesD'apr�es la proposition 4.1.2, les m�eridiennes des surfaces de r�evolution �a courburemoyenne constante satisfont l'�equation suivante :�H sinh2y + sinhy cosh2y dxds = K (4.3.1)Une �equation pour la roulanteOn montre dans cette section que si une courbe satisfait l'�equation (4.3.1), alorselle peut être vue comme la trajectoire d'un point li�e �a une courbe qui roule sansglissement sur une g�eod�esique ; on va chercher pour ce faire une �equation de laroulante �a partir de l'�equation di��erentielle (4.3.1), en adoptant la m�ethode utilis�eepar J. Sturm (cf. [De] pp. 319-320).Soit � la g�eob�esique de B2 d'�equation v = 0, et soit C(s) = (x(s); y(s)) unecourbe param�etr�ee par l'abscisse curviligne qui satisfait l'�equation (4.3.1), o�u x(s)et y(s) sont les coordonn�ees de Fermi relatives �a � de C(s).Soit N une vari�et�e isom�etrique �a H 2 , et F 2 N . Supposons que C(s) = �s(F ),o�u �s est le mouvement plan sur plan hyperbolique engendr�e par le roulement sansglissement d'une courbe 
 de N sur �.Consid�erons sur N les coordonn�ees polaires centr�ees en F , l'angle �etant pris parrapport �a une g�eod�esique de r�ef�erence k. Dans ces coordonn�ees, la m�etrique de Ns'�ecrit (cf. [Bu] p. 3) : gN = dr2 + sinh2r d�2:Soient (r(s); �(s)) les coordonn�ees de polaires 
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�gure 4.3.1Sur la �gure 4.3.1, on a repr�esent�e dans B2 l'image par �s de 
 et k, et l'imagepar �s� de @@r , @@� et _
(s). 71



Soit � l'angle de @@x �a _C(s), et � l'angle entre � et la g�eod�esique joignant Q�a F . Le roulement �etant sans glissement, on a QF _C = �2 donc \QFP = � (cf.proposition 4.2.11).Supposons que C(s) v�eri�e l'�equation (4.3.1), on veut en d�eduire une �equationv�eri��ee par r(s) et �(s). Comme dxds = cos�coshy , on d�eduit des relations dans le trianglehyperbolique (QFP ) (cf. [Bu] p. 33) quecosh2y dxds = coshr sin�: (4.3.2)De plus, on a sinhy = sinhr sin�: (4.3.3)D'autre part, on a _
(s) = k _
(s)k(� cos� @@r + sin�sinhr @@� ), d'o�usin� = _� sinhrp _r2 + sinh2r _�2 : (4.3.4)En reportant les relations (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.4) dans l'�equation (4.3.1), onobtient �H + cothr = K �d cothrd� �2 + Ksinh2r :En posant u = cothr, on obtientd� = �duqK�HK + uK � u2 ;et en int�egrant, on trouvetanhr = 2K1 +p4K2 � 4HK + 1 cos(� � �0) :D'apr�es la remarque 4.1.7, on a K � H�pH2�12 , ce qui implique entre autres que4K2 � 4HK + 1 est positif ou nul. Finalement, on a laProposition 4.3.1.- Soit N une vari�et�e isom�etrique �a H 2 , F 2 N et (r; �)les coordonn�ees polaires centr�ees en F . Soit � un g�eod�esique de H 2 , et soit C lam�eridienne d'une surface de r�evolution d'axe � et �a courbure moyenne constante.Alors il existe dans N un courbe 
e;p d'�equation polaire tanhr = p1+e cos� , e � 0,p 2 R, telle que C soit la courbe d�ecrite par F lorsque 
e;p roule sans glissement sur�. Ivan Sterling a �etudi�e un probl�eme similaire dans le cadre plus g�en�eral des hy-persurfaces de r�evolution de type �l dans H n+1 et Sn+1 ; il obtient une �equationint�egrale de la roulante (cf. [St] th�eor�eme 1). D'autre part, il remarque que dans lecas des surfaces �a courbure moyenne constante cette �equation s'int�egre, et il obtientle r�esultat de la proposition 4.3.1 (cf [St] p. 196).72



Les courbes d'�equation tanhr = p1+e cos�Soient r et � les coordonn�ees polaires de H 2 centr�ees en un point F , et prises parrapport �a une g�eod�esique de r�ef�erence k (r 2 R+ , et � 2 UFH 2 , le cercle unit�etangent en F �a H 2). On identi�era dans la suite @1H 2 et UFH 2 . On adoptera lesnotations suivantes :{ Si E 2 H 2 , on notera dE la fonction d�e�nie par dE(x) = d(E; x) o�u d est ladistance hyperbolique ;{ Si � 2 @1H 2 , on notera b� la fonction de Buseman centr�ee en � qui s'annuleen F ;{ Si g est une g�eod�esique orient�ee par le champ normal �, on notera dg la fonctiond�e�nie par dg(x) = � d(g(u); x) si x = expg(u)(r�(u)); avec r � 0�d(g(u); x) si x = expg(u)(r�(u)); avec r < 0On appellera fonction de type distance les fonctions �dE avec E 2 H 2 , �b� avec� 2 @1H 2 , et dg avec g g�eod�esique orient�ee de H 2 .Soit 
e;p; e � 0; p � 0 la courbe d'�equation polaire tanhr = p1+e cos� . Dans cequi suit, on supposera p < 1 + e (sinon on a p1+e cos� � 1 et 
e;p est vide). Faisonsd'abord une �etude rapide de ces courbes, et tra�cons en quelques unes.1er cas : si p < 1� e.La fonction r(�) est d�e�nie pour tout � 2 R et est 2�-p�eriodique. La courbe 
e;pest ferm�ee.

�gure 4.3.2 : e = 0; 5; p = 0; 482�eme cas : si p < e� 1.Soient �1 = arccos(p�1e ), et �2 = arccos(�p�1e ). La fonction r(�) est d�e�nie sur]��1; �1[[]�2; 2���2[ ; on a lim��1 r(�) = +1, et lim�2 r(�) = lim2���2 r(�) = �1.73



�gure 4.3.33�eme cas : si p � 1� e et p � e� 1.Soient �1 = arccos(p�1e ), la fonction r(�) est d�e�nie sur ] � �1; �1[ ; on alim��1 r(�) = +1.

�gure 4.3.4Ce 3�eme cas inclut les cas limites o�u p = 1� e et p = e� 1.

�gure 4.3.574



L'�equation de 
e;p nous fait songer aux coniques de R2 , montrons que les courbes
e;p ont des propri�et�es analogues.Pour tout �, soit u� 2 T
e;p(�)H 2 le sym�etrique de � @@r (�; r(�)) par rapport auvecteur _
e;p(�), et soit g�(s) = exp
e;p(�)(su�). La g�eod�esique g� est obtenue parr�e
exion par rapport �a la normale �a 
e;p en 
e;p(�) de la g�eod�esique issue de F .
e;p u�g�� kF�gure 4.3.6Dans le cas euclidien, les droites construites de fa�con analogue �a partir d'uneconique sont concourantes (cas des ellipses et des hyperboles) ou parall�eles (cas desparaboles).Dans le cas hyperbolique, cette famille de g�eod�esique associ�ee �a 
e;p a les pro-pri�et�es suivantes :Proposition 4.3.2.-{ Si p < 1 � e, toutes les g�eod�esiques g� sont concourantes au point eF =(arg tanh( 2ep1�e2�p2 ); �), et _g�(s) = rd eF (g�(s)).{ Si p < e � 1, toutes les g�eod�esiques g� sont concourantes au point eF =(arg tanh( 2epe2+p2�1); 0), et _g�(s) = r(�d eF )(g�(s)).{ Si p = 1 � e, pour tout �, g� a un point �a l'in�ni dans la direction � (on alims!�1 g�(s) = �), et _g�(s) = rb�(g�(s)).{ Si p = e � 1, pour tout �, g� a un point �a l'in�ni dans la direction 0 (on alims!+1 g�(s) = 0), et _g�(s) = r(�b0)(g�(s)).{ Si p > 1 � e et p > e � 1, pour tout �, g� est orthogonale �a la g�eod�esique gd'�equation polaire tanh�(�) = Acos� o�u A = e2+p2�12ep , et _g�(s) = rdg(g�(s))pour un orientation ad�equate de gPreuve.- La d�emonstration est uniquement calculatoire ; je donne ici les grandeslignes de calcul.En coordonn�ees polaires, les g�eod�esiques de H 2 ont une equation de la formetanhr = qcos(���0) ; les points �a l'in�ni �etant donn�es par les direction �0+arccos(�q).En particulier, on a le lemme suivant : 75



Lemme 4.3.3.- Soit (r; �) 2 H 2 , et X = a @@r + b @@� 2 T(r;�)H 2 avec b 6= 0. Soient(�(�); �) les coordonn�ees de la g�eod�esique passant par (r; �) dans la direction X, ona tanh� = qcos(���0) o�u q = tanh2rqtanh2r + a2b2 (1� tanh2r)2et �0 = � � arctan(a(1� tanh2r)b tanhr )Ce lemme permet de montrer que les g�eod�esiques g� ont pour �equation tanh�� =q�cos(����) avec q� = 2pvp4u2v2 + (v2 � u2 + p2)2et �� = � � arctan(v2 � u2 + p22uv )o�u u = 1 + e cos� et v = e sin�.Une fois qu'on a les �equations des g�eod�esiques g�, il su�t de v�eri�er qu'elles ontbien les propri�et�es voulues.Comme cons�equence, on a leCorollaire 4.3.4.- La valeur de la fonction dF + � est constante le long dechaque composante connexe de 
e;p, o�u � est la fonction suivante :{ Si p < 1� e, � = d eF ;{ Si p < e� 1, � = �d eF ;{ Si p = 1� e, � = b� ;{ Si p = e� 1, � = �b0 ;{ Si p > 1� e et p < e� 1, � = dg.Preuve.- D'apr�es la proposition 4.3.2, les g�eod�esiques g� sont des lignes de gra-dient de la fonction � : on a r�(
e;p(�)) = _g�(0) = u�. Il vient alorsdd� (dF (
e;p(�)) + �(
e;p(�))) = h _
e;p(�);rdF (
e;p(�)) +r�(
e;p(�))i= h _
e;p(�); @@r (
e;p(�)) + u�i= 0 par construction de u�:76



Les courbes 
e;p ont donc des propri�et�es focales analogues �a celles des coniqueseuclidiennes. De plus, ces propri�et�es focales caract�erisent les courbes 
e;p ; en e�et,on obtient �a l'aide du calcul trigonom�etrique dans le plan hyperbolique la propositionsuivante :Proposition 4.3.5.- Soit F 2 H 2 , et soit 
 une courbe connexe v�eri�ant dF +� = a le long de 
, o�u � est une fonction de type distance. Il existe p > 0 et e > 0tels que pour tout m 2 
 les coordonn�ees polaires de m centr�ees en F soient de laforme (r(�); �) avec tanhr(�) = p1+e cos(���0) .Remarque 4.3.6.- Comme la d�eriv�ee de dF + � est nulle le long de 
, un calculanalogue �a celui de la preuve du corollaire 4.3.4 montre que la ligne de gradient de �passant par 
(�) s'obtient par re
exion sur la tangente �a 
 en 
(�) de la g�eod�esiqueissue de F .De part leurs propri�et�es focales, les courbes 
e;p sont les analogues hyperboliquesdes coniques euclidiennes :{ pour p < 1� e on a les ellipses ;{ pour p < e� 1 on a les hyperboles ;{ pour p = 1 � e ou p = e � 1 les 
e;p ont une propri�et�e analogue �a celle desparaboles euclidiennes ;{ pour p > 1� e et p > e� 1, on a une nouvelle famille de \paraboles".4.4. R�esolution de l'�equation par les roulettesOn montre dans cette section que les propri�et�es focales des courbes 
e;p permet-tent de montrer que la trajectoire du foyer v�eri�e l'�equation 4.3.1. La preuve est uneadaptation au cas hyperbolique de celle de Sturm (cf. [De] pp. 319-320). Elle utilisenotamment les r�esultats de trigonom�etrie hyperbolique suivants :Proposition 4.4.1.-i: Soient x, y et z des pointsde H 2 , et soient a = d(x; y),b = d(y; z) et c = d(z; x). Ona alors z�
 ca �bxycoshc = cosha coshb� sinha sinhb cos
sinhasin� = sinhbsin� = sinhcsin
77



ii: Soient x et y des points de H 2 ,� un point du bord, et soienta = d(x; y), b = b�(y) et c =b�(x). On a alors b ax�
� c y
ec = eb cosha� eb sinha cos
ebsin� = ecsin
iii: Soient x et y des points de H 2 ,g une g�eod�esique orient�ee, etsoient a = d(x; y), b = dg(y)et c = dg(x). On a alors y ab g
 c xsinhc = cosha sinhb� sinha coshb cos
Preuve.- Pour les points i:, cf [Bu] p. 33.Le point ii: se d�eduit du i: par passage �a la limite. Soit z(t) la g�eod�esique joignanty �a � telle que b�(z(0)) = 0 et lim+1 z(t) = �. On note c(t) = d(x; z(t)) et �(t) l'anglede sommet x dans le triangle (xyz(t)). b+ tz(t) c(t)� y

xa

�gure 4.4.1On a d(y; z(t)) = b + t, lim+1(c(t) � t) = c, et lim+1 �(t) = �. Des relationsdans le triangle (xyz(t)) on d�eduitcoshc(t) = cosh(b+ t) cosha� sinh(b+ t) sinha cos
En multipliant par e�t et en passant �a la limite, on obtient le r�esultat voulu.D'autre part, on a sinh(b+ t)sin�(t) = sinhc(t)sin
En multipliant par e�t et en passant �a la limite, on obtient le r�esultat voulu.Pour le point iii:, 
 est d�e�ni comme �etant l'angle entre �rdg(y) et exp�1y (x).Notons px et py les projections de x et y sur g, d = d(px; py) et e = d(py; x).78



a e a cde
cas o�u b > 0 cas o�u b < 0pxpy py pxb c by

ygd gx x
 
�gure 4.4.2Si b = 0, l'identit�e se d�eduit des relations dans le triangle (yxpx).Supposons b 6= 0. Des relations dans le triangle (xpxpy) on d�eduit que coshe =coshd coshc, et des relations dans le triangle (xypy), on d�eduit coshe = cosha coshb�sinha sinhb cos
 (cette �egalit�e reste vraie pour b < 0 compte tenu de la d�e�nition de
). On a donc coshd coshc = cosha coshb� sinha sinhb cos
 (4.4.1)D'autre part, on a (cf. [Bu] p. 38)cosha = coshb coshc coshd� sinhb sinhc (4.4.2)En reportant (4.4.1) dans (4.4.2) et en divisant par sinhb qui est non nul, on obtientle r�esultat voulu.Dans ce qui suit, on notera mn = d(m;n) o�u m et n sont des points de H 2 et o�ud est la distance hyperbolique.Th�eor�eme D.- Soit N une vari�et�e isom�etrique �a H 2 , soit F 2 N , et soit 
une courbe connexe de N v�eri�ant dF + � = a le long de 
, o�u � est une fonctionde type distance. Soit C la trajectoire de F lorsque 
 roule sans glissement sur uneg�eod�esique � de H 2 . La courbe C v�eri�e l'�equation�H sinh2y + sinhy cosh2ydxds = Ko�u s est l'abscisse curviligne de C, et x(s) et y(s) sont les coordonn�ees de Fermi deC(s) relatives �a �. En particulier, elle engendre une surface de r�evolution �a courburemoyenne constante d'axe �. De plus, la valeur H de la courbure moyenne v�eri�e{ si � = �d ~F , ~F 2 N (
 est une ellipse ou une hyperbole), alors H = coth jaj >1 ;{ si � = �b�, � 2 @1N (
 est une parabole), alors H = 1 ;{ si � = dg, g une g�eod�esique orient�ee de N (
 est une parabole g�en�eralis�ee),alors H = tanh jaj < 1. 79



Preuve.- Par la proposition 4.3.5, on sait que 
 a une �equation polaire du typetanhr = p1+e cos� . On v�eri�e alors par le cacul que la courbure de 
 ne s'annulepas, compte tenu de la remarque 4.2.13, on peut supposer que C est param�etr�ee parl'abscisse curviligne. On fait la preuve dans trois cas :{ 1ier cas : � = d eF avec eF 2 N ;{ 2e cas : � = b� avec � 2 @1N , quitte �a modi�er la valeur de a, on supposerade plus que �(F ) = 0 ;{ 3e cas : � = dg o�u g est une g�eod�esique orient�ee de N , et dg > 0 le long de 
.Dans les autres cas, la preuve est analogue �a l'un de ces trois cas.Soit 
 une courbe de N v�eri�ant dF + � = a, on note c = �(F ) (c est la distanceinterfocale). Dans le deuxi�eme cas, on a c = 0.Soit '(s;m) : I � N ! H 2 le roulement sans glissement de 
 sur �, o�u s estl'abscisse curviligne de C (cf. d�e�nition 4.2.9).Sur les �gures, on a repr�esent�e dans H 2 l'image de 
 par l'isom�etrie �s du mou-vement plan sur plan hyperbolique. Le point P est la projection de F sur �, Q estle point de contact, et la g�eod�esique h est la ligne de gradient de � qui passe par Q.

�~F~y�
@@y @@x
y�h PQ~P

C _C(s)� F �

�gure 4.4.3 : � = d eF1ier cas : eP est la projection de eF sur �. On note ~y = eF eP
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�gure 4.4.4 : � = b�2e cas : eP est le point de � qui minimise � le long de �. On note ~y = b�( eP )
F @@x@@yh

C ��

F 0~F
� Q P� � yg _C(s)~y~P �gure 4.4.5 : � = dg3e cas : F 0 est la projection de F sur g, eF est la projection de Q sur g, et eP est laprojection eF sur �. On note ~y = eF ePDans les trois cas, on note � l'angle de @@x �a _C(s) ; le roulement �etant sansglissement, on a QF _C = �2 donc\QFP = �. D'autre part, d'apr�es la remarque 4.3.6,la g�eod�esique h fait avec � le même angle que la g�eod�esique (QF) ; on note � cetangle. Des relations dans le triangle (QFP ) on d�eduit dans les trois cas :�Etape 1.-: sinhy = sinhQF sin�De même, des relations dans le triangle (Q eF eP ) ou (Q� eP ) on d�eduit :81



�Etape 2.-1ier cas : sinh~y = sinhQ eF sin�2e cas : e~y = eb�(Q) sin�3e cas : sinh~y = sinhQ eF sin�Dans les trois cas, on a dxds = cos�coshy , on d�eduit donc des relations dans le trianglehyperbolique (QFP ) que�Etape 3.-: cosh2y dxds = coshQF sin�En prenant les cosinus et sinus hyperboliques de l'expression dF + � = a, onobtient les identit�es suivantes :�Etape 4.-1ier cas : cosha = coshQF coshQ eF + sinhQF sinhQ eF2e cas : ea = eb�(Q) coshQF + eb�(Q) sinhQF3e cas : sinha = coshQF sinhQ eF + sinhQF coshQ eFet�Etape 5.-1ier cas : sinha = coshQF sinhQ eF + sinhQF coshQ eF2e cas : ea = eb�(Q) coshQF + eb�(Q) sinhQF3e cas : cosha = coshQF coshQ eF + sinhQF sinhQ eFEn appliquant la proposition 4.4.1 au polygône hyperbolique (QF eF ), (QF�) ou(QFF 0 eF ), on obtient :�Etape 6.-1ier cas : coshc = coshQF coshQ eF � sinhQF sinhQ eF cos(� � 2�)2e cas : 1 = eb�(Q) coshQF � eb�(Q) sinhQF cos(� � 2�)3e cas : sinhc = coshQF sinhQ eF � sinhQF coshQ eF cos(� � 2�)En faisant la demi-di��erence des identit�es 4 et 6, et en utilisant l'identit�e 1 onobtient : 82



�Etape 7.-1ier cas : cosha�coshc2 = sinhy sinh~y2e cas : ea�12 = e~y sinhy3e cas : sinha�sinhc2 = sinhy coshQ eF sin�En faisant la demi-somme des identit�es 4 et 6, et en utilisant l'identit�e 7 onobtient :�Etape 8.-1ier cas : coshQF coshQ eF = cosha+coshc2 � cosha�coshc2 sin2� cos2�2e cas : eb�(Q) coshQF = ea+12 � ea�12 sin2� cos2�3e cas : coshQF sinhQ eF = sinha+sinhc2 � sinha�sinhc2 sin2� cos2�En multipliant les identit�es 5 et 3 membre �a membre, et en utilisant les iden-tit�e 1, 2 et 7, on obtient :�Etape 9.-1ier cas : sinha sinhy cosh2y dxds = sinh2y( cosha�coshc2 sin2� + coshQF coshQ eF )+ cosha�coshc22e cas : ea sinhy cosh2y dxds = sinh2y( ea�12 sin2� + eb�(Q) coshQF )+ ea�123e cas : cosha sinhy cosh2y dxds = sinh2y( sinha�sinhc2 sin2� + coshQF sinhQ eF )+ sinha�sinhc2Finalement, on obtient le r�esultat voulu en reportant l'identit�e 8 dans l'identit�e 9 :�Etape 10.-1ier cas : � cotha sinh2y + sinhy cosh2y dxds = cosha�coshc2 sinha2e cas : � sinh2y + sinhy cosh2y dxds = ea�12ea3e cas : � tanha sinh2y + sinhy cosh2y dxds = sinha�sinhc2 coshaCeci termine la preuve pour les trois cas envisag�es. Les autres cas sont{ 4e cas : � = �d eF avec eF 2 N ;{ 5e cas : � = �b� avec � 2 @1N , quitte �a modi�er la valeur de a, on supposede plus que �(F ) = 0 ;{ 6e cas : � = dg o�u g est une g�eod�esique orient�ee de N , et dg < 0 le long de 
.83



En suivant des �etapes similaires �a celles qui pr�ec�edent, on trouve�Etape 10'.-4e cas : � cotha sinh2y + sinhy cosh2y dxds = cosha�coshc2 sinha5e cas : � sinh2y + sinhy cosh2y dxds = e�a�12e�a6e cas : � tanha sinh2y + sinhy cosh2y dxds = sinha�sinhc2 coshaLa valeur de la courbure moyenne de la surface engendr�ee par la trajectoire deF se lit sur l'�equation qu'on obtient.On retrouve dans ce r�esultat la classique s�eparation des trois types de sous-vari�et�es �a courbure moyenne constante dans l'espace hyperbolique.
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