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Chapitre 1

Géometrie vectorielle

1.1 Espace vectoriels, sous espaces vectoriels et bases

1.1.1 Définition et exemples

Qu’est ce qu’il y a de commun entre

1. Les R", n € N,

2. L’ensemble des suites (I’'ensemble RY),

3. Les fonctions de R — R (I’ensemble R¥) ?
Le fait que 'on puisse ajouter les éléments dans chacun de ces espaces, mais aussi les multiplier
par un scalaire. En bref, la structure d’espace vectoriel.

Définition 1.1.1. Un R espace vectoriel est un triplet (£, +,-) formé :
— d’un ensemble F dont tous les éléments sont appelés vecteurs ;
— d’une loi d’addition qui est une application

+:EXE—=FE
(u,v) —u+v

— d’une loi de multiplication par un scalaire

Rx E—FE
(A, v) = Av
tels que
1. (E,+) est associatif, commutatif, existence d’un élément neutre et d’'un opposé (groupe
abélien)
2. V(\, u) € R? et V(u,v) € E? on a
(Au = A(pu)
A+ p)u = I+ pu
AMu+v) =Au+ v
lu =u
Exemple 1.1.1. 1. Soient ag,aq,--- ,a, € R. On considere F 'ensemble des fonctions f :
R — R telles que f(ap) = f(a1) =--- = f(a,) = 0.

2. G, 'ensemble des solutions de ’équation différentielle 3/ = 3.

5



6 CHAPITRE 1. GEOMETRIE VECTORIELLE

3. H, 'ensemble des matrices 3 x 3 triangulaires supérieures.
4. E={P e R3[X]|P(X?) = X?P(X)}.

Pour vérifier que les exemples précédemment cités conviennent, il faut vérifier les 8 axiomes,
ce qui n’est pas forcément difficile mais un peu long. Pour montrer qu’un espace est un espace
vectoriel, on préfere souvent montrer que c¢’est un sous-espace vectoriel.

Définition 1.1.2. Soit (£, +,-) un espace vectoriel et F' C E. F est appelé sous-espace
vectoriel (sev) de E si V(u,v) € F? et (\, ) € R? alors Au + pv € F. On note (F, +,-) cet
espace vectoriel.

Définition 1.1.3. — Etant donné des vecteurs uy, - - - ,up, de E, on appelle combinaison
linéaire a coefficients réels de uy, - - -, u, tout vecteur de la forme

Atug + - Apup avec A\p, -+, A, € R.

— L’espace des combinaisons linéaires finies de uy, - - - , u, sera noté Vect(uy, - - - ,u,) et
appelé espace engendré par uy, - -, u,.

— Plus généralement, si A est une partie non vide, finie ou infinie de E, Vect(A) est
I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A et est appelé espace engendré
par A.

1.1.2 Bases et dimension

Définition 1.1.4. Une famille (uy,--- ,u,) de vecteurs de E telle que Vect(uy,--- ,u,) = E
est appelée famille génératrice de E (i.e. si tout v € E peut s’exprimer comme combinaison
linéaire de uy, - -+, up).

Définition 1.1.5. On dit qu’une famille (uq,--- ,u,) de vecteurs de E est une famille libre
de E si tout vecteur de Vect(uy, -+ ,u,) s’exprime de maniére unique comme combinaison
linaire de g, - - - ,u,. Cela revient a dire que

(VA ) ERP i Nug + -+ Xpu, =0) & A =--- =), =0.

Une famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liée. Dans ce cas, au moins 1'un de ses
éléments est combinaison linéaire des autres (ce qui revient a dire que det(uy, - - ,u,) = 0).
Nous sommes maintenant en mesure de définir la notion de base dans un espace vectoriel.

Définition 1.1.6. On dit qu'une famille B = (uy, ..., u,) est une base d’'un espace vectoriel
E si c’est une famille libre et génératrice de E. C’est a dire si tout vecteur de F s’écrit de
maniére unique comme linéaire des vecteurs de la base B, i.e.,

Voe E 3 (A, ... \) € RV tq. v = Nug + ... + Apu,.

Théoreme 1.1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Toute famille libre C' =
(u1,...,up) de vecteurs de E peut étre complétée en une base B = (uq, ..., Up, Upi1, - - -, Up)
de F.
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Définition - Proposition 1.1.1. Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases
ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de I'espace vectoriel E et
est noté dim(FE).

Proposition 1.1.1. Dans un espace vectoriel de dimension n :
1. Toute famille libre (uy, ..., u,) de n vecteurs de E est une base (famille libre maximale).
2. Toute famille génératrice (uq, ..., u,) de n vecteurs de F est une base (famille génératrice
minimale).

Proposition 1.1.2. 1. Un sous-espace F' d’'un espace vectoriel F de dimension finie est de
dimension finie.
2. On a alors dim(F') < dim(E).
3. Si dim(F) =dim(F),ona F = FE.

On peut construire une infinité de bases d’un méme espace vectoriel E. Suivant le probléme
auquel nous sommes confrontés, certaines bases se préteront mieux a sa résolution. Il est donc
non seulement important de savoir gérer les changements de bases mais aussi de trouver des
bases “pertinentes” suivant le probleme considéré.

Définition 1.1.7. Soient F; et F; deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £. On
dit que F} et F;, sont en somme directe si, pour tout élément u de la somme F} + F, =
{v € Elv =uy + us,uy € F1,us € Fy}, il existe un unique couple (uq,us) de F; x Fy tel que
U = U + Ug.

Exemple 1.1.2. Décomposition d’un espace vectoriel en somme directe Démontrer que
I’ensemble P des fonctions paires et I’ensemble des fonctions impaires I sont deux espaces
supplémentaires de RE. Note : on pourra faire un lien utile avec les séries de Fourier. . .

1.2 Espaces affines

1.2.1 Points et vecteurs

On modélise le plan et 'espace par des espaces affines de dimension 2 et 3 respectivement. Pour
'espace a 3 dimensions on considére I'ensemble R? des triplets de réels :
1. Ensemble & des points : On peut décrire un point M de I'espace (i.e. une position) par
un triplet (z,y,2) € R? de réels.
2. Ensemble E de vecteurs : on peut aussi voir £ = R3 comme un espace vectoriel. Un
vecteur u € E modélise alors un “déplacement” entre 2 points A et B de £. Si A =
(a1, a9,a3) et B = (by, by, b3) on définit le vecteur u = AB comme étant le triplet de réels
u = (by — ay,by — as, bz — az). On a alors :

(a) PourtoutuEEet(A,B)EE:u—i—A:zﬁ—l—A:Bec‘f

Al

(b) Relation de Chasles : VA, B,C € £ on a AB + BC = AC.
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A = C muﬂ;

dans &€ dans F

En résumé, les éléments de € sont considérés comme des points (notés en majuscules) sur
lesquels operent des vecteurs (notés en minuscules) de E.

D

1.2.2 Repere

Définition 1.2.1. Un repére cartésien de 'espace £ est la donnée d'un point Q (I'origine du
repére) et de trois vecteurs (eq, eg, €3) formant une base (7.e. une famille libre génératrice) de
I’'espace E.

——
Définition 1.2.2. Si M est un point de & alors le vecteur QM se décompose de fagon unique
sur les vecteurs de base :
QM = T1€1 + Toeo + T3€3.

Le triplet (% )R (ou plus simplement (%) si il n’y a pas d’ambiguités) contient les coordon-
nées cartésiennes du point M dans le repere R.

Remarque 1. Une fois une origine €2 de repere choisie, on peut identifier un point M de &£ avec
le vecteur QM € E. Alors, le choix d’un systéme de coordonnées permet de ramener tous les
calculs & des calculs dans R?. Lorsque ’on ne précise pas la base, c’est que ’'on se place dans
'espace vectoriel £ = R? muni de la base canonique composée des vecteurs i = (é), j= (g) et

= ()

Remarque 2. Changement de repére : Soit deux reperes cartésiens R = (£2, e, eq,€3) et
R = (¥, €}, ¢eh,es) et un point M. On note :

— @)R les coordonnées de M dans R et (gf )R/ les coordonnées de M dans R'.

— (%)R les coordonnées de €' dans la R.

— <Z§§> les coordonnées des €} (pour i = 1,2,3) dans R.

as.;
Alors les coordonnées du point M dans le repere R s’expriment en fonction des coordonnées de
M dans le repere R’ :

r=a+ a2 + a1y + a1 37 x o a1 1o 13 x
y=P0+ a0 +ay +az3r’ & |y =8| + a1 a2 ass Yy’
z =7+ az12 + az2y + azs?’ U \V g \as1 Gz a33)p o\ g
Remarque 3. A propos des notations : un élément de R™ sera noté par convention (xy,--- , ;)
1
(c’est la donnée de n réels). Lorsque 'on note (3:1 e a:n) (resp. ( : )) on manipule en fait
une matrice ligne (resp. colonne) dont les entrées sont les coordonnées (xirgun élément (1, ,T,)

dans une base donnée (ainsi lorsque les virgules disparaissent il y eut choix de base...). En
général, les matrices colonnes représentent des vecteurs et les matrices lignes des formes linéaires
(des fonctions linéaires a valeurs réelles).
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1.2.3 Droite et plan affines

Définition 1.2.3. Soit £ un espace affine dirigé par un espace vectoriel F :
1. Dans E : la droite vectorielle engendrée par un vecteur u € E non-nul est I’ensemble
des vecteurs colinéaires a u :

Vect(u) = {v € E,3I\ € R,v = Au} = Ru.

Si deux vecteurs (u,v) € E? sont non-colinéaires, le plan vectoriel engendré par (u,v)
est I’ensemble des vecteurs combinaisons linéaires de w et v :

Vect(u,v) ={w € E, I\, p € Ryw = Au+ pov} .

2. Dans £ : la droite affine D passant par un point A et dirigée par un vecteur non-nul
u € F est 'ensemble des points

D={Deé|D=A+X u,\eR} CE.

On note D = A + Vect(u) et on dit que Vect(u) est la direction de D. De méme, le plan
affine P dirigé par u, v est

P={A+ (Au+ pv),\, n € R} = A+ Vect(u,v) C €.

1.3 Calcul Vectoriel
1.3.1 Produit scalaire et espace euclidien

Définition 1.3.1. Soit u = (uy, uz, u3) et v = (vy, ve,v3) deux vecteurs de R3. Le produit
scalaire de u et v est
(u,v) = ugvy + Uy + uzvVs.

et on définit la norme d’'un vecteur u = (uq, ug, uz) par
||uH2 = u? + uj + u;3.

Remarque 4. 1. Les définitions s’étendent sans probleme a R", n € N
2. Le produit scalaire et la norme (au carrée) sont donc des relations polynémiales homogenes
(de degré 2) des coordonnées de u et v.
3. On peut définir des produits scalaires “a poids” (forme bilinéaire, symétrique, définie
positive)

Interprétation géométrique : Soit u et v deux vecteurs de R? dont la norme est égale a 1 :

v

A Jull = [lv]| =1
A U
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Le produit scalaire de deux vecteurs unitaires est donc le cosinus de 'angle 6 entre les vecteurs.
De plus, on a la formule suivante pour tout u,v € R3 :

(u, v) = [[ull[[v][ cos(0).
En découle I'inégalité de Cauchy-Scwarz
[{u, 0} < Jlul[|[o]

avec cas d’égalité si u et v sont colinéaires. Rigoureusement, on démontre cette majoration a
partir des propriétés algébrique du produit scalaire :

Proposition 1.3.1. Le produit scalaire satisfait aux regles de calculs suivantes :
1. Bilinéarité : soient u,v,w € R3et \, u € R :
(a) (Au+ po,w) = X (u,w) + p (v, w),
(b) {(u, Ao+ pw) = X (u,v) + p (u, w).
2. Symétrie : soient u,v € R? (u,v) = (v, u).
3. Paositivité : soient v € R? (u,u) >0 et (u,u) =0 < u=0.

Définition 1.3.2. 1. On dit que deux vecteurs sont orthogonaux lorsque leur produit
scalaire est nul.
2. On dit qu'un vecteur est unitaire lorsque sa norme vaut 1.
3. On dit qu'une base est orthonormale lorsque les trois vecteurs de la base sont orthogo-
naux deux a deux et unitaires. On utilise 'acronyme “B.O.N.” pour base orthonormale.
4. On dit qu'un repere est orthonormé lorsque sa base est orthonormale.

Proposition 1.3.2 coordonnées d’un vecteur dans une B.O.N.. Dans une base orthonormale
(€1, €9,e3) de R, un vecteur u € R? se décompose sous la forme

u = (ey,u) e; + (e, u) es + (€3, u) e3.

Proposition 1.3.3 Calcul du produit scalaire dans une B.0.N.. Si (e;, €2, €3) est une base
orthonormale quelconque de R? et si u = x1e; + T9es + w363 €t v = Y11 + yaes + y3e3 sont
deux vecteurs de R3, alors le produit scalaire de u et v s’écrit :

(u,v) = T1Y1 + To2y2 + T3Ys.

Définition 1.3.3. On définit la distance euclidienne entre deux points A et B de l'espace &
par :

d(A, B) = | AB|.

Si R est un repeére orthonormé on a

d(A, B) = /(1 — 1) + (22 — 12)? + (23 — ys)?

ol (%%) et (% sont les coordonnées dans R de A et de B respectivement.

1.3.2 Orientation

SN—

Un repere orthonormé R = (€, eq,eq,e3) étant choisi, on rappelle que, pour exprimer les
coordonnées d’un point dans un autre repere R’ = (€, ¢/, €}, €3) il est nécessaire d’utiliser la
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matrice de passage B de la base (e, eq,e3) a la base (€], ¢eh, €}) (voir la Remarque [2). Si la
nouvelle base est orthonomée, on peut montrer que det(B) € {1, —1} et a donc seulement deux
valeurs possibles qui correspondent a deux orientations de I’espace.

Remarque 5. D’un point de vue pratique, ceci s’illustre par le fait qu'un contorsionniste aussi
doué qu’il soit ne pourra pas superposer ses deux mains, droite et gauche.

Il faut alors choisir une convention pour “orienter I’espace” et on se contente ici de décrire 'une
des regles classiques dite “regle des 3 doigts de la main droite” (il en existe d’autres comme
la regle du “bonhomme d’ampere” ou la regle du “tire bouchon” qui suivent toutes la méme
convention) : on dit qu'un repere est direct si le pouce, I'index et le majeur de la main droite
peuvent étre placés (direction et sens) suivant les vecteurs (e, es, €3).

=

T

Y

Repeére direct du plan

y (index) z (majeur)

x (pouce) y (index)

(majeur) z (pouce) x

Reperes directs de 1'espace

Une permutation circulaire de trois vecteurs ne modifie pas son orientation et les deux reperes
ci-dessus sont directs. Si on change I'orientation d’un des vecteurs, on change I'orientation du
repére (orientation indirecte). Dans la suite de ce cours nous considérerons toujours des reperes
directs.

1.3.3 Produit mixte et produit vectoriel

Définition 1.3.4. Soit u = (uy, us) et v = (v1, v9) deux vecteurs de R?. On appelle détermi-
nant ou produit mixte des deux vecteurs, le nombre réel

Uy U

det(u,v) = I

= U1V — U9V1.

Remarque 6. Méme remarque que pour le produit scalaire. On a toujours affaire a des polynomes
homogenes de degré 2.

Interprétation géométrique : Le produit mixte det(u, v) de deux vecteurs u, v de R? représente
I’aire orientée du parallélogramme s’appuyant sur les deux vecteurs :
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B
De plus, si 6 désigne I'angle orienté entre v et v on a
det(u, v) = [ul] [|v]| sin(6).
En découle la propriété suivante :
|det(u, v)| < [lul [|v]]

avec égalité si et seulement si les vecteurs sont orthogonaux. Ici aussi, la démonstration rigoureuse
de ces relations se fait a partir des propriétés algébriques du produit mixte. En voici quelques
unes :

Proposition 1.3.4. Le produit mixte satisfait aux régles de calcul suivantes :
1. Bilinéarité : soient u,v,w € R® et \, u € R :
(a) det(Au + pv,w) = Adet(u, w) + pdet(v, w),
(b) det(u, \v + pw) = Adet(u,v) + pdet(u, w).
2. Antisymétrie : soient u,v € R? on a det(u,v) = — det(v, u).

Remarque 7. 1. Attention donc a 'ordre d’écriture des facteurs dans le produit mixte !
2. L’Antisymétrie implique que pour tout u € R? on a det(u,u) = 0 (le parallélogramme est
plat!). Voir la proposition suivante :

Proposition 1.3.5 Condition de colinéarité. Deux vecteurs u et v du plan sont liés si et
seulement si det(u,v) = 0.

Remarque 8. Soit u = (u1,us) € R? un vecteur non normé. Alors le vecteur ut = (—uy,uy)

est également un vecteur normé tel que (u,u') = 0. On en déduit que (u,u’) forme une base
orthonormé de RZ.

Si (e1, e2) est une base orthonormée de R? on peut montrer qu’on a deux possibilités : e; = e
ou e; = —e;. Dans le premier cas, on dira que la base (e, e;) est directe.

Proposition 1.3.6 (Calcul du produit mixte dans une B.O.N. directe). Si (e, e3) est une
base orthonormale directe de R? et si u = x1e; + x9es et v = y1e1 + yaes sont deux vecteurs
du plan, alors le produit mixte est

T1 W

det(u,v) = Ty U

’ = T1Y2 — T2Y1-

1.3.4 Produit vectoriel dans I'espace

Définition 1.3.5. On appelle produit vectoriel de deux vecteurs u = (ul,uQ,u;;) et v =
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(vl, Vg, Ug) de R3 le vecteur :

uno= )

Interprétation géométrique : Le produit vectoriel u A v est orthogonal au plan engendré par
u et v et sa norme est égale a l'aire du parallélogramme engendré par u et v.

Uy V2
Uz U3

Uy v
usz U3

uy v
Uz V2

) )

uNv

U (WA v
On a [|u A v|| = |lu] [|v] |sin(@)| et l'identité de Lagrange
2 2 2112
[l All”+ [, 0) |7 = [lul™ o]l

On a encore des propriétés algébriques similaires car le calcul du produit vectoriel met en jeu
des polynomes homogenes de degré 2 en les coordonnées.

Proposition 1.3.7. Le produit vectoriel satisfait aux regles de calculs suivantes :
1. Bilinéairité : soient u,v,w € R3 et \,u € R :
(a) (Au+ pv) Aw = AuAw)+ plv Aw),
(b) u A (A~ pw) = AMuAv)+ p(uAw).
2. Antisymétrie : u A v = —v A w.

Proposition 1.3.8. On a les propriétés suivantes :
1. Le produit vectoriel est nul si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.
2. Le produit vectoriel est un vecteur orthogonal aux deux vecteurs. C’est a dire que pour
tout u,v € R® (u,u Av) = (v,u Av) =0.

Définition 1.3.6. Soit B = (e1, e, €3) une base orthonormale de R®. On dit que B est directe
sie; Aey = es.

Remarque 9. Dans une base orthonormale directe on a les égalités suivantes :
— (e1Neg) Neg=(esNer) Neg = (ex1 Neg) Neg = -+ =0,
- (61 /\62) /\61 = 62,(61 /\62) /\62 = —€1, ...

Proposition 1.3.9 Calcul du produit vectoriel dans une B.O.N. directe. Si (ey, ey, €3) est
une base orthonormale directe de R?, et si u = z1e; + Taes + T3€3 €t v = Y€1 + Y2e2 + Y33
sont deux vecteurs de R? alors

T2 Y2
T3 Ys

r1 W
r3 Ys

r1 U
T2 Y2

UNV = e — e + es.

Remarque 10. Le produit vectoriel n’est pas associatif : en général, on a (uAv) Aw # uA(vAw).
Plus précisément, on a la formule du double produit vectoriel suivante :

u (v Aw) = (u,w)v— (u,v)w
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et
(uAv) ANw = (u,w) v — (v, w) u.

En d’autres termes, u A (v A w) appartient au plan engendré par v et w et (u A v) A w au plan
engendré par u et v.

1.3.5 Produit mixte dans I’espace

Définition 1.3.7. On appelle produit mixte (ou déterminant) de trois vecteurs u, v, w € R3,

le nombre réel :
det (u, v, w) = ((u Av),w) .

Interprétation géométrique : Le déterminant représente le volume orientée du parallélépipede
construit sur u, v et w.

u

Le déterminant possede des propriétés algébriques simples (ici, le calcul met en jeu des polynémes
homogenes de degré 3).

Proposition 1.3.10. Le produit mixte satisfait aux regles de calcul suivantes :
1. Trilinéarité : le produit mixte est linéaire par rapport a chacun des trois vecteurs.
2. Antisymétrie : en permutant 2 vecteurs, on change le produit mixte en son opposé.

Proposition 1.3.11 Condition de coplanarité. Trois vecteurs de R? sont coplanaires si et
seulement si leur produit mixte est nul.

Proposition 1.3.12 Calcul du produit mixte dans une B.0O.N. directe - Régle de Sarrus. Si
(e1, €2, €3) est une base orthonormale directe, et si u = z1e1+x2e2+ 363, V = Y161+ y2e2+ysz€3
et w = z1e; + 2262 + z3e3 alors

T Y1 oz
det (u,v,w) = |ry Y2 29| =21
T3 Y3 Zz3

= T1Y223 + Y12203 + 21X2Y3 — T3Y221 — Y322T1 — Z3T2Y1.

1 %
T2 Y2

T2 Y2|
T3 Ys

1 W

+z
T3 Y3 s

1.4 Droites, plans, cercles et spheéres
La distance euclidienne entre un point A et un ensemble C est définie par :
dist(A,C) = inf |AP|
pPeC

En générale, aucun point ou plusieurs points P de C peuvent réaliser cette distance. Mais, si un
point P réalise cette distance alors P est un projeté orthogonale de A sur C.
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1.4.1 Droites dans le plan

Plusieurs manieres équivalentes de définir une droite passant par A = («a, f3) :
1. Dirigée par un vecteur u € R? (car c’est un sous espace affine de dimension 1)

D = {(2,y) € R* |det(u, (z — oy — )) = 0}
2. Normale & un vecteur n =€ R? (car c’est un sous espace affine de codimension 1)

D ={(z.y) R | (n, (v =,y = ) =0}

Proposition 1.4.1. La distance entre un point M et une droite D passant par les points A et
B
—
det(AB, AM
dist(M, D) = 19 = )|
|AB||

1.4.2 Cercles dans le plan

Définition 1.4.1. Le cercle C de centre O = (g, yo) € R? et de rayon 7 > 0 est

C={MecR|dM,O0)=r}
{(2,9) € R | (v — 20)* + (y — w0)? =1}

Autrement dit, un cercle est ’ensemble de niveau r pour la distance euclidienne a son centre.

1.4.3 Plans dans I'espace

Plusieurs manieres équivalentes de définir un plan passant par A = (%) :

1. Dirigé par deux vecteurs non colinéaires u,v € R? (car c’est un sous espace affine de

dimension 2)
P={(@y.2) e R |det( (35 ).uv) =0}.
z—y

2. Normal & un vecteur n € R? (car c’est un sous espace affine de codimension 1)

P = {(x,y, z) € R? | <n, <§—§)> = 0} :
z—y
Proposition 1.4.2. La distance entre un point M et un plan P passant par les points non

alignés A, B et C N
| det(AB, AC, AM)|
dist(M,P) = :
|AB A AC|
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1.4.4 Droites dans I'espace

Plusieurs manieres équivalentes de définir une droite passant par A = (%) .

ey U1 . .
1. Dirigée par un vecteur u = (Zz) € R3 (car c’est un sous espace affine de dimension 1)
3

r=wumt+ o
D= ($,y,Z>€R3| y=ud+p ,teR
z =ugt+y

[

2. Intersection de deux plans passant par A = (%) et B= (?) et normaux a n = (Z) et

2!
n' = <%:> non nuls et non colinéaires. On note d = <n, (%)> et d = <n’, (%:>> On a
¢ v
alors :
ar +by+cz=d B <n’(y_f>>:()

D={(z,y,2) eR? =
(@.9,2) ‘{a’x—l—b’y—l—c’z:d’ <n’,<

Proposition 1.4.3. La distance entre un point M et une droite D passant par les points A et

B
| AB A AM||

dist(M, D) ]

1.4.5 Spheéres dans I'espace

Définition 1.4.2. La sphere S de centre O = (29, o, 20) € R? et de rayon r > 0 est

S={MeR|dM0)=r}
- {(‘ﬂ’%z) ER’| (x—xo)2+(y—yo)2+(z—z0)2:ﬂ},



Chapitre 2

Tranformation linéaires

2.1 Définitions et premiéres propriétés

2.1.1 Définitions

Les applications linéaires sont précisément les fonctions qui préservent la structure d’espace
vectoriel.

Définition 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur R. On appelle application linéaire
de E dans F' la donnée d'une application f : F — F telle que :

V(u,v) € B flutv) = f(u) + f(v),
Vu € EVA € R: f(Au) = Af(u).

Remarque 11. [’'image directe et I'image réciproque d’un espace vectoriel est un espace vectoriel.
De plus,
— Le zéro (I'origine) de E est envoyé sur le zéro de F : f(0g) = Op. En effet, f(u) =
f(u+0g) = f(u) + f(0p).

— L’image d’une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images : f (Ajug + -+ - + A\pu,) =
ALf (ua) 4+ A f (up).

Proposition 2.1.1. La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Démonstration. Soit f: E — F et g: F' — G deux applications linéaires, u et v deux vecteurs
de E et A un réel. On a bien

(g0 f)u+v)=g(fu+v))=g(f(u)+ f(v) = g(f

= = ) +9(f(v)) = (g0 f)w)+ (go f)v),
(g0 [)(du) = g(f(Au)) = g(Af () = Ag(f(u)) f)

(u
Ago

Définition 2.1.2. Soit f : E — F et g : F — F deux applications linéaires. On définit
f+g9: F— F la somme de deux applications linéaires en posant :

(f +9)(u) = f(u) + g(u).

On définit aussi Af le produit d’une application linéaire par un scalaire en posant :

(AS) () = Af(u).

17
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Proposition 2.1.2. 1. La somme de deux applications linéaires est linéaire.
2. Le produit d'une application linéaire par un scalaire est une application linéaire.

Démonstration.

(f +9)u+v) = flut+v) +g(utv) = fu)+ f(v) +g(u) + g(v) = (f + 9)(u) + (f + 9)(v),
(f +9)Qu) = f(hu) + g(Au) = Af(u) + Ag(u) = A(f + g)(u). O

Corollaire 2.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels. L’ensemble L£(E, F') des applications
linéaires de E dans F' a une structure d’espace vectoriel pour les opérations de somme et
produit par un scalaire définies ci-dessus.

Remarque 12. On verra dans la suite qu'une application linéaire de £ = R™ dans F = R"
admet une représentation matricielle (en fait, plusieurs. . .car cela dépend d’un choix de bases).
L’ensemble des matrices comportant n lignes et m colonnes est noté R™*™. Remarquons alors
que ’ensemble des matrices de la forme

j
1
0 0 0
0 0 O
- i—1.... =1
5@] 0 1 O <_Z7 [ 9 7netj ) 7m
0 0 0
0 0 0

forment alors une base de R™*™ dont la dimension est nm.

2.1.2 Noyau et image

Définition 2.1.3. Soient E et F' deux espaces vectoriels et f : E — F une application linéaire.
On appelle noyau de I'application linéaire f et on note Ker(f) 'ensemble des vecteurs de E
dont I'image est le vecteur nul de F', autrement dit Ker(f) est 'image réciproque du zéros de

F
Ker(f) ={ue E: f(u) =0}.

Proposition 2.1.3. Le noyau d’une application linéaire f : E — F' est un sous-espace vectoriel
de E.

Démonstration. Soit u et v dans Ker(f) et (A, 1) € R%. On a

fu+ pv) = Af(u) + pf(v) =0+0=0.
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Remarque 13. Dans le cas ou E est de dimension finie et f est une forme linéaire (i.e. f est a
valeur réelle, F' = R), le noyau est un hyperplan de dimension dim(FE) — 1. On dit aussi que
Ker(f) est de codimension 1.

On rappelle qu'une application f est injective si
v# o' = f(z) # f(a).

Dans les démonstrations, il est souvent plus simple de montrer la contraposée :
fa) = f@) =z =,

Grace au noyau, on dispose maintenant d’un critere beaucoup plus simple pour montrer qu'une
application est injective.

Proposition 2.1.4 Critére d’injectivité. Soit f : F — F une application linéaire. On a :
f injective <= Ker(f) ={0g}.

Démonstration. Supposons f injective. On sait que f(0) = 0 (car f est une application linéaire)
donc 0 € Ker(f). Soit u # 0, f étant injective f(u) # f(0) = 0, aucun autre élément de E ne
peut avoir pour image 0, donc Ker(f) = {0}.

Réciproquement, soit u et v deux vecteurs de E ayant la méme image (f(u) = f(v)), on a alors :

flu—v)=0<= (u—0) € Ker(f) <= u=no. O

Définition 2.1.4. Soit F et F' deux espaces vectoriels et f une application linéaire. On appelle
image de f et on note Im(f) ’ensemble des vecteurs de F' image d’au moins un vecteur de F,
autrement dit :

Im(f) ={v € F:3JuecFE tel que f(u) =v}

On définit alors le rang de I'application linéaire f comme étant égal a la dimension de

Im(f).

Théoréme 2.1.1 Théoreme du rang. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F' un
espace vectoriel et f : E'— F une application linéaire. Alors Ker(f) et Im(f) sont des espaces
vectoriels de dimension finie et :

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E)

2.2 Matrices et applications linéaires

Matrices d’applications linéaires. Nous avons introduit les bases afin de pouvoir faire des
calculs dans les espaces vectoriels de dimension finie. Maintenant que nous avons défini les
applications linéaires et présenté quelques unes de leurs propriétés, nous allons introduire les
matrices pour pouvoir faire des calculs sur les applications linéaires.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie p > 1, F' un espace vectoriel de dimension finie
n>1et f: EF — F une application linéaire. On considere Bg une base de FE et Br une base de

F
{BE:(617"' 761))7

BF:<517"' 78n)-
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Connaitre f revient a connaitre I'image de tout vecteur w de E par f. Soit w quelconque fixé
dans E,w s’écrit w = aje; + - - - + ape, dans By, Comme f(w) est un vecteur de F, cherchons
ses coordonnées dans Br. On rappelle que f est une application linéaire, et on a

fw) =af(er) + - +apf (ep)
Les vecteurs f (e;) (i =1,---,p) sont dans F' et peuvent donc se décomposer dans la base By :

f (61) = b1151 + -+ bnlgn
f (62) = b12€1 + -+ bngén

f <€p> = blpel + -+ bnpen

Il vient donc

fw)=aif(er) +- +apf(e)
= (a1b11 + agbia + - - -+ apbiy) €1 + - - + (a1bpy + agbpa + - - - + a,byy) €,

Les coordonnées de f(w) dans Bp peuvent se réécrire comme un produit matriciel

bll b12 e blp aq
. as
bnl bn2 T bnp ap

Pour identifier une application linéaire f en connaissant la base de départ et la base d’arrivée, il
suffit de connaitre

by bz -+ by
MBE,BF(f) =
bnl bn2 e bnp
Cette matrice est appelée matrice de I'application linéaire f par rapport aux bases By et Bp.
Remarque 14. — Pour connaitre une application linéaire f : E — F', il faut se donner une
base (e1,--- ,e,) de P'espace de départ, une base (e1,--- ,&,) de 'espace d’arrivé, f est

alors entierement déterminée par la matrice Mg, g, (f)

— Réciproquement, toute matrice de dimension dim(F') x dim(E) définit une application
linéaire de E dans F'.

— Suivant les bases que 'on considere, une application linéaire peut avoir plusieurs représen-
tations matricielles. C’est pourquoi il faut toujours préciser les bases dans lesquelles les
calculs sont menés.

Exemple 2.2.1. Si can = (ey, 9, €3) est la base canonique de R? et By = (g1, &2) celle de R?
1. La matrice de I'application Id : R?* — R3 par rapport a la base canonique est :

1 00
Mcan,can(ld) - I3 =10 1 0
0 1

o
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2. L’application linéaire f : R® — R? définie par :
fler) =3e1 —4dey,  fleg) =261+ 3ey,  fleg) = &1 + e
a pour matrice
Manss ()= (%, 5 1)

Si maintenant Br = (eq, €1, e3) et By = (9,£1), on a
3 —4 1
MBE,B’F (f) = <2 3 1) :

Matrice de la somme d’applications. La matrice de la somme est la somme des matrices.

Proposition 2.2.1 Somme de matrices. Soit F et F' deux espaces vectoriels. On considere
Bg et Br deux bases de E et F'. Soit f; et fo deux applications linéaires de £ dans F. Alors
1. La matrice de f; + fo par rapport aux bases Bg et Br est :

MBE,BF (fl + f2> - MBE7BF (fl) + MBEﬁF (fQ)
2. La matrice de Af par rapport aux bases Bg et B est :

MBE7BF ()‘f) = )‘MBE,BF (f)

Matrice de la composée d’applications linéaires. La matrice de la composée de deux
applications linéaires est le produit des matrices.
On considere trois espaces vectoriels de dimensions finies :

1. E de dimension m avec une base Bg = (e, - , €y),
2. F de dimension n avec une base Br = (€1, ,&,),
3. G de dimension p avec une base Bg = (11, -+ , 7).

Proposition 2.2.2 Matrice de la composée. Soit [ : £ — F et g : F — G deux applications
linéaires. La matrice de 'application linéaire h = g o f par rapport aux bases Bg et By est

donnée par :

MBE,BGUL) = MBFJSG (9>MBE73F (f)

On a le diagramme commutatif suivant :

FiMpg e (f
(E,Bp) el (P By
M
h=gof Mn=Mz, 55, (9)Ms. 5, (f) 9-Msp B (9)
<G7 BG)

Exemple 2.2.2. Soit (e, es,€3) et (1, &2) les bases canoniques de R3 et R?. On considére deux
applications linéaires f et g dont les matrices par rapport aux bases canoniques sont

2 1
M, =3 4], Mf:@gf)
13
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1. Les applications linéaires en jeu sont donc f : R?* — R? et ¢g : R? — R3.

2. L’application composée est h = go f : R — R3.

3. Pour trouver la représentation matricielle de h dans les bases canoniques, il suffit de
calculer h(e;),i=1,2,3. On a

h(el) =g(f(e1)) =g(e1+4ez) = g(e1) + 49 (e2)
= 2e; + 3ex + ez + 4 (e1 + 4deg + 3ez) = 6ey + 19ey + 13e;

De méme, il vient h (ey) = 7ey; + 18ey + 1les et h(e3) = 1leg + 19e5 + 8es. Finalement,

6 7 11
M,=1{19 18 19
13 11 8

Il suffit alors de vérifier que M), = M M.

2.3 Inversion de matrices

Proposition 2.3.1. Soit f une application linéaire inversible de E dans E. On note f~! son
application inverse, i.e., f': E— Eet fo f~' = f~to f = Idg, alors

-1 —1
MBEyBE (f ) = MBE,BE(f)
Remarque 15. Si on a deux matrices carrées A, B de méme taille et inversibles on a

(AB)™' =B7tA™%

2.3.1 Deéterminant

On a déja vu comment calculer le déterminant d’une matrice 2 x 2 et 3 x 3. Dans le cas général,
le calcul met en jeu un polynéme homogene de degré n en les coordonnées de la matrice. Il
existe des formules générales récursives mais de complexités importantes, typiquement O(n?)
voir plus si on utilise une implémentation naive. Pour les détails, on renvoie le lecteur a
https://fr.wikipedia.org/wiki/DATterminant (mathATmatiques) ou Chapitre 1 de [I].
Etant donnée une matrice carrée A de taille n, on note :

— a;; est entrée (i, 7) de la matrice A

— Ag7 est la matrice carrée de taille (n — 1) x (n — 1) contenant les entrées de A auquelle on

a enlevé la i-éme ligne et la j-éme colonne. Cette sous matrice est appelée (7, j)-mineure

de A.
Proposition 2.3.2. Soit donc A € R™*", on a pour tout ig = 1,--- ,n fixé :
det(A) = > (—1)"a;,; det(Ay).
j=1
De plus, on a pour tout jo =1,--- ,n fixé :

det(A) = Z(—l)”j“aijo det(A%)

=1

Les propriétés du déterminant sont (tres) riches. En voici quelques unes parmi les plus utiles :


https://fr.wikipedia.org/wiki/Déterminant_(mathématiques)
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Proposition 2.3.3. Soit A, B deux matrices carrées de taille n x n et A € R. Le déterminant
satisfait les propriétés suivantes :

— det(ld) = 1 et det(AA) = \"det(A),

— det(A") = det(A),

— si A est inversible : det(A™!) = det(A)™1,

— det(AB) = det(A) det(B)

— si on permute deux colonnes (ou deux lignes) de A on change le signe du déterminant.

2.3.2 Calcul de I'inverse en pratique

Etant donnée une matrice carrée A € R™" et un vecteur v € R”, il existe un grand nombre de
méthodes algorithmiques (explicites ou approchées)

— calculer I'inverse A~ de A

— résoudre le systeme linéaire Ax = u d’inconnue x € R".
Ces deux problemes sont reliés mais loin d’étre équivalent car dans le second cas on a pas besoin
de connaitre (ni de stocker) A, on veut juste x. ..

Cas général Pour calculer 'inverse d’une matrice, nous verrons en TD le pivot de Gauss qui
est décrit par exemple ici : https://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_elimination.

Inverser des petites matrices La formule de Laplace permet de donner une solution explicite
pour inverser une matrice A :

Acom(A)" = com(A)'A = det(A) Id

ou com(A) est la comatrice de A calculée a partir des entrées de A (relation polynomiale) et qui
existe méme si A n’est pas inversible. La transposée com(A)" est appelé matrice complémentaire
(adjugate en anglais). On voit que si det(A) # 0 on a

1
~ det(A)

At com(A)".

Nous nous contenterons de donner la formule de la comatrice pour les cas 2 x 2 et 3 x 3.

. . : ail a1z : Q2  —Q21
Dimension 2. Soit A = , la comatrice est com(A) = et on a
(21 Q22 —Qiz2 411

A1 = 1 Qg2  —Q12
det(A) \—aan an )’

Dimension 3. Pour le cas 3 X 3, on peut calculer la comatrice comme suit

Q22 A23 Q21 Q23 a1 Q22

+ - +
a3z Q33 a31 a3s3 a31 32
a11 a2 ais a a a a a a
12 13 11 13 11 12

com | o1 G99 923 = — -+ —
a3z A33 31 Aas3 a31 Aasz2
azy Aas2 ass a a a a a a
12 13 11 13 11 12

+ - +
Q22 Q23 Q21 a23 a1 Q22
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a1
. b b .
ou CCL d| = det (CCL d) = ad — bc. On remarque alors que si I'on note x = | a9 |,
a3y
a2 a3
y=|as |, z= | ass | les trois colonnes de A, on a
32 ass
(y A 2)
Al = (z A x)t
det(A) (z Ay)!

Remarque 16. Des formules similaires existent pour la dimension 4. Cela est bien utile pour les
vecteurs en coordonnées homogenes. Voir Section 1.7 de [1].

2.3.3 Les matrices orthogonales

Nous nous intéressons dans cette partie aux applications qui conservent le produit scalaire. Pour
simplifier, on ne considérera des espaces vectoriels munis du produit scalaire canonique (on parle
d’espace euclidiens).

Définition - Proposition 2.3.1. Soient (E, (-,-)) et (F,(-,-))) deux espaces euclidiens. Soit
f+ E — F une application linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f conserve les produits scalaires, c’est a dire que pour tous u et v de E, on a

(f(u), f(v)) = (u,v)
2. f conserve les normes, c’est a dire que pour tout u de F on a || f(u)|| = ||lu/|.
Une application linéaire qui vérifie une de ces deux conditions est appelée application
orthogonale ou isométrie.

Démonstration. Si la premiere condition est vérifiée, on a :

LF(@)I* = (F(w), f (@) = (u,u) = |l

Si la seconde condition est vérifiée, alors

2(f(u), f(v)) = I () + F)I° = IF@I* = IF @) = [l +0” = ul® = Jo]” = 2 {u, ) .

]
Proposition 2.3.4 Matrices des transformations orthogonales. Soit F une espace vectoriel,
B = (eq,...,e,) une base orthonormée de F et f : E — E une application linéaire. On pose
A= Mzps(f)

1. Si f est une isométrie, la matrice A :
— est inversible,
— vérifie A'A = AA* = I, autrement dit A™' = A,
— est telle que det(A) =1 ou —1.
2. Si A vérifie A'A = AA' = I, autrement dit si A=! = A, alors f est une transformation
orthogonale.
Une matrice A qui vérifie une de ces deux conditions est appelée matrice orthogonale.

Inverser une telle matrice ne cotite donc rien en temps de calcul! L’ensemble des matrices
orthogonale forme un sous-groupe de matrices (la multiplication de deux matrices orthogonale
reste une matrice orthogonale) appelé O(n). Les matrices de O(n) qui ont un déterminant positif
(égale a 1 donc...) est appelé le groupe spécial orthogonale et est noté SO(n).
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Démonstration. 1. Soit f une transformation orthogonale, alors
Ker(f) ={ue E: f(u) =0} ={ue E:[f(u)] =0} ={ue E: |lul =0} ={0},
donc f est injective et donc bijective. A est donc inversible. Soit u et v deux vecteurs de
E de coordonnées U et V dans B. Comme (f(u), f(v)) = (u,v) on a
(AU)'AV = UTA'AV = UV
d’ott A'A = T et par conséquent (det(A))* = 1.
2. De méme, pour deux vecteurs u et v dans F on a :

(f(u), f(v)) = (AU) AV = U'A'AV = U'V = (u,v).

On peut reconnaitre une matrice orthogonale grace a la proposition suivante :

Proposition 2.3.5. Soit £ un espace euclidien, B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E,
f: E — E une application linéaire et A = Mp(f) la matrice de f par rapport a B. Alors :
1. f est une transformation orthogonale si et seulement si (f (e1), ..., f (e,)) est une base
orthonormée de F.
2. A est une matrice orthogonale si et seulement si :
— le produit scalaire entre les vecteurs colonnes de A est nul,
— les vecteurs colonnes de A sont de normes 1.

Démonstration. 1l est évident que les points 1 et 2 sont équivalents. Montrons 1.
— Soit f une transformation orthogonale. Alors Vi = 1,--- ,n, ||f(e)| = [le:|| = 1 et Vi # j,

(Fe). Fles) = (eires) = 0

— Soit u = Y71, wie; et v =37 v;e; deux vecteurs de E. On a

(), £(0) = <f (z u) i (Z )> =Y ww (e ()

1<ij<n
= > wv; = (u,v).
1<i,j<n
[
Corollaire 2.3.1. Soit E un espace euclidien, B = (ey,...,e,) et B = (€},...,¢€,,) deux bases

orthonormées de E. La matrice de passage P = Mp p(ld) est une matrice orthogonale.

Exemple 2.3.1. Les matrices de rotation de R3. Les matrices de rotation d'un angle § € R
autour des axes sont :

cos) —sinf O cosf 0 —sinf 1 0 0
R.(0)=|sinf cos§ 0|, R,0)=| 0 1 0 , R.(0)=1|[0 cosf —sind
0 0 1 sind 0 cos6 0 sinf cos@

On parle de lacet (yaw), tangage (pitch) et roulis (roll). On peut les composer, étant donnés
a, B,y €R:

cosa —sina 0 cosf 0 sinpg\ (1 0 0
R=R.(a) R,(S) Ry(y) = | sina cosa 0 0 1 0 0 cosy —sinvy
0 0 1) \—=sinf8 0 cosfB) \0 siny cosvy

cosacos S cosasinfsiny —sinacosy cosasin fcosy + sin asiny

= | sinacos 8 sinasin Ssiny + cosacos”y sinasin fcosy — cos asiny

—sin 3 cos (3sin -y cos 3 cosy
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Dans tous les cas on a R~ = R

2.3.4 Transformer un champs de vecteur normal

Pour décrire une surface (objet de dimension 2) dans 'espace (dimension 3), on utilise une
information de position (un “point d’attache”) et d’orientation (un “plan tangent”). Lorsque 'on
discrétise une surface, on se ramene souvent au cas des maillages triangulaires. Les sommets (ou
le centre des faces) donnent alors 'information de position et la connectivité permet de calculer
les vecteurs tangents (les cotés de chaque triangle) et par extensions le champs de vecteur normal.
Lorsque I'on transforme un maillage par une application linéaire ¢, les positions et les vecteurs
tangents sont transportés par t. Mais si ¢ n’est pas une isométrie, les vecteurs du champs de
vecteur normal transporté par t ne seront pas orthogonaux au maillage transformé. . .Il faut
donc transporter les normales avec une autre application t. On donne dans la suite comment
trouver t' & partir de t.

Soit donc E un espace euclidien muni du produit scalaire canonique (-, -) et on note 7' la matrice
de ¢ dans les bases canoniques. Etant donné un vecteur v € E et un vecteur n € E satisfaisant
(v,m) = 0. On cherche donc la matrice N de la transformation ¢ qui donne (T'v, Nn) = 0. On a
alors

(v,n) =v'n = (Tv)'Nn
= v'T"Nn = (Tv, Nn)

Cela implique que T*N = I et donne la matrice de la transformation de t' dans les bases
canoniques :

N = (T—l)t — (Tt)_l.

Il sort donc la transposée inverse de la matrice 1. Le champs de vecteur normal, transformé par
cette matrice N doit étre normalisé si ’on souhaite avoir des vecteurs unitaires.

2.4 Changement de base

2.4.1 Pour un vecteur

Soit w un vecteur de E déterminé dans la base B = (eq,--- , e,) par ses coordonnées (connues)
U= aie; + -+ ap€n.

Etant donnée une nouvelle base B’ = (fi, -, fn), nous souhaitons trouver les nouvelles
coordonnées de u dans B, dit autrement, nous cherchons by, --- , b, tels que

w=bifi+ 4 bufo

Pour exprimer u dans B, il suffit d’exprimer chaque élément de la base B dans B’. Comme B’
est une base de F, on a le systemes d’égalité entre vecteurs :

er. =pufit+-+pafa
ea  =Dpiafi+ -+ prafa

€n = plnfl + - +pnn,fn7
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d’ou le systeme d’égalité entre nombres réels suivant :
b = puai + pi2as + -+ praan
by = porai + paoas + - + P2nn

bn = Pn1a1 + Pn2@2 +-+ PrnQn-

On utilise généralement une écriture matricielle. Soit

P11 P12 - DPip a1 by
Mpp(d)=1| — |, us=| |, uw=|_ |,
Prn1 Pn2 *°° DPnn Qp bp
alors
up = M57B/(|d)ulg,
et la matrice Mg (ld) a pour colonnes les coordonnées des vecteurs (eq,--- ,e,) de B dans la
base B’ contenant les vecteurs (f1,- -, fn).

Proposition 2.4.1. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie muni de deux bases B; et
Bs. Etant donné u un vecteur de E, on note ug, (resp. ug,) le vecteur des coordonnées de u
dans By (resp. By). On a alors :

up, = MBz,Bl(Id)u927 Up, = MBl,BQ(Id)uB1'

La matrice Mp, 5,(ld) a pour colonnes les vecteurs de la base B; exprimés dans la base Bs.

Proposition 2.4.2. Les matrices Mp, 5,(ld) et Mp, g, (Id) sont inverses l'une de l'autre, i.e.,
M, B, (Id) Mg, 5, (Id) = Id.

Exemple 2.4.1. Soit 81 = (bl, bg, bg) ,BQ = (fl, fg, fg) avec

b1:61+€2 f1:3€1+262+263
by = €1 — 2ep +e3 fo=—3es—e3
bg = 262 + e3 f3 = 261 - 362.

Déterminons les matrices Mg, 5,(ld) et Mg, 5,(Id). On a

1 1 0 3 0 2
MBLCGH(Id) =1 =2 2 ) MBg,can(ld) =2 -3 -3
0 1 1 2 -1 0

En considérant la composition d’applications

Id’Mcan,Bl (Id)

(R3, can) (R3, By)

Id,Mp B (Id)
IdaMcan,Bg(ld) v

(R3, By)
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on a
Mcan,82<|d) = MBl,BQ(Id>MCan,Bl(Id> — MBl,Bg(Id) = Mcan,Bg(Id)MBl,can<|d)-
On a donc
30 2\ '/1 1 0 5 -7 -2
M31732<|d): 2 -3 =3 1 -2 2] =110 —-15 -5/,
2 -1 0 0 1 1 -7 11 3
et

2 —-02 1
M32,31(|d> = MBl,Bg(Id)il =11 02 1 1.
1 —-12 -1

2.4.2 Pour les applications linéaires

Exemple 2.4.2. Dans R? muni de la base canonique (ey, es), posons u = (3,1) et v = (5,2). Les
vecteurs u et v forment une base B de R2. Considérons alors I'application linéaire de R? — R?
définie par :

fw)=2u, f(v)=—v

Par rapport a la base B, f a pour matrice une matrice diagonale :
2 0
MB,B(f) - (0 _1) :

Déterminons maintenant la matrice de f par rapport a la base canonique. Il est facile de voir
que e; = 2u — v et e = 3v — bu. On en déduit :

fer) =2f(u) — f(v) =4u+v = 17e; + Geo,
f(ea) =3f(v) —5f(u) = —=3v — 10u = —45e; — 16es.

La matrice de f par rapport a la base canonique est donc :

17 —45
Mcan,can(f) - (6 —16> .

Il est évident que la base B est mieux adaptée aux calculs sur 'application f. Montrons le sur
deux exemples :
1. La matrice de f° dans la base B est facile a calculer :

25 0
Maa (%) = (0 <—1>5> '
2. La matrice de f~! dans la base B est :

Mp s (f_l)

I
o
S o
=
—_
\_/
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On considere deux espaces vectoriels de dimension finie F et F', deux bases B et B’ de E, deux
bases C et C’ de F et une application linéaire f : £ — F.

M
(E, B) [iMs.c(f) (F, C)
IdEvMB’,B(IdE) IdF»Mcfyc(ldF)_l
/ /
(E,B) Tt o) (F,C)

La formule de changement de base pour 'application f est

Mpe(f) = Mee (ldp) ™ Mpe(f)Mp s (Idg) .

Proposition 2.4.3 Cas de R". Soit f une application linéaire de R™ dans R". Soit B et 5’
deux bases de R".

— det (Mps(f)) = detp sz (f) = det(f) (le déterminant de la matrice associée a f ne
dépend pas de la base choisie). Ce déterminant est appelé déterminant de I’application
linéaire f.

— [ est inversible si et seulement si det(f) # 0 (dans ce cas, f est bijective).

Application : Les changements de base pour les applications linéaires peuvent étre utilisés pour
calculer les puissances ou les inverses de matrice :

Mps(f) = Mp 5 (Idg) Mp g (f)Mp 5 (Idg) ™"
Mps(f)" = Mp i (Idg) Mp g (f)* Mp s (Idp) ™

Cette formule reste encore valable pour tout n € Z quand f est inversible :
Mz s(f)™" = Mp 5 (idg) M s () Mg s (idg) "

Exemple 2.4.3. Appliquons les résultats précédents pour retrouver le changement de base de
I'exemple 2.4.2] On connait Mpg(f) et on cherche Mcan can(f). On déduit du diagramme

M
(R3’ B) f B,B(f) (RQ’ B)
|daMcan,B(|d) Idecan,B(ld)71
2 2
(R, can) FMemen(F) (R, can)

Mcamcan (f) = Mcan,B(ld)_lMB,B(f)Mcan,B(ld)~

M can(Id) = G 2) = Means(ld) = (? §>_ = <_21 _35>

Mot = (23 (2 ) (5 9) - (7 28).
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Remarque 17. Soit E un espace vectoriel muni de deux bases B et B'. Les matrices Mp s (ldg)
et Mp 5 (ldg) sont appelées matrices de passage. Les lettres P et () sont souvent utilisées
pour noter ces matrices. Mais attention, étant donné un vecteur u dans F, la matrice Mp s (Id)
permet de calculer les coordonnées de u dans B’ sachant ses coordonnées dans B :

up = MB73/(|d)uB

L'usage est cependant d’appeler cette matrice Mg g (ld) matrice de passage de la base B’ a B. ..

2.4.3 Matrices semblables

Définition 2.4.1. On dit que deux matrices carrées A; et A, sont semblables s’il existe une
matrice carré P inversible telle que

Ay = P AP

De maniere équivalente, s’il existe une application linéaire f : E — E et des bases By et By
de FE telles que :

A= Mg, g (f), A= Mg, (f)

La recherche d’une base bien adaptée au probleme qu’on étudie est un theme important de
I’algebre linéaire. Si les calculs sont effectués dans une base mal adaptée au probleme, ils
peuvent rapidement devenir complexes. Il est donc nécessaire de développer des algorithmes
permettant de se placer dans des bases ou les calculs sont “simples”. Enfin, certaines quantités
sont invariantes par changement de base.

Définition 2.4.2. La trace d’une matrice carrée de taille n X n est la somme de ses entrées
diagonales. Si A = [a;j]1<; j<n alors

tr(A) = Z Qi .
=1

Proposition 2.4.4. Soit A;, A deux matrices carrées semblables. Alors
1. det(A1> = det(A2>,
2. tr(Al) = tr(Ag).

On peut calculer la trace et le déterminant d’un endomorphisme a l'aide de n’importe quelle
matrice de cette endomorphisme (i.e. ces quantités ne dépendent pas des bases choisies).



Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Nous avons vu dans le chapitre précédent que pour certaines applications linéaires, il est possible
de trouver des bases dans lesquelles les représentations matricielles de ces applications soient
simples. Par exemple, pour u = (3,1) et v = (5,2), 'application linéaire de R?* dans R? définie
par :

f(u) =2u,  f(v) = —v,

a pour représentation matricielle dans la base canonique :

17 —45
Mcan,can(f) = ( 6 —16)

alors que dans la base B = (u,v), f est représentée par une matrice diagonale :

Mps(f) = (g _01>

Question : Comment trouver des bases dans lesquelles les représentations matricielle des
endomorphismes (applications linéaires de E dans F) sont diagonales ?

3.1 Valeurs propres et espaces propres

3.1.1 Valeurs propres et polyndome caractéristique

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endormorphisme de E£. On cherche une
base B de E telle que la matrice Mpp(f) soit diagonale. Si B = (vy,--- ,v,), cela signifie que
f (v;) = \jv; ou encore (f — M) (v;) = 0, v; est donc un vecteur non nul de ker(f —\I) et f— Al

n’est pas injective.
3 =2 -1 2
() e () ()

On a Au = (:?) # du et Av = (3) = 2v. Existe-t-il d’autres vecteurs w tels que Aw soit

Exemple 3.1.1. Soit

colinéaire & w 7

31
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Définition 3.1.1. 1. Un vecteur propre d’'une matrice A est un vecteur non nul tel que :
Av = Av pour un scalaire \;
2. Un scalaire A\ est appelé valeur propre d'une matrice A lorsqu’il existe un vecteur v
non nul tel que Av = .

Proposition 3.1.1. Soit f un endomorphisme de F et A (resp. A’) la représentation matricielle
de f dans une base B (resp. B'). Alors A et A’ possedent les mémes valeurs propres et les
mémes vecteurs propres. Ces valeurs propres (resp. vecteurs propres) sont appelées valeurs
propres (resp. vecteurs propres) de Iapplication linéaire f.

Démonstration. Soit v un vecteur propre de la matrice A associé a la valeur propre A. On note
vp (resp. vg) le vecteur des coordonnées de V' dans B (resp. B'). Soit P la matrice de passage
de Ba B : P= Mpgg(f). Il suffit de montrer A'vg = Avg.

(E,B) 2 (E,B)
Id,P Id,P—1
/ /
(E,B) A (E,B)
Ona A’ = P71 AP et aussi vg = Pvg. Donc
Avg = PYAPP Yug = P Avg = AP tug = \ug. O

Il est facile de savoir si un vecteur v est vecteur propre d’une matrice (il suffit de faire le calcul).
Il est en revanche plus compliqué de savoir si un scalaire est une valeur propre. La proposition
suivante nous donne un moyen de pallier a cette difficulté.

Proposition 3.1.2. Un scalaire \ est une valeur propre de A si et seulement si I’équation
vectorielle (A — AI)u = 0 admet un vecteur non nul comme solution. Autrement dit, quand
Ker(A — AI) n’est pas réduit a {0}.

Théoréme 3.1.1. Un scalaire \ est une valeur propre de A si et seulement si det(A — AI) = 0.
Le polynome en A — P(\) = det(A — AI) est appelé polyndme caractéristique de A (ou de
I'application linéaire f associée a A).

Ce théoreme nous permet de déterminer les valeur propres d'un endomorphisme f, il suffit pour
cela de connaitre sa représentation matricielle A par rapport a une base quelconque. Les valeurs
propres de f sont alors les solutions en A de ’équation det(A — A\I) =0 .

Exemple 3.1.2. Soit f un endomorphisme de R? dont la représentation matricielle dans la base

canonique est
2 3
)

Pour trouver les valeurs propres de A on résout :

det<2g)\ _63_)\>_0<:>>\2+4A—21—0<:>>\—30u>\——7-
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Définition 3.1.2. Si un scalaire X est une valeur propre de A, le noyau Ker(A — A1) est appelé
sous-espace propre de A associé a la valeur propre \. Dit autrement, le sous-espace propre
associé a la valeur propre A est formé par les vecteurs v de E tels que f(v) = Av (f étant
I'application linéaire associée a la matrice A).

Exemple 3.1.3. Déterminons les sous-espaces propres associés aux deux valeurs propres de
I’exemple précédent. Le sous-espace propre F), associé a la valeur propre A\; = 3 est par définition
le sous espace Ker(f —31d) :

o =vetr s ={(() x4 (0) =5 ()}

On résout le systeme suivant pour décrire déterminer Ej,

{ery v <:>{ Ty — r = Jy.

3x — 6y = 3y 3r—9y =0

EM:{(;”) ERQ::C:?)y}:{yG) :yeR}:Vect(Bel—l—eQ).

Par un raisonnement analogue, on trouve :

Par suite

E\, = Vect (—3e; + e3) .

On peut vérifier que dans la base B = (—3e; + e3,3e1 + €2), f a pour représentation matricielle

Mys(f) = (3 _07> .

3.1.2 Théoréme de Cayley-Hamilton

Une matrice carrée A annule son polynéme caractéristique.

Théoréeme 3.1.2 Cayley-Hamilton. Pour le polynome caractéristique d’une matrice A, si on
substitue A par la matrice A, on obtient une expression matricielle (“un polynéme en A”)
qui est la matrice des zéros.

1 2

5 4> . Alors,

Exemple 3.1.4. Soit A = (
P()\) = det(A — \I) = N> —tr(A)\ + det(A) = \> — 5A — 2.

Le Théoréme de Cayley-Hamilton affirme que P(A) = A% — 54 — 2] = 0 0). Applications

0 0

1. Si on dispose d’un polynome annulateur de A, on sait que les valeurs propres sont racines
de ce polynome.

2. Calcul de l'inverse d’une matrice. Dans notre cas :

A5 _A-SL, .

A? —5A =21 A —_—
5 — 5 5 5
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3.2 Diagonalisation
On dit qu’'un polynéme P est scindé s’il se factorise sous la forme
Plz)=C(z —a1)(x —az) - (x — ay)

ou tous les a; € R sont les racines de P et C' € R. Par ailleurs, le polynéme P est dit scindé a
racines simples si dans la factorisation précédente tous les a; sont tous distincts (c’est le cas

que 'on considere dans la Section |3.2.1)).

3.2.1 Condition suffisante

Proposition 3.2.1. Soit A une matrice carrée de taille n x n. Si le polynéme caractéristique
de A admet n racines distinctes 2 a 2 alors A est diagonalisable.

Démonstration. Soit Ay, --- , A\, les n racines distinctes du polyndéme caractéristiques et vy, ..., v,
les n vecteurs propres associés a ces valeurs propres. Il suffit de montrer que B = (vy, -+ ,v,)
est une base de F.
Montrons par récurrence sur k que (vy,--- ,v;) est une famille libre de E. C’est clairement
vrai pour k = 1. Supposons que ce soit vrai pour un entier k avec 1 < k < n et montrons que
(v1, -+ ,Uk1) est une famille libre de E. Soit aq, -+, a1 tels que :

oavp+ ...+ Ay 1 V41 = O, (31)

on a, en prenant 'image par f :
1A V1 + . Qi MgV = 0. (3.2)
La combinaison — )\k+1 s’écrit :
ar (AN — M) vr+ o ag (AN — As1) v =0

Par hypothéese de récurrence, chacun des coefficients de cette combinaison linéaire est nul et

comme les )\, sont deux a deux distincts, cela implique ay = --- = o = 0, ce qui reporté dans
(3.1), donne ayy1 = 0. Par conséquent B est une famille libre de n éléments de E, c¢’est donc
une base de E. N

En pratique Pour diagonaliser f : £ — E dont le polyndéme caractéristique de la matrice
carrée A = Mp(f) admet n racines distinctes, il faut :
1. Calculer le polynéme caractéristique A — det(A — ).

2. Trouver les n racines de ce polynéme Ay, --- , \,.
3. Déterminer un vecteur v; qui engendre ’espace propre E), pour tout ¢ =1, -, n.
4. L’ensemble des vecteurs v; forment une base B’ = (vy,...,v,) de E et la matrice de f
dans cette base est
A0 ...0
0 )
D= Mpp(f)=
: o0
0 ... 0 X\,

Question : si les n valeurs propres du polyndéme caractéristique ne sont pas distinctes, peut-on
diagonaliser A7
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3.2.2 Condition nécessaire et suffisante

Définition 3.2.1. Soit A; une racine d’un polynéme P()\). L’ordre de multiplicité de la
racine \; est égal au plus grand entier » € N tel qu’il existe un polynéme Q()\) avec
PA) = (A=M)" Q(N).

Exemple 3.2.1. 1. P(z) = 2?42z + 1 = (z + 1)?, alors —1 est racine d’ordre 2.
2. P(x) =23+ 2% — 22+ 12 = (x — 2)*(z + 3) aloes 2 est racine d’ordre 2 et —3 est racine
d’ordre 1.

Théoreme 3.2.1. Soit A une matrice n X n admettant p valeurs propres distinctes.
1. Pour 1 < k < p, la dimension de I'espace propre associé a A\, est inférieure ou égale a
I'ordre de multiplicité de la valeur propre \j.
2. La matrice A est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-
espaces propres est égale a n.

Corollaire 3.2.1. Une matrice A est diagonalisable si et seulement si la dimension des espaces
propres associés a chaque valeur propre A\ est égal a I'ordre de multiplicité de Ay.

Exemple 3.2.2. Considérons l'application linéaire f : R* — R? définie dans la base canonique
de R? par la matrice :

0 1 -1
A=1-1 2 -1
-1 1 0
Le polynéme caractéristique de A est :
—A 1 —1
det| -1 2—X —1]|=-2\—-1)
—1 1 —A

L’espace propre Ej associé a la valeur propre 0 est défini par {v € R?: A(v) = 0}, il faut donc
résoudre le systeme :

y—z=20 T=1y
—x+2y—2=0 <= Jy=y
—r+y=0 z=y

Donc

1
Eo=qy|[1l|:yeR}) =Vect(e; +ex+e3).
1

L’espace propre F; associé a la valeur propre 1 est défini par {v € R?: A(v) = v}, il faut donc
résoudre le systeme :

y—z==2

—r+2y—z=y<==—-ac+y—2=0

—rt+y==z

L’espace propre E; est de dimension 2, la matrice A est donc diagonalisable. Il reste a trouver

1 1
une base de Ej, par exemple vy = [ 3| et v3 = [ 2| (on peut en choisir d’autres). La matrice
2 1
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de f par rapport a la base B = (vq, vq, v3) est donc :

D = Mps(f) =

o O O
O = O

0
0
1

On peut vérifier que A = PDP~!,D = P71AP ou P est la matrice de passage de la base
canonique a la base B :

1 11
P=Mpgem(ld)=|1 3 2
1 2 1

Exemple 3.2.3. Considérons maintenant I'application linéaire f : R?® — R?® définie dans la base
canonique de R? par la matrice :

1 2 -3
A=12 5 -7
1 3 -4

Le polyndme caractéristique de A est encore —A\(A — 1)%. L’espace propre associé a la valeur
propre 1 est défini par les équations :

r4+2y—3z==zx =1
x — Tz = =
Y Y 20 4+4y —72=0 Y g

Par conséquent F; = Vect (e; + 3es + 2e3) est de dimension 1. La dimension de E; n’est pas
égale a 'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 donc A n’est pas diagonalisable.

Question : Que faire quand on ne peut diagonaliser un endomorphisme f 7

3.3 Triangularisation

Une réduction qui parait intéressante est la réduction d’une matrice a la forme triangulaire.
On a le résultat suivant : les endomorphismes dont le polynéme caractéristique est scindé sont
trigonalisables.

Proposition 3.3.1. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et f : £ — F un
endomorphisme de E. Si toutes les racines du polynéme caractéristique sont dans R, alors f
est triangularisable.

Remarque 18. Si K = C, tout endomorphisme de F est triangularisable (car C est algébrique-
ment clos).

En pratique En pratique pour triangulariser un endomorphisme on procede de la maniere
suivante :
1. On calcule le polynéme caractéristique de f.
2. On cherche les racines de ce polynome, i.e., les valeurs propres de f. Si toutes les racines
sont dans K on peut triangulariser.
3. On recherche les espaces propres associés a chaque valeur propre.
4. On complete les vecteurs propres en une base de E.
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5. On détermine la matrice de f par rapport a cette base.
6. On recommence la méthode sur la matrice d’ordre inférieur.

Exemple 3.3.1. Triangulariser la matrice

21 0
A= Mcan,can (f) =10 1 -1
0 2 4

Les valeurs propres sont \; = 3 d’ordre 1 et \y = 2 d’ordre 2. Les espaces propres sont

1 1
E,, =Vect| 1 |, E,, =Vect]|0
-2 0

Le sev FE, est de dimension 1 donc A n’est pas diagonalisable. Néanmoins comme toutes les
valeurs propres sont dans R, elle est triangularisable dans R. On pose u; = e; + ey — 2e3, us = e
et on complete la famille (uy,us) en une base de R? en prenant uz = e3. Soit P la matrice de
passage de la base canonique a B = (uq, us, u3) :

1
1
-2

P = Mpgcan(ld) =

OO =
_ o O

La matrice D = Mg (f) est triangulaire. Pour la calculer, il suffit de déterminer les coordonnées
de f(u3) = f(e3) = —eq + 4e3 dans B, c’est a dire

0 0 1 0 0 -1
Pll—-1|l=(1 =1 0]l[=1]=1]1
4 0 2 1 4 2

On a donc trouvé une base B par rapport a laquelle la matrice D associée a 'application linéaire
f est triangulaire,

0 -1

2 1 |=P'AP

0 2

D = Mpga(f) =

o O W

3.4 Projecteurs

Définition 3.4.1. Soient F; et Ey deux sev supplémentaires d'un espace vectoriel £ = 1@ Fs.
Pour tout x € F, il existe donc un unique couple (z1,z5) € E X Fy tel que & = x1 + 5. Soit

EF—F

rT=x1+2T9— 2

L’application p est linéaire et est appelée projecteur de E sur E; parallelement a Fj.

Proposition 3.4.1. Soient E; et Fy deux sev supplémentaires d’un espace vectoriel E =
E, @ E,. Soit p la projection sur E; parallelement a Fs, alors :
1. Ker(p) = Ex.
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3. p(x) = x si et seulement si x € Ej.
4. pop(zr) = p(x) pour tout x € F.

Démonstration. 1. Soient x =214+ 2 € E1® Ey = FE. On a :
pr)=0<= 1, =0<= v =10y < 1 € Es.

Par conséquent Ker(p) = Ej.
2. Soient t =21 +ay€ B4 ® Ey=FE.On a:

re€lmp) < ' =2\ +2, e By B Ey:p(a’) =x
—uv=1,€FE
— € E.

Donc Im(p) = E;.
3. Solent z =z +ay€ B, ®Ey,=FE.Ona:

plr)=r<= =1 <=z € k.

4. Si p est un projecteur et si x € E, alors p(x) € E; et comme E; est stable par p,
p(p(x)) = p(z). Donc pop = p.
Réciproquement, si p est un endomorphisme de E vérifiant p o p = p : posons E; = Im(p)
et Ey = Ker(p) et montrons que ces deux sous-espaces vectoriels de £ sont supplémentaires
dans FE.

— Soit x € E; N Ey. Alors, on a a la fois p(z) = 0 car x € Ey = ker(p) et © = p(2)
ouz’ € E car x € By} = Im(p). Par conséquent : 0 = p(x) = p(p(2’)). Mais comme
pop=p,onap(p(x))=p(a)=xet doncz =0, ce qui prouve que E; et Ey sont
en somme directe.

— Soitx € F. On a :

z = p(z)+ (z — p(z))
et 1 € Ey (car 77 = p(x) € Im(p)) et xo € Ey (car p(x2) = p(z — p(z)) =
p(x) — p*(z) = p(x) — p(xr) = 0)). Par conséquent : E = E; + Fs.
Donc E = Ey® Esy. Six =21+ 19 € By ® Ey = E, comme z, € Ey, p(x1) = 21 et comme
xy € Ey, p(x3) = 0. Par linéarité de p, p(z) = p(x1) + p (z2) = z1. Et p est donc bien le
projecteur de E sur E; parallelement a FEs.
O

Proposition 3.4.2. Soient E; et Fy deux sev supplémentaires d’un espace vectoriel E =
E; & E5. Soit p la projection sur F; parallelement a Ey, alors Id —p est le projecteur de
sur Fy parallelement a FEj.

Proposition 3.4.3. Soient E; et Fy deux sev supplémentaires d’un espace vectoriel E =
E; & Es. Soit p la projection sur F; parallelement a FEs, alors les valeurs propres de p sont 0
ou 1. Autrement dit, il existe une base dans laquelle la matrice de p d’écrit :

04, O
0 I

ou d; = dim(E;) pour i = 1,2.
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Conséquence, si E est un espace euclidien, alors p est une contraction : ||p(z)|| < ||z]|.
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Chapitre 4
ACP

4.1 Matrices symétriques

Théoréeme 4.1.1 Théoréme spectral. Une matrice symétrique S € R"*" est diagonalisable
en base orthonormée, i.e. il existe \y > --- > A, et une matrice orthogonale U € R™*"™ telle
que :

S = U Diag(M, -+, \)U" ou SU = U Diag(A\i, -+, A\n)

On peut donc écrire la matrice S comme la somme pondérée de matrice de projection. On a
U =[uy, - ,u,] qui donne :

S = Z)\iuiuj, avec Vi € [1,n], Su; = \u,.
i=1

Remarque 19. 1. une matrice U € R™ " est dite orthogonale si elle vérifie U'U = UU " = I,
ouV(i,j) € [1,n]* uwu; = (w,u;) =46,
2. les \; sont les valeurs propres de S et les u; € R™ sont les vecteurs propres associés.

3. les matrices u;u; sont de rang 1 et correspondent aux projections sur Vect(u;).

4.2 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)
4.2.1 Valeurs singuliéres et vecteurs singuliers

Théoréme 4.2.1. Pour toute matrice X € R™*?_ il existe une matrice orthogonale U € R"*"
et une matrice orthogonale V' € RP*P| telles que

UTXV =Diag(s1,* , Smin(nyp)) = & € R™?

avec §1 2> S 2>+ 2 Smin(nyp) = 0, OU encore :
X=Uxv"'
avec U = [uy, -+ ,u,] et V =[vy, - v,
Démonstration. Diagonaliser X X [7] O

41
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Les matrices U et V' étant orthogonales, on a bien

<U.7;,Uj> = (51'7]', V(Z,]> - [[1,n]]2
(vi, vj) =dij. V(i,j) € [1,p]?

P p n p

P n P P

(a)n<p (b)n>p
FIGURE 4.1 — Visualisation de la SVD.

Les nombres réels s; sont les valeurs singuliéres de X et les u; (resp. v;) sont les vecteurs
singuliers a gauche (resp. droite).

Remarque 20. Attention, les matrices U et V' ne sont pas unique. En particulier, les vecteurs
u; (resp. v;) sont définis a orientation pres (multiplication par —1).

Propriété variationnelle de la plus grande valeur singuliere La plus grande valeur singuliére
satisfait :

ueR” veRpP

max  u' Xv
S1 =
sc.ful=1et |v]2=1

Pour résoudre ce probleme d’optimisation sous contrainte, on écrit le Lagrangien :
L, v, A1, %) =u' Xv =\ (Jul® = 1) = Xo([|v]* = 1)
qui donne les conditions nécessaire d’optimalité suivante :

VoL=Xv —2\u=0 Xv =2\u N X'Xv=av
VoL=X"u—2\v=0 XTu=2\v XX'u=au

avec & = 4\ )\o, et donc v est vecteur propre de X "X et u est vecteur propre de X X .

4.2.2 La SVD réduite

On part de la SVD X = UXV". On ne garde que les éléments utiles avec r = min(n, p) :

T

X = Z Siuivz—'r = Ur Diag(sla o 757‘)VT
i=1
avec s; > 0,Vi € [1,r] et U, = [uy,---,u,.], V., = [vy, -+, v,]. Quand on en garde que les
r = rank(X) valeurs singulieres non-nulles, on parle alors de SVD compacte.

Remarque 21. 1. Les matrices u;v, sont toutes de rang 1.
2. Les u; (resp. les v;) sont orthonormés et engendrent le méme espace que celui engendré
par les colonnes (resp. les lignes) de X :

Vect(xy, -+ ,x,) = Vect(uy, -+ ,u,)
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P P
P n n V4 P V4
S1 n n 51
n —_ |n —
Snf Sp
X = U - b : vT X = [/ b vT
(a)n<p (b)n>p

FIGURE 4.2 — Visualisation de la SVD réduite.

4.3 Meilleur approximation

Etant donnée une matrice X que l'on suppose de rang » € N*, on se pose la question de trouver
une matrice de rang 1 < k < r qui approxime le mieux X. On a donc besoin d’un critére de
proximité (en fait, une norme). On sait résoudre le probléme pour la norme spectrale :

Définition 4.3.1. La norme spectrale de X € R"*P est définie par

XM= sup [ Xul| = [s1(X)]

ueRP [lul|=1

C’est donc le module de la plus grande valeur propre.

Dans ce cas, la réponse au probleme de meilleur approximation est donnée par la SVD tronquée :

Théoréme 4.3.1 Meilleure approximation de rang k. Soit X = Z s;u;v; la SVD compacte
i=1
de X € R™P. On note

k
X, = Zsiuivj, pour tout k € [1,7].
i=1
On a alors,

X = Zlly = 1X = Xilly = sk

min
ZEeRXP : rank(Z)=k

Cette propriété est cruciale pour 'analyse en composante principale (ACP).
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ll!!!ﬁi
I-.II-
Er
5 |

)k—3 (k=4 (k=5 1) A

FIGURE 4.3 — Visualisation de 'approximation de rang k. Premiere ligne : les matrices Ag.
Deuxieme ligne : la différence A, — A.
4.4 Pseudo-inverse

Définition 4.4.1. Si X € R™? admet pour SVD X = Y7, s;u;v, avec r = rank(X), alors
sa pseudo-inverse X € RP*" est définie par :

-y Lear

111

n
Si X = Z siuiviT € R™" est inversible alors Xt = X!

=1

Démonstration.
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4.5 Analyse en composante principale (ACP ou PCA)

On observe n points x4, --- ,z, dans RP. On peut donc créer une matrice
x]
_ . nxp
X=1:]eR"P
Ty

de n observations (lignes), p features (colonnes).

FIGURE 4.4 — Le but de ’ACP est de trouver les directions de plus grande disperion d’un nuage
de point (ici p = 3)

Définition 4.5.1. 1. La moyenne (ou le barycentre, ou encore le centre de gravité) d'un
nuage de points X est

2. La variance (ou l'inertie) d'un nuage de points est

2
oy =

n 72 1 n 2 1
;H%—IEH Zﬁ;H%‘H - E;Ii
1= 1= 1=

S|

3. L’écart-type d’un nuage de points est ox = \/0%.
Remarque 22. La variance d'un nuage de point est nulle si et seulement si z; = x;, pour tout
Z?j:]-a , .

On considere ici des nuages de points centrés. A 'aide d’une translation, on peut toujours
recentrer le nuage de points pour qu’il ait une moyenne nulle :

:ElT —-z'
X « : =X-1,7".
) —z"
1
ou l’on a noté 1,, = | : | et le vecteur colonne 7,, = %2?21 xr; € RP contenant la moyenne de
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chaque coordonnée des x;, 7 = 1,--- ,n. On peut aussi mettre a ’échelle pour avoir un écart-type
similaire par colonne (feature).

Soit le parametre 1 < k < p. On cherche a projeter le nuage de points X sur un sous espace
vectoriel Ey C RP de dimension k. Cette méthode compresse donc le nuage de points de
dimension p en un nuage de dimension k. L’idée est de choisir le sev E} de maniere a ce que le
nuage projeté, noté X, ressemble le plus a X : la compression doit faire perdre le moins possible
d’information. On utilise un critere basée sur 'inertie.

p=2

(a) Données brutes (b) Données projetées sur (c) Données projetées sur un
I’axe optimal autre axe

FIGURE 4.5 — Projection d'un nuage de points de dimension p = 2 sur un sev de dimension
k=1.

Définition 4.5.2. [’Analyse en Composantes Principales (de niveau k) consiste a effectuer
la SVD de X, et a ne garder que les k axes principaux pour représenter le nuage.

r k
T T
X = ZSHL;VZ- — Zsiuivl

i=1 =1
Les sous espaces Ey = Vect(vy, -+, Vvy) sont appelés sous espaces principaux.

Cela nous donne une nouvelle maniere de représenter les données. On a projeté le nuage de
point original sur un sous-espaces vectoriel. Un peu de vocabulaire :
— Les axes (de direction) vy,...,v, € R? sont appelés axes principaux ou axes factoriels,
les nouvelles variables
c,=Xv;,5=1,...,p

sont appelées composantes principales (coordonnées des x; projetés sur 'axe Vect(v;)).
— La matrice XV, € R™* (avec Vi, = [vy,...,vi] € RP¥) est la matrice représentant
les coordonnées des données dans la base des k premiers axes principaux (nouvelle
représentation d’ordre k).
Souvent, on cherche a reconstruire les données dans ’espace original R? (e.g. pour débruiter) :
— Reconstruction “parfaite” pour x € R? :

p
vay =

Jj=1 J

p
(2"v;)v;
=1
qui donne X = XVVT.
— Reconstruction avec perte d’information pour x € R? :

k k
(z,vj)v; =" (a"v;)v; € R
=1 =1

qui donne le nouveau nuage de points X=X ViV, projeté de X sur Ej, dans RP.
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FIGURE 4.6 — Espaces factoriels et composantes principales (n =4 et p = 3)

4.5.1 Interprétation et récursion

FIGURE 4.7 - Voir aussi la vidéo: https://twitter.com/salmonjsph/status/
1177564363261194240

Axe principal : maximisation de la variance projetée I’axe principal (normalisé) v; est la
solution du probleme :

n
v) € Argmax v' X' Xv = Argmax || Xv|* = Argmax Z:(:zc:v)2
vER? |lv]|=1 vER? |lv][=1 VERP [Iv[=1 j=1

Apres recentrage le dernier terme est la variance du nuage de points projeté sur 'axe v.

On résout donc un probléme d’optimisation (une maximisation) sous contrainte convexe. On
se ramene a un probleme de maximisation global en considérant le Lagrangien. Cela revient a
maximiser la fonction objectif suivante en v :

LV, \)=XV)(Xv) = Av'v-1)=vI X" Xv-Av'v—-1)

ou A est le multiplicateur de Lagrange. Les conditions d’optimalité du premier ordre en un
extremum sont

8£(V1, )\)

v :O@XTXV1:>\V1


https://twitter.com/salmonjsph/status/1177564363261194240
https://twitter.com/salmonjsph/status/1177564363261194240
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La matrice de Gram X "X est diagonalisable (symétrique) donc si v; est un extremum alors
c’est un vecteur propre.

On normalise v; pour que ||vq]| = 1, ainsi A = v{ X" Xv; et v; est un vecteur propre, de valeur
propre A maximale.

Proposition 4.5.1. Dans le cas ou le nuage de points est centrée, on appelle matrice de
covariance (ou matrice de Gram) de X € R™*? la matrice X" X € RP*?. On a alors

Ly Ty) — 2 _ 2 2
tr(;X X) - O—X - O—WVect(ul)(X) + + O—ﬂ—Vect(up)(X)’

~———
51 Sp

n n

ou 7g est la projection orthogonale sur le sev E.

Qualité de la représentation La part d’inertie “expliquée” par le sous espace E), est alors

S14 -+ sy

Si k = p la totalité de 'inertie est retrouvée. Le choix du nombre de dimension k se fait sur
des criteres empiriques. Cela dépend aussi de la finalité de ’ACP : pour de la description de
données on a souvent ¢ < 3 (au dela difficultés d’interprétation), pour de la compression k peut
étre beaucoup plus grand.
Exemple de méthodes pour I'analyse descriptive :
— Méthode de Kaiser : Ne retenir que les directions principales qui expliquent une proportion
de l'inertie supérieure a L.
— Méthode du coude : sur “I’éboulis” des valeurs propres, on observe un décrochement
(coude) suivi d’une décroissance réguliere : sélectionner les axes avant le décrochement.
— Meéthode pratique : ne retenir que les dimensions que 'on peut interpréter. . .

® @
@ @ @
e ® @
oo
@ @ @ ®
@ o
@ @ <] ®
® o e
@ @
e o
(a) Les valeurs singuliéres sont (b) Les valeurs singuliéres sont trés déséquili-
égales. Pas de direction privilé- brées. Il y a une direction privilégiée.
giée. Tout vecteur est vecteur

principal.

-1 -2 1
. 1 0 2 ,
Exemple 4.5.1. Soit X = 9 _1 3| On a donc n =4 et p = 3. Le barycentre des données
2 -1 2
1 6 2 3
est X = | —1| et la matrice de covariance est G = % 2 2 1. Le polyndéme caractéristique
2 31 2
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de G est . - ]
3, 92y2 1 4
pa(A) = —A +2)\ 8)\+16'

On trouve numériquement

s1 ~ 2.097
s9 ~ 0.3055
s3 ~ 0.09756

—0.833 —0.257 —0.489
On trouve alors les vecteurs principaux v; = | —0.330 |, v = | 0.941 |, v3= [ —0.0675]. La
—0.443 —0.218 —0.870
part d’inertie expliquée par le premier axe principal est 0.839 et celle expliquée par le premier
plan principal est 0.96.
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