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Chapitre 2

Variables Aléatoires

Dans cette section, on introduit la notion de variable aléatoire. Soit (£2, F,P) un espace probabilisé
et (E,&) un espace probabilisable.

2.1 Définition

Définition 2.1.1. Une variable aléatoire X sur (Q0,F,P) a valeurs dans (E,E) est une
application mesurable de (Q, F) dans (E,£) telle que

VAeE, X YA erF.
On note alors 'événement “X appartient a A” par
X 1A ={weX(w)ed}=(XcA.

Dans toute la suite de ce cours, on ne considerera que les deux cas suivants

1. (E,€) = (R,B(R)), on parle alors de variable aléatoire réelle,

2. (E,&) = (RY, B(RY)), on parle alors de vecteur aléatoire.
D’autres cas sont cependant possibles, comme des variables aléatoires a valeurs dans des espaces
de fonctions (on parle alors de processus stochastique) ou méme des variables aléatoires & valeurs
dans des ensembles de mesures (on parle alors de mesures aléatoires). Vous verrez des exemples
en M1 pour celles et ceux qui choisiront un cursus proba-stat.

Exemple 2.1.1. On lance deux fois une piece. On modélise cette expérience par Q = {P, F'}?
muni de la tribu de ses parties et de la loi uniforme. On considere les applications X; et Xo
de 2 dans R définies par

— Xi(w1,w2) = 1p(wy) le nombre de P au premier lancer,

— Xo(wy,w2) = 1p(w2) le nombre de P au deuxiéme lancer.
Alors X et X5 sont des variables aléatoires réelles a valeurs dans {0, 1}.

Exemple 2.1.2. Soit 2 =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue .
On définit 'application X de 2 dans R par X (w) = —log(w). Cette application est continue
donc mesurable. Ainsi X est une variable aléatoire.

Proposition 2.1.1. Soit X sur (Q,F,P) d valeurs dans (E,&) et h une fonction mesurable de
(E,E) dans (G,G). Alors h(X) est une variable aléatoire sur (0, F,P) d valeurs dans (G, G).

Démonstration. Une composée de fonctions mesurables est mesurable. O
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Exemple 2.1.3. On reprend I'exemple du lancer de piece. Soit les applications hy et ho
de (E,&) = ({0,1},P({0,1})) dans (G, G) = ({0,1}%,P({0,1}?)), et h3 de (G, G) dans (G, Q)

définies par
hl(l‘l) = (1’170),
ha(x2) = (0,22),
hs(z,y) = = +y.
Ces trois applications sont mesurables. Soit Y = (X7, X2) le vecteur nombre de P au premier
lancer, nombre de P au deuxiéme lancer. Comme Y = h3(h1(X1), ha(X2)), Y est une variable

aléatoire a valeurs dans (G, G).
Soit hy de (G, G) = ({0,1}2,P({0,1}?) dans (H,H) = ({0,1,2}, P({0,1,2}) définie par

ha(z,y) =z +y.

Alors Z = X1 + X2 = ha(X1, X2) est une variable aléatoire réelle.

Plus généralement, le vecteur X = (X71,---, Xy) est un vecteur aléatoire si et seulement si chacune
de ses coordonnées est une variable aléatoire (les applications coordonnées sont mesurables).

Définition 2.1.2. Soit X une variable aléatoire sur (Q, F,P) a valeurs dans (E,&). La loi de
X, notée Px est la mesure image de P par X

VAcE, Px(A)=P(XcA)=PX(A)=P{weQ;X(w)ec A}).
Proposition 2.1.2. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans (E,E). La loi
de X est une loi de probabilité sur (E,E).

Démonstration. Pour tout A € &£, par définition Px(A) = P(X € A) > 0 donc on a bien une
application de £ dans R;. De plus, Px(E) =P(X € E) =P(Q) =1 et si (An)nen est une suite
d’événements deux a deux disjoints de &, alors (X € A,,)nen est une suite d’événements deux a
deux disjoints de F, donc

Px( UNAn) =P(X € UNAn) =P(|J(X €4,)) = D P(X € 4,) = 3 Px(4y),

neN neN neN
on a bien la propriété de o-additivité, donc Px est bien une probabilité sur (E,E). O
En pratique, on confond souvent une variable aléatoire et sa loi. Si X = (X, -+, Xy) est

un vecteur aléatoire, on appelle également la loi de X la loi jointe du vecteur et les lois des
coordonnées X; (ou de sous-vecteurs) les lois marginales.

Exemple 2.1.4. Dans 'exemple des pieces, X1 et Xs sont a valeurs dans (E, £) = ({0,1},P({0,1}).
On peut donc completement décrire leur loi

AeP{0,1}) | A=0 A= {0} A={1} A=E
P(X;€A) |PW)=0|P{FP,FF}) =1 | P{PP,PF})=1%|P©Q)=1
P(Xs € A) | P(0)=0 | P{PF,FF}) =1 | P{PP,FP}) =1 | P(Q) =1

Px, et Px, sont donc toutes les deux la loi uniforme sur ({0,1},P({0,1}). Remarquons que
les lois de X7 et X5 sont égales mais X7 # Xo.
La variable aléatoire Y est & valeurs dans (G, G) = ({0,1}?,P({0,1}?)). On a
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AcE | A={0,0} | A={01} | A={0,0} | A={@1)}

P(Y =A) | P{FF}) = | P{FP}) = 1 | PUPF}) =3 | P{PP}) =

1
4

Il s’agit encore de la loi uniforme sur E.
Pour Z, elle est a valeurs dans (H,H) = ({0, 1,2}, P({0,1,2}))

ACE A= {0} A= {1} A={2)
P(Z=4) | BUFF}) =1 | BUPF,FP}) =} | B({PP}) =1

On a donc completement décrit la loi de Z.

Exemple 2.1.5. Soit © =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue A et
X la variable aléatoire X (w) = —log(w). Elle est & valeurs dans R. Soit A un borélien de
Ry, on a

P(X € A) =P({w €]0,1]; —log(w) € A})
= Mw €]0,1]; — log(w) € A}

dw

/[wE]O,l]; log(w)€A}

= / e “du,
A

en faisant le changement de variable u = — log(w).

Définition 2.1.3. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans (E,E).
— On dit que la loi de X est discréte si c’est une combinaison linéaire finie ou dénombrable
de masses de Dirac. On dit alors que X est une variable aléatoire discréte.
— On dit que la loi de X est absolument continue si elle admet une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue sur E. On dit alors que X est une variable aléatoire absolument
continue, ou une variable aléatoire a densité.

Exemple 2.1.6. Les variables aléatoires X1, X2, Y et Z de 'exemple de pile ou face sont
toutes des variables aléatoires discretes. On peut en effet écrire leur loi comme

1 1
Px, =Px, = 550 + 551,

1 1 1 1

Py = 1000 T 7001 7000 + 7001,
1. 1. 1

Py = 150 + 551 + 152-

Exemple 2.1.7. Soit © =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue A et
X la variable aléatoire X (w) = —log(w) de 'exemple On a vu que

P(X € A) :/ e “du,
A

pour tout A borélien de R;. On en déduit que la loi de X a pour densité e™*1,>¢ par rapport
a la mesure de Lebesgue. X est donc une variable aléatoire absolument continue.
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Contre-Exemple 2.1.1. Toujours avec les notations de I’Exemple onposeY = min{X, 1} =
Q,siled

. Calculons la loi de Y.
0,silg A

X/\l.Onnotedeplus{1eA}:{weQ;1eA}:{
On a
P(Y € A)=P(X A1 € A)
=P{XA1=1}n{1€AJU{XA1=X}N{X € A})
=P{X >1}n{leA}) +P{X <1}n{X € 4})

car P(X =1) =0. On a donc

P(Y € A) = 14(1) / e~du + e~tdu
[1,400[ AN[0,1]

=1a(1)e? +/ e “du.
AN[0,1]

On a en particulier
PY=1)=P(X>1)=e"!>0.

La variable aléatoire Y a donc une partie densité sur |0, 1] et une partie discrete en 1. Ce n’est
ni une variable aléatoire absolument continue ni une variable aléatoire discréte.

2.2 Exemples de variables aléatoires, lois usuelles

On donne maintenant une liste des lois les plus courantes ainsi que quelques unes de leurs

propriétés de base.

Loi de Bernoulli B(p) 11 s’agit de la loi correspondant a un tirage avec une issue favorable et une
issue défavorable, le parametre p correspond a la probabilité de réussite (issue favorable),

X(€) ={0,1},
P(X=1)=p, PX=0)=1-p.
1 14 1
0.5 | ‘ 0.5 | 0.5 |
0 ' 1 0 ' 1 1 0 ' 1
0 2 0 2 0 2

FIGURE 2.1 — Schéma de Bernoulli de parametre 5(0.5), 5(0.1) et B(0.7)

Loi Uniforme discréte U(E) sur un ensemble fini £ de cardinal n, > ;.5 6;/n. C'est le résultat
d’un tirage avec équi-probabilité, par exemple si n = 6 le lancer d’un dé non truqué. Si
ACE,

_ 1Al

P(X €A = B
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0.6 1 0.6 + 0.6 1

0.4 1 0.4 1

i i 0.4 |
02| H‘ 02| ‘ ‘ ‘ ‘ 02|
| ; ; ; ; ; HEENNNNNEERER
0 0 5 10 ’ 0 5 10 0 0 5 10
FIGURE 2.2 — Loi uniforme ¢({0,1,2,3}), U4({2,4,6,8}) et U({—1,0,1,--- ,10})
Loi Binomiale B(n,p) X représente le nombre de tirages favorables lors de n tirages avec remise

dans une urne contenant une proportion p de boules favorables et 1—p de boules défavorables,
X(Q) = {0’17"' vn}a

P(X = k) = (Z)p'“(l -p)" .

0.4 1

0.2 | | ‘ 0.2 | 0.2 |
o L. : -~ 0 0
0 5 10

15 0 5 10 15 0 5) 10 15

0.4t 0.4+

FIGURE 2.3 — Loi Binomiale de parametre B(15,0.1), B(15,0.5) et B(15,0.7)

La loi Binomiale B(1, p) est la loi de Bernoulli de parametre p.

Loi Multinomiale M(n,m,p1, - ,pm) X = (X1, -+, X)) suit la loi multinomiale si X; est le
nombre de boules de la couleur i tirées lors de n tirages avec remise dans une urne avec
des boules de m couleurs et une proportion p; de boules de la couleur

n!

P(X = (n1,-- ,nm)) = Wp?l D
Loempy,!

ny + - -+ + ny, = n. Chaque X; suit la loi binomiale B(n, p;).

Loi Hypergéométrique H(n, N1, N) X suit la loi hypergéométrique si ¢’est le nombre de boules
favorables tirée lors de n tirages sans remise dans une urne contenant N boules dont Ny
favorables (et No = N — N; défavorables),

X(Q) = {O\/(n—Ng),--' ,n/\Nl},

N1y N:
(%) (5%
()
n
Si N et N; tendent vers l'infini avec p = N1 /N on retrouve la loi binomiale (le sans remise)
ne joue plus sur une urne infinie).

P(X =k) =

Loi Géométrique G(p) C’est la loi du premier succes : on réalise une succession de tirages
(indépendants) a une issue défavorable et une issue favorable. C’est le rang du premier
succes, X (Q) = N*,

P(X =n)=(1-p)""'p.
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0.6 | 0.6 ] 0.6 |
0.4 | 0.4 | 0.4 |
0.2 { 0.2 { 0.2 |
o L, o] o L, ‘ ‘
o 5 10 1 0 5 10 15 0 5 10 15

FIGURE 2.4 — Loi géométrique de parametre G(0.1), G(0.3) et G(0.5)

Loi de Poisson P(\) On l'utilise pour des événements discrets rares, X(Q2) = N,

A"

P(X =n) e

La loi binomiale de parametres (n, py,) avec p, = A\/n converge vers la loi de Poisson de
parametre A\ (ce qui justifie la notion d’événement rare).

04t 0.4 1 0.4 1

0.2 | 0.2 ¢ 0.2 {
0 s 1 1 0 | 0 H_A_LLI_I_IJ_I_I_I_I_I_LL__,_,
0 10 20 0 10 20 0 10 20

FIGURE 2.5 — Loi de Poisson de parameétre P(0.5), P(4) et P(10)

Loi uniforme continue Soit E un sous-ensemble de R ou R? de mesure de Lebesgue finie. La loi
uniforme continue sur E est la loi de densité 15 /A(E) par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R ou R%. Si A est un borélien de F

P(X € A) = A]i’?g)) :;EA;
11 = 11 ,
0.5 | 0.5 | 05| — —
s w s e s

FIGURE 2.6 — Loi uniforme U([0, 1)), U([2,7]) et U([1,2] U [3,4])

Loi exponentielle £(\) C’est une loi positive qui modélise des durées de vie d’objets (ampoule,
composant électronique, ...) ou des temps d’attente. C’est une loi de densité

Aexp(—Az)1;>0.
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1 14 1
0.5 | 0.5 0.5
0 | ‘ : 0 | : : 0 \ ]
0 5 10 0 5 10 0 ) 10

FIGURE 2.7 — Loi exponentielle de parametre £(1), £(2) et £(0.3)

Loi normale ou Gaussienne N (m, o) C’est la loi qui a pour densité

1

— exp(—(z — m)?/20?).

Attention, selon les auteurs on paramétrise cette loi par moyenne/variance ou moyenne/écart
type. Elle est universelle en un sens qu’on verra a la fin du semestre (Théoréme centrale

limite).
0.6 1 0.6 1 0.6 1
0.4 1 0.4 0.4 |
0.2 0.2 ¢ 0.2 ¢
01— * 1 01— * — 01— 1 —
—10 0 10 —10 0 10 —10 0 10

FIGURE 2.8 — Loi normale de parametre N (0, 1), N(0, 3) et B(5,0.6)

Loi normale multi-dimensionnelle N'(m,Y) ol m est un vecteur de dimension d et ¥ une matrice
carrée de taille d définie positive. Elle a pour densité sur R?

1
det(X)1/2(2m) /2

exp(—(z — m)'Y 7 (z —m)/2).

On manipulera cette loi surtout au semestre prochain (on parle de vecteurs gaussiens).

2.3 Indépendance de variables aléatoires

La notion d’indépendance peut-étre définie également pour les variables aléatoires. Pour cela, on
a besoin de définir la tribu engendrée par une variable aléatoire.

Proposition 2.3.1. Soit X une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans (E,E). Alors
Fx = X&) = {X7L(A); A € &} est une sous-tribu de F sur . On Uappelle la tribu

engendrée par la variable aléatoire X. On la note o(X).

Démonstration. Montrons que c’est une tribu.
1. X Y(0g) = (X €0g) = 0q donc 0q € Fx.
2. Soit B € Fyx. Par définition, il existe A € £ tel que B = X }(4) = (X € A). Alors
B¢=(X€eA)=(X¢gA=(XeA)=X"1(A°), donc B¢ € Fx car A°€ £.
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3. Soit enfin une suite (B, )pen d’événements de Fx. Il existe une suite (A4, )nen d’événements
de & telle que B, = (X € A,) pour tout n € N. Alors U,,ey Bn = Upen(X € 4,) = (X €
Unen 4n). Comme |J,,cn Apn est dans € qui est une tribu, alors |J,,cny By est dans Fx.

On a donc montré que Fx est une tribu sur 2. O

Exemple 2.3.1. Reprenons 'exemple des deux lancers de piece. On a

o(X1) = {(X1 €0),(X1=0), (X1 =1),(X1 €{0,1})}
= {@, {FP,FF} {PP,PF},Q},

o(X2) = {(X2 € 0), (X2 =0), (X2 =1),(X2 € {0,1})}
= {0,{PF,FF},{PP,FP},Q}.

Si une famille A engendre la tribu &, alors o(X) = o{X1(A4), A € A}. Donc

U(Y) = 0{(Y = (0,0)), (Y = (0, 1))7 (Y = (170))7 (Y = (1, 1))}
= o{({FF},{FP},{PF},{FF}} =P(Q)
0(2) =o{(Z=0),(2=1),(Z =2)} = o {FF},{PF, FP},{PP}}
= {@, {PP} {FF},{PP FF} {PF,FP} {PP PF FP} {PF,FP FF} Q}.

Remarquons que les quatre tribus Fx,, Fx,, Fy et Fz sont différentes. On a vu que X; et
X5 ont la méme loi, mais elles n’engendrent pas la méme tribu.

Définition 2.3.1. Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Q, F,P) d valeurs dans (E1,&1)
et (E2,&). On dit que X et'Y sont indépendantes si les tribus o(X) et o(Y) le sont. Une
famille quelconque (X;)icr de variables aléatoires est indépendante si les tribus o(X;) le sont.

Méme si X et Y ne prennent pas leurs valeurs dans les mémes ensembles, les tribus o(X) et
o(Y') sont des tribus sur €2, on peut donc les comparer en terme d’indépendance.

Exemple 2.3.2. Reprenons 'exemple des deux lancers de piece. On a vu

U(Xl) = {(Xl € (Z))a( = 0)7(X1 = 1)>(X1 € {031})} = {Qv{FPa FF}a{va PF}vQ}7
U(XZ) = {(X2 € @),( = 0)7(X2 = 1)7(X2 € {031})} = {®7{PF3 FF}a{va FP}vQ}’
oY) = PO,

O'(Z):{Q) {PP},{FF},{PP,FF},{PF,FP},{PP PF,FP},{PF,FP FF} Q}.

X1 et Xy sont indépendantes, X7 et Y, X7 et Z, Y et Z ne sont pas indépendantes car
P{FP,FF}N{PP})=0#P{FP FF})P{PP}).

Proposition 2.3.2. Soit X une variable aléatoire sur (Q, F,P) d valeurs dans (E,£), h une
fonction mesurable de (E,E) dans (G,G) et Y = h(X). Alors o(Y) C 0(X).

Démonstration. Soit A € o(Y). Alors il existe un événement B € G tel que A = Y~1(B)
(ho X)™1(B) = X~ }(h~Y(B)). Comme h est mesurable, h~}(B) € £ donc A € o(X).

Ol

Exemple 2.3.3. Reprenons ’exemple des deux lancers de piece. On a vu

o(Z) = {0,{PP},{FF},{PP,FF},{PF,FP},{PP,PF,FP} {PF,FP FF} Q}.
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I Z=Y1+Ysetonabien o(Z) Co(Y).

Proposition 2.3.3. Soit X etY deuz variables aléatoires indépendantes sur (2, F,P) a valeurs
dans (E1,&1) et (E2,&2), et g et h deux fonctions mesurables de (E1,&1) dans (G1,G1) et de
(E2,&2) dans (Ga,Ga) respectivement. Alors g(X) et h(Y') sont indépendantes.

Démonstration. On a vu que o(g(X)) C o(X) et o(h(Y)) C o(Y). C’est donc une conséquence
directe de la définition d’indépendance des tribus. O

Exemple 2.3.4. Soit X = (X, X3) et Y = (¥1,Y3) deux vecteurs aléatoires indépendants.
Alors X7 est indépendant de Y, Y7 et Y5.

Proposition 2.3.4. Soit X etY deuz variables aléatoires sur (Q, F,P) a valeurs dans (Eq,&1)
et (Eq, &), et C1, Co des familles de parties de Ey et Eo respectivement qui engendrent &1 et
&y respectivement et sont stables par intersection finie. Alors X et'Y sont indépendantes si et
seulement si les familles d’événements X ~1(Cy) et Y ~1(Ca) sont indépendantes.

Démonstration. On a o(X1(C1)) = X Yo(C1)) = X 1(&) et de méme pour Y. De plus la
propriété de stabilité par intersection finie se transmet & X ~(Cy) et Y ~1(Ca). C’est donc une
conséquence directe du résultat sur les tribus (Proposition ? ?) qui dit que si X ~1(C;) et Y ~1(C3)
sont deux familles d’événements de F stables par intersection finie, alors X ~'(Cy) et Y 1(Ca)
sont indépendantes si et seulement si o(X ~(C1)) et o(Y ~1(C2)) le sont. O

Exemple 2.3.5. Pour des variables aléatoires X et Y a valeurs dans des ensembles dénombrables
E = (en,n € N) et G = (gn,n € N) munis de la tribu des parties, on sait que £ engendre P(E)
et G engendre P(G). Ils sont stables par intersection finie donc X et Y sont indépendantes
si et seulement si pour tous n et m dans N les événements (X = e,) et (Y = g,,) sont
indépendants.

Pour des variables aléatoires réelles X et Y, comme les boréliens sont engendrés par exemple
par les intervalles de la forme [—o0,t] qui sont stables par intersection finie, X et Y sont
indépendantes si et seulement si pour tous s,¢ dans R les événements (X < s) et (Y < t) sont
indépendants.

Proposition 2.3.5. Soit X etY deuz variables aléatoires sur (Q, F,P) a valeurs dans (Eq, &)
et (Ea,E2). Alors les variables aléatoires X et'Y sont indépendantes si et seulement si la loi
du couple (X,Y) est égale a la loi produit des lois de X etY

Pixy)y=Px ®Py.

Démonstration. Par définition, X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous A € &;
et Be&onaP{X e AJn{Y € B})=P(X € A)P(Y € B). Or

P{X € A}n{Y € B}) =P((X,Y) € Ax B) =Pxy)(A x B),
P(X € A)P(Y € B) =Px(A)Py(B).
Donc X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tous A € &1 et B € & on a Pix yy(A x
B) =Px(A)Py(B).

Rappel 1. [Théoréme de caractérisation des mesures sur un 7-systéme] Soit p; et po deux mesures
positives sur ’espace probabilisable (2, F) telles que p1(A) = p2(A) pour tout A € C ou C
est une famille de parties de €2 stable par intersection finie (i.e. un 7-systéme) qui engendre
F.Sip1(Q2) = ua () < 0o, alors g = po. En vertu du théoréme d’unicité des mesures ceci est
équivalent a P(xy) = Px ® Py car les pavés engendrent tous les boréliens. O
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2.4 Fonction de répartition pour les variables aléatoires réelles

Dans cette partie, on ne s’intéresse qu’aux variables aléatoires réelles. Soit (€2, F,P) un espace
probabilisé et X une variable aléatoire sur (2, F,P) a valeurs dans (R, B(R)).

Définition 2.4.1. On appelle fonction de répartition de X ou de la loi Px de X la fonction
Fx de R dans [0,1] définie par

Fx(t) = Px(] — 00,1]) = P(X <1).
I Exemple 2.4.1. La fonction de répartition de la masse de Dirac en x est F'(t) = 1[5 4 oo[(t)-

Proposition 2.4.1. — S5i X est une variable aléatoire discréte de loi ) ;e pidz,; sa fonction
de répartition est la fonction en escalier F(t) = 37;cn Pil [z, +oo[(t)-
— 57 X est une variable aléatoire absolument continue de densité f, alors sa fonction
de répartition est F(t) = [*__ f(u)du. En particulier, la densité f est la dérivée de la
fonction de répartition F.

Démonstration. Si X est une variable aléatoire discrete de loi ) ;c pids,, par définition, on a

F(t) = P(X < 1)

— /too Zpid5cri (u)

~ Y ieN

ou l'on a pu intervertir série et intégrale car tout est positif. Si X est une variable aléatoire
absolument continue de densité f, par définition, on a

t
Hﬂ:MXgﬂ:/ F(u)du,
—oo
ce qui entraine F’ = f puisque I’égalité est valable pour tout réel ¢. O
Exemple 2.4.2. Reprenons ’exemple du lancer de 2 pieces. On a

Fx, (t) = 310 1oof(t) + 3111 400[(t)
= 31101((t) + L1 4oof(t)-

Exemple 2.4.3. Pour 'exemple on a

t
Fx(t) = / e*“]luzgdu

o0
t
= / e "“du
0

=1—e7",

qu’on avait déja calculé directement.
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Exemple 2.4.4. Revenons maintenant & l’exemple on Y = X A1l. On a vu que
P(Y € A) =14(1)e ! + fAm[o j € “du, donc on a

Fy(t) = ]1]—oo,t](1>e_1 +/ e “du
]—00,t]N[0,1]

= Liz1(t)e " + L) (1 —e ™) + L () (1 —e71))
= (1 — e_t)]l[071[(t) + ]1[17_,'_00[(75),

qui n’est pas dérivable en 1, voir Figure [2.9

0.5

2 —15 -1 05 0 05 1 15 2
FI1GURE 2.9 — Fonction de répartition de Y

Proposition 2.4.2. Une fonction de répartition F vérifie les propriétés suivantes
1. 0<F <1,
2. F est croissante, continue a droite avec une limite a gauche en tout point (cadlag),
3. lim F(t)=0et lim F(t)=1.
t——o0 t—-+o0

Démonstration. Le premier point vient de F(t) =P(X <t) € [0,1].
La croissance découle de la croissance des probabilités : A C B = P(A) < P(B). En effet si s <t
alors | — 00, s] C] — 00, t] donc F(s) < F(t).
Pour la continuité a droite, remarquons qu’on peut écrire l'intervalle | — co,t] comme une
intersection décroissante
]_00775} = m] —OO,t—I—%],
n>1
d’ott
— — 1y g3 1y 5 1
Ft)=P(X <t) _P(DlX <t45) = lim P(X <t+ )= lim F(t+ ;).
n>

Ensuite, par croissance de F', on a

lim F(t+h) = lim F(t+ )= F(1).

h—0t

La limite a gauche est une conséquence du fait que F' est croissante et bornée par 1. Enfin pour
les limites en +o0, on a

0=P(0) = lim P(X < —n) = lim F(—n),

n—oo n—oo

en utilisant la probabilité d’une limite décroissante et

1=P(Q) = lim P(X <n)= lim F(n),

n—o0 n—oo
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en utilisant la probabilité d’une limite croissante. On conclut en utilisant encore la croissance
pour obtenir la limite de F'(¢). O

On peut également montrer la réciproque : une fonction vérifiant ces trois points est la fonction de
répartition d’une variable aléatoire réelle. Pour cela, pour a < b on pose pu(]a,b]) = F(b) — F(a) et
on étend cette définition aux unions finies d’intervalles. C’est une fonction d’ensemble o-additive
et elle est positive car F' est croissante. Alors u se prolonge de fagon unique en une mesure sur
(R, B(R)) (cf cours de théorie de la mesure). De plus p(R) = limy_ 4o F(t) — limy—, o F(t) =1
donc p est une probabilité.

Proposition 2.4.3. La fonction de répartition caractérise la loi : si X et'Y sont deuz variables
aléatoires sur (Q, F,P) a valeurs dans (R, B(R)) de fonction de répartition respective Fx et
Fy alors Fx = Fy si et seulement si Px = Py.

Démonstration. Si Px = Py, alors par définition Fxy = Fy. Réciproquement, si F'x = Fy alors
Px et Py coincident sur les intervalles de la forme | — 0o, ¢]. Or ces intervalles engendrent la tribu
des boréliens,

Rappel 2. [Théoréme de caractérisation des mesures sur un 7-systéme] Soit p; et po deux mesures
positives sur I’espace probabilisable (£2, F) telles que p1(A) = p2(A) pour tout A € C ou C est
une famille de parties de €2 stable par intersection finie (i.e. un 7-systéme) qui engendre F. Si
w1 () = p2(Q) < oo, alors g = pg. on a donc Py = Py pour tous les boréliens. O

Proposition 2.4.4. Une fonction de répartition admet au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité.

Démonstration. Soit D,, 'ensemble des points de discontinuité avec un saut d’amplitude au
moins égale & %
D, ={teR;F(t)— lim F(s) > 1}.

st~

Comme 0 < F' <1, on a card(D,,) < n. L’ensemble des points de discontinuité D = (J,,cy Dn est
donc dénombrable. O

Définition 2.4.2. On appelle fonction de survie de X ou de la loi Px de X la fonction Sx de
R dans [0,1] définie par

Sx(t) =1— Fx(t) = Px(Jt, +oo[) = P(X > 1).

La fonction de survie caractérise également la loi et a des propriétés similaires a celles de la
fonction de répartition. Pour certaines applications (en démographie, médecine, ...) ou pour
certaines lois, elle peut-étre plus pratique a manipuler que la fonction de répartition.

Exemple 2.4.5. Soit X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes de méme fonction
de survie S. Alors la variable aléatoire Z = min{X,Y} a pour fonction de survie S?. En effet,
pour tout réel t on a P(Z > t) =P(X > ¢, Y > ¢) =P(X > ¢t)P(Y > t) = S(¢)S(t). Le calcul
est un peu plus compliqué avec la fonction de répartition car (Z <t) # (X <t)Nn (Y <t).

Exemple 2.4.6. On dit que X suit une loi exponentielle de parametre v si X > 0 et pout tout
t>0onaP(X >t)=e". Cette loi est sans mémoire au sens suivant : pour tous 0 < s, ¢

PX>t+s| X >s)=PX >1t).
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En effet, on peut calculer cette probabilité

P(X >t+s5,X >s)
P(X > s)
P(X >t+s)
P(X > s)
e—a(t+s)

P(X >t+s|X>s)=

e—as
_ efozt

=P(X >t).

De plus, ce résultat admet la réciproque suivante : si X est une variable aléatoire sans
mémoire, alors elle suit une loi exponentielle. La propriété d’absence de mémoire peut se
récrire de fagon équivalente avec la fonction de survie comme

S(t+s)=5S(t)S(s),

et on sait que les seules fonctions multiplicatives (continues a gauche, ou décroissantes) sont
les exponentielles. On pose a = —log S(1) > 0 et on obtient S(t) = e~ .

2.5 Espérance

On note |z la valeur absolue de = si z € R ou la norme de x si z € R? (pour une norme fixée,
comme toutes les normes sont équivalentes en dimension finie, ce choix n’a pas d’importance).
Soit X une variable aléatoire réelle ou un vecteur aléatoire.

Définition 2.5.1. Si X € LY(Q, F,P), ie
[ 1X@)Idw) < +o0,
Q

on dit que X est intégrable et alors [ X (w)dP(w) s’appelle Uespérance de X, on la note E[X].
Si X est une variable aléatoire réelle, E[X| est un réel, si X est un vecteur aléatoire, E[X] est
un vecteur.

Exemple 2.5.1. Reprenons 'exemple des deux lancers de piece. Comme X1, Xo, Y et Z sont
a valeurs positives, on a

E[X,] = /Q X1 (w)dP(w)

= X,(PP)P(PP) + X,(PF)P(PF) + X,(FP)P(FP) + X,(FF)P(FF)
1

1+1x1+0x1+0x
4 4 4 4

=1x
_1
=5

On montre de la méme fagon que E[Xq] = 1/2, E[Z] = E[X;] + E[X32] = 1 par linéarité de
I'intégrale. On a aussi, en choisissant la norme 1 par exemple

EIY[) = [ 131(w)] + | Xa(w)|dB(w) < E[Xi] +E[Xs] < +oc,
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d’ou

E[Y] = [ (X)(w), Xa(w))dP(w)

= (X1(PP), X5(PP))P(PP) + (X1(PF), Xo(PF))P(PF)
+ (Xa(F'P), Xo(FP))P(FP) + (X1 (FF), Xo(FF))P(FF)
) x 3+ (1L0)x 3

= (L1 x 5+ (0L, )><7+(0,1)><%+(0,0)><%
11

—(3.3)

= (E[X1], E[X2]),

le dernier résultat étant une conséquence directe des propriétés de I'intégrale.

Exemple 2.5.2. Reprenons 'exemple logarithmique. La variable aléatoire X est positive et

_ /Q X (w)dP(w)

= [ og@anw)

= [~wlog(w 0—1—/ —wdw

7

par intégration par partie. Donc X est intégrable et son espérance vaut 1.

Proposition 2.5.1. L’espérance est linéaire : si X et'Y sont des variables aléatoires intégrables,
alors pour tous a et b dans R la variable aléatoire Z = aX + bY est intégrable et E[Z] =
aE[X] + bE[Y]. Un vecteur X = (X1,---,Xgq) est intégrable si et seulement si chacune de ses
coordonnées est intégrable, et dans ce cas B[ X] = (E[X1], -+ ,E[Xq]).

Démonstration. Ce sont des conséquences directes de la linéarité de I'intégrale et de la définition
de l'intégrale d’un vecteur. O

Dans la plupart des exemples, on ne précise pas ’espace de probabilité (2, F,P) et on ne peut
donc pas intégrer directement sur €2. Le résultat suivant permet de faire les calculs dans ce cas,
et justifie le fait que I’on n’a pas besoin de préciser I’ensemble (2.

Théoréme 2.5.1 Théoréme de transfert. Soit X € L'(Q, F,P) d valeurs dans (E,&) et h une
fonction mesurable de E dans E. Alors h(X) € L' (Q, F,P) si et seulement si h € L'(E, &, Px)
et dans ce cas on a

E[h(X / ho X (w)dP(w / h(z)Px (dz)
Démonstration. Comme Px est la mesure image de P par X, c’est une conséquence directe du
théoreme de transfert vu en théorie de la mesure. O

Gréce a ce résultat, tous les calculs se font dans I’espace d’arrivée, c’est pour ¢a qu’on n’a pas
besoin de s’occuper de décrire ensemble €. Les calculs d’espérance se font dans R ou R? comme
des intégrales contre la loi de X.



2.5. ESPERANCE 17

Exemple 2.5.3. Pour une variable discréte, Px = Y p;d5, on a (sous réserve d’existence)

E[X] = /x]P’X(dx) = Zx,pz

Pour une variable aléatoire a densité f, Px = f.A donc on a (sous réserve d’existence)
E[X] = /:cIP’X(dm) _ /J:f(x)dx.

Exemple 2.5.4. Espérance des lois usuelles
Loi de Bernoulli B(p) : E[X]=p

Loi Uniforme discréte U({1,--- ,n}) : E[X] = (n+1)/2

Loi Binomiale B(n,p) : E[X]| = np

Loi Multinomiale M(n,m,p1,--- ,pm) : E[X] = (np1,--- ,npm)
Loi Hypergéométrique H(n, N1, N) : E[X] =nN;/N

Loi Géométrique G(p) : E[X] =1/p

Loi de Poisson P()\) : E[X] = X

Loi uniforme continue U([a,b]) : E[X] = (a+1)/2

Loi exponentielle E(\) : E[X] =1/

Loi normale N'(m,o?) : E[X] =m

Loi normale multi-dimensionnelle N'(m,Y) : E[X] =m

Exemple 2.5.5. Si X est un vecteur aléatoire (ou une variable aléatoire réelle) et si A € B(R?)
ou A € B(R), alors 14 est une fonction mesurable et

E[LA(0)] = [ Ta(X(@)dP)

_ / 1a(2)dPx (2)
Px(A)
P(X € A).

En particulier, la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle peut s’écrire comme
Fx(t) =P(X €] - 00,t]) = E[1}_o 4 (X)].

Définition 2.5.2. Soit X une variable aléatoire intégrable (réelle ou vectorielle). On dit que X
est centrée si E[X] = 0.

Exemple 2.5.6. Soit X une variable aléatoire intégrable (réelle ou vectorielle), alors X — E[X]
est centrée.

Définition 2.5.3. Soit X une variable aléatoire réelle. Si XP est intégrable (XP € LY(Q, F,P)
ou X € LP(Q, F,P)), on appelle E[XP] le moment d’ordre p de X et E[(X — E[X])?] son
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moment centré d’ordre p. En particulier, le moment centré d’ordre 2 s’appelle la variance
Var(X) = E[(X — E[X])?],

et sa racine carrée l’écart-type
ox = (E[(X — E[X])2))"/2

Une variable aléatoire réelle centrée de variance 1 est dite centrée réduite.

Proposition 2.5.2. Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable. Alors
Var(X) = E[X?] — (E[X])?.

Démonstration. En développant le carré, on obtient

Var(X) = E[(X —E[X])
= E[X?+E[X]? - 2XE[X]]
= E[X?] +E[X]? - 2E[X|E[X]
= E[X?] - (E[X))?
qui est bien la formule annoncée. ]

Exemple 2.5.7. Variance des lois usuelles
Loi de Bernoulli B(p) : Var(X) = p(1 —p)

Loi Uniforme discréte U({1,--- ,n}) : Var(X) = (n? — 1)/12

Loi Binomiale B(n,p) : Var(X) = np(1 — p)

Loi Hypergéométrique H(n, N1, N) : Var(X) = nNy(N —n)(N — N1)/(N?(N — 1))

Loi Géométrique G(p) : Var(X) = (1 — p)/p?

Loi de Poisson P(\) : Var(X) =\

Loi uniforme continue U([a,b]) : Var(X) = (b—a)?/12

Loi exponentielle £()\) : Var(X) = 1/\?

Loi normale N'(m,c?) : Var(X) = 2. En particulier, N'(0, 1) s’appelle la loi normale centrée

réduite.

Proposition 2.5.3. La variance est une fonction quadratique : pour tout réel a on a Var(aX) =
a®Var(X). De plus Var(X + a) = Var(X).

Démonstration. On a

Var(aX) = E[(aX — E[aX])?]
= a’E[(X — E[X])?),

De plus, on a

Var(X +a) = E[(X + a — E[X + a])?]
— E[(X — E[X])2,
qui est bien égal a Var(X). O
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Exemple 2.5.8. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Alors 0 X +m a
pour espérance m et variance o2. Si X est une variable aléatoire de loi normale N (m,o?),
alors (X —m)/o est centrée réduite.

Définition 2.5.4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. On appelle
covariance de X etY la quantité

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

Remarquons que la covariance dépend de loi du couple (X, Y") et pas seulement des lois marginales
de X et Y. Cette quantité est bien définie par 'inégalité de Cauchy-Schwartz.

Proposition 2.5.4. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. Alors
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y].
Démonstration. On a

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]

=E[XY — XE[Y] - E[X]Y + E[X]|E[Y]]
=E[XY] - E[X]E[Y].
O
Proposition 2.5.5. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. Alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y).
Démonstration. On a
Var(X +Y) =E[(X +Y —E[X +Y])?]
E[((X — E[X]) + (Y — E[Y]))?]
= E[(X — E[X))*) + E[(Y — E[Y])*] + 2E[(X — E[X])(Y —E[Y])]
= Var(X) + Var(Y) +2Cov(X,Y),
qui est bien la formule annoncée. ]

Exemple 2.5.9. Soit le vecteur X = (X1, X2) de loi donnée par le tableau suivant

X1
-1 0 1
1] 0 |1/4] 0
Xo 0 1/4 0 1/4
1|0 [1/4] 0

On a E[Xl] = E[XQ] =0et E[XlXQ] =0, donc COV(Xl, X2) =0.

Définition 2.5.5. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles de carré intégrable. On dit que
X etY sont non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

En particulier, si X et Y sont non corrélées alors Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
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I Exemple 2.5.10. X et X, ci-dessus sont non-corrélées.

Définition 2.5.6. Soit X = (X1,---, Xy) un vecteur (colonne) aléatoire de R? tel que | X |? est
intégrable. La matrice de variance-covariance de X est

Var(X) = E[(X — E[X])(X — E[X])].

C’est une matrice symétrique semi-définie positive de taille d X d dont la coordonnée (i,7) est

Exemple 2.5.11. La matrice de variance-covariance de la loi normale multidimensionnelle
N(m,X) est X.

On a vu que la fonction de répartition caractérise la loi. L’espérance sur une famille bien choisie
de fonction caractérise également la loi.

Proposition 2.5.6. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors Px = Py si et seulement si

pour toute fonction ¢ de la forme 1)_ 4 si ce sont des variables réelles, 1) o 1]x-x]—oo,t4]
st ce sont des vecteurs aléatoires.

Démonstration. Comme Fx (t) = E[1j_,, 4(X)], c’est équivalent a dire que X et Y ont la méme
fonction de répartition, et on sait qu’elle caractérise la loi. ]

On peut généraliser directement cet énoncé a toute famille de fonctions mesurables qui contient
les 1j_ 4 : les fonctions indicatrices d’intervalles, les fonctions indicatrices de boréliens, les
fonctions mesurables bornées. C’est une conséquence directe du théoreme d’unicité des mesure.

Rappel 3. [Théoréme de caractérisation des mesures sur un 7-systéme] Soit 1 et po deux mesures
positives sur I'espace probabilisable (£2, F) telles que p1(A) = ua(A) pour tout A € C ot C est
une famille de parties de 2 stable par intersection finie (i.e. un 7-systéme) qui engendre F. Si
p1(82) = p2(Q) < oo, alors p = pa.

On peut également généraliser cet énoncé a toute famille de fonctions qui permet d’approcher
les 1)_o ¢ (via le théoreme de convergence dominée ou le théoréme de convergence monotone),
par exemple, les fonctions continues bornées, les fonctions C*° bornées ou les fonctions C* a
support compact.

Exemple 2.5.12. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. Alors Y = o X+m
suit la loi N(m, 0?). Réciproquement, si Y est une variable aléatoire de loi normale N'(m, 02),
alors X = (Y —m)/o suit la loi N(0,1). En effet, pour toute fonction ¢ mesurable bornée
(par exemple), on obtient par le changement de variable y = ox + m

Elp(cX +m)] = (273)1/2 /_J:O o(ox + m) exp(—22/2)dz
- (27T1)1/2 /J:O e(y) exp(—((y — m)/a)2/2)%

= | et ey~ mP /20Ny
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+0o0
= [ st o
=E[p(Y)],
olt on reconnait que Y suit la loi A'(m,o?) en identifiant sa densité fy. La réciproque est

complétement analogue. On peut ainsi tres facilement identifier des lois (par leur densité)
construites a partir de lois connues.

Une autre conséquence de cette propriété est la caractérisation de 'indépendance par ’espérance.

Corollaire 2.5.1. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors X et'Y sont indépendantes si
et seulement si

Elp(X)¢(Y)] = E[p(X)]E[$(Y)],

pour toutes fonctions ¢ et 1) mesurables bornées.

Démonstration. On a vu que deux variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si
le loi du couple (caractérisée par la premieére espérance) est égale au produit des probabilités
marginales (caractérisées par les derniéres espérances). O

Exemple 2.5.13. En particulier, si X et Y réelles sont indépendantes, alors E[XY| = E[X]E[Y]
donc X et Y sont non corrélées. La réciproque est fausse en général. Reprenons le couple
(X1, X2). On a vu que X; et X5 sont non-corrélées. Montrons qu’elles ne sont pas indépendantes.
On choisit p(z1) = 11(X1) et P(z2) = 11(z2). On a

E[p(X1)¢(X2)] = P((X1, X2) = (1,1)) =0,
et
Elp(X)]=P(X1 =1)=1/4,  E[p(X2)] =P(Xp=1) =1/4.
On a E[p(X1)Y(X2)] # Elp(X1)]E[¢(X2)], donc X5 et X2 ne sont pas indépendantes.

2.6 Fonction caractéristique

Une famille intéressante de fonctions tests est la famille des exponentielles complexes & parameétre.

Définition 2.6.1. Soit X une variable (ou vecteur) aléatoire. On appelle fonction caractéris-
tique de X (ou de la loi de X ) la fonction ®x de R (ou R?) dans C qui d u associe

®x (u) = B[],

ot (u, X) = uX dans le cas scalaire et (u, X) = Y%, u; X; dans le cas vectoriel (c’est le

produit scalaire). C’est une fonction d valeurs complexes, de module majoré par 1 et telle que
dx(0) =1.

La fonction caractéristique est en fait la transformée de Fourier de la loi.
Exemple 2.6.1. Fonction caractéristique pour les lois usuelles

Loi de Bernoulli B(p) : ®x(u) =1 — p + pe™

n .
Loi Uniforme discréte : ®x(u) =1 3> kv
k=1

Loi Binomiale B(n,p) : ®x(u) = (1 — p + pe')"
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m . n
Loi Multinomiale M(n,m,p1, - ,pm) : ®x(ur, - ,um) = ( leie““)
1=

peiu
1—(1-p)etv

Loi de Poisson P()\) : ®x(u) = e Me" D

Loi Géométrique G(p) : Px(u) =

Loi uniforme continue U([a,b]) : ®x(u) = %

Loi exponentielle E(\) : x(u) = (1 — Z‘%)—l
Loi normale N'(m,o) : ®x(u) = pimu—o?u? /2
Loi normale multi-dimensionnelle N'(m,Y) : ®x(u) = e!{wm—{w3u)/2

Pour pouvoir montrer que la fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable aléatoire,
on a besoin de travailler un peu plus spécifiquement sur la fonction caractéristique des lois
gaussiennes.

Proposition 2.6.1. Soit Y une variable aléatoire de loi N'(0,1;) et o un réel strictement positif.
Alors la densité de oY peut s’écrire comme

fz) = (;)d /d pilza— T llul? g,
s R

Démonstration. La fonction caractéristique de Y est
. 1 2
Dy (u) = E[ez<u,Y>] — ezl
On a donc pour toute fonction mesurable bornée h

o~ lul/2
E[h(oY)] = 4 h(ay)ﬁdy
= (o)
= a7 L, Hen) By W)y
1
= e /R h(z) @y (2)dz.

en faisant le changement de variable z = oy. On en déduit que la densité de oY peut s’écrire
comme

1
f(z) = W@y(z/a)
1 i(z0) 1 P2
-~ od(2m)d/2 /]Rd “ (27r)d/2€ dv
_ ! i) o= llull 20 /2
= @) /Rde e du
en faisant le changement de variable uw = v/o. On fait enfin le changement de variable y = —u

pour obtenir

1 —i(z — 2452
£lz) = oy /Rde (o) o~ lvl*02 /2y,

qui est bien la forme voulue. O
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Proposition 2.6.2. Soit X et Xy deux variables aléatoires. Alors Px, = Px, si et seulement
St q)Xl = q)XQ-

Démonstration. SiPx, = Py, alors par définition ®x, = ®x,.

Pour démontrer la réciproque de ce résultat, on va introduire une perturbation gaussienne et
faire tendre sa variance vers 0. Soit Y une variable aléatoire de loi N(0, ;) indépendante de
X, et caractérisons la loi de la variable aléatoire X 4+ oY, pour o > 0. Pour toute fonction test
continue bornée h, on a, en utilisant 'indépendance et la formule précédente pour la densité de
oY

E[h(X + o)) = /R @+ 2P (@) ()
1

2
— h = —i(z0)= % |ul® gy, d 2 dP
/Rdled (x+ 2) ) /Rde 2 udzdPx (x)

On fait le changement de variable v = x + z sur la variable z pour obtenir

1 —i(v—z ) — L |l ?
E[p(X +oY)] = /Rded hv) (2m)d /Rd e =5 dudvdPx (x)
1 : o2 2 )
— —i(z,u)— % [ull iw,u)
= /]Rdled h(v) (27r)d6 P </Rd e dPX(x)>dudv
1

2
= —i{z,u)— % ||u))?
it h(v) o) e z O x (u)dudv

d
1 ity ful?

On fait maintenant tendre o vers 0. Comme h est continue et bornée, le théoreme de convergence
dominée donne

E[L(X)] = E[lim h(X + oY)
= lim E[A(X + oY)

: 1 —izu—ﬁ ul)?
= lim h(v)(/Rd (27r)de (zyu) = [|ull @X(u)du)dv

o—0 JRrd

qui ne dépend de X que par ®x. Donc si &x, = ®x, on a bien Px, = Py,. O

Corollaire 2.6.1. Soit X et Y deux variables aléatoires. Alors elles sont indépendantes si et
seulement si Py y) = Px Py

Dxv)(s:t) = Px(s)Py ().

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que X et Y sont indépendantes si et
seulement si P x y) = Px ® Py. O

Proposition 2.6.3. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction caractéristique ®x.
1. ST E[|X|"] < o0, alors ®x est n fois dérivable et pour k <n

o®) (1) = i* / 2 APy (z) = FE[X Y],

En particulier, @g];)(O) = i*E[X*].
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2. Réciproquement, si n est pair et ®x est n fois dérivable au voisinage de 0, alors X
admet des moments de tout ordre inférieur ou égal a n.

Démonstration. Sens 1. Par récurrence sur n

o Pour n =0, ®Y () = Dy (t) = E[(iX)%itX]

e Hypothese de récurrence au rang n — 1 pour un n fixé

e Hérédité : on suppose que | X|" est intégrable et on va utiliser le théoréme de dérivation sous
I'intégrale. Par hypothese de récurrence, on a

@) =7 [ & explita)dPx () = "B exp(it X))

Or sup, |dt "X Lexp(itX)| = sup, | & ”X" exp(itX)| < |X|™ qui est bien intégrable. Donc on
peut dériver sous l'intégrale pour obtenlr directement

oW (t) =i / 2" exp(itz)dPy () = i"E[X"™ exp(itX)].

Sens 2.  On montre par récurrence sur k que E[X 2’“] < 00 si 2k < n. Pour k = 0, la propriété
est vraie. Supposons qu’elle est vraie pour k — 1 fixé. Par hypothese, la limite

1 - -
lim =5 (@ () + @2 (-h) — 288"2(0))

existe et vaut @g?k) (0) (faire un DL & 'ordre 2 de @g?k_2)(h) et <I>(2k 2)(—h) et les additionner).
Comme, d’apres le premier cas, pour tout réel h on a

O =2(p) = (—1)F! /wzk_g exp(ihz)dPx (x),

on a
(—1)F @2 (0) = hm/ 22 €08(he) — 1

2 dPx (z).

On utilise ensuite le lemme de Fatou

Rappel 4. [Lemme de Fatou] Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives et u une
mesure. Alors

liminf f,dy: < lim inf / Fudp.
et lim(1 — cos(hx))/h? = 2%/2 pour obtenir
2% g2h—2cos(hz) — 1

< lim [ 22k g cos(hx) —
~ h—0 h?

dpx(l‘)
LiPy () = (~1)83(0) < o0,

qui est le résultat attendu. O

Si @x est analytique (développable en série entiére), ce résultat montre que la loi de X est
caractérisée par ses moments.

Exemple 2.6.2. La fonction caractéristique ® = (t) = e*"/2 de la loi normale centrée réduite
est C* et développable en série entiere sur R, donc la loi normale centrée réduite a des

moments a tout ordre et
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On en déduit que E[X™] = 0 si n est impair et E[X?"] = —®")(0) = (2n)!/(2"n!).

On a de méme acces & tous les moments de la loi normale N (m, o?). En effet, soit Y de loi
N(m,0?). Alors X = (Y —m)/o est de loi N(0,1), autrement dit Y = 0 X + m a donc des
moments a tout ordre. De plus

E[Y"] = E[(c X +m)"] = zn: (“) oFE[XFmnF.

o \k
D’ou
“~ (2n _o (2k)! . (2n)! 2% 2n—2k
E[yZn] — Z ( )O_kaQn 2k - — Z - n
= \2k (2kK!) = (2n — 2k)!(2FK!)
" (on+1 _op (2K)! " (2n +1)! _
Ry 20+l — 2% In4+1—2k _ 2%, 2n+1-2k
[ ] kz:% ( 2% )” " (2F K1) kz:% 2n+1—2k)1(2ken " ™

On a ainsi tous les moments.
Proposition 2.6.4. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Alors la loi de la

somme X +Y est donnée par le produit de convolution Px x Py défini pour toute fonction ¢
mesurable bornée par

[ ed®xsPr) = [ ([ ola+ydpyy))dpxa)
= [ ([ oo+ p)iPxa))dpy (y).
R R

Démonstration. Soit U(z,y) = x + y. On a, par le théoreme de transfert et les propriétés de
I'indépendance

/R pdPxty = /R | P& +y)dPx (z)dPy ()
= / wd(Px * Py),
R
qui est le résultat attendu. O

Corollaire 2.6.2. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors la fonction
caractéristique de leur somme est le produit des fonctions caractéristiques de X etV

Dxiy(t) = Ox(t)Py(t).

Démonstration. Pour tout réel ou vecteur ¢ on a

en utilisant I'indépendance de X et Y. ]
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Exemple 2.6.3. Soit X et Y indépendantes de loi de Poisson de parameétre respectif A et p.
Alors X + Y suit la loi de Poisson de parameétre A + u. En effet, on a

Pxiy(t) = Px(t)Py (1)
— e)\(e“—l)ep,(eit—l)

_ (et

)

et on reconnalit la fonction caractéristique de la loi de Poisson.

La fonction génératrice des moments ou transformée de Laplace est une variante de la fonction
génératrice qui a des propriétés analogues mais requiert des conditions d’intégralité. On ’utilise en
général pour des lois a support dans R, . Elle a les mémes propriétés que la fonction caractéristique.

Définition 2.6.2. Soit X une variable (ou vecteur) aléatoire. On appelle transformée de
Laplace (ou fonction génératrice des moments) de X (ou de la loi de X ) la fonction Lx(s) =
E[e<S’X>] définie pour les valeurs de s pour lesquelles e'5X) est intégrable.



Chapitre 3

Loi des grands nombres

Soit (2, F,P) un espace de probabilité sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires.

3.1 Loidu0-—1

Proposition 3.1.1 Inégalité de Markov. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable et

t >0, alors
E[XT E[|l X
p(x 2 4 < B ¢ EIXI)

Démonstration. On a T oof(X) < (X/t)1 o(X) < X*/t <|X]|/t et on intégre par rapport a
P. O

E[X]

Exemple 3.1.1. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre \. Alors
I'inégalité de Markov donne e = P(X >t) < - < %

Corollaire 3.1.1 Inégalité de Tchébychev. Si X? est intégrable, p > 0 alors

P(X|>1t) < IW.

Si X est de carré intégrable alors

Var(X)
2

POX -E[X]| > 1) <

Démonstration. Utiliser I'inégalité de Markov pour | X|P car (X >t) C (|X|P > t?) pour t > 0.
Puis utiliser le cas particulier p = 2 et reconnaitre Var(X) = E[(X — E[X])?]. O

Exemple 3.1.2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parametre p. On pose S, = > p_; Xi. Sy, suit la loi binomiale de parametres
(n,p). Alors, pour tout € > 0 on a

< Var(Su/n) _ p(1 —21?)'

P(S/n—pl 2 £) < T L

Le ratio S, /n correspond a la fréquence empirique des succes tandis que le parametre p

correspond a la probabilité théorique d’apparition d’un succes. D’apres 'inégalité précédente,
la probabilité que la fréquence empirique s’éloigne de la probabilité théorique tend vers 0.

27
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Remarquons que l'inégalité reste valable pour n’importe quelle loi de carré intégrable en
remplagant p par son espérance et p(1 — p) par sa variance.

Définition 3.1.1. Soit (F,)nen une famille indépendante de tribus sur (0, F,P). Soit F,, la
tribu engendrée par (Fi, k > n) et Foo = Npen Fn- La tribu Foo s’appelle tribu des événements
terminauz ou tribu terminale de la suite (Fp)nen-

Exemple 3.1.3. Par exemple, F,, = 0(X,,) pour une suite (X,,) de variables aléatoires indé-
pendantes. La tribu terminale correspond aux événement qu’on peut définir & partir de la
suite (X,,) mais qui ne dépendent pas des premiers termes (la limite par exemple).

La tribu terminale vérifie la loi du tout ou rien ou loi du 0 — 1.

Proposition 3.1.2 Loi du 0 — 1. Si Fo est une tribu terminale, alors pour tout A € Fuo,
P(A) =0 ouP(A) =1.

Démonstration. Soit A € F fixé. On consideére I’ensemble des événements indépendants de A
C={Be F;P(AnB)=P(A)P(B)}.

On veut montrer que Foo C C. Alors A est indépendant de lui-méme donc sa probabilité est 0 ou
1.

Soit les tribus F,, = o(Fk, k < n). Les tribus F,, et F,11 sont indépendantes, donc tout élément
de F,, est indépendant de A pour tout n car Foo C Fpy1. Ainsi, Foo = UFE, CC.Or, Qe F,
F o est stable par complémentaire et union finie (car union croissante de tribus). Le théoréme 7-§
implique o(F ) C C. De plus, pour tout k, on a F C Fj, C Foo C 0(F), donc Fp, C o(F)
pour tout n et Foo C 0(F,,) C C, ce qui prouve le résultat. O

Exemple 3.1.4. On dispose d’une infinité de pieces qu’on lance a tour de role. La n-éme piece
a une probabilité p, de donner Pile. On suppose que les lancers sont indépendants. Soit A4,
I’événement “le lancer de la n-éme piéce a donné pile”. Alors I’événement

A= ﬂ U A = (A, est réalisé pour une infinité de n) = limsup 4,
neNm>n

est un événement terminal pour la suite de tribus F,, = o(A,), donc P(A) = 0 ou 1.
L’événement A s’appelle aussi “A,, a lieu infiniment souvent”, noté (A, is). Ici il correspond
a “obtenir une infinité de pile” (d’ott son nom). Dire que P(A) = 0 signifie que pour presque
tout w € Q, il existe n(w) fini tel que pour tout n > n(w), w ¢ A,, i.e. A, n’a pas lieu. Le
résultat suivant permet de savoir si on est dans le cas P(A) =0 ou P(A4) = 1.

Théoréme 3.1.1 Lemme de Borel Cantelli. Soit (A,,)nen une suite d’événements.
— Si Yy P(A,) < oo alors P(A,, is) = 0.
— Si les événements (An)nen sont indépendants et Y P(Ay) = oo alors P(A,, is) = 1.

Démonstration. 1. Pour tout n, on a
A=) U 4An=4nis) c | 4m,
neNm>n m>n

donc P(A,, is) = P(A) < 3,5, P(An) car intersection décroissante, et ce terme tend vers
0 avec n quand la série converge.
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2. Par indépendance

P(U An) =1-B([) 45)
m=n Nm—n
1 [] (1~ PAn).

Comme 1 — z < exp(—=z) pour tout z > 0, on a

N N N
P(U 4u) = 1= [] exp(—P(4.) = 1= exp(= 3 P(An).

Quand N tend vers I'infini, la série dans le terme de droite tend vers 'infini donc P(UN_, A,,)

tend vers 1, et on passe a la limite en n encore par intersection décroissante.

O]

Exemple 3.1.5. On revient sur les pieces. Si 3. p, < oo (par exemple, p, = 1/n?) alors
P(A) = 0 on aura ps un nombre fini de Pile; si Y p, = oo (par exemple, p, = 1/n, p, =p >0
fixé,...) alors P(A) = 1, on aura ps une infinité de Pile.

Exemple 3.1.6 Le singe dactylo. Un singe tape au hasard sur un clavier d’ordinateur pendant
un temps infini. Quelle est la probabilité que son texte contienne les oeuvres completes de
Moliere ?

La suite de lettres (et espaces, ponctuation...) tapées par le singe est une réalisation d’une
suite de variables aléatoires (X,,) indépendantes et de méme loi (uniforme sur le clavier).
Soit (a1, ,an) la chaine de caractéres (finie) correspondent aux oeuvres complétes de
Moliere. On pose By = (X = a1, , Xppn—1 = ay) pout k>0 et A, = By,_1)n41, 7 > 1,
autrement dit Ay = By, Ay = Byy1, A3 = Bany1,. .. de sorte que les événements (A,,) sont
indépendants. Chaque événement A,, est de probabilité nb touches™ > 0 donc 3. P(4,) = cc.
Le lemme de Borel Cantelli dit que P(A,, is) = 1 donc non seulement le singe tapera tout
Moliere, mais en plus il le fera une infinité de fois avec probabilité 1.

3.2 Convergence presque sure et en probabilité

Il existe différentes notions de convergence pour les suites de variables aléatoires. On va en
définir quelques unes et explorer leur liens. Dans toute la suite du chapitre les variables aléatoires
(Xn)nen+ sont définies de (92, F,P) dans R ou R%.

Définition 3.2.1. On dit que la suite (X,,) converge presque siirement (ps) vers la variable
aléatoire X, noté X, LN X, si

P(weQ: lim X,(w) = X)) = 1.

n—0o0

Autrement dit, il existe A C Q de mesure pleine tel que pour tout w € A, pour tout € > 0, il
existe no(w) tel que pour tout n > ng, | X,(w) — X(w)| < e.

Exemple 3.2.1. Soit Q = [0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue.
Pour n > 1, on pose

Xn(w) =191/ (w)-
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I Alors la suite (X,,) converge ps vers 0 (méme si X,,(0) = 1 pour tout n).

Définition 3.2.2. On dit que la suite (X,,) converge en probabilité vers la variable aléatoire
X, noté X, L X, si pour tout € > 0

lim P(|X, — X| > ¢) = 0.

n—oo

Autrement dit, pour tout e, > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng, P(|1X,, — X| >¢) <n.

Exemple 3.2.2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parameétre p. On pose S, = Y ;_; X qui suit donc une loi binomiale de parameétres
(n,p). Alors, pour tout € > 0 on a, par I'inégalité de Tchébychev

< Var(Sn/n) _ p(1—p)

= 0.
g2 nez  n—+too

P(|Sn/n—pl > €) <
Donc la fréquence S,,/n des succes converge en probabilité vers la probabilité de succes p
lorsque n tend vers ’infini.

Proposition 3.2.1. Si la suite (X,,) converge presque strement vers la variable aléatoire X
alors la (X)) converge en probabilité vers X .

Démonstration. O

Contre-Exemple 3.2.1. La convergence ps entraine la convergence en probabilité, mais la
réciproque est fausse en général. Soit Q = [0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de
Lebesgue. On définit une suite de variables aléatoires (X;);>1 par X;(w) = Lj_1)/2n k2 (W)
ott n = n(i) = min{m;i +1 < 2™} et k = k(i) =i+ 1 — 2" (la numérotation est en fait
reliée au développement en base 2 de 7). En particulier, on a

— i=1,n=0,k=1donc X;(w) = 1jg

—i=2,n=1,k=1donc Xo(w) = 1j9,1/9

— i=3,n=1, k=2 donc X3(w) = 1j1 /2, et ainsi de suite.

Rappel 5. La lim inf d’une suite réelle est définie par

liminf z, = lim inf z,.

n—00 m—oo n>m
C’est la plus petite limite d’une sous-suite convergente extraite de (z,,). De plus, une suite
réelle est convergente si et seulement si elle a une unique valeur d’adhérence donc si et
seulement si lim inf = lim sup.
Alors pour tout w €]0, 1], liminf X;(w) = 0 et limsup X;(w) = 1, donc la suite (X,,) ne
converge pas ps. Or pour tout 0 < e < 1, P(|X;| > ¢)=P(|X;|=1)=2""sii=2"+k—1
avec 1 < k < 2". Donc la suite (X;) converge en probabilité vers 0.

Proposition 3.2.2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires convergeant ps vers X et h une
fonction continue sur R. Alors h(X,,) converge presque stirement vers h(X). En particulier, si
(Xn) et (Yy) sont deuz suites de variables aléatoires convergeant presque sirement vers X et
Y respectivement, alors pour tous réels a et b la suite (aX,, + bY,) converge presque sirement
vers aX + bY et la suite (X,,Y,,) converge presque sirement vers XY .
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Démonstration. La convergence presque sire correspond a la convergence simple des fonctions
de © dans R (& un sous-ensemble de mesure nulle pres). Les propriétés de la convergence simple
sont donc également vraies pour la convergence presque stre (en remarquant que 'union de deux
ensembles de probabilité nulle est de probabilité nulle). O

Proposition 3.2.3. Soit (X,,) et (Y,,) deuz suites de variables aléatoires convergeant en proba-
bilité vers X et'Y respectivement, alors

1. pour toute fonction continue h, on a h(X,) converge en probabilité vers h(X),

2. tous réels a et b la suite (aX,, + bY;) converge en probabilité vers aX + bY,

3. (X, Y,) converge en probabilité vers XY

Démonstration. Admis. O

3.3 Convergence dans L”

On rappelle la définition générale des espaces LP vue en cours de théorie de la mesure.

Définition 3.3.1. Une variable aléatoire X est dans LP(Q, F,P), p > 0, si E[|X|P] < oo.
L’espace LP(Q, F,P) muni de la norme

I1X1l, = (E[IX[P)'P
est un espace complet.

On peut définir une notion de convergence associée a la norme LP.

Définition 3.3.2. Soit 0 < p < co. On dit que (X,,) converge vers X dans LP si pour tout n,
X, € LP(Q, F,P), X € LP(Q), F,P) et lim || X,, — X||, = 0.

Exemple 3.3.1. Soit © =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soit
a>0et pourn>1

Xn(w) = w g1 /m) (W)
On a que X,, € LP deés que ap < 1 puisque

wl—ap

]1/n _ 1 nap—l 07
1— ap n—o00

1/n
E[X?] = / WPy = |
0
Donc la suite (X,,) converge vers 0 dans LP deés que ap < 1.

Proposition 3.3.1. La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.

Démonstration. C’est une conséquence directe de I'inégalité de Markov
P(1Xn — X| 2 €) = P(| Xy, — X[? > &) < E[|X,, — X|P]/e? = || X,y — X[[/€” = 0,

ce qui prouve le résultat. ]

Contre-Exemple 3.3.1. La réciproque est fausse : en général, ni la convergence ps, ni la
convergence en probabilité n’entrainent la convergence dans LP.
Soit 2 =]0, 1] muni de la tribu des boréliens et de la mesure de Lebesgue. Soit o > 0 et pour
n>1

Xn(w) =w ™ L,1/n) (W)
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Pour tout ¢ €]0,1[, P(|X,| > €) = 1/n. Donc la suite (X,,) converge en probabilité vers 0.
Mais X,, ¢ LP dés que ap > 1 puisque
1/n
E[X7] = / WPl = foc.
0

La suite n’étant pas dans LP ne peut pas converger dans LP.
Soit maintenant 2 = R muni de la tribu des boréliens. Pour tout n > 1, soit X,, une variable
aléatoire de loi (1 — n~P)dy + n~Pd,, ie

P(X,=n)=n"=1-P(X,=0).

Soit € > 0. Pour tout n > 1, P(|X,,| > €) = n™P, donc (X,,) converge en probabilité vers 0. De
plus, > P(|X,| > &) < 400 si p > 1, donc par le lemme de Borel-Cantelli P(|X,,| > ¢ is) = 1,
autrement dit en passant au complémentaire ps pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout
n > N, |X,| < e donc on a aussi la convergence ps vers 0. Mais E[X?] = n~!n = 1. La suite
ne converge donc pas vers 0 dans LP.

Pour passer de la convergence en probabilité a la convergence dans LP, on introduit la notion
d’équi-intégrabilité, ou intégrabilité uniforme.

Définition 3.3.3. Une famille quelconque (X;)icr de variables aléatoires intégrables est équi-
intégrable ou uniformément intégrable si

lim sup/ | X;|dP = 0.
(IXi[>¢)

=400 jeJ

Proposition 3.3.2. La famille (X;)ier de variables aléatoires intégrables est équi-intégrable si
et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées
1. pour toute > 0, il existe n > 0 tel que pour tout A € F, P(A) < n implique [, |X;|dP <e
pour tout v € I,
2. sup;cr E[| X;]] < o0.

Démonstration. Supposons que la famille est équi-intégrable. Pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tel
que

sup/ | X;|dP < e/2.
i€l J(|Xi[>c)

Soit A € F. Alors, pour tout 7 on a
/ X dP < / || dP + Xi|dP < £/2 + cP(A).
A AN(|X;|>¢) AN(|X;|<e)

On a donc le premier point pour 7 = £/2c¢ et le deuxiéme en prenant A = Q.

Réciproquement, si on a les deux points, soit M = sup;c; E[|X;|], € et  donnés par le premier
point. On pose cg = M /7. Alors pour tout ¢ > ¢y et pour tout i, I'inégalité de Markov implique
P(|X;| > ¢) < M/c <n. On applique donc le premier point a A = (|X;| > ¢) pour chaque i et on
obtient supje; [(|x,|>¢) [XildP < €. Dot la limite. O

Théoreme 3.3.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires intégrables et X une variable
aléatoire. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. X, 5 X etla famille (X,) est équi-intégrable,

2. X est intégrable et (X,) converge vers X dans L.
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. . P . . .
Démonstration. 1 = 2 Comme X,, — X, on peut en extraire une sous-suite (X, ) qui converge
ps vers X.

Rappel 6. [Lemme de Fatou]
Soit (fy) une suite de fonctions mesurables positives et x une mesure. Alors

- < Limi
/hnlglot.}f frndp < I%nl)g.}f/fndp.
Le lemme de Fatou et la propriété d’équi-intégrabilité donnent

E[|X|] = E[liminf | X, |] <liminf E[|X,, |] < supE[|X,|] < cc.

il il

Donc X est intégrable. De plus, pour tout € > 0, on a

El|Xn - X)) = |

(1 Xn—X[<e/3)

< 5/3—1—/ |Xn|dIP>+/ |X|dP.
(15— X|2¢/3) (15— X[22/3)

Comme X est intégrable, la famille (X,,, X) est encore équi-intégrable. On applique la proposition
précédente. Soit n > 0. Pour n assez grand, on a P(|X,, — X| > ¢/3) < n car la suite converge en
probabilité. Donc pour tout n assez grand, les deux intégrales ci-dessus sont inférieures a £/3.
On obtient E[|X,, — X|] < € pour n assez grand, d’oti la convergence de (X,,) vers X dans L!.
Réciproque 2 = 1. Soit € > 0 et ng tel que pour tout n > ng, || X,, — X||; <e/2. Comme X et
les X,, sont dans L!, la famille finie (X, X,,,n < ng) est équi-intégrable. Donc il existe 7 tel que
si P(A) < n alors

|Xn—X\d]P’+/ X, — X|dP
(1Xa—X|22/3)

/\Xn\dIP’ge/Z, /\X\dPgs/z
A A

pour n < ng. Pour n > ng, on a par inégalité triangulaire
[ 1Xaldp < [ X144 1%, - X < e
A A

La suite (X,,) vérifie donc les deux points de la proposition (pour le deuxieme, E[|X,|] <
E[| X, — X|] + E[|X]]), elle est uniformément intégrable. Et on a déja vu que convergence L!
implique convergence en proba. ]

3.4 Loi des grands nombres

Dans toute la suite du chapitre les variables aléatoires (X, )nen+ et X sont définies de (92, F,P)
dans R ou R?. On suppose de plus que les variables X,, sont indépendantes et de méme loi que X.
Pour tout n > 1, on pose S,, = >_j_; Xj. On s’intéresse maintenant aux propriétés asymptotiques
de la suite (Sy,).

Théoreme 3.4.1 Loi forte des grands nombres. Si E[|X|] < oo, alors (S, /n) converge ps et
dans L' vers E[X] lorsque n tend vers l’infini.

Démonstration. Remarquons d’abord que la famille (X,,) est équi-intégrable. En effet, elle est
dans L' et

Jim sup E[L(x, >0 Xnl] = m Sng[ﬂ(|xl|>c)|X1l] = CEIEOOE[H(|X1|>C)|X1H =0
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puisque toutes les variables ont méme loi. Donc pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
A€ FetneN, onait E[14]X,|] <e. On en déduit que

E[14|Sn/n|] < nE[1a|Xn|/n] = E[La]Xn]] <€

De plus, E[|S,|/n] < nE[|X1]]/n < E[|X1|] est borné indépendamment de n. Donc la famille
Sp/n est également équi-intégrable. Ainsi, si on montre la convergence ps, on aura la convergence
en proba puis la convergence dans L' par équi-intégrabilité.

Quitte a remplacer X par Xj — E[X}], on peut considérer que les X} sont centrées. Quitte
également a regarder la convergence coordonnée par coordonnée (ce qui est équivalent a la
convergence du vecteur pour la convergence ps) on suppose qu’on est en dimension 1.

1. La premiere étape de la preuve consiste a prouver le résultat sous 'hypothese plus forte
E[|X|*] < oo. Dans ce cas, pour tout n > 1 et § > 0, I'inégalité de Markov donne

E[S,]

B(|S| > nd) < =%,

On décompose maintenant E[S2]. On a

n
Sp= (3 X))’
k=1
n n n
=Y Xi> X ZXkZXg
=1 7=1 k=1 /=1
n
=Y X'+4 > XPX;+3 ) XPX?
i=1 L<ij<n 1<i#j<n
+6 > XiX; X} + > XiX; X, Xy

1<4,5,k distincts<n 1<4,j,k,£ distincts<n
En utilisant la linéarité de I’espérance, et le fait que les X; sont indépendants, centrés et
de méme loi, on obtient

n

E[S,) =D EX{]+4 > EXJEX;]+3 ) EXEX]]

i=1 1<iZj<n 1<i£j<n
+6 > E[XGE[X;IELXR] + > E[X]ELX]E[X,]E[X,]
1<4,7,k distincts<n 1<4,7,k,0 distincts<n

= nE[X?* 4+ 0+ 3n(n — 1)E[X?% +0 +0.
On obtient donc
nE[X4] + 3n(n — 1)E[X?)?
d4nd ’
qui est le terme générique d’une série convergente. Le lemme de Borel Cantelli donne donc
la convergence ps de (S, /n) vers 0.

P(|Sp] = nd) <

2. Deuxiéme étape : cas général. Soit € > 0. Pour tout ¢ > 1, il existe des variables aléatoires
Y; étagées, centrées, indépendantes et de méme loi telles que E[|X; — Y;|] < e, par définition
de I'intégrale de Lebesgue. Soit T}, = > ;_; Y). Alors on a

Ls. < 1S - v+ Ly
n n_n.i1 ! ! n' "
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Les variables Y; sont étagées donc bornées, elles vérifient donc le premier point. On a ainsi
T,,/n qui tend vers 0. Il suffit donc de regarder la moyenne des différences | X; — Y;|. Soit
Z; = |X; — Y;|]. On sait que le variables (Z;) sont indépendantes, de méme loi, intégrables,
positives et vérifient E[Z;] < e pour tout i. On veut examiner lim sup >_;_; Zx/n. On utilise
un argument dit de bloc : on va découper selon les valeurs de n avec une partition en
puissances de 2 et minorer différemment sur chaque bloc. Soit £k > 0 et 6 > 0. On a

P<2k<r2<2k+1n Z Z; > 2R[Z1] + 5)

<P(Fi < 2M1 7 > 2F) - ( Zil ) > 2E[Z
B (Z_ 44 > )+ 2k<rgg)2(k+1nz OQk [ 1}+5)
= Ag + By,
car soit tous les Z; sont inférieurs & 2%, soit il y en a au moins un qui est supérieur. D’une
part, en majorant 'union sur les i < 28! par la somme, on a
Ap =P(3i < 281 7, > 2F) < oFFIp(7) > 2F)
=4 x 281P(Z; > 2F)
2k

<4 P(Z, > t)dt.

2k—1

D’autre part, en utilisant 2% < n < 251 et la positivité des Z;, on obtient

2k+1

By, < IP’( > Zilgon(Z) = 2MTE[ 2] + 52’“)
=1

= P( Z Zi]l[072’“](Zi) - E[Zi]l[o,zk](zz‘)] > 52k>

< P(| Z Zi]l[o,zk}(z E[Z]l[o 2’6}( )H > 62 >
i=1

puisque E[Z1] > E[Z11 5#(Z1)]. On utilise maintenant I'inégalité de Tchébychev

B < ——_9ok+1 Var[Zl ]1[0 Qk](Zl)]

6292 85292k

1

On a ainsi obtenu

1 2* 1
P( max - Zl Z QE[Zl] + 5) S 4 o1 ]P)(Zl > t)dt + 72E[Z ]1[0 21@}(21)]
Z ok

ok <p<2ktl n 522k

On somme maintenant ces inégalités sur k. D’une part

Z/z P(Zy > t)dt < /OOO P(Z, > t)dt = E[Z3],

k>0
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d’autre part

> 27FE {an[o,zk](zl)] =F [Zf > 27 g o (Zl)}

k>0 k>0

E[Z(Z% Z 271{]1[0,2’6](Zl))]lzle]ﬂ,zfﬂ]
>0 k>0

(22 zkn[o,zkuZl))nzle[o,u} .
k>0

Pour le premier terme, on a

Y22 2 o (2 gy gt 1) € D Lz aee) (2277 Y 27 g 00y (Z0))

>0 k>0 £>0 k>0+1
204261
<D Tz qar e (27727)
£>0

= 4 Z ]].Z1€]26’2£+1] (25)
>0

§ 421 Z ]1216]257224—1]
£>0

Pour le deuxiéme terme

Z3 > 27 Mg 00(Z1) g0y = Z1 (D 27 M)z €0,
k>0 k>0
=271 z,¢0,]
<2211z €10,

<4211 z,¢€0.0)
Donc en recollant les deux termes

> 27FE[Z1 )0 0 (Z1)] < 4E[Z)].
k>0

Ainsi, on obtient

ZP( max Zz >2E[Zl]+6><4(1+26 2E[Z].
k

2k <n<2k+l M

La série converge, donc le lemme de Borel Cantelli donne presque stirement pour k assez
grand

—ZZ < 2E[Z] + 6,

2’“<n<2’“Jrl n

et puisque J est arbitraire, on en déduit la limite ps

lim sup — ZZ < 2E[Z].

n—00
=I
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Si on revient maintenant a notre démonstration, on a

1 1<& 1
lim sup —|S,,| < lim sup — Z | X; — Y| + limsup — |75,
n—oo M n n 1 n—oo M
< 2E[|X - Y] < 2.

On a la conclusion voulue puisque ¢ est arbitraire. O

Exemple 3.4.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi de
Bernoulli de parameétre p. On pose S, = Y i_; Xi. On a déja vu que S, /n converge en
probabilité vers p, on a maintenant la convergence presque sure puisque les variables de
Bernouilli sont intégrables. Une fagon de trouver une valeur approchée du parameétre p est
donc de calculer S;,/n pour n assez grand.

3.5 Application de la loi des grands nombres a I’estimation ponctuelle

Pour étudier un certain caractére d’une population donnée (taille des Francais, poids des plaques
de chocolat d’une usine, intentions de vote), on fait I’hypothése que ce caractére suit une certaine
loi de probabilité Px.

Définition 3.5.1. On appelle échantillon aléatoire de taille n de la loi Px une suite (X1, ...,X,)
de n variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi Px. On appelle échan-
tillon une réalisation particuliére d’un échantillon aléatoire : (x1,...,x,) = (X1(w), ..., Xn(w)).

Le travail du statisticien ou de la statisticienne est de retrouver la loi Px ou certaines de ses
caractéristiques, a partir d’'un ou plusieurs échantillons. En estimation paramétrique, étant donné
un parametre inconnu 6 (proportion, moyenne, variance, ...) de la loi Px, on cherche & donner
une valeur numérique pour # a partir d’'un échantillon.

Définition 3.5.2. Un estimateur T,, du paramétre 0 associé d un échantillon aléatoire (X1,..., Xp)
de taille n est une fonction du vecteur aléatoire (X1,...,X,)

T = h(X1,...,Xn).

L’erreur d’estimation est la différence entre lestimateur T, et le paramétre a estimer 0. C’est
la variable aléatoire T,, — 6. L’erreur quadratique moyenne est le moment d’ordre 2 de l'erreur
d’estimation : E[(T,, — 6)?].

Proposition 3.5.1. Si T,, est de carré intégrable, ’erreur quadratique se décompose en un
terme de biais et un terme de variance :

E[(T, — 0)?] = (E[T,,] — 6)* + Var(T,).
Démonstration. On a
E[(T,, — 6)°] = E[(Ty, — E[Ty] + E[T;,] — 6)*]
= E[(T}, — B[T))] + (E[T;,] — 6) + 2(E[T;,] — O)E[T,, — E[T3]]
= Var(T,,) + (E[T;,] — 6)* + 0,
d’ou le résultat. ]

Plus 'erreur quadratique sera faible, plus 'estimateur sera considéré comme satisfaisant.



CHAPITRE 3. LOI DES GRANDS NOMBRES

Définition 3.5.3. Un estimateur est dit centré ou sans biais si E[T,] = 0. Un estimateur est

asymptotiquement sans biais si
lim E[T,] = 6.

n—00

Un estimateur est dit convergent s’il converge en probabilité vers 0 :

i —0|>¢)=0.
Ve >0, nEIEOOIP’(]Tn 0 >e)=0

Exemple 3.5.1. Soit (X1,...,X,) un échantillon aléatoire de taille n. La moyenne empirique

_X1_|_..._|_Xn
N n

X
est un estimateur sans biais de 'espérance car E[X,,] = E[X;]. C’est un estimateur convergent
d’apres la loi des grands nombres.

La variance empirique

Vn - zn:(Xz - Y71)2

i=1

S

est un estimateur biaisé de la variance car E[V,,] = "= Var(X,). En effet, on a
BV, = 5 3Bl - X
- iEKXZ’ ~ E[X)] + EX)] - X’
= & 3 BI(K: ~ BLXU)?) + EIELX] - X + 250X, ~ BX(ELX] - Xo)

_ 20 _
= Var(Xy) + Var(X,,) — - Z Cov(X;, Xp)-
i=1

Or on a par indépendance

Var(X,) = Var(M

et

Donc finalement on a bien

E[V,] = Var(Xy) + Var(X,) — % 3" Cov(X:, X,)
=1

1 2
= Var(Xl) + — Var(Xl) — —Var(Xl)
n n
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= ni - Var(X1)

Cependant cet estimateur est asymptotiquement sans biais et convergent. On utilise plutét sa
version sans biais

S2 =

1 " —
> (X = Xn)?
n—1 i=1

On va voir dans le chapitre suivant comment évaluer la précision de ces estimateurs.
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Chapitre 4

Théoreme Central Limite

Attention, dans ce chapitre on ne suppose plus que les variables aléatoires sont définies sur la
méme espace probabilisé. Les variables sont toujours & valeurs dans R ou R,

4.1 Convergence en loi

On commence par introduire un nouveau type de convergence, la convergence en loi.

Rappel 7. Une suite de lois de probabilités (u, ), définies sur un méme espace (2, F) converge
— simplement vers la mesure p si

tn(A) — u(A), pour tout A dans F.

n—-+00

— étroitement vers la mesure p si
/ hdp, —— / hdppour toute fonction h continue bornée.
n——+0oo
— vaguement vers la mesure p si

/ hd iy, T> / hdupour toute fonction h continue a support compact.
n o

Définition 4.1.1. Pour tout n > 1, soit X,, une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé
(U, Fny, Pn) a valeurs dans (R, B(R)) (ou (R, B(R)?)), et p une loi de probabilité sur (R, B(R))
(ou (R, B(R)Y)). On dit que la suite (X,,) converge en loi vers y si la suite (Px,) des lois
de (X,,) converge étroitement vers la loi p, c’est-a-dire que pour toute fonction ¢ continue

bornée sur R (ouR%) on a
nh_{{}o/¢dPXn = /gf)du.

On note X, £ .

Cette notion n’est pas relative aux variables aléatoires comme fonctions mais concerne uniquement
leur loi. Par abus de langage, on pourra dire aussi que (X,,) converge en loi vers la variable

aléatoire X pour toute variable aléatoire de loi . On notera alors X, £, X ou X, Lp x qui
correspond alors a lim,,_, E[¢(X,,)] = E[¢(X)] pour toute fonction ¢ continue bornée.

Exemple 4.1.1. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X,, = (—1)"X.
Alors la loi de X, est encore la loi N(0,1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite (X,)

41
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I converge en loi vers la loi N(0,1).

Théoréme 4.1.1 Théoréeme de Lévy. Pour tout n > 1, soit X,, une variable aléatoire définie
sur l’espace probabilisé (Qy,, Fpn,Py) de fonction caractéristique Px, .
1. Si (X,,) converge en loi vers une loi p, alors la suite des fonctions caractéristiques (Px,,)
converge simplement vers la fonction caractéristique ®,, de p.
2. Réciproquement, si la suite des fonctions caractéristiques (Px, ) converge simplement
vers une fonction ® qui est la fonction caractéristique d’une loi de probabilité p, alors la
suite (X,,) converge en loi vers p.

Démonstration. 1. La partie réelle et la partie imaginaire de = — exp(i (¢,z)) sont =
cos((t,x)) et = — sin((t,x)) respectivement. Ces deux fonctions sont continues bornées,
donc si (X,,) converge en loi vers p, on a pour t fixé

lim [ cos({t,z))dPx, (x) = /Cos((t,x>)du(a:),

Tlim [ sin((t,2))dPx, () = / sin((t, 2))dpu(),

d’ou la convergence simple des fonctions caractéristiques.
2. On fait la démonstration en 3 étapes détaillées dans les lemmes suivants.
O

Définition 4.1.2. Une suite (u,) de mesures est tendue si pour tout € > 0 il existe un compact
K = [—a,a]? de R tel que

sup puy (K€ < e.
neN

Lemme 4.1.1. Soit (P,,) une suite de lois de probabilités et {1 une mesure bornée. Si [ hdP, —
[ hdp pour toute fonction h continue d support compact (convergence vague) et la suite (Py,)
est tendue, alors [ ¢dP, — [ ¢pdu pour toute fonction ¢ continue bornée (convergence étroite).

Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée et g, la fonction réelle définie par

0 silt|>a+1,
9a(t) = .
1 silt| <a,

et prolongée linéairement entre —(a + 1) et —a et entre a et a + 1, et soit h, la fonction de RY
dans R qui a (t1,...,tq) associe gq(t1) X -+ X gq(tq), voir figure On a

| [ o, [ odu

< ‘/gb—gszhadIP’n‘+‘/¢xhadPn—/¢xhadu’+‘/¢xha—qﬁdu‘
< /|¢|(1 - ha)dIPn‘ + ’/gf) X hadPy, — /¢ X hadu‘ + ‘ / 6] (1 — ha)du’
< sup 0fB((1=aaf*)) +| [ 6 hadBn— [ 6 % had] + sup ([0 ).

Comme (P,) est tendue, et p est bornée donc tendue, pour tout € > 0 il existe a tel que
sup ||P(([—a, a]?)¢) + sup |¢|u(([—a,a]?)¢) < e/2. Comme la suite est vaguement convergente,

il existe N tel que pour tout n > N on ait ‘ J & X hodPy, — [ ¢ x had,u‘ < ¢/2. On a donc pour

tout n > N,

[ ¢pdP,, — [ gf)dp‘ < ¢ et la convergence voulue. O
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—-a—1 —a a a+1

FIGURE 4.1 — Fonction g,.

Il nous suffit donc de montrer que notre suite de probabilités converge vaguement et qu’elle est
tendue. Pour montrer la tension, on a d’abord besoin du lemme de Cramer.

Lemme 4.1.2 Lemme de Cramer. Soit ;i une loi de probabilité sur R ou R®. Alors il existe
une constante universelle C' (qui ne dépend pas de 1) telle que pour tout réel a strictement

positif,

u(((~a. ) <0 [ (1= R(@u(t/a))dt,
[0,1]¢
ou R désigne la partie réelle.

Démonstration. Comme f est une probabilité et 1 — (P, (t) > 0, on peut utiliser le théoréme
de Fubini Tonelli pour obtenir

/ (1 — §FE/ exp(i (t/a,x) du(:z:))dt
[0,1]¢ Rd
= R [ [ (= expli (tfa,a)due)dt
0,14 Jrd
- R (/ (1~ exp(i (t/a,)))dt ) du(a).
Re N J[0,1)4
L’intégrande est positive puisque la partie réelle de ’exponentielle est un cosinus donc inférieur

ou égale & 1. On peut donc minorer par l'intégrale sur R¢ par la méme intégrale sur un domaine
plus petit de la forme ([—a, a]?)®

/[O,W (1% /R exp(i (t/a,) dyu(x) ) di
> R /( o ( /[O’l]du — exp(i (t/a,2)))dt) dp(x)

= §R/ (/ (1 —exp(itizy/a+ - - +itgzg/a))dty - - -dtd)d,u(a:).
([~a,a]d)e > J[0,1)¢
On peut maintenant calculer explicitement I'intégrale sur [0, 1]d par récurrence
1—§R/ exp(i (t/a, ) du(x) ) dt
\/[()71]d( Rl p(i (t/a, z) du( ))
d

a . . 1
> §R~/([—a,a}d)c /{071][11 [t — - exp(it1z1/a) Igexp(zthk/a)]odtg <o dtgdu(z)
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d
= &%/ / - 7(exp($1/a — 1) | | exp(itgzr/a))dts - - dtqdp(x)
d 1
= §R/ / (exp(zm/a) - 1)*exp(zt2x2/a H exp ztkazk/a)} dts - - - dtgdp(zx)
el o 2 k=3 0
- . ~1) (itkwr/a))dts - -~ dtgd
/[—aad)c [0,1]4-2 kl;[l ih (exp(izy/a) kl_[?)exp ity xr/a) ) 3 adp(z)
= .
- 8?/ 1= ]| ——(exp(izk/a) — 1) )du(z).
([=a,al)° ( kl;[l 1Tk )

Au passage, (exp(ixz) — 1)/ix est bien défini par continuité en 0 et vaut 1 en 0. On prend
maintenant une minoration grossiere par la borne inférieure

/[071]d (1 - 51%/Rd exp(i (t/a, z) du(x))dt

d
a
& . —-1))d
= /([_aa]d)cze([ a,a)d)e ( 1;[ iz eXp Zxk/a) )) ,u(x)

z€([—a,a]?)

d
= inf ( 1:[ % exp(izg/a) — 1))#([—a,a]d)6)
d

inf | R(1— T (explive) = 1)/ G ) u([~.a])).

ye([_lvl]d)c k=1

en posant le changement de variable y; = x/a. Il reste & montrer que la borne inférieure est
strictement positive. Or

=

d
| TT(explive) = 1)/Gw)| =TT l(explian) = 1)/Gige)
k=1

B
Il
—

. 1/2
(cosyp — 1) +sin® yi) % /|y

Il
=

i
I

(2 — 2cos ) 2/ |ykl.

|
=

B
Il
—_

Or, en étudiant la fonction y +— 2 — 2cos(y) — y?, on peut montrer que (2 — 2cosy)/y? <
2 —2cos1~0.9194 < 1 pour tout tout y > 1 (de méme pour y < —1 par parité, voir Figure .
Donc on a

d
’H exp(iy) /(iyk)‘§(2f2cosl)d/2:a<1

pour y € ([-1,1]%)° dott R(1 — TT{_y (exp(iye) — 1)/(igx)) > 1 — @ > 0 pour y € ([~1,1]%)¢. La
borne inférieure est donc strictement positive. Elle ne dépend ni de a ni de p. On pose C' égale a
son inverse et on a le résultat. O

On peut maintenant prouver que si on a convergence des fonctions caractéristiques alors la suite
est tendue.
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FIGURE 4.2 — Fonction y — (2 — 2cosy)/y? sur [—1, 1]°.

Lemme 4.1.3. Pour tout n > 1, soit X,, une variable aléatoire définie sur l’espace probabilisé
(Q, Fn, Pr) de fonction caractéristique ®x,,. Si la suite des fonctions caractéristiques (Px,,)
converge simplement vers une fonction ® continue en 0, alors la suite de mesures de probabilités
(Px,,) est tendue.

Notons que par convergence dominée, toute fonction caractéristiques est continue en 0.

Démonstration. Soit la famille de fonctions t — 1 — R®(¢/a) indexée par a > 0. Par passage a la
limite des ®x,, on a |[®| < 1, donc 1 — RP(t/a) est majoré en module indépendamment de a
pour ¢ € [0,1]%. De plus, par continuité de ® en 0, on a 1 — R®(t/a) tend vers 1 — RP(0) = 0
lorsque a tend vers l'infini (car ®x, (0) = 0 + convergence simple). On peut donc appliquer le
théoréme de convergence dominée pour obtenir

lim (1 - R(@(t/a)))dt = 0.

a——+oo [071]d

Soit € > 0, il existe donc a; tel que pour tout a > a; on ait f[o 15d (1 - %((D(t/a)))dt <¢e/2. La

suite (Px, ) est bornée par 1 en module et convergente, donc par le théoréeme de convergence
dominée, on a

lim (1 - R(@x, (t/a)))dt = /

n—+00 /0,14 [0,1]¢

(1 - R(@(t/a)))dt.
Donc pour tout a fixé, il existe N tel que pour tout n > N
’/Md (1 - R(@x, (t/a)))dt - /Md (1 - R(@(t/a)))dt] < /2.
Soit a > a1 et n > N(a). Alors
/ (1 - R(@x, (t/a)))di < /2 + /2.
[0,1]¢
Par le lemme de Cramer, on en déduit que Py, (([~a, a]?)¢) < Ce pour n > N(a). Comme les

autres sont en nombre fini, on peut trouver az > a; tel que pour tout a > ag, Px, (([—a,a]?)¢) <
Ce pour tout n. Donc le sup sur n est inférieur a Ce et la suite est tendue. ]
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On recolle maintenant les morceaux pour démontrer la réciproque du théoreme de Lévy.

Démonstration. du théoréme de Lévy

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé sur lequel on définit des variables aléatoires (Z,), Z et YV

telles que Z,, a la méme loi que X,, pour tout n, Y suit la loi N'(0, I), Z suit la loi p, et Y est

1ndependante de (Z,) et de Z. Soit o un réel strictement positif. Pour toute fonction h continue
a support compact, on a

|[En[h(Xn)] — E[R(Z)]]
= |[E[h(Zn)] — E[n(Z)]|
|E[h( )] —E[h(Z, + oY)+ E[h(Z, 4+ 0Y)] —E[h(Z + oY)+ E[h(Z + oY)] — E[h(Z)]|

E[|\h(Zy) — M(Zp, + oY)|] + |E[h(Z, + oY) — E[R(Z 4 oY )]| + E[|h(Z + oY)] — h(Z)]].
Comme h est continue a support compact, elle est en particulier bornée par ||h|| et uniformément

continue. Soit donc & > 0 et d. tel que pour tous (z,y) tels que |z —y| < d. on ait |h(z)—h(y)| < e.
On a alors

E[|h(Zy) — h(Zy + 0Y)]]
=E[|h(Z,) — h(Z, + UY)‘]I(IUY\S&)] +E[|h(Z,) — h(Zy, + UY)’]I(\UY|§65)]
< cB(joY| < &) + 2| h[B(0Y] > &)
E[(oY)?
52
<cron o,
e

< e+ 2|h|

par I'inégalité de Markov et en utilisant que E[Y?] = 1. De la méme facon, on a

O.2d
E[|h(Z +0Y) = h(2)]] < & +2[hl| 5.

Finalement, on obtient

[En[h(Xn)] = E[(Z)]]
<2+ 4||h|yid + |E[h(Zn + 0Y)] — E[(Z + oY )]].

Dans la preuve de la Proposition [2.6.2] on a vu que

Rappel 8. Pour toute variable aléatoire X et toute fonction h continue bornée

E[h(X + oY) = /R hw)( /R d (271T)de_i<z’“>_a22|“|2¢X(u)du)dv.

Donc on a

E[h(Z, + oY) = /R h(w)( /R d (2i)de—i<z,u>—“§|u|zq>zn (u)du) o,

D’une part, on a &z, (u) qui converge simplement vers ®z(u) lorsque n tend vers U'infini. De
plus,

1 —izu—ﬁu
e e ]

QL

(27)4
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qui est d’intégrale 1 contre la mesure de Lebesgue. Une premiére application du théoréeme
. o2
de convergence dominée donne la convergence simple de [ga ﬁe*““‘%?'“'z@ z, (u)du vers
, o2
Jra ﬁe_“'z’m_T‘“'Q(bZ(u)du. D’autre part

1 ; o2 2 1 o2 2
—i(z,u)— % |u| =Gl g, =
‘h(v)(/}Rd (27T)d6 2 @Zn(u)du>‘ < |h(v)] - (27T)d6 2 " du = |h(v)],

qui est a nouveau intégrable contre la mesure de Lebesgue puisque h est continue a support
compact. Une deuxiéme application du théoréme de convergence dominée donne alors

lim E[h(Zn + O'Y)] = /]Rd h(U)(/Rd 1 €_i<z’u>_§|u‘2q)z(u)du)dv

n—00 (27r)d
= E[h(Z + oY)).
On obtient ainsi
2d
lim sup [En[h(X,)] —E[R(Z)]] < 2¢ + 4||h||"5— + lim [E[A(Zy + 0Y)] — E[h(Z + o)
n—oo e n o0
2d
< 2+ 4|n)| %,
Oc

qui est valable pour tout o et pour tout . On fait ensuite tendre o vers 0 pour obtenir

lim sup [E,[h(X,)] — E[h(Z)]] < 2¢

n—oo
et enfin on fait tendre € vers 0 pour obtenir le résultat voulu lim sup,,_, . |E,[h(X,)]—E[R(Z)]| = 0.
On a ainsi montré la convergence sur les fonctions continues a support compact et la tension,
donc on a bien la convergence en loi. O

Exemple 4.1.2. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
de Bernoulli de parametre p et S, = > ;_; Xi. On sait que S, suit la loi binomiale (n,p) et
Pg, (t) = (1 — p+ pe)™. Donc

it Sn—np

Psynp(t) =Ele" v ]

_it e i
=e Vrexp(nlog(l—p+pe vn))

_itne — Ry
= ¢ "V exp(n(—p + pe' Vi — %) +oll))
e = ’ ? it 7
—e o exp(n(—p + pe' Vi — % B %621\/’7 +p2€l‘/’7) +o(1))
it ? i = ! it
= ¢ Vi exp(n(—p — % +(p—p*)e' v — %emﬁ + o)
p ) 2 it)2
o » ) ot (it) D ot (2it)
—e tvn -p— = —p)+i—= T s
e exp(n(—p 2+(p p)( +l\/ﬁ+ 2n) 2( + Z\/ﬁ+ 2n

it B 3 t t2
= ¢ "V exp(npi—= — p(1 —p) 5 + (1)

vn

) +o(1))
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2
= exp(~(p ~ 1) + (1),

donc (S,, — np)//n converge en loi vers N (0, p(1 — p)).

Exemple 4.1.3. Soit X,, et X des variables aléatoires & valeurs dans R%. Alors X, L X s
et seulement si pour tout u € RY, (u, X,,) £ (u, X). En particulier en prenant pour u un

. . L , .
vecteur de la base canonique, si X,, = X alors les coordonnées de X,, convergent en loi vers
les coordonnées de X.

Contre-Exemple 4.1.1. La convergence des coordonnées n’implique pas la convergence en loi
du vecteur (de méme que la loi des coordonnées ne suffit pas & définir la loi du vecteur). Soit
X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X,, = (—1)"X. On a vu que la loi de
X, est encore la loi N'(0, 1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite (X,,) converge en loi vers
X, la suite constante X converge en loi vers X. Or (X,,X) = ((-1)"X,X) = ((-1)",1)X
ne converge pas en loi vers (X, X). En effet, sinon, par ’exemple précédent on aurait pour
u=(1,1), X, — X = ((—1)" + 1)X qui converge en loi vers 2X. Or Xy, + X = 2X mais
Xon+1 — X = 0 donc la suite ne converge pas. On constate aussi au passage (et pour les
mémes raisons) que si deux suites convergent en loi, alors la suite somme ne converge pas
nécessairement.

4.2 Criteres de convergence en loi

On donne maintenant des critéres de convergence en loi dans les cas particuliers : dimension 1,
variables a densité et variables discreétes.

Proposition 4.2.1. Pour tout n > 1, soit X,, une variable aléatoire définie sur [’espace
probabilisé (Qy,, Fn,Pn) et X une variable aléatoire définie sur (2, F,P). Si ce sont des
variables aléatoires réelles, alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1. La suite (X,,) converge en loi vers X.
2. La suite des fonctions de répartition Fx, converge simplement vers Fx en tout point de
continuité de Fx.
3. 1l existe un espace probabilisé (', F', ') sur lequel sont définies des variables aléatoires
X, et X' telles que pour tout n X, a la méme loi que X, X' a la méme loi que X et
X2 x
Démonstration. 1 = 2 Supposons que la suite converge en loi. Pout tout € > 0,t € R et z € R,

on a (voir Figure [4.3))

(t—=z)"

(t+e—x)t

]1]—oo,t—a] (17) < c

A< T y(z) < AT < Ty pqe)(2).

On a ainsi

Flt—e) = E[lj_s—q(X)]
t-X7

gE[g

A

. —z)t . p .
La fonction t — % A 1 est continue bornée, donc la convergence en loi donne

(t—X)*

F(t—¢) < B -

A1



4.2. CRITERES DE CONVERGENCE EN LOI 49

t—e  t  t4e

FIGURE 4.3 — Encadrement de z +— 1j_, 4().

_ +
— lim E[M A 1]
n—00 g
< llnrr_1>1£f]E[]1]—oo,t] (Xa)]
= liminf Fy, (t).
n—oo
De méme, on a
F(t+e) = F(t+e)
= E[l)_co 4 (X)]
_ )+
> E{M A 1]
€
t4+e—Xn)"
= lim supE{u A 1}
n—oo
> limsup E[1)_ 4 (Xn)]
n—o0
= limsup Fx, (t).
n—oo

D’ou la convergence des fonctions de répartition aux points de continuité de F' puisque € est
arbitraire.

2 = 3 On définit l'espace (', F',P") par (]0,1[, B(]0,1[), A) ol A est la mesure de Lebesgue. Soit
U de loi uniforme sur ]0, 1] (on peut choisir la fonction identité sur '). On pose X;, = Fx, (U)
et X' = FL (U). Alors X, a la méme loi que X,, et X’ a la méme loi que X. Il suffit donc de
montrer que F'y. (u) converge vers F'y~ (u) pour un sous-ensemble de |0, 1] de mesure de Lebesgue
1.

Rappel 9.
F(u) = inf{t; F(t) > u}.

Pour tout u €]0,1[, si F* (u) < ¢ alors F(t) > u. De plus, si F(t) > u, alors F* (u) < t. Soit
u €]0,1[ et ¢t = F{ (u), donc Fx(t) > u. Soit € > 0 et tI, ¢t des points de continuité de Fx
tels que t7 <t < tf et [t —t7| < e (possible car il y a au plus un nombre dénombrable de
points de discontinuité). Comme ¢_ < t, par définition de la fonction quantile, on a Fx(tZ) < u.
Par croissance d’une fonction de répartition, on a aussi Fx(tF) > Fx(t) > u. Comme les
fonctions de répartition convergent pour les points de continuité de Fx, pour tout n > 0 tel
que 0 <u—-n<u+n<lonaFx, (t) <u+mnet Fx, (tI) > u —n pour n assez grand.
Comme Fly, (t-) < u+ 7, on a par définition de la fonction quantile F'y, (u+mn) >t- >t —e.
Comme F, (t7) > u—mn, de méme t + & >t} > Fx (u—n). Comme € est arbitraire, on obtient
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liminf F (u+mn) >t = Fi (u) et limsup Fy, (u—n) <t = Fi (u). Les points de discontinuité
sont de mesure de Lebesgue nulle car dénombrables, on a donc bien la convergence ps.
3 = 1 Soit ¢ une fonction continue bornée. Comme elle est bornée, on peut utiliser le théoreme

de convergence dominée. On a
Joxaar, = [oxiax

d’otu la convergence en loi. O

Attention : on a changé d’espace et de variables aléatoires pour obtenir la convergence ps. La
convergence en loi n’implique pas la convergence ps des variables a aléatoires d’origine. Celle-ci
n’a méme pas de sens si elles sont définies sur des espaces différents.

Proposition 4.2.2. Pour tout n > 1, soit X,, une variable aléatoire définies sur (Qp, Fpn,Pp) et
X définie sur (Q, F,P). On suppose que toutes ces variables aléatoires sont d valeurs dans Z.
Alors (X,,) converge en loi vers X si et seulement si pour tout k € Z, P(X,, = k) —» P(X = k).

Démonstration. Comme on est en dimension 1, on peut utiliser la caractérisation de la convergence
en loi par les fonctions de répartition. Pour tout 0 < ¢ < 1 et kK € Z, k + ¢ est un point de
continuité de Fy et Fx(k+¢) = Fx(k). On a donc

mP(X, = k) = lim Fy, (k) ~ Fx, (k- 1)
= lim Fx, (k+e)— Fx,(k—1+¢)

= Fx(k+e)—Fx(k—1+¢)
= Fx(k) - Fx(k—1)
= B(X =),

d’ou la convergence. Pour la réciproque, tout point de continuité de Fx est de la forme k + ¢
avec 0 < ¢ < 1. On a donc

nh_)II;OFXn(k-i-é“) = nh—>nc}o ;P(Xn :])
JI>

- ¥ Jim P =)
1=

— Z[P(X —
i<k

= Fx(k)

= Fx(k—l-&)

On a pu intervertir limite et séries par convergence monotone. O

Exemple 4.2.1. La loi Binomiale de parameétres (n, A\/n) converge en loi vers la loi de Poisson
de parametre .
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4.3 Comparaison de la convergence en loi avec les autres conver-
gences

Cette comparaison n’est possible que si les variables aléatoires sont toutes définies sur le méme
espace probabilisé (2, F,P).

Proposition 4.3.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (Q, F,P) et X définie sur (2, F,P). Si la suite (X,,) converge ps vers X alors elle

converge aussi en loi vers X.

Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée. Pour tout € > 0, on a

[ o, = Elp(X) - Elp(X)]
par convergence dominée. O

Contre-Exemple 4.3.1. Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X,, =
(—1)"X. Alors la loi de X, est encore la loi N'(0,1) puisqu’elle est symétrique, donc la suite
(X,) converge en loi vers X, mais (X,,) ne converge pas ps vers X.

Proposition 4.3.2. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, F,P) et X définie sur (2, F,P). Si la suite (X;) converge en probabilité vers
X alors elle converge aussi en loi vers X.

Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée. Pour tout € > 0, on a

| [ odpx, — [oapx| = [Blo(X.)] - Blo(X)

IE[(6(Xn) — &(X)) (Lp(x,)—6(x) <2 + Lig(x,)—p(X)[>e)]|
e+ 2[3P(|p(Xp) — o(X)] > ¢).

IN

Comme X, L X et que ¢ est continue, ¢(X,,) LN ¢(X) et le dernier terme de l'inégalité est plus
petit que 2e pour n assez grand. Comme ¢ est arbitraire, on a bien la convergence en loi de (X},)
vers X. [

Contre-Exemple 4.3.2. La réciproque est fausse. Soit X une variable aléatoire de loi de
Bernoulli de parametre 1/2. Pour tout n, on pose X, = X. On a donc X, £, X. La variable
aléatoire Y = 1 — X suit encore une loi de Bernoulli de parameétre 1/2, donc on a aussi
X, 5 Y.0r X, —Y|=[2X — 1| = 1 ps, donc pour tout 0 < £ < 1, P(|X,, — Y| > &) =1 et
la suite ne converge pas en proba vers Y.

On a une réciproque partielle dans le cas particulier ou la limite n’est pas aléatoire.

Proposition 4.3.3. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (2, F,IP). St la suite (X,,) converge en loi vers une (P-ps) constante a, alors elle
converge aussi en probabilité vers a.

Démonstration. Soit By(a,e) la boule fermé de centre a et de rayon €. On a 0,(0B¢(a,¢€)) = 0,
donc d’apres le lemme lim Px,, (B¢ (a,¢€)) = d4(B¢(a,e)) =1, donc lim P(|X,, —a| > €) = 0, d’ott
la convergence en proba. O
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4.4 Théoreme central limite

Théoreme 4.4.1. Soit (X,,) une suite de variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (Q, F,P), indépendantes, de méme loi et de carré intégrable. Soit

fiﬁ

Alors la suite (Yy) converge en loi vers Var(X1)Y2Y ot Y suit la loi normale N(0, ;). Dans
le cas particulier des variables réelles,
1 n

Y, = nvar(X)) ;(Xk — E[X4])

converge en loi vers N'(0,1).

Démonstration. Commengons par calculer la fonction caractéristique de Var(X 1)1/ 2Y en utilisant
la symétrie de Var(X)
Pyar(xpyr/2y (u) = ]E[el<“’VaV(X1)1/2Y>] = E[ei<vaf(xl)l/2“’y>]
1

f%<Var(X1)1/2u,Var(X1)1/2u> —%(Var(Xl)u,w.

=€ =€

On utilise le théoreme de Lévy et le développement limité a 'ordre 2 des fonctions caractéristiques
de loi de carré intégrable. Comme les X,, sont indépendantes et de méme loi, la fonction
caractéristique de Y;, est

Dy, (t) H D, _k[x, (t/VN) = (q)Xl—lE[Xl](t/\/ﬁ))n = (CD(XI—E[Xl],t)(l/\/ﬁ))n

La variable réelle centrée Z = (X; — E[X1],?) a un moment d’ordre 2. On peut donc faire un
développement limité de sa fonction caractéristique. On a

Ty, (t) = (Pz(1/vn)"
= (1+i/VnE[Z] — 1/2nE[Z%] + o(1/n))"
= (1—1/2nE[Z?%] 4+ o(1/n))"
—  exp(—1/2E[Z?)).

Or E[Z2] = E[(X, —E[X1],t)?] = (t,Var(X1)t). On reconnait la fonction caractéristique de
Var(X1)/2Y. D’on la convergence en loi par le théoréme de Lévy. O

Exemple 4.4.1. Ce résultat donne un ordre de grandeur de la vitesse de convergence de la loi
des grands nombres, méme s’il s’agit ici d’'une convergence plus faible puisque seulement en
loi. En effet, la loi de grands nombres dit que S,,/n converge vers E[X}] et on peut récrire Y,
comme

zxk J=B[X] = —=(8,) ~ VRELXi] = Va(S,/n — B[]

La vitesse de convergence est donc de 'ordre de /n, avec une constante proportionnelle &
I’écart-type.
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Exemple 4.4.2. On peut donc dire que Y, suit approximativement la loi N'(0,1) dans le cas
réel, ou bien que S, /n suit approximativement la loi N'(E[X1],1/n). Comme la loi N(0,1)
est tabulée, ce résultat permet de faire de nombreux calculs approximatifs.

4.5 Application du théoreme central limite a I'estimation par inter-
valles

On se replace dans le cadre d’une estimation paramétrique. On cherche a estimer le parametre 6
d’une loi p sur R. Maintenant, on ne cherche plus a donner une valeur & ¢, mais & donner une
fourchette qui contient # avec une grande probabilité.

Définition 4.5.1. Un intervalle de confiance de probabilité de confiance o construit d partir de
Iéchantillon aléatoire (X1, ..., X,) est un intervalle de la forme [f(X1,...,Xn); 9(X1,..., Xy)]
tel que

P(f(X1,...,Xn) <E[Xi] <g(X1,...,Xn)) = .

Proposition 4.5.1. Pour un échantillon de taille élevée (n > 30), un intervalle de confiance
de probabilité de confiance (asymptotique) o est

- 14+« V(X1> — 1+« V(X1>
[XH_FJV(OJ)( 5 ) n ;X"+FA7(0,1)( 5 ) n |

ot FA7(0 1) est la fonction quantile de la loi N(0;1). Si la variance V (X1) est inconnue et si
n > 50, on remplace V(X1) par S2 dans la formule.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le TCL pour obtenir que X,, — @ suit approximativement
la loi N(0,Var(Xy)/n), et le lemme de Slutsky pour remplacer la variance par un estimateur
convergent. O

Exemple 4.5.1. Un sondage Elabe pour Le Figaro réalisé du 28 au 31 mars 2019 aupres
d’un échantillon représentatif des résident - e - s parisien - ne - sde 999 personnes donnait les
intentions de votes suivantes pour le premier tour des élections municipales de 2020, pour un
des scénarios proposés

candidat - e intention de vote
Anne Hidalgo (PS, PCF, RDG) 25%
Cédric Villani (LREM, MODEM) 21%

Florence Berthout (LR) 14,5%
Danielle Simonnet (FI) 8,5%
Julien Bayou (EELV) 8,5%

Soit A un candidat et p la probabilité de déclarer vouloir voter pour A. Le nombre X
de candidats se déclarant pour A suit une loi binomial de parametres (n,p) ou n est le
nombre total d’individus interrogés. Comme une loi binomiale est une somme de variables
aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli, le théoreme central limite donne
vn/p(1 —p)(X/n — p) suit approximativement une loi normal centrée réduite, donc, pour
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CHAPITRE 4. THEOREME CENTRAL LIMITE
Z ~ N(0,1),
P(|X/n—pl <B) = P(y/n/p(1—p)|X/n—p|l</n/p(l—p)B)
~ P(|Z] <y/n/p(1—p)B)
= P(Z < \/n/p(1 —p)B) —P(Z < —\/n/p(1 —p)B)
= 2II(y/n/p(1 —p)B) — 1

Dot P(|X, —p| < B) = a & 2Fyon(Vrn/p1-p)B) =1 = a & B = Fyp((1+
a)/2)y/p(1 —p)/n. On a donc

P(pe[X/n—H*1(1+a) X(”_X>/"2;X/H+H1(142ra) X(n—X)/nQ]):a

2 n n

X

en remplagant p dans la variance par son estimation on a <-(1— %) Les intervalles de confiance

a 95% du sondage sont (FAT(O 1)(0.975) = 1.96)

parti intention de vote Intervalle de confiance
Anne Hidalgo (PS, PCF, RDG) 25% [22,3% ; 27,7%]

Cédric Villani (LREM, MODEM)  21% [18,4% ; 23,5%)
Florence Berthout (LR) 14,5% [12,3%; 16,7%]
Danielle Simonnet (FT) 8,5% [6,7% ; 10,2%]

Julien Bayou (EELV) 8,5% [6,7%; 10,2%]

A 95% de chance, le sondage ne permet pas ici de départager les deux candidat - e - s de téte,
malgré un écart de 4 points de ’estimation ponctuelle.
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