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CC2

Durée 1h00. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte. Le baréme est donné a titre
indicatif.

Exercice 1. (3 points) Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parametre p €0, 1[.
1. Donner la loi de X.
2. Calculer la fonction caractéristique de X.

Exercice 2. (3 points) Soit (U,),,-, une suite de variables aléatoires indépendantes toutes de
loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. Que peut-on dire de

fU)+...+ f(U)

n

lorsque n tend vers +oo 7

La fonction f, continue sur le segment [0, 1], y est bornée. Ainsi, les variables aléatoires (f (Uy)),;>1
sont indépendantes, de méme loi et admettent un moment d’ordre 1. On peut leur appliquer la loi forte

des grands nombres (puisque la fonction f est bornée, les variables admettent un moment d’ordre 2 et
fWU1)+..4f(Un)

on est méme dans le cas dont on a étudié la démonstration en cours) pour trouver que =

converge presque stirement, lorsque n tend vers 'infini, vers

E[f(Uy)] = 01 f(t)dt.

Cette méthode est parfois utilisée pour calculer des valeurs approchées d’intégrales et s’appelle la
méthode de Monte-Carlo.

Exercice 3. (6 points) On considére une suite de jets indépendants d’'un dé équilibré. On
désigne par Xj le résultat du k-éme jet et par Y, le plus grand résultat observé au cours des n
premiers jets
Y, = max X
T Zkan R
1. Montrer que (Y,), converge presque surement vers une constance ¢ a préciser.
Il est assez évident que la suite va converger presque stirement vers 6 : Y,, vaut 6 a partir de la
premiere observation d’'un 6, et la probabilité qu’on ne fasse aucun 6 est nulle. Formalisons ceci
P(FkeN: X;=6)=1
Or (w:3k e N: Xy(w) =6) C (w: limyy00 Yn(w) = 6), d’ont

P(lim Y,l:6>:1

n—oo
et la convergence presque stire de Y,, vers 6 .

2. On pose : N, = Card{k < n : X, = 6} pour tout n € N*.
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(a) Ecrire N,, comme une somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées et donner sa loi.

N, est la variable aléatoire qui compte le nombre de 6 peut se réécrire N,, = > 1, Lx,—6)-
La suite de variables aléatoires ( Z := 1/x, —g) ) est indépendante et identiquement distri-
k (X1, =6) I q
buée. Et 1,y _¢ suit une loi de Bernoulli de paramétre P (X = 6) = L elle posseéde donc
(X1=6) I 6’ p
une espérance. Donc N,, suit une loi binomiale de parameétres n et p = 1/6.

Ny

(b) Etablir alors la convergence presque siire de la suite ( . ) -
n

D’apres la loi forte des grands nombres, on a

N,,, Zl + . e + Zn p.S.
- Y= = Ty
n n

| =

Exercice 4. (8 points) A Dapproche des élections, un institut de sondage contacte succes-
sivement des individus. Notre modele est le suivant : les appels sont indépendants et chaque
individu répond qu’il va voter pour le candidat A avec probabilité p4 (et pour le candidat B
avec probabilité pg = 1 — pa). Le but est d’estimer le parametre p4 du modele. Soit Na(n) le
nombre de réponses en faveur du candidat A collectées en n appels.

1. En utilisant I'inégalité de Tchebychev, montrer la convergence en probabilité de la variable

, . N N .
aléatoire An(") vers une constante a déterminer.

Introduisons une suite X}, de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre py
telle que X} prend la valeur 1 si le k-eme individu appelé se prononce pour le candidat A, et 0
dans le cas contraire. On note que N4(n) = > j_; Xi et on a

]
Na(n)

n

1 1—;
} = —nVar(X;) = ]7)‘4( p4)
n n

Var {

Na(n)

donc l'inégalité de Tchebychev appliquée a la variable aléatoire donne, pour tout € > 0,

Nl pa(l—;
]P( a(n) _ >5> SpA( pA)

n ne2
Si on avait Y 2P (‘\%L(") —p A‘ > 5) < oo par application du lemme de Borel-Cantelli (cf

. . . A Na(n . 5o s .
exercice 5 TD 8), on obtiendrait la convergence presque stire de % vers pa. Mais l'inégalité
obtenue par I'inégalité obtenue ne nous donne pas une majoration par le terme général d’une
série convergente, donc n’est pas suffisante pour obtenir la convergence presque stre...

Na(n)

. converge en fait presque stirement vers cette constante.

2. Montrer que
D’apres la loi forte des grands nombres,
Nan) Xi+Xo+...+X, ps
n n

pa

car la suite (X}) est iid et que X; admet pour espérance p4.
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3. En reprenant l'inégalité de Tchebychev, déterminer un intervalle de confiance pour le
parametre p4.

Utiliser I'inégalité de Tchebychev va toutefois nous permettre de construire un intervalle de

confiance de niveau 1 — § pour pg, c’est-a-dire une région qui contienne p4 avec probabilité au
pa(l—pa) _ 5

moins 1 — . Pour cela on choisit dans 'inégalité de Tchebychev ci-dessus ¢ tel que = —

Pour cette valeur de € on a alors

IP’( Na(n) —pA' <s) >1-5

n

_ 1 /pa(l—pa) .
En remarquant que € = mV e, on peut poser

I(n,é):{ n n ) T on NG )

Na(m) 1 [pa(l—pa) Na(n) 1 pA(lpA)]



