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Exercice 1. Soit #; et O deux parametres réels inconnus et soit:
— Y] un estimateur sans biais de 6; + 05 et de variance o?
— Y, un estimateur sans biais de 20; — 6, et de variance 40?2
— Y5 un estimateur sans biais de 66; + 365 et de variance 902
Les estimateurs Y7, Y5 et Y3 étant indépendants, nous cherchons les estimateurs sans biais de
0, et O, linéaires en Y7,Y5 et Y3, et de variance minimale.
1. Notons 8 = aY; + Y, + vYs.
(a) Quelles sont les équations a satisfaire pour que 6 soit un estimateur sans biais de 6;?
(b) Dans ce cas-1a, exprimer la variance de § et la minimiser.
(¢) Idem pour 6.
2. Notons Zl = Yi, Z2 = }/2/2, Zg = Y:O,/v?), Z = (Zl, ZQ, Zg)l et 0 = (01,92)/
(a) Trouver la matrice X telle que E(Z) = X6.
(b) Que vaut V(Z2)?
(c) On peut alors écrire Z = X6 + . Retrouver les estimateurs de 6; et 6, calculés
question 1.

Exercice 2.
1. Nous avons une variable Y a expliquer par une variable X. Nous avons effectué n = 2
mesures et trouvé

(z1,91) = (4,5) et (x2,92) = (1,5)

Représenter les variables, estimer 5 dans le modele y; = Sx; + €; et représenter Y
2. Nous avons maintenant une variable Y a expliquer par deux variables X; et X,. Nous
avons effectué n = 3 mesures et trouvé

(xl,la T1,2, yl) = (37 27 O)? (%271, T2.2, yQ) = (37 37 5) et (563,17 T3.2, y3) = (07 07 3)

Représenter les variables, estimer 5 dans le modele y; = B12;1 + 27,2 + €; et représenter
V.

Exercice 3. Soit X une matrice de taille n x p composée de p vecteurs indépendants de
R”. Nous notons X, la matrice composée des ¢(¢ < p) premiers vecteurs de X. Nous avons les

deux modeles suivants :
Y=XB+e et Y=X05,+7¢

Comparer les R? dans les deux modéles.

Exercice 4. On examine ’évolution d’une variable Y en fonction de deux variables x et
z. On dispose de n observations de ces variables. On note X = (]1 x z) ou 1 est le vecteur
constant et x, z sont les vecteurs des variables explicatives.

1. Nous avons obtenu les résultats suivants:

30 0 0
X'X=|? 10 7
77 15

(a) Donner les valeurs manquantes?
(b) Que vaut n ?
(c) Calculer le coefficient de corrélation linéaire empirique entre z et z.
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2. La régression linéaire empirique de Y sur 1, z, 2z donne
Y=-21+z+2:+¢ SCR=|¢|*=12

(a) Déterminer la moyenne arithmétique Y.
(b) Calculer la somme des carrés expliquée (SCE), la somme des carrés totale (SCT) et
le coefficient de détermination R? que 'on notera Ry , .
3. (a) Calculer X'Y en utilisant la valeur de 3. En déduire Sy et >z
(b) Calculer les coefficients linéaires p(z,y) et p(z,y). En déduire la valeur du R? pour
le modele de régression de y par 1 et x puis de y par 1 et z. On les note R]Qlyx et
R}, respectivement,

Exercice 5. Régression sur données agrégées par groupes. On suppose le modele de régres-
sion Y = X3+ ¢,E(e) =0,V(e) = 0*I,, valide mais les données individuelles (1, , Zip, Y;)
ne sont pas disponibles. On observe seulement les moyennes sur I groupes, notés Cy,--- , Cf,
d’effectifs nqy, -+ ,ny: .
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En notant &, = n—lk Yiec, i Oon a Y =Xp+&
1. Calculer E(¢) et V(g).
2. Notons M = diag (\/n_l, ,\/n_l) Y* = MY, X* = MX et ¢ = Mé. Quelle est la
relation entre Y*, X* et ¢*7 Calculer E (¢*) et V (£*)?
En déduire un estimateur de j3.
4. Application numérique : I = 3 avec n; = 1 et ny = nz = 2. X! =(1,1,1), X}, = (7,12,5)
et Y’ = (15,25, 10)
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