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Controle continu 1
Durée 1h10. Les documents, la calculatrice, les téléphones portables, tablettes, ordinateurs ne
sont pas autorisés. La qualité de la rédaction sera prise en compte.

Exercice 1.  Soit N : R? — R, définie pour u = (z,y) par N(u) = supy,<; |z + ty|
1. Montrer que N est une norme. o
Dans cette question u = (z,y) et v = (9, yo) sont deux éléments quelconques de R

— La borne supérieure N (u) existe car elle représente le maximum (atteint au moins
pour une valeur ty) de I'application ¢ — |z + ty|, définie et continue sur [0, 1].

— On a évidemment 'inégalité N(z,y) > 0. D’autre part N(z,y) =0 =Vt € [0,1],z +
ty=0=x=y =0 (choisir t =0et t =1.)

— Pour tout réel \ :

N(Au) = sup |(Az) +t(Ay)| = sup |||z +ty| = |A| sup |z + ty| = |A|N(u)
0<t<1 0<t<1 0<t<1

— Pour tout réel ¢ de [0,1], |(z + o) +t(y +vo)| < |z +ty| + |z + tyo| < N(u)+ N(v).
On peut alors passer a la borne supérieure dans |(z + zo) + t(y + yo)| et écrire :
N(u+v) < N(u) + N(v)

L’application u — N (u) est donc une norme sur R?.

2. Représenter la boule unité fermée de centre 0. Justifier.

Soit u = (x,y) un élément quelconque
de R?, et soit ¢ définie sur [0,1] par
¢(t) = |z + ty|. L’application positive

N 2 1Y ®? est convexe sur [0,1] (sa dérivée
\ seconde est positive ou nulle). L’appli-
\ cation ¢? atteint donc son maximum
1\ ent=0ouent=1.Ilen est de méme
\ de ¢. On a donc :
—2 -1\, [ 2 <
N Nw) <1 {90 =1
N ¢(1) <1
AN NES
) \ [z +yl <1

-1 <x<1
=
—x—-1<y< —x+1

Exercice 2. (Courbe de Viviani) Dans cet exercice, on se propose d’étudier la courbe :

Dont une paramamétrisation est pour tout t €] —m, 7|

z(t) = cos’t
¢:t— |y(t) = sintcost
z(t) = sint
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t
1. On consideére la projection sur le plan yz. Soit donc la courbe paramétrée ¢, : t — <y( )>

2(t)

(a) Déterminer les points de ¢, admettant, dans le plan yz, une tangente horizontale

ou une tangente verticale

Avant de commencer, on remarque que y et z sont impaires et la courbe admet donc
une symétrie centrale par rapport a 'origine O et deux symétries axiales par rapport
a chacun des axes Oy et Oz.

, y'(t) = cos®t — sin?(t)
On a ¢,,.(t) = ( Z'(t) = cost
pour lesquels y/'(t) = 0 et 2/(t) # 0 (i.e. pour t = £7/4,£37/4) et les tangentes
horizontales sont en les points pour lesquels 2/(¢) = 0 et y/(¢) # 0 (i.e. pour t = +7/2).

. Les tangentes verticales sont en les points

(b) Compléter le tableau de variations suivant pour ¢, :

t

-7 —3m/4 —m/2 —m/4 0 /4 /2 3r/4

signe

de y/'(t)

+ 0 - - 0 4+ 4+ 0 - = 0

variation

de y(t)

0o 2 12 N, 0 N\, -1/2 0 S 1/2 N\, 0 \, -1/2

signe
de 2/(t)

variation

de z(t)

0 N V22 N\ -l V22 0 VR TN V22

(c) Tracer la courbe ¢, ainsi que ses tangentes :

2. On se place maintenant dans le plan xy. Calculer

(Pt BN

[ \

4||[\\0-5 I /4!,
N |/

1 1 >< i y
—1 —0.5'/ \ 0.5 1
o5t N
\ )
Ml A

<x<ti(_t)1/ 2) H Quelle interprétation

géométrique peut-on faire?

On a

(z(t) —1/2)* + y*(t) = cos*(t) — cos?(t) 4 1/4 + sin®(t) cos? ()
= —cos?(t) sin®(t) + 1/4 + cos*(t) sin*(t) = 1/4

La courbe ¢,, appartient donc au cercle de centre (z,y) = (1/2,0) et de rayon 1/2.
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3. On se place dans le plan zz. On considere alors ¢,,(t) = (x(t))
(a) Trouver les points critiques de ¢,..

On a 2/(t) = 2sint cost qui s’annule en t = £7/2,0. Comme 2/(t) s’annule aussi en
+7/2, 1l y a 2 points critiques.

(b) Compléter le tableau de variation suivant pour ¢, :

t - —7/2 0 /2 T
signe de 0 0 0 0 0
2/(t) - + - +
variation
de (1) 1 N 0 Ve 1 Ny 0 Ve 1
signe de
(1) — 0 + + 0 —
variation
de =(t) 0 Ny -1 s 0 s 1 Ny 0

(¢) Etudier la nature des points critiques de ¢,,. On admettra que ¢g.(7/2 +t) =

((1 — cos(2t))/2>.

cos(t)

On remarque que la courbe admet une symétrie axiale par rapport a I’'axe Ox. On
peut donc se contenter d’étudier le point critique correspondant a t = 7/2. On écrit
le développement de Taylor

((2h)2/2 — (2h)* /4] + o(1*)) /2
Gaz(T/2+ ) = ( 1= B2/2 + bt /41 + o(h4) )

) @ " (—11/2> " (I/lz/f ) 4 G) ofh")

Avec les notations du cours on a p = 2, ¢ = 4, la tangente est alors la droite portée
par v = (1,—1/2) et on a w = (—1/3,1/24). C’est donc un point de rebroussement
de deuxieme espece :

w

Ny

(d) Tracer la courbe de ¢, ainsi que les tangentes en les points critiques.
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4. Retour dans R3,
(a) Calculer ||¢(t)||. Quelle interprétation géométrique peut on faire 7

On a
22 (t) + y*(t) + 2(t) = cos* t +sin*tcos® t + sint
= cos?t(1 — sin*t) + sin® ¢ cos® ¢ + sin®t
=1
Les points ¢(t) sont donc portés par la sphere unitée centrée en 'origine.

(b) Les questions 2 et 4a nous apprennent que la courbe ¢ est a 'intersection de 2 objets
géométriques simples. Lesquels ? justifier.

La courbe ¢ est a l'intersection de la sphere unité centrée en l'origine et du cylindre
de rayon 1/2 et de droite de révolution vertical passant par le point (1/2,0,0).






