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Controle continu 1

Exercice 1.  Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R3 définie par

d(x,y) = (21 — 222) (Y1 — 2y2) + T2yo + (22 + 23) (Y2 + ¥3)

pour tout x = (21, 2, 23) et y = (Y1, Y2, Y3)-
1. Vérifier que ¢ est un produit scalaire sur R3.

L’application ¢ : R? x R? — R est d’aprés I’énoncé bilinéaire et symétrique. Reste & voir qu’elle
est bien définie et positive. Sa matrice est

1 -2 0 U1
O(Ty):<7'1 x2 :173) -2 6 1| |w
0 1 1 Y3

=M

Les déterminants mineurs principaux de M sont A} =1, Ay =4 et Az = 1. D’apres le critere de
Sylvester, ¢ est définie positive. C’est un donc bien un produit scalaire.

2. On note ||H¢ la norme associée a ¢. Soit ¢ = (1,0,0), 7 = (0,1,0) et k£ = (0,0,1). Calculer
les coordonnées de

i j—¢ler, j)er o k—¢(er, k)er — dlea, ke

€1 =75, €E2=

i =dle Dells” 7 Mk = dler, Ker — dlea, Resll,

On a

— [lill3 = o(i,9) =1 et
e1 =i=(1,0,0)

~ Be1) = ~2 et wy = j — Bler, )er = (2,1,0). De plus [} = §(uz, ) = 2. Aimsi
ea = (2,1,0)/V2 = (vV2,v2/2,0)

0, p(k,e2) =1/v/2 et uz =k — ¢(e1, k)er — ¢(ea, k)ea = (—1,—1/2,1). De plus

o ¢(k761) —
= ¢(ug,u3) = 1/2. Ainsi

lus|l3
e3 = (—V2,-v2/2,V2).

3. Vérifier que (eq, e, e3) est une base orthonormale pour ¢.

Le procédé de la question précédente s’appelle orthonormalisation. Vérifions directement que
¢(ei,e;) = 1sii=jet0sinon. Cela revient a vérifier que le produit matriciel suivant est correct

E'ME = Ids.
1 V2 =2
avec E = [0 /2/2 —/2/2| est triangulaire (les colonnes de E sont les vecteurs e, e3 et e3).
0 0 V2

4. Déterminer (sans calcul) la matrice de ¢ dans la base (e, ez, €3).

Par définition la matrice A de ¢ dans la base (e1, ez, e3) est la matrice A = [¢(e;, e;)]?;_;. Or
d’apres les deux questions précédente A = Ids.
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Exercice 2.  Soit la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = mﬁzz si (x,y) # (0,0) et
f(0,0) = 0.
1. Etudier la continuité de f.

La fonction f est continue sur R? \ {(0,0)} comme somme et produit de fonctions continues (le
dénominateur ne s’annulant pas en dehors de 'origine). Reste & étudier en (0,0) :

Wy? 2 2\3/2—1 2 2\1/2
< (" +y) = (27 41 —— 0
2 4+y? ~ (@™ +y7) SR (z,5)—(0,0)

‘f(il;ay) - f((),0)| -

La fonction f est continue sur tout le plan.

2. Soit v = (v1,v2) € R%. Montrer que la dérivée directionnelle D, f(z,y) existe en tout point
(z,y) € R?\ {(0,0)}. Calculer ensuite D, f(z,y).

La fonction f est différentiable sur R? \ {(0,0)} comme somme et produit de fonctions diffé-
rentiables. Elle admet donc des dérivées directionnelles en tout point différent de ’origine. De
plus,
4 2,2 3
) ) Yy —xy 2x°y
D,f(x,y)=d v) = =V - 55 V2.
I/f( /y) (Iﬂ;)f( ) (.’LZ + yZ)Z 1 (1:2 + yz)z 2

3. Soit v = (v, ) € R%. Montrer que la dérivée directionnelle D, f(0,0) existe. La fonction
f est elle différentiable en l'origine 7

Par définition on a

. f(hvy, hvg) — £(0,0) 1 huih®uy V109
D,f(0,0) =1 = lim — - — = — s € R.
»/(0,0) B0 h B0 h (h?v? + h2v3)  v? 4+ v3

De plus, $£(0,0) = D(1,0)/(0,0) = 0 et 5£(0,0) = D(o,1)£(0,0) = 0. Or il existe une dérivée
directionnelle non nulle et f ne peut étre différentiable en 0. En effet, il existe (vy,vs) € R? tel

que Dy, £(0,0) # v15£(0,0) +v1255(0,0).

Exercice 3.  Trouver les points sur le paraboloide z = 422 + 32 ou le plan tangent est paralléle
au plan x + 2y + z = 6.
Le plan x 4+ 2y + z = 6 est normal au vecteur (1,2, 1). Le plan tangent au paraboloide est normal

au vecteur (% %, 1). Trouver un plan tangent paralléle revient a résoudre le systéme :

On trouve une unique solution (z,y) = (—1/8,—1).



