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Chapitre 4

Réprésentation des fonctions de plusieurs
variables

4.1 Représentation des fonctions de R? et R? a valeurs réelles

4.1.1 Rappels de bases et définitions

Exemple 4.1.1. La fonction f: R — R défini par f(x) = log(z(x + 3)(z — 2)) a pour domaine
de définition D(f) =| — 3,0[U]2, + 00| (en rouge sur le graphique) et pour ensemble image
Im(f)=R :

LD
>~
D

Définition 5.1.1. Une fonction f de plusieurs variables et & valeurs réelles (aussi appelé
champ scalaire) est une fonction définie sur une partie D de R™ (n > 1) et a valeurs dans R
Elle fait correspondre a tout point z = (z1, 2, - ,2,) de D un unique point y = f(z) de R

Dans la suite de ce chapitre nous donnerons principalement des exemples ou n =2 et n = 3.

Exemple 4.1.2. Le domaine de définition la fonction f(z,y) = /= + y est 'ensemble D =
{(z,y) € R*,x +y > 0}. Cest la partie du plan suivante :
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6 CHAPITRE 4. REPRESENTATION

Les valeurs prises par la fonction parcourent tout ’ensemble des réels positifs ou nuls : I'm(f) =
R*.

Exemple 4.1.3. Le domaine de définition de la fonction f(x,y,z) = In(1 — |z| — |y| — |2]) est
I'ensemble D = {(3:, y,2) € R3 |z| + |y| + |2| < 1} qui est représenté ci dessous :

4.1.2 Graphe

Dans le cas des fonctions f : R? — R, le graphe G(f) = {(z,y, f(z,y)) € R? x R, (z,y) € D}
est un sous ensemble de R3. Lorsque la fonction f : R? — R est réguliére on peut représenter ce
graphe comme une surface (on peut penser a un “drap qui flotte”) dans R3.

Les axes Ox et Oy (qui forment le plus souvent le plan horizontal dans les représentations

graphiques) sont réservés aux variables = et y tandis que I'axe Oz (le plus souvent 'axe
vertical) représente la valeur de z = f(z,y). Ainsi, pour tout (z,y) € D(f) on a le point

(z,y, f(z,y)) € G(f).

Exemple 4.1.4. Voici quelques exemples de graphes de fonction de R? dans R. Les couleurs ne
servent qu’a améliorer la lisibilité.
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f(x,y) = (2% + y) exp(—2® — ¢*) f(x,y) =sin(v/a? + y2) /Va® + 42

4%,

2%,

V%
9.,

Paraboloide : f(x,y) = 22 + ¢*

4.1.3 Représentation en couleur

Une image peut étre modélisée par une fonction de deux variables a valeurs réelles et définie sur
le domaine [0, 1] x [0, 1].

Exemple 4.1.5. Voici les fonctions du paragraphe précédent. Les couleurs codent I'intensité du
signal comme l'indique la présence d’une échelle de couleurs a coté de chaque graphique.

4 .
2f :
Y y 0p *
-2
—4 %H( E%
e aanaa ! [EEEEEEE

f(x,y) = (2° 4+ y) exp(—2* — ¢?) f(x,y) =sin(v/2? + y?) /Va® + 2
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4
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—4 —2 0 2 4
x x
Paraboloide : f(x,y) = 2% + ¢* Selle de cheval : f(z,y) = z* — y?

Exemple 4.1.6. Un exemple issu des prévisions météo donnant les cumuls de pluie prévu par
un modele :

4.1.4 Ensembles de niveau
Définition 5.1.2. Etant donnée une fonction R — R, 'ensemble de niveau \ € Im(f) est
Ly(f) ={z e R", f(z) = A}.
Dans le cas des fonctions de R? dans R, on parle de lignes de niveau. On peut tracer les lignes

de niveau en projetant sur le plan horizontal z = 0 la courbe donnée par 'intersection du plan
horizontal de hauteur A (i.e. le plan d’équation z = \) et le graphe de la fonction f.

5

Graphe de f(z,y) = sin(y)e*" Lignes de niveau de f(z,y) = sin(y)e
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En pratique, on représente simultanément différentes courbes de niveau pour visualiser les
différents niveau du graphe. Cette représentation s’apparente aux cartes géographiques ou le
niveau correspond a l'altitude. En bref, les courbes de niveau d’une fonction (x,y) — f(x,y)
fournissent une représentation géométrique de f dans le plan, alors que son graphe en donne
une dans ’espace.

Exemple 4.1.7. Voici les lignes de niveau des fonctions du paragraphe précédent représentées
en couleur ou avec des labels.

Paraboloide : f(x,y) = 2% + ¢* Selle de cheval : f(x,y) = 2% — ¢?

Quelques exemples de la vie courante :

Pour les fonctions de R?® dans R, les ensembles de niveau sont appelés surfaces de niveau. Ces
surfaces sont des sous-ensembles de R? et cela permet de représenter la fonction alors qu’il serait
délicat de représenter son graphe, qui est un sous-ensemble de R*.

0.5
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Exemple 4.1.8. Lorsque la fonction f : R® — R est polynomiale, on parle de surfaces algébriques.
En voici deux exemples classiques

Sphere : surfaces de niveau 1 et 4 (tron- Paraboloide : Surface de niveau 1 de
quée) de la fonction f(z,y,2) = 2> +y*+2%  f(x,y,2) = 2* +y* — 22

4.1.5 Les fonctions partielles

Définition 5.1.3. Etant donné une fonction f : R> — R définie sur tout le plan et un nombre
a € R, les fonctions partielles de f sont f!, f2: R — R définies pour tout ¢ € R par

fa®) = fla,t) et fo(t) = f(t a).

Le graphe des fonctions partielles peut étre déduit du graphe G de f en prenant 'intersection
entre Gy et les plans (verticaux) d’équation x = a et y = a, respectivement.

z 0.5 .
0 " N
5 10 -5 0 5 10
10_ y
T 10 )

1, -

z 0.5 a

—10 -5

5 10

1010 4

0
Graphe de f(x,y) = sin(v/z2 + y?)/v/22 +y? Graphe de f! : z +— f(z,0) o b= —2
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4.2 Représentation des fonctions de plusieurs variables a va-
leurs vectorielles

4.2.1 Deéfinition

Définition 4.2.1. Une fonction f de plusieurs variables & valeurs vectorielles (aussi appelée
champ de vecteurs) est une fonction définie sur une partie D de R" (n > 1) et a valeurs
dans R™ (m > 1). Dans ce cas, il existe m fonctions fi, -+, f,, : R — R telles que pour

tout © = (x1, 29, -+ ,x,) € R” de D on ait f(z) = (fi(x), -, fm(z)) € R™.

4.2.2 Représentation des champs de vecteurs

Lorsque m = n = 2 ou 3, on peut représenter I'application R"™ — R" par une collection de
fleches : en chaque point z € R™ est représenté un vecteur f(z) € R™. La terminologie “champ
de vecteurs” est donc appropriée.

Exemple 4.2.1. Le champ de vecteurs f(z,y) = 12(15 = (1,x — y) défini sur D = R? :
=Y
¥ ¥V ¥ ¥ ¥V I ¥V ¥V iy ¥ /vy yym@E=
P T T R R
(IR 2R 2R 2k P I T T T T T T U N N
AR R EEEEEEEE T N
P A
N A
B N T A A
N A
L v v ¥ Y Yy vy xaxo> 7oA A AA
Y O,*xxxxnx&**"””"’”t
')‘M)‘M“\A**a/vxﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁ
NN I IR R
L Ly N s as T A A A A A4
LS s s> T T AAA A A A A A A A
L S 8w 2> 77T A A A A A A A A A A4
LA 9w s> 7a a4 4 4 4 4 44 44 44
— 2k a s> 7 A A A A A A A A A A A A A A
W s > > 7 A A A A A A A A A A A A A A A
b > > 7 A A A A A A A A A A A A A A4
x ¥ A A Al A A Al A A A [4 A A A A A 4
-3 -2 -1 0 2 3
T

Exemple 4.2.2. Un champ de vecteurs f : R® — R3 défini sur D = {22 + 3>+ 22 =1}. On a
fl(a:7y7z) 3 . . ’ ..

f(z,y,2) = | f(zyz) | € R%. En chaque point du domaine de définition on a donc un vecteur

f3(l‘7y7z)

(“une fleche”) représenté :
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Chapitre 5

Limite, continuité et différentiabilité des
fonctions de plusieurs variables

5.1 Limites de fonctions

Soit E et F' deux R espaces vectoriels de dimension finie munis des normes ||-|| et ||-||" respecti-
vement.

5.1.1 Définition

Définition 5.1.1 (Limite de fonction). Soit f : D — F une fonction définie sur D C E et
a € E un point adhérent a D (i.e. a € D). On dit que f admet une limite ¢ € F' en a si pour
tout & > 0 il existe a > 0 tel que Vo € D, ||z —a| < a = ||f(z) — (| <.

Yy z

~{ 4 ¢
14
-{ — ¢
Dy
\ 0

Ilustration de la limite ¢ € R d'une fonction f : R? — R en a.
Remarque 1. 1. La définition précédente ne dépend pas du choix des normes sur F et F.

2. La limite d’une fonction est unique.

Définition 5.1.2 Notation de Landau. Soient (E, ||-||) et (F,||-||") deux espaces vectoriels
normés réels et f : F — F définie au voisinage de a € E (c’est a dire au moins sur une boule
ouverte B,(a) C E) et sauf peut étre en a. On dit que f = o(||x — a||™) au voisinage de a si
M—>Oquandx—>a.

z—al™

5.1.2 Calculer des limites en pratique

Montrer qu’une fonction n’admet pas de limite en un point

13



14 CHAPITRE 5. LIMITE, CONTINUITE ET DIFFERENTIABILITE

Proposition 5.1.1 (Caractérisation séquentielle de la limite). Soit f : D — F une fonction
définie sur D C E et a € E un point adhérent & D (i.e. a € D). Les propositions suivantes
sont équivalentes :

1. f a pour limite ¢ en a

2. pour toute suite (uy)ren de D qui converge vers a, la suite f(u) tend vers /.

Démonstration.

]

Pour montrer qu'une fonction n’admet pas de limite, il suffit de trouver deux suites (uy)gen
et (vg)ken de méme limite a € D et telles que (f(ux))ren €t (f(vg))ren possedent des limites
différentes.

S, si (2,y) £ (0,0)

Exemple 5.1.1. Etude de la limite en 0 de f(z,y) = .
0, si (z,y) = (0,0)
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Montrer qu’une fonction admet une limite en un point

Proposition 5.1.2. Soit f : D — F, a € D et £ € F. il existe une fonction s : Rt — R*
avec lim;_,o s(t) = 0 telle que pour tout z € D

1f (@) = €lI" < s(ll — all)

alors on a lim,_,, f(z) = ¢.

Démonstration.

]

Remarque 2. Pour les fonctions de R? — R cette derniére proposition suggere de passer en
coordonnées polaires comme dans I'exemple ci dessous.

Exemple 5.1.2. Calcul de limite en pratique : Soit f : R? — R la fonction définie par f(z,y) =
6x%y
22+y2 .

Montrons de plusieurs manieres que lim, ) 0,0y f (x,y) = 0.
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5.2 Fonctions continues

Soient E et F deux R espaces vectoriels de dimension finie munis des normes |[-|| et |||
respectivement. Dans la suite on note D un domaine de E et U un ouvert de E.

5.2.1 Définition et propriétés
Définition 5.2.1. Soit f: D — F et a € D. On dit que f est continue en a si

lim f(x) = f(a).

z€D

La continuité est une notion locale. On dit que f est continue sur D si f est continue en tout
point de D.

Exemple 5.2.1. Si £ = R" les fonctions polyndmiales sont continues. En particulier si F = R2,
s(z,y) = x +y et p(z,y) = xy sont continues sur R2.

Définition - Proposition 5.2.1. Soit f : D — Feta € D\ D. Silim,_, f(z) = £, la fonction
f définie sur D U {a} par f(a) = L et f(r) = f(z) pour tout z € D est 'unique fonction
continue en a dont la restriction a D est f. On appelle f le prolongement par continuité

de fa{a}.
On peut faire le lien entre topologie et continuité :

Théoréeme 5.2.1. Soit f : £ — F une fonction continue :
(i) si O C F un ensemble ouvert, alors f~!1(O) C E est un ouvert.
(i1) si F C F un ensemble fermé, alors f~1(F) C E est un fermé.



5.2. FONCTIONS CONTINUES 17

I (i74) si K C F un ensemble compact, alors f(K) C F' est une partie compacte de F'.
Démonstration. Admis dans ce cours. O

Remarque 3. Si F' = R, la propriété implique que f est bornée (et atteint ses bornes) sur
K.

5.2.2 Opérations sur les fonctions continues

La continuité est stable par les opérations algébriques usuelles :

Proposition 5.2.1. Soient F, F, G trois espaces vectoriels normés et D C E :
(1) Addition : f,g: D — F continues en a € D alors f + g est continue en a
(7i) Multiplication par un scalaire : f : D — F continue en a alors Af est continue en a.
(737) Multiplication (cas de F'=R) : f,g: D — R continues en a alors fg est continue en a.
(iv) Inverse (cas de FF =R) : f: D — R continue en a et f(a) # 0 alors % est continue en a.
(v) Composition : f:D — F et g: F — G.Si f est continue en a € D et g est continue
en f(a) € F, alors go f : D — G est continue en a.

Démonstration. O

Exemple 5.2.2.

5.2.3 Fonctions partielles
Soit B = (eq,- - ,e,) une base de E. Pour tout a € E on note (ay,--- ,a,) les coordonnées de a
dans la base B.

Définition 5.2.2. Soit f: E — F et a = (a1, ,a,) € E. On définit la i-eme application
partielle de f en a par

floR— F
t— f(ah' o aai—htaai—i—la” ' 7an)
Proposition 5.2.2. Si f est continue en a = (ay,--- ,a,) € E chacune de ses applications
partielles f! est continue en a; € R aveci =1,--- ,n.

A, st (2,y) # (0,0)

Remarque 4. La réciproque est fausse : la fonction f(x,y) = '
0, si (z,y) = (0,0)
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5.3 Dérivées partielles

Soit U un ouvert d’'un espace vectoriel normé FE.

Définition 5.3.1 (Dérivée suivant un vecteur). Soit a € U et v € E avec v # 0. On dit que
f admet une dérivée en a suivant la direction v si I'application ¢ — f(a + tv) est dérivable en
t = 0. Dans ce cas on note :

fla+to) - f(a)

Dy f(a) = lin !
bil
Remarque 5. Dans le casou F'=RP, ona f = : |. Et la limite dans la définition précédente
Ip

est égale a

flati)—f@ _ 1 [FOF I

lim = lim — : e R?
t—0 t t—0 ¢ ’
fola+tv) = f(a)
Définition 5.3.2. Soit B = (e, ,e,) une base de E. Etant donné a € U, la i-eme dérivée

partielle de f en a est, lorsqu’elle existe, la dérivée de f en a suivant le vecteur e; avec
i=1,---,n.On la note %(a) et on a

0
L@ = D@
_1%f(a+t€;)—f(a> :Pﬁl\%f(al,--- Ja; +t, - 7an)_f(a1’... L, 7an).

Si, de plus, g—i(a) existe en tout point a € U, on définit la i-éme fonction dérivée partielle
de f par :

of
al'i

U - F

af

ar o1 (a).
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Exemple 5.3.1. Calcul des dérivées partielles de la fonction

o %, si (z,y) # (0,0)
f(z,y) {07 si (z,y) = (0,0)

5.4 Fonctions différentiables

Exemple 5.4.1. Retour sur les fonctions réelles dérivables.

5.4.1 Définition et propriétés

Soit E et F' deux R espaces vectoriels de dimension finie munis des normes ||-|| et ||-||" respecti-
vement.
I Définition 5.4.1 (Différentiabilité en ). Soit f : E — F définie sur un ouvert U et a € U.
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On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire ¢, : E — F' telle que

I1f(a+ 1) — fa) — pa(W)II

|7l h=0p
h#0g

> 0

Avec la notation de Landau cela s’écrit :

fla+h) = f(a) + @a(h)+o(]|h]]), quand h — 0

Contrairement aux dérivée partielles ou directionnelles, la notion de différentiabilité implique la
continuité :

Proposition 5.4.1. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.

Démonstration.

]

Proposition 5.4.2. Si f est différentiable en a, f admet en a une dérivée suivant tout vecteur
v # 0. De plus, cette dérivée vaut p,(v).

Démonstration.

]

Définition - Proposition 5.4.1. Si f est différentiable en a, application linéaire ¢, : £ — F
est définie de maniere unique. Elle est appelée différentielle de f en a et est notée d, f.

Démonstration.
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O

Proposition 5.4.3. Soit B = (ey,--- ,e,) une base de E et h = hje; + - -+ + hye, € E. Soit
f: E — F une application différentiable en a € F, alors d, f(h) = hl%(a) +e hn%(a)

Démonstration.

O

Notation : Soit B = (e, - ,e,) une base de E. Pour tout i = 1,--- ,n, on note dx; : £ — R
I’application linéaire duale de e; définie par

R

0 sinon

On a alors dx;(h) = h; (en d’autres termes dz; renvoie la i-éme coordonnée de h € E dans la
base B = (ey,...,€,)). On note alors

of

~ on,

of

dof ox

(a)dxy + -+

(a)dx,

Proposition 5.4.4 (Cas de E = R). Soit f: R — F. La fonction f est différentiable en a
si et seulement si f est dérivable en a et alors d, f est définie par :

daf(h) = hf'(a)

pour tout h € R.

Démonstration.
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f1 fi(a)
Remarque 6. Si F' =R" on a alors f = ( : ) et f'(a) = ( : ) e R"
fn fr(a)

Proposition 5.4.5 (Linéarité de la différentielle). Soient f,g : E — F différentiables en
a € E. Pour tout A\, u € R alors \f + ug est différentiable en a avec

da<)\f + Mg) = )\daf + ,U/dag‘

Démonstration.

5.4.2 Plan tangent

Proposition 5.4.6. Soit f : R? — R définie sur un ouvert &/ C R" et différentiable en
(%0, Y0) € U. Le plan tangent a Gy en (o, yo, f(x0,%0)) & pour équation :

L(z,y) = f(xo,40) + (v — xo)gic(xmyo) +(y — yO)g;(an Yo).

Remarque 7. L’application L est bien définie sur R? tout entier.
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Graphe de la fonction f(z,y) = 2% + 3? et le plan tangent au point
(=1,—1, f(—=1,—1)). On représente trois niveau de “zoom” vers ce point.

5.4.3 Vecteur gradient

Dans cette section, on considere des applications définies sur R™ et a valeurs réelles. On note
aussi Y un ouvert de R™.

Définition 5.4.2. Soit a € U. On appelle gradient de f : U/ — R en a le vecteur
o (a)

Ox1
Vi =| : |ern

o (@)

Proposition 5.4.7. Pour tout a € U le gradient est I'unique vecteur de R™ tel que pour tout
h € R™ on ait

daf(h) = (Vf(a),h).

TF FT R A ] T T
2F SN 4 M y s
v S IS v N v . L
1: « /= LY 7 V.
B « ’
o 1O00):
kK < <
Z —1F 2 v AN
= L . v 1 v IS v v
-2k * e v 4 1 A r A
s y | v 4| | |
-2 -1 0 1 2
T

Graphe, lignes de niveau et gradient de la fonction (z,y) — ze = .

Remarque 8.
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5.4.4 Matrice jacobienne

Définition 5.4.3. Soit B = (ey,--- ,€,) une base de E. Soit B’ = (¢}, - ,¢€,) une base de F.

»Cp
On suppose f différentiable en a € E. La matrice de I'application linéaire d, f : £ — F' dans

les bases B et B’ est appelée matrice jacobienne de f en a. On la note Jacs(a).
Remarque 9. On a donc Jacs(a) = Matg g (do f)

Proposition 5.4.8. On a avec les notations précédentes :

gar(a) - 3(a)
Jacg(a) = : : e M, ,.(R)
Ye(a) - (o)

oun =dimF et p=dimF.

Démonstration.

]

Définition 5.4.4. On suppose que E = F' et B = B'. Le déterminant de la matrice Jacy(a)
est alors appelé jacobien de f en a.

Notation : On note parfaois H = det(Jacy(a)).

Exemple 5.4.2. Changement de coordonnées polaires : On a E = F = R? et on pose 9 :
10, +00[xR — R2, (r,0) — (rcosf,rsin@). Calcul du jacobien.
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Chapitre 6

Fonctions de classe C!

. . . . . . /
Soient E et F' deux R espaces vectoriels de dimension finie munis des normes ||-|| et ||
respectivement.

6.1 Définition et propriétés

6.1.1 Définition

Soit U un ouvert d'un R espace vectoriel E de dimension finie.

Définition 6.1.1 (Fonction de classe C'). Une fonction U — F est dite de classe C' si et

seulement si pour tout ¢ = 1,--- ,n la fonction % est bien définie et est continue sur Y.

wa 2 i ’ 07 O
Exemple 6.1.1. La fonction f(z,y) = ¢ > S% (z,9) #(0,0) est C! sur R?\ {(0,0)}.
0, st (z,y) = (0,0)

27
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6.1.2 Relation entre les fonctions C! et les fonctions différentiables

Théoréeme 6.1.1. Soit f : E — F définie sur un ouvert Y C FE. On suppose que f est de
classe C! sur U. Alors f est différentiable sur U.

Démonstration.
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Remarque 10. La réciproque est fausse : la fonction g : R — R définie par g(z) = z?sin (ﬁ) si

x # 0 et g(0) = 0 n’est pas C! mais est différentiable sur R.

4

1072
T

—-0.2 —-0.1 0 0.1 0.2

6.2 Composition des fonctions de classe C!

Soient F, F, G trois espaces vectoriels normés de dimension finie.

Théoréme 6.2.1 (Régle de la chaine). Soient f : E — F une application de classe C' sur
l'ouvert Y C FE et g : F — G une application de classe C' sur Uouvert ¥V D f(U). Alors
go f:E — G est de classe C! sur U avec, pour tout z € U :

de(go f)=dwygod.f

Démonstration.
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O

Remarque 11. Il s’agit de la généralisation de la formule de dérivation d’une composée pour
f,9:R —R.Onaalors pour z € R (go f)(z) = ¢ (f(z))f'(x).

Proposition 6.2.1. Soient f : £ — F une application de classe C! sur 'ouvert Y C E et
g : F — G une application de classe C! sur 'ouvert ¥V O f(U).
La matrice jacobienne de g o f en x € U est donnée par

Jgoy (1) = Jy(f(2)) - Iy ().

Démonstration. C’est la traduction matricielle du théoréme précédent. ]

On note B = (e1,--- ,e,) une base de E et B' = (e}, - , €)) une base de F'. Soit une application
f+E — F,onnote fi,---,f, : E — R les fonctions coordonnées de f dans la base B’

Autrement dit, on a f(z) = fi(z)ey + -+ fy(z)e, € F pour tout x € E.

Proposition 6.2.2. Soient f : E — F une application de classe C! sur 'ouvert Y C E
et ¢ : F — R une application de classe C! sur louvert ¥V O f(U). Alors en tout point
(x1,-+ ,x,) EU, on a pour tout j =1,--- n

dgo f &9y of;
a[[‘] (xh 7xn) _Zzz:lafz(fl(‘r% 7fp(x))axj(xl) 71:71)'
ol on a noté %(fl(@, -+, fp(x)) la i-éme dérivée partielle de g en f(z) € V.

Démonstration.
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Remarque 12. On a la notation plus condensée suivante :

dgof <~ 09 0fi

(2

La formule est concise mais les abus de notations peuvent étre trompeurs pour le néophyte. ..

Exemple 6.2.1. Coordonnées cylindriques : 1(r,0) = (rcos(6),rsin()) et f : R? — R de classe
C! sur R2. Calcul de 22,

6.3 Difféomorphismes

Soient F et F' deux R espaces vectoriels normés de dimension finie et U et V deux ouverts de E
et F' respectivement.

Définition 6.3.1 (Difféomorphismes). On dit que f est un C!-difféomorphisme de U vers V
si f est une bijection de classe C! de U sur V dont la réciproque f~! est de classe C! sur V.

Exemple 6.3.1. L’application (z,y) — (z + v,z — y) est un C'-difféomorphisme de R? dans R?.

Exemple 6.3.2. L’application ¢ : = + Sign(z),/|z| est une bijection de R dans R d’inverse
¢! x> Sign(z)z? L’application ¢! est C! sur R mais ¢ n’est pas Cl.
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Proposition 6.3.1. Soit f : £ — F un C! difféomorphisme de ¢/ sur V. Alors pour tout
a €U, d,f est un isomorphisme de E sur F' tel que

(daf)™! = dyy(f 7).

Démonstration.

Remarque 13. On a donc dim £ = dim F.

On dispose de la caractérisation suivante des difféomorphismes

Théoréme 6.3.1 (Inversion globale). Soit ¢/ un ouvert de E et f:U — F une application
injective de classe C'. Alors f définit un C' difféomorphisme du U sur f () si et seulement si
d, f est un isomorphisme pour tout a € U.

Démonstration. Admis. O

Remarque 14.
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Exemple 6.3.3. Coordonnées polaires : 1(r, ) = (r cos(f),rsin(f)) est un C!'-difféomorphisme
de 10, 400[x] — 7, 7[ dans R?* \ (R~ x {0}) (R? privé de la demi-droite des réels négatif).

6.4 Fonctions implicites

Dans R?, la droite D d’équation
ar+by+c=0

est la ligne de niveau 0 de la fonction (z,y) — az + by + ¢. Si b # 0 (i.e. si la droite n’est pas

verticale) on peut définir la fonction p(x) = —22¢ de sorte que (x, p(x)) € D pour tout = € R.

b
De la méme maniére, si a # 0 les points (¢(y), y) ot ¢(y) = —2%F< sont sur D.

a

Remarque 15. En physique, on utilise tres souvent cette formulation implicite. Par exemple, la
loi d’Ohm, souvent énoncée par U = RI, devrait plutot étre comprise comme la formulation
implicite de la courbe de niveau 0 de 'application f(U,R,I) = U — RI. En effet, on peut,
suivant les besoins, exprimer U en fonction de R et de I, ou I en fonction de U et de R, etc. ..

Question : étant donnée une équation f(z,y) = 0. A quelles conditions sur f peut-on faire le
méme procédé 7
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Définition 6.4.1. Soit f : R? - Ret T = {(z,y) € R?|f(z,y) = 0}. Si T peut &tre représenté
au voisinage de (xg,70) € T par le graphe d’une fonction ¢ :Ja,b[— R ou zy €la,b| (i.e.
(x,p(z)) € T pour tout = €la, b[), alors on dit que ¢ est une fonction implicite de 1'équation

f(z,y) =0.

Exemple 6.4.1. Soit f(z,y) = 2* +y* — 1.

Théoréme 6.4.1 (Fonction implicite sur R?). Soit f : : — R une fonction de classe C! sur
U ouvert de R? et (xg,90) € U. Si f(xg,70) =0 et g—g(aso, yo) # 0 alors il existe un intervalle
ouvert I contentant g et une unique fonction ¢ : I — R de classe C! telle que :

L. ¢(x0) = yo.

2. f(z,p(x)) =0 pour tout = € I.

oy @)
3. ¢(z) = O (mo(a)) POUT tout 7 € I.
oy (Te(z
4. la droite tangente a la courbe y = ¢(x) en x = xy a pour équation y = ¢’ (xo)(x—z0)+yo.
Démonstration. Admis. Mais on trouvera une preuve dans [1] page 204. O
Exemple 6.4.2. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = y*> —y — 3z et le point (zg,70) = (2, —2).
On a f(2,—2) = 0 et on considere la courbe de niveau 0.

Y 2
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Chapitre 7

Dérivées d’ordres supérieurs et études des
extrema

7.1 Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit E un R espace vectoriel et U un ouvert de E. On suppose que dim E =n et B = (e1,--- ,¢e,)
est une base de F.

7.1.1 Définitions et propriétés

Définition 7.1.1. Soit f : U/ — F et a € U. On suppose que f admet une j-eme dérivée

9 ﬂ)
(azj

partielle %(a} pour 7 = 1,--- n. Si % admet en a une k-eme dérivée partielle —5—=~,
J J k

1 <k <n,ondit que f admet en a une (k, j)-ieme dérivée partielle seconde que 1’on note

ﬁL(a)

Oz 0x; :

Remarque 16. En itérant le procédé, on définit les dérivées partielles triples, quadruples. ..

Définition 7.1.2. Une fonction f : U/ — F est de classe C* sur U si pour tout ji, jo, - - , ji €

. k .
{1,--+ ,n} la fonction ”% : U — F est continue sur U.
xjk-v-aznax“

On dit que f est de classe C* si f est de classe C* pour tout k& € N.

Exemple 7.1.1. Calcul des dérivées partielles secondes de la fonction f(z,y) = x2 cos(y).

37
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Le calcul des dérivées secondes de I'exemple précédent semble suggérer que les dérivées secondes
2 2 , . ’ N
a. f - et a. f - sont égales. C’est le cas pour les fonctions suffisamment régulieres :
0z;0x; Ox;0x;

Théoréme 7.1.1 (Schwarz). On suppose que f : U — F est de classe C? sur U. Alors, pour
tout i,5 € {1,--- ,n} on a sur Y
o’f O*f

8%83:]- N 81’]81’2

Démonstration.
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Le résultat s’étend aux dérivées partielles d’ordre supérieur :

Proposition 7.1.1.Si f : E — F est de classe C¥ sur U, alors pour tout ji,---,jp €

{1,--- ,n} et toute permutation o de {1,--- ,k}, on a:
Of Oy
Owjy, - - - Oy, 893]};(1@) T 833]&(1)
Démonstration. C’est un corollaire du théoréme de Schwarz. O

Notations : Par exemple, si f est de classe C* sur U les calculs de dérivées partielles d’ordres

8 _o0f rf
< 4 peuvent se faire dans un ordre arbitraire et on écrit : 22002 POUT 5 s amr -

7.1.2 Opérations sur les fonctions de classe C*

Proposition 7.1.2. Soient E, F,G trois espaces vectoriels normés, Y C E et V C F des
ouverts :
(i) Addition : f,g:U — F de classe C* sur U alors f + g est de classe C* sur U.
(1) Multiplication par un scalaire : f : U — F de classe C* sur U alors Af est de classe C*
sur U.
(4i1) Multiplication (cas de F =R) : f, g : U — R de classe C* sur U alors fg est de classe
CF sur U.
(iv) Inverse (cas de F =R) : f: U — R de classe C* sur U et a € U tel que f(a) # 0 alors

% est de classe C* sur un voisinage de a € U.

(v) Composition : f:U — Fet g: F — G. Si f est de classe C* sur U et g est de classe
CFsur V D f(U), alors go f : E — G est de classe C* sur U.
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7.1.3 Formules de Taylor et matrice hessienne

Théoréme 7.1.2 (Formule de Taylor-Young). Soit f : U/ — F une fonction de classe C? et
a € U. Alors il existe une fonction w : E — F' définie au voisinage de 0 telle que pour tout
h € E assez petit en norme,

F(a+ 1) = F(@) + duf(h) + S5 (1) + [ (h) avee [w(B)] — 0

ot d2f(h,h) = X0y =2d(a)hih;.

3,j=1 Baczax]

Démonstration.

Exemple 7.1.2. Développement limité en (0,0) et a 'ordre 2 de (z,y) — (ye®, cos(z + y)).
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Dans le cas F = R : Pour une fonction f : R® — R de classe C? et a,h € R", la formule de
Taylor donne :

n n @2
Jlath) = Z@f Zaxéf

zgl

(@hih; + o (0],

L’application Qqf : h — d2f(h,h) = 5371, 8:13 8x (a)h;h; est une forme quadratique sur R".
On peut donc I’écrire sous forme matricielle :

Définition 7.1.3. Soit f une fonction de classe C?> de Y C R"™ dans R et a € U. On appelle
matrice Hessienne de f en a la matrice

Hesst(a) = ( o (a )> = | (a) 87»’03(&) " Bnade, ()
Ox;0u; ij=1 : : :
8178;53:1 (a') 8:087128];2 (CL) T %(a)

En notations matricielles on a alors :
1
fla+h) = f(a)+ [Js(a)]h+ iht Hess(a)h + o([|2[|?)

Exemple 7.1.3. Soit fi(x,y) = ye®

7.2 Etude des extrema locaux

7.2.1 Définitions

Définition 7.2.1. Soit f : E — R une fonction définie sur un domaine D C E et a € D. La
fonction f admet en a
1. un maximum (resp. minimum) global si pour tout * € D on a f(z) < f(a) (resp.

f(x) = f(a)).
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2. un maximum (resp. minimum) strict si pour tout x € D\ {a} on a f(z) < f(a) (resp.
fx) > f(a)).
3. un maximum (resp. minimum) local si il existe un voisinage V de a tel que pour tout
reDNYVona f(zr) < f(a) (resp. f(z) > f(a)).
On dit que f admet en a € D un extremum global (resp. strict ou local) si f admet un
maximum ou un minimum global (resp. strict, local).

Graphe et lignes de niveau de la fonction (z,y) — ((z — 1)® — 2y?)e 27" ~v",

7.2.2 Condition nécessaire d’ordre 1

Définition 7.2.2. On suppose que dim E = n. On dit que f : Y — F de classe C* sur U

admet un point critique en a € U si %(a) =0 pour tout t = 1,--- ,n.

Théoréme 7.2.1. Soit f : U — F de classe C* sur U. Si f admet un extremum local en a € U
alors a est un point critique de f.

Démonstration.

Exemple 7.2.1. La condition n’est pas suffisante : prendre f(x,y) = xy en (0,0).
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7.2.3 Condition suffisante d’ordre 2

On suppose maintenant que f : E — R est de classe C? et que a est un point critique de f.
D’apres la formule de Taylor-Young on a :

Flat h) = f(@) + 5Quf () + ol[AI?)

Le signe de la forme quadratique Q. f : h — d2f(h,h) = h' Hess;(a)h permet dans certains cas
de caractériser les extrema :
Proposition 7.2.1. Soit a € D un point critique de f : £ — R. Si la forme quadratique @, f
est
1. définie et positive alors f admet un minimum local strict en a.
2. définie et négative alors f admet un maximum local strict en a.

Démonstration.

O
Remarque 17. Ne pas oublier la condition “définie” : soit f : (x,y) — %xz —ytet fo:(z,y)—
1z 4+ y* On a Jy, (a) = Jp,(a) = (0,0) et Hessy, (0,0) = Hessy, (0,0) = (1) 8 . Ainsi, l'origine

est un point critique de f; et fs, les formes quadratiques @, f1 et Q. f2 sont positives non-définies.
1. Porigine n’est pas un extremum de f; :
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7.2.4 Fonctions de R? dans R

Notation de Monge : Si f : R? — R est de classe C? sur U et (a,b) € U C R On note
p= %ﬁ(a, b), q = %(a, b), r = %(a, b), s = %%(a, b), t = %(a, b). La formule de Taylor-Young
devient :

fla+h,b+k) = f(a,b) +ph+ gk + % (rh? + 2shk + th?) + o(h? + k?)

Définition - Proposition 7.2.1. Soit f : R?> — R de classe C? sur U et (a,b) € U un point
critique de f :
1. si rt — 5% # 0 on dit que (a,b) est un point critique non dégénéré. Dans ce cas :
(a) sirt —s?*>0etr>0:(ab) est un minimum local de f.
(b) sirt —s*>0etr<0:(a,b) est un maximum local de f.
(c) sirt —s*<0: (a,b) est un point selle de f.
2. si rt — s = 0 on dit que (a,b) est un point critique dégénéré.

Démonstration.
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Exemple 7.2.2. f(z,y) = (v —y)? + 2° + ¢°.

Point selle

Exemple 7.2.3. f(z,y) = (z —y)? + 2* + y*.
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Chapitre 8

Intégrales Multiples

8.1 Détour par les intégrales simples

8.1.1 Construction de l'intégrale de Riemann

Soit f : [a,b] — R une application continue. On construit 'intégrale de Riemann en plusieurs
étapes :
1. lintégrale des fonctions constantes sur [a, b].

2. on définit par linéarité I'intégrale des fonctions en escalier (constantes par morceaux).

3. Si f est suffisament réguliere (“Riemann intégrable”), on approche f par une suite de
fonctions en escalier, puis on définit 'intégrale comme la limite des intégrales des fonctions

en escalier.

47
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4. On montre que les fonctions continues sur un fermé borné sont Riemann intégrable.

Y ) ) Y

T i i T

Enfin, on montre le théoréeme fondamental de 'analyse (lien entre calcul de primitive et
intégration).

8.1.2 Intégrales a parametres

Soit a,b € R avec a < b et J un intervalle non vide de R. On considere une fonction f de
[a,b] x J dans R. On cherche a étudier 'application ¢ définie sur J par

Py) = /ab f(t,y)dt.

Proposition 8.1.1. On suppose que f est continue sur [a, b] x J. Alors ¢ est définie et continue
sur J.

Démonstration. Admis. Mais on peut aller Voir [I] page 229. O

Proposition 8.1.2. On suppose que J est un intervalle ouvert. On suppose que f est continue
sur [a,b] x J et admet une dérivée partielle 3—5 continue sur [a,b] x J. Alors I'application ¢

est défnie et de classe C! et

'(y) = /ab g—g(t, y)dt

Démonstration. Admis. Mais on peut aller Voir [I] page 230. [

Remarque 18. Sous les hypotheses de la proposition précédente : la dérivée de I'intégrale est
égale a 'intégrale de la dérivée. ..

Exemple 8.1.1. Soit la fonction f : R — R définie par f(z) = [ f:r—t;dt. Calcul de f(0) et
1'(0).




8.2. INTEGRALES DOUBLES 49

8.2 Intégrales doubles

La construction de l'intégrale de fonctions de plusieurs variables suit sensiblement le méme
schéma que pour l'intégrale simple. Au lieu de calculer une aire, on calcul un volume.

1. On définit 'intégrale de fonctions indicatrices :

2. L’intégrale de fonction plus générale est alors définie comme la limite des intégrales de

fonctions indicatrices :
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La difficulté supplémentaire pour les intégrales doubles est que le domaine d’intégration peut
étre plus compliqué qu'un simple pavé (“un rectangle”). Ici, on souhaite calculer le volume situé
sous le graphe d’une focntion et dont la base est un quart de disque.

8.2.1 Intégrales doubles sur un pavé

Définition 8.2.1. Un pavé P est un sous ensemble de R? de la forme P = [a,b] x [c,d] C R?
oua<betc<d.

Théoréme 8.2.1 (Fubini pour les pavés). Soit f : [a, b] X [¢, d] — R une application continue.
On a alors
b d d b
/a (/ f(:t,y)dy)d:r:/c (/a f(ft,y)dx>dy-
Démonstration. Admis. Mais on peut aller voir [I] page 250. O

Définition 8.2.2 (Intégrale double sur un pavé). L’intégrale double sur le pavé P =
[a,b] X [c,d] de la fonction réelle f est la valeur commune des deux intégrales du théoreme

précédent :
J[ s ydedy = [ ( / df<x7y>dy>dx - ( [ f(x,y)dx) .

Notations : [[, f(z,y)dxdy ou [[p f ou [p f(x,y)dzdy ou [ f siil n’y a pas d’ambigiiités.

Remarque 19. On peut calculer 'intégrale double de deux manieres différentes :
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o1
Yy Yy
d d
—
c+ c+
s
1 - T 1 — T
a b a b
2) intégrer par rapport a y (“en colonne”), 1) intégrer par rapport a = (“en ligne”),
puis intégrer par rapport a = (“en ligne”) puis intégrer par rapport a y (“en colonne”)
Proposition 8.2.1. Si f : P — R se décompose en f(z,y) = g(x)l(y) alors on a :
b d
|| tagydady = [ gtz ) ( [ ey
Démonstration.
]

Exemple 8.2.1. f(z,y) = xy? définie sur P = [0,1] x [1,2].
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8.2.2 Intégrales doubles sur une partie élémentaire

Définition 8.2.3 (Partie élémentaire du plan). Une partie A de R? est dite élémentaire si
elle admet les deux définitions suivantes

A={(x,y) eRa <z <bpi(r) <y < ¢ala)] (1)

et
A={(z.y) eRc <y < d,dn(y) <z < a(y)) (2)

ol 1, o (resp. ¢1, ¢2) sont des fonctions continues sur [a, b] (resp. [c, d])

Remarque 20. L’intérieur de A est :
A={(z,y) €R’a <z <bpi(r) <y <)} (1)

et
A={(zy) eRle<y <ddily) <z < hly)}. 2)

Exemple 8.2.2. Voici quelques exemples :

o

o1
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o

Théoréme 8.2.2 (Fubini). Soit A une partie élémentaire définie par les formule (1) et (2) ci
dessus. Soit f : A — R? une fonction continue. On a alors :

[ )= [ ([ s ve)

Démonstration. Admis. ]

Définition 8.2.4 (Intégrale double sur une partie élémentaire). L’intégrale double sur A
de f est alors la valeur commune des deux intégrales ci-dessus. On a

J[ st yaray = [ ( [ s y)dy) o= [ ( [ f<x,y>da:) ay.

Notations : [[, f(x,y)dxzdy ou [[, f ou [, f(z,y)dxdy ou [, f siil n'y a pas d’ambigiiités.
Exemple 8.2.3. A= {(z,y) e R*[0 <z < let2® <y <a}et f(z,y) =2y

Définition - Proposition 8.2.1. L’aire de la partie élémentaire A est définie par

Aire(A) = / /A drdy.
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On a alors )

Aire(4) = [ (eala) = er()) de = [ (0nly) — n(u)) dy

Exemple 8.2.4. Soit A de disque de centre (0,0) et de rayon 1. Retrouver Aire(A) =«

8.2.3 Intégrales doubles sur une partie simple

Définition 8.2.5. On dit que A est une partie simple de R? si c’est la réunion d'une famille
finie de parties élementaires dont les intérieurs sont deux a deux disjoints.

Définition 8.2.6 (Intégrale double sur une partie simple). Soit A une partie simple de
R? on peut écrire A = U, A; ou les A; sont des parties élémentaires. Soit f : A — R une
fonction continue, on définit 'intégrale double de f sur A par

//A f(z,y)dzdy = é//Aiﬂx’y)dmy'

Notations : [[, f(x,y)dxzdy ou [[, f ou [, f(z,y)dxdy ou [, f siil n’y a pas d’ambigiités.
Exemple 8.2.5.
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Définition 8.2.7. L’aire Aire(A) d’une partie simple de A de R? est définie par

Aire(A) = //A dedy = /A' dredy = Aire(4;).
=17/ Ai i=1

8.2.4 Propriétés

Proposition 8.2.2 (Linéarité). Soit A une partie simple de R?. Soient f,g: A — R continues

et \,peR. Ona
//AAerug:A//Aeru//Ag.

Proposition 8.2.3 (Croissance). Soit A une partie simple de R? et f,g: A — R continues

ﬂ f < // '
A A

Proposition 8.2.4. Soient A; et A, deux parties simples de R? telles que A; C Ay et f une
fonction continue et positive sur A,. Alors

o= 1s

Définition 8.2.8. Soit A une partie simple de R?. On appelle centre de gravité de A, le point

de coordonnées : 1
sieen ([ 7o [ izay).

Exemple 8.2.6. Calculer le centre de gravité du disque de centre (0,0) et de rayon 1.
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8.3 Intégrales triples

Les définitions des domaines élémentaires peuvent étre généralisées de maniere évidente a R”.
On se contente ici de traiter le cas n = 3.

8.3.1 Intégrales triples sur un pavé

Définition 8.3.1. Soient a < o/, b < IV et ¢ < ¢ des réels. L’ensemble P = [a, a’] x [b, V] X [¢, ]
est un pavé de R3.

Définition 8.3.2. L’intégrale triple sur P de f : P — R est définie par :

///p f(wy, z)dedydz = / </bb (/ fa,y, z)dz) dy) dz

Notations : [[[, f(z,y)dxdy ou [f[p f ou [p f(x,y)dzdy ou [p f siil n’y a pas d’ambigiiités.

Remarque 21. Les propriétés de l'intégrale triples sont identiques a l'intégrale double :
1. on peut permuter I'ordre d’intégration.

2. 81 f(z,y,2) = a(z)B(y)y(2) alors

///P f(x,y, 2)dedydz = </ a(x)dx) </bb/6(y)dy> (/

8.3.2 Formule de sommation par piles

/ /

1(:)a:)

Définition 8.3.3. On suppose que A = {(z,y,2) € R3|u(z,y) < 2 < v(x,y), (z,y) € D} ou
D est une partie simple de R? et u,v : D — R sont deux fonctions continues. L’intégrale
d’une fonction f : R® — R continue sur A est

///A f(z,y, z)dxdydz = //D </u:ixyj) f(z,v, z)dz) dzdy.

Définition 8.3.4. Le volume de A est noté Vol(A) et est défini par
Vol(A) = //Ada:dydz = // (v(z,y) — u(x,y)) dedy
D

Exemple 8.3.1. Calculer le volume du simplexe T3 = {(x,y,2) € [0, 13|z +y + 2 < 1}.
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8.3.3 Formule de sommation par tranches

Définition 8.3.5. On suppose que A = {(z,y,2) € R*|(z,y) € D,,a < z < b} ot D, est une
partie simple de R? pour tout z € [a, b]. L’intégrale de la fonction f: R?* — R continue est

///A f(z,y, 2)dxdydz = /ab (/Dz f(z,y, Z)dxdy) dz.

Définition 8.3.6. Le volume de A est noté Vol(A) et est défini par

Vol(A) = //A dxdydz = /ab Aire(D,)dz.

Exemple 8.3.2. Montrer que le volume de la boule unité de R? vaut 4?”
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Définition 8.3.7. Soit A une partie simple de R®. On appelle centre de gravité de A, le point

de coordonnées :
1
Vol A (///A xdxdde,//Aydxdydz,///A zda;dydz) )

8.4 Formule de changement de variables

Proposition 8.4.1. Soient U et V deux ouverts bornés de R® et ¢ : U — V un C!-
difféfomorphisme tel que ¢(U) = V. Alors pour toute fonction f : )V — R continue :

/ flzy, -+ xp)dey -+ - dxy, = / flp(uy, - ,uy)) |det J(uw)| duy - - - duy,.
pU) u

ou det J, est le déterminant de la matrice jacobienne de ¢.

Démonstration. Admis. O]

La formule précédente généralise la formule de changement de variables dans les intégrales
simples :

@(b) b /
/m) f(@)de :/a fop(t) ¢(t)dt.

8.4.1 Cas des intégrales doubles

Dans le cas oi m =2 on a ¢ : R? — R? avec ¢(uy,us) = (o1(ug, us) = 1, pa(us, us) = ) et

/[p(u)f(x1,x2)dx1dx2 ://u f(o(ur, ug)) |det Jy,(ur, ug)| dusdus,
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dp1 Op1

N __ | 0u du
ou det J () = |55 G2 |-

ouq Ous

Exemple 8.4.1. Changement de coordonnées polaires : ¢ :]0, +o0o[x] — m, 7[: R? \ (R~ x {0})
défini par (r,0) — (rcos@,rsind). On a alors det J,(r,0) = r et la formule du changement de

variable s’écrit :
// f(z,y)dzdy = // f(rcos@,rsin@)rdrdd.
A e~ 1(A)

Y 0

¢ !(B)

L’aire du rectangle rouge ¢~ '(A) et du rectangle vert ¢(B) dans le plan (r,6) sont égales. Pour
retrouver les aires des couronnes A et B correspondantes dans le plan (z,y) il faut multiplier
par un facteur correctif |det J,(r, )| =r :

Aire(A) = //A drdy — // Ly Tlrd? = /01 rdr/ﬂ d6 — ;(2@ —
- .

3 s
Aire(B) = dxdy = rdrdd = [ rdr [ do =2(27) = 4x
B ¢~ 1(B) 3 -

Exemple 8.4.2. Changement de coordonnées affines.
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8.4.2 Cas des intégrales triples

Dans le cas ot m = 3 on a ¢ : R3 — R3 avec ¢(uy, us, u3) = (1 (ug, Uz, uz) = x1, 02Uy, U, uz) =
I‘Q,QO3<U1,U2,U3) = ZE3) et

///(u) f(xq, 29, x3)dr 1 drodrs = ///u flp(ur, ug, us)) |det J,(ur, ug, us)| dusdusdus,
©

Op1  Op1  Op1
wogm o
N _ |9v2  Op2  Op2
ou det J, = ow  our  ou -
Op3  Op3  Op3
8u1 aug aug

Exemple 8.4.3. Changement de coordonnées cylindriques.
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Exemple 8.4.4. Changement de coordonnées sphériques.

8.5 Circulation d’'un champ de vecteurs
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8.5.1 Définitions et propriétés
Soit (E, (-,-)) un espace euclidien et ||-|| est la norme euclidienne.

Définition 8.5.1 (Intégrale d’une fonction le long d’une courbe). Soit I' = ([a, b], ¢) un
arc paramétré de classe C'. On considére f : £ — R une fonction continue sur un ouvert
U C E. On suppose que ¢([a,b]) C U. L’intégrale de f le long de la courbe I' = ([a, b, ¢) est

[ 1o = [ #0160l dt

Définition 8.5.2. Soit I = ([a, b], ¢) un arc paramétré de classe C'. On considére le champ
de vecteurs V : U — E continue sur un ouvert Y C E. On suppose que ¢([a,b]) C U. On
appelle circulation du champ de vecteurs V' le long de I le réel :

b
/FW’ de) :/a (V(e(1)), ¢'(1)) dt.
Notation : Si £ = R* on pose V = (Vi,V3) et ¢ = (¢1, ¢o) définie sur [a, b], alors

[ ooy = [[Vitot)en e + [ Valot)otydt = [ Vide -+ Vady

Remarque 22. Les fonctions ¢ et ¢’ sont continues sur [a,b] et V' est continu sur U O ¢([a, b]).
Ansi, t — (V(¢(t)), ¢'(t)) est continue et 'intégrale est bien définie.

Proposition 8.5.1 (Relation de Chasles). Avec les notations de la définition précédente.
Pour ¢ € [a,b] on note :

Fa,c: ([G,C],¢>, Fc,b: ([07 b]v(b)a Fa,b: ([a?b]a¢)
Alors,
| wdey= [ vado)+ [ (v.do)

Cette formule se généralise & un nombre fini de point de ]a, b[. On étend alors la définition de
I'intégrale curviligne aux arcs continues de classe C! par morceaux. Si I' = ([a, b], ¢) est C! par
morceau pour la subdivision a = ag < --- < b = a,, alors on pose

/Vdgb Z/mvcw)

Proposition 8.5.2 (Changement de paramétrage). Soit I' = ([a, 0], ¢) un arc paramétré
de classe C'. Etant donné le C'-difféomorphisme 6 : [, d] — [a, ] considérons la courbe T”
définie par la paramétrisation ([c,d], 1 = ¢ o 0). Alors,

[ i) =< [ (v.av)

ou £ = sign(#')

1 si 6 est croissant
—1 si 6 est décroissant
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Démonstration.

]

Exemple 8.5.1. Soit V : R? — R? définie par V(z,y, z) = (%, 22, ). Calculer la circulation de
V' le long du segment reliant (0,0,0) a (1,2, 3).

8.5.2 Champs de Gradient

Définition 8.5.3. V : £ — E est un champ de gradient s’il existe une fonction f : F' — R
telle que V=V f.

Exemple 8.5.2. Voici deux exemples de champs de vecteurs :

T T T T T T T T \\\ V\\
ol AR R AR RN o[ o T ooy N
e A AR R R ERERRRARR RN .‘/////‘;‘/((ﬂ««v\\\ NNN
e A A AR R EER R R R RN RS AR NN NN NN
R A R AR EE RSN ééééiiiz«««**\‘\i;',\\}\\
S QN AT TR OSSR
Yy OW&««««A‘A;)»»aﬂﬁ Yy 07 ¢¢¢¢+yv‘vr:::;$ N
[t € € X p g ¥ F > > S>> L¢¢*V<A1 17"7,
RN 54545 o SREREERASIIIN LY
RS NN N R R A e e \\ié\\\\***:ji,';;;;//
N N N I NNNNNN2 222222 TS,
NN N —o | NNNNNN»mEe T /
_27\‘§'\\\\’\'& M‘/‘/‘/‘/’% AN R R S 5
NN KAL 7 ST /v/r//'/
NS NS
\1 \\\\\\\ I f\///\/ / \\4 | I I I
-3 -2 -1 0 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
T T
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Théoréeme 8.5.1. On suppose que V est un champ de gradient continue. Alors pour tout
courbe paramétrée I' = (I, ¢) d’origine A et d’extrémité B incluse dans U, on a

[ v.ds) = 1(B) - £(a).

Démonstration.

]

Définition 8.5.4. Un ouvert U est dit étoilé si il existe a € U tel que pour tout w € U on a
[a,w] € U.

Théoréme 8.5.2 (Poincaré, cas n = 2). Soit V : R? — R? un champ de vecteur défini sur
U et de classe C'. Si U est un ouvert étoilé alors V' = (V;, V5) est un champ de gradient si et

seulement si 24 = 92
Oxo Ox1

Démonstration. Admis. O

8.5.3 Formule de Green-Riemann (cas n = 2)
On considére R? muni de la base canonique (i, 7).

Théoréme 8.5.3. Soit A une partie de R? dont le bord est le support d'une courbe paramétrée
OA fermée, orientée positivement et de classe C' par morceaux. Soit V = (V4, V3) un champ
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de vecteur de classe C! sur un ouvert contenant A. On a alors,
oV, oWy
V, de) = / / 2 SN Gy,
/8A (Vo) A ( Ox dy > vy
Démonstration. Admis. m

Remarque 23. Orientation positive de OA : le point ¢ () qui parcourt le bord de A se déplace
pour t croissant “en laissant le domaine A a gauche”.

Notation : le théoreme de Green-Riemann est le plus souvent énoncé en introduisant la notion
de forme différentielle. La notation utilisée dans ce cas est [p Vide + Vady = [ Vi(6(t))d () +

Va(@(1))d5(t)dt = Jr (V, dp).

Proposition 8.5.3 (Calcul d’aire planes). Avec les notations différentielle on a

1
Aire(A) :/E)Aa:dy:—/(%yda::i/fma:dy—ydx.

Démonstration.

Exemple 8.5.3. Calcul de 'aire de la partie du plan A délimitée par I'axe Ox et ’arc paramétré
v :[0,27] = R? ¢+~ (t —sint, 1 — cost)
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