2.4. Analyse en composante principale : Interprétation des grandeurs factorielles

Exemple : biplot
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Apres avoir vérifié que les individus étaient bien représentés sur le plan factoriel en
examinant les valeurs des cosinus carrés des angles entre les individus et les axes
factoriels, il semble se dégager 4 groupes de cidres :

» groupe 1 : les cidres 3, 8, 4 et 10 qui sont des cidres doux,

» groupe 2 : les cidres 2, 5, 6 et 7 qui sont des cidres bruts,

» groupe 3 : le cidre 9 qui est un cidre particulierement odorant et suffocant,
>

groupe 4 : le cidre 1 qui est particulierement piquant.
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Généralité

Principe
Contexte : On dispose de n produits My, --- , M, décrits par p grandeurs. Comme
précédemment, on représente les données sous la forme d’un nuage I' de n points
dans RP.

Exemple : retour sur les cidres. On a le nuage de points suivant sur le premier plan factoriel :

Factor map

El

Dim 2 (25.02%)

T T T T
-4 -2 0 2 4
Dim 1 (51.54%)

Classification : On souhaite partitionner le nuage. En général, on cherche a créer des
classes les plus homogenes possibles.
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Généralité

Dendogramme

Dendrogramme : C'est une représentation en arbre. On créer facilement des sous-
groupes en “coupant” le dendrogramme a un niveau donné : tous les individus
solidaires d'une méme branche constituent un groupe.

Exemple : le dendrogramme associé au nuage de points précédent

i | S

- o © ~ w|l|loflo o < ©

CAH : C’est une méthode de classement “automatique”. On crée tout d'abord un
dendrogramme puis on fixe le nombre de groupe a posteriori uniquement.
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Généralité

Distances

Distance entre produits : On la note d et on définie la matrice de distance D = [D,-j],f’j:1
qui satisfait
DU = d(Mi7 Mj)7 ou ihj= 1,---,n
C’est une matrice n X n, symétrique, de diagonale nulle : on a donc seulement

n(n—1)

5 entrées a calculer.

Exemple : distance euclidienne, distance o

Ecart entre les classes : A I'aide de la distance d on définit une distance dist entre
deux sous-groupes 1 et > de I'.

Exemple : La distance moyenne. Distance du saut minimum (i.e distance des points les plus
proches). Distance du diamétre (i.e distance entre les points les plus éloignés). Distance de
Ward. . .
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Méthode de Ward

Espace Euclidien

Distance Euclidienne : C'est la distance “habituelle”. Soit M; et M> deux produits on a

do (M1, M) = \/ (ML — M2)2 4 - 4 (MP — ME)2.

Distance de Ward : Soit '] et [ deux sous groupes de points de I'. L'effectif de ') est
z 4 . 1 ) T .
noté |[k| et son centre de gravité est Gy = ] ZM,-erk M;. On définit la distance

de Ward par
distz(F1,T2) =y | PP db(Gy, Go)
ot pr = Lel =12,
Inertie : On appelle inertie d'un sous-nuage g = {My,--- , My} de I la somme

pondérée des carrés des distances de ses points au centre de gravité du nuage. Si
Go désigne le centre de gravité de [ on a

(o) = - Y (d(M;, Go)Y

M,'Gr()

Attention les poids 1 sont fixés : on a Z(Ip) = 22 Var(Io). ..
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Méthode de Ward

Décomposition de l'inertie

Theorem de Huygens : Soit [ un nuage de points partitionné en classes '1,--- , [y (i.e
disjointes deux a deux et recouvrant tout ). On a

I(r) = Iintra + Iinter
ou l'inertie intra est la somme des inerties :
Iintra = I(rl) P 003 +I(rk)

et l'inertie inter mesure la dispersion des classes autour du centre de gravité G de

r:
Iinter - Pl(d(Gla G))2 ahGELE Pk(d(Gka G))z,
oupp =1t g—1,... &
° G3' L
& . G :
o ° . ~ . L . QG
G ?
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Méthode de Ward

Principe de la méthode

La qualité globale d'une partition est liée a I'homogénéité interne des sous-

Partition :
nuages et donc également a |'éloignement des sous-nuages.
@ @
@ ® @ ®
] - o @ @ ° ® o)
@ @, @® @
@ @
@ @
Inertic intra-classes faible Inertie intra-classes élevée

Principe A chaque étape de |'algorithme on regroupe les deux classes dont I'agrégation
minimise le gain d’inertie intraclasse (i.e minimise la perte d’'inertie interclasse).
Etant données deux sous nuages 1 et [»> d’'un nuage I, la perte d'inertie inter est

d’aprés le théoreme de Huygens,

p1d2(G1, G) + p2d2(G2, G) = ﬂdz(Gl, Go)
p1 + p2

Autrement dit, c'est la distance de Ward (au carré) entre les deux classes '] et I's.
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2.5. Classification ascendante hierarchique : Méthode de Ward

Algorithme
Dendrogramme : on construit itérativement :
» Initialisation : chaque individu est seul dans une classe (i.e Z = Zjpter).
> Regle de progression : on rassemble les deux classes les plus proches au sens

de la distance de Ward.
» Regle d’arrét : quand tous les individus sont dans la méme classe (i.e

7= Iintra) .

o]
o2

3

o4

o5

1 2 3 4 5

La hauteur de chaque nceud du dendogramme est choisie ici proportionnelle a I'inertie
intra. Mais attention, dans diverses implémentations de la méthode de Ward pour la

CAH, la hauteur du noeud reliant T'; et I'; est v/2dist> (T, ;). ..
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Classification ascendante hierarchique : Méthode de Ward

Classes

o1
2

o3

o4

o5

1 2 3 4 5

Classes : Le choix du nombre de classe est déterminé a posteriori en coupant le den-
drogramme niveau donné et tous les individus solidaires d’'une méme branche
constituent un groupe.
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3.1. Rappels sur les tests statistiques :

Principe
Monde théorique Monde empirique
(probabilites) (observations)
. Calcul
Hasard - VA. X ~ loi Lo | (X], Xz’ ’Xn) e T(X], ‘Xz’ ’)(n)

4 Echantillon aléatoire Statistique
Parametre = Caractéristique théorique — VA ~LT
‘4. .

inconnue N )
Donne de l'information sur

Exemple: Election (2éme tour entre A et B):

X'=1si électeur pris au hasard vote pour A Echantillon de sondés
Calcul —
X ~B(lp) O=p=EX (X, X,...X) — T=X = p

\J

Donne de [’information sur
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3.1. Rappels sur les tests statistiques :

Test d'une hypothese concernant le modele

Objectif : Au vu des observations, peut-on considérer comme “valide” une certaine
hypothése Hp concernant le modéle, ou ces observations la “contredisent”-elles trop
manifestement, en faveur d'une hypothese alternative Hy ?

Exemple : on dispose des notes d'amertume de 36 juges concernant deux liqueurs de gentiane A et
B. La gentiane A est en moyenne notée plus ameére que B par les juges. Mais nous savons que les
fluctuations d’'échantillonnage existent. Au vu de ces observations particuliéres, peut-on considérer
qu’en général, la gentiane A sera trouvée plus amére en moyenne que la B?
On a le modele suivant : X; = A, — B; = a+ ¢; avec € ~ N(0,0?), a = E(X). On a donc
X ~ N(a,o?) et

Hy - ; Hy -

Principe : On calcule a partir des observations une quantité adéquate T = T(Xy, -,
Xn). Typiquement, un estimateur du paramétre a tester qui, sous Hp, a un certain
comportement connu, et sous Hj, un autre comportement. On regarde alors si
la valeur qu’on a calculée pour T est suffisamment “peu probable” sous Hy par
rapport a ce qu’elle I'est sous Hj. Si tel est le cas, on rejette Hy en faveur de Hi.
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Les hypothéses

Choix des hypotheses

Les hypothéses : Nous sommes dans un modeéle paramétrique : les hypothéses concernent

donc un parameétre 6 qui appartient a un ensemble © C R"” décrivant la loi de la
v.a X. On les notes

> Hp(0) : hypothése nulle (on cherche a la réfuter)

> Hi(0) : hypothése alternative (on cherche a la démontrer)
Le choix des hypotheses est primordial et souvent délicat car il oriente la décision
en modifiant les priorités.
Remarque : il est indispensable de connaitre la loi de la statistique de test sous Hp.

En pratique : on choisit Vg et V; deux sous-ensembles de © avec Vo N V; = 0. Les
hypothéses sont de la forme Hy : 0 € Vy et Hy : 6 € V1. On parle d'hypothese :
> “simple” : V; est un singleton (i.e Hp : 6 = 6p).
> “composite” : V; est un ensemble.
Exemple : Si © C R et Hp : 6 = 0g, on dit que le test est
> unilatéral si Hy : 0 > 6y ou H; : 0 < 0y (on test si “plus ou moins”, si “améliore ou
détériore”

©

> bilatéral si Hy : 6 # 0y = 6 €] — 0o, 0o[U]6o, +oof (i.e on test si “différent de”, si “a un
effet”).

©
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Les hypothéses

Allégorie du tribunal

Un tribunal doit statuer sur I'innocence ou la culpabilité d'un prévenu (décision) au vu
d'un dossier (observations). Il y a deux erreurs possibles :

1. condamner un innocent
2. gracier un coupable
Tant qu'il reste une part d'incertitude, la seule facon d’étre siir de :

> ne jamais condamner un innocent est de relaxer systématiquement le prévenu.
=- on maximise le risque de relaxer un coupable.

> ne jamais relaxer un coupable est de condamner systématiquement le prévenu.
=> on maximise le risque de condamner un innocent.

Hypotheése “nulle” : On choisit une hypothése “par défaut”, qui sera maintenue sauf
signes “suffisants”du contraire. Dans un tribunal pénal, le prévenu est présumé
innocent sauf indications suffisantes du contraire (présomption d’'innocence).

Hypothése alternative : Le “contraire” de I'hypothese nulle. Dans un tribunal pénal,
c'est la culpabilité du prévenu, qu'il s'agit d'établir avec un dossier suffisamment
étayé.

On souhaite en priorité limiter le risque de condamner un innocent. On ne condamnera
le prévenu que si le dossier est significativement incompatible avec I'innocence.
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Les hypothéses

Exemple : contamination alimentaire

Une norme alimentaire fixe la quantité moyenne théorique T (en grammes) d'une aflatoxine dans des

pistaches ensachées. Il doit &étre < 10~ 3g. On préléve 100 sachets dans une production de pistaches
et on dose I'aflatoxine. Le taux empirique moyen observé est de 7.10_4g et les mesures ont une
variance de 4.108,

On a observé un taux moyen empirique < 10~ 3g mais il faut compter avec la variabilité de I'échantil-
lonnage : soit I'échantillon est “conforme” a la réalité (alors 7 < 107 ?), soit “on n’a pas eu de

chance” et I'échantillon trahit la réalité (alors 7 > 1072).

Les hypothéses ne sont pas symétriques! On peut limiter le risque sanitaire de maniére prioritaire :

Ho(7) : 7 > 1072 les pistaches sont considérées toxiques par défaut. . .
Hi(7): 7 < 1072 sauf si les mesures inclinent suffisamment dans I'autre sens.

ou limiter le risque économique pour |'entreprise de maniere prioritaire :

Ho(7): 7 < 1073 les pistaches sont considérées non toxiques par défaut. . .
Hi(7) : 7 > 107 sauf si les mesures inclinent suffisamment dans I'autre sens.
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Niveau et puissance du test

Risque de lere espéce

Chaque décision (accepter Hp ou rejeter Hy en faveur de H;) comporte un risque :

réal.

L Hgy vraie  Hp vraie
décision L 1
accepte o
accepte H; 1o 1-7

Risque de ler espéce : noté « c'est la probabilité de rejeter Hy a tort (i.e choisir Hp
alors que Hy est vraie). Si Hp est simple (i.e de la forme Hy : 6 = 6p) on a :

a = Py, (choisir Hy) = niveau du test

Il est fixé a priori car c'est le risque que I'on veut contrbler en priorité.
En pratique, pour les hypothése Hy composite, on choisit I'hypotheése nulle Hp : 6 €
Vo avec Vg un intervalle fermé. Cela permet de contrdler le niveau du test, car on a
alors :
a = Py, (choisir H1) < sup Pg,(choisir Hp)
60 EVo
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Niveau et puissance du test

Choix de la statistique

Statistique de test : Une fois choisie Hy et Hi, on cherche une statistique de test
T = T(X1, -+, Xn) qui jouera le réle de variable de décision. On doit connaitre sa
loi sous Hp (son comportement doit étre différent sous Hj). Le choix de T n'est
pas unique : en général on prend le meilleur estimateur qu’on ait du paramétre 6 (il
donne I'information la plus précise sur 6).

Exemple de la contamination alimentaire avec le principe de précaution sanitaire :

Ho(7) : 7 > 1072 les pistaches sont considérées toxiques par défaut. . .
Hi(7): 7 < 1072 sauf si les mesures inclinent suffisamment dans I'autre sens.

(X=7)

Le meilleur estimateur sans biais de 7 est X. On le normalise et on pose T = /n o
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Niveau et puissance du test

Région de rejet

Région de rejet : Etant donné un niveau o € [0, 1], on appelle région de rejet R, un
ensemble de valeurs de la statistique de test T pour lesquelles Hp est rejeté. On a

par définition
Py, (rejeter Hp) = Py (T € Ra) = «
L'allure de la région de rejet est dictée par la forme de Hj.Par exemple pour un test

unilatéral on a R, = [c(a), +o0[ ou Ry =] — o0, c(a)]

T

R. )

et pour un test bilatérale on a R, =] — o0, c1(a)[U]e (), +ool.

T 1
Ra a(a)  afa) Ra
...dans notre exemple on souhaite montrer que 7 < 10> : on étudie le
comportement de T sous les lois dans Hyp. On prend R, = |—00, cp(a)] et
on choisit la loi (i.e le 8) pour laquelle il est le plus difficile de rejeter Hy
& (i.e “qui est la plus proche de H;"). C'est § = 1073,
Ra “g.001 T
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Niveau et puissance du test

Risque de 2eme espece

Risque de 2eme espéce : c'est la probabilité d'accepter Hp a tort (i.e choisir Hp alors
que Hj est vraie). Si Hy : 0 € V1, on a pour tout 61 € V;

B(601) = Py, (choisir Hp)

Le risque « étant fixé, le risque 3(01) sera déterminé comme le résultat d'un calcul
(c’est donc une fonction de «). Le risque (3 varie en sens contraire de « : si I'on
veut diminuer o on est conduit a ne rejeter Hy que dans des rares cas. On conserve
donc Hp (bien souvent) a tort, donc on augmente /3.

Comportement de T :

Sous H; Sous Hy
[0
T T T
Ra c R,
(3 est calculable si on connait exactement la loi de T sous H;.
Sous H; Sous Hy
//-\\\
AN
(e \\
T @ = T
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Niveau et puissance du test

Puissance d'un test

Définition : La puissance est la capacité d'un test de détecter la véracité de H; : 8 € V.
Lorsque Hi est composite, la puissance est définie pour tout 6 € V; par :

m(0) =1— B(0) =1 —Pyey, (rejeter Hp) € [0, 1]

Abaisser le niveau « d'un test abaisse sa puissance. De maniere général, « est a
matitriser en priorité. .. mais il est important de vérifier que cette maitrise n'est pas
trop cher payée par le risque de 2eme espece £.

Objectif en théorie des tests : a niveau « fixé on veut trouver les tests les plus puissants
possible.

En pratique : Imaginons une procédure de test qui ne rejette pratiquement jamais Hy
son niveau « est trés bas...mais la probabilité 3 d'accepter Hy a tort devient
grande. Autrement dit, on ne choisit jamais H; et la puissance du test est alors tres
faible ce qui le rend inutile pour la décision. Si c’'est le cas on peut :

> baisser ses prétentions sur le niveau a.
» augmenter la taille n de I'échantillon pour avoir une information plus précise.
» changer la procédure de test pour améliorer sa puissance.
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Décision

P-valeur et Décision

Décision : La décision finale (rejet de Hy en faveur de H; ou non) dépend du niveau o
du test. Ce niveau est (trop!) souvent arbitrairement fixé a 5%. Mais suivant le
probléeme, c'est un risque acceptable ou non. ..

La p-valeur : c'est une v.a parfois appelée probabilité critique ou seuil de signification
ou encore p-value. Etant donné des observations, c'est le plus petit niveau du test
pour lequel on rejette Hy. En général, si la p-valeur est trés petite devant a (la
valeur t de T n’est que trés peu vraisemblable sous Hp) alors on rejette Hy “trés
largement”.

niveau o densité sous Hy

p-valeur

T
t do I

Exemple : Pour un test unilatéral, avec Hy : 8 = 6y simple, T statistique de décision continue
et une région de rejet de type R, = |—o0, c()], la p-valeur est le plus petit P € [0, 1] qui
satisfait

P =Py, (T < c(P))
Remarque : P est une v.a qui, sous Hp, suit une loi uniforme sur [0, 1].

Avantages : il n'y a pas plus de travail que pour un test “standard” (on détermine un
quantile dans tous les cas) et elle apporte plus d’'information (on sait si la décision
se fait “largement” ou pas).
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3.1. Rappels sur les tests statistiques : Décision

Exemple (fin)
Récapitulons le déroulement d'un test :

1. Modélisation : mesure d’aflatoxine X : X = 7 + ¢ avec € ~ N(0,03) oil 0g est
connu. On a donc 7 = E(X) et X = N (7,03
Ho(7): 7> 103

2. Choix des hypotheéses : principe de précaution sanitaire :
- principe €€ p {Hl(’r) ;7 <1073

Choix du risque de 1lére espece : e.g a = 0.05.
) _ 2
Choix d’une statistique de test : T = \/EXU_OT ~ N(0,1) car X ~ N(r, U_,?)

Allure de la région de rejet : R, =] — oo, c(a)].

o o kW

Détermination de la région de rejet par la limitation du risque de lere espeéce :
Hy est composite, on limite 3 « la probabilité de rejet a tort de Hy, pour la “pire’
des valeurs de 7 dans Hp : c'est 7 = 10 3.

P, >10-3({rejette Ho}) <P _;5—3 ({rejette Ho}) =P, _1o-3(T < uo.05)

Avec une table de quantile on détermine up 05 = —1.65 et Ry, =] — o0, —1.65].
—4_10—3
7. Décision : la valeur observée pour T, est t, = 100% = —-15.0n a

donc t, € R, et on rejette Hy en faveur de Hy avec un risque (tres) inférieur a 5%
de se tromper. ..
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Introduction

Objectifs : Tester au choix la :

» Discriminabilité de 2 produits A et B : une épreuve par juge pour plusieurs
juges.

» Capacité d'un juge a discerner une nuance entre deux produits : plusieurs
épreuves pour un méme juge.

Contexte : la différence sensorielle entre les produits testés est souvent tres faible (seuil
de I'infra-liminaire et du liminaire). Elle n'est pas connue des dégustateurs (test a
choix libre).

Intérét : facile 3 mettre en ceuvre, a interpréter. Test universellement connu.

Inconvénients : Test peu puissant (faible probabilité de rejeter Hp alors que Hj est vrai).
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Déroulement de |'épreuve

Une épreuve : On présente 3 échantillons anonymes X, Y, Z, constitués des produits A
et B, I'un des deux étant présenté en double, et I'autre, en singulier. La question
est alors posée : “lequel des échantillons est le produit singulier 7"

Ordre de présentation des échantillons X, Y et Z : il peut engendrer des biais d'ap-
préciation. Pour éviter cela, on peut

1. présenter le méme nombre de fois chaque produit dans la méme position.
2. doubler le méme nombre de fois A et B dans les présentations.

Le nombre de présentation est alors un multiple de

Un bon effectif est

Remarque : Epreuve généralisable directement a la présentation de J échantillons dont
un seul est singulier (plus J est grand, plus le test est puissant, mais plus I'épreuve
est fastidieuse pour les testeurs).
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Un exemple

Exemple : test d'indiscernabilité de deux chocolats

Echantillons
X A|/A/B|B|B|A|A|A/B|B/B|A|A|A|B|B|B|A|A/A|B|B|B|A
Y A|B/A|B|A|B|A|B|A|B/A|B|A|B|A|B|A|B|A/B|A|B|A|B
z B|A|/A|A|B|B|B|A|A|A|B/B/ B/A|A|A|B|B|B/A|A/A|B|B
Réponse YIYYIZ XY X|Y XX YX|Z|YYZ X XYY XY ZY
On note N le nombre de bonnes réponses (ici N = ) et n le nombre d'épreuves (ici n = ).

Probléme : Mais certaines bonnes réponses pourrait étre dues au hasard. ..

Question : le nombre de bonnes réponses est-il significativement supérieur au nombre de bonnes
réponses générées en choisissant un des trois produit au hasard ?

Objectifs : Intuitivement, il y a une relation entre la proportion de bonnes réponses p (inconnue)
dans ce type de tests et la proportion 7w (inconnue) de juges percevant la différence entre A et
B. On va donc chercher a estimer 7 a I'aide de I'estimateur P = % de p qui prend la valeur

A

p= dans notre exemple.
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Estimer 7 (ponctuellement)

Schéma probabiliste : La population dont sont tirés les testeurs comprend une propor-
tion 7 (inconnue) de personnes sentant une différence entre A et B (on veut savoir
sim=0ousim>0).

On note p la proportion théorique (inconnue) de bonnes réponses lors d'un test
triangulaire quand on choisit les juges au hasard au sein de la population. On
introduit les événements

PD = {le juge percoit la différence} et BR = {le juge donne une bonne réponse}

On a
» p =P(BR) et m = P(PD) (par définition)
> P(BR|PD) = 1 et P(BR|PD¢) = % (hypotheses raisonnables. . .).

On a alors
p =P(BR) =P(BR N PD) +P(BR N PD) principe de partition
= P(BR|PD)P(PD) + P(BR|PD)P(PD®)  probabilités conditionnelles
=17+ %(1 — )
Relation entre p et m : On a donc ™ = %.
Exemple : on a une estimation de p qui est donnée par p = . On en déduit une estimation & =

de .
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Estimer 7 (par 1C)
On fait une estimation de p par IC avec |'estimateur P =
pour 7 a |'aide de la relation entre p et 7.

%. ..et on en déduit un IC

Estimation de p : On pose BR; = {le iéme juge donne une bonne réponse} et N =
27:1 1 gg,. Ainsi (par indépendance) :
N ~ Bin(n, p)
Avec n connu et p que |'on estime avec P = % D’apres le TCL on a :
P —E(P P — P —
\/ Var(P) v/ pP(1—p) v/ P(1—-P)
Et on a approximativement IC;_,(p) = P+ g P(ln_P)
Exemple : avec n = 24, p = et a = 0.05 : I'intervalle de confiance est icy.95(p) =
Estimation de 7 : on estime 7 avec l'estimateur & = 3P2_1. OnaPz < ax+ b <
n)=1-« @]P’(z%b < x < 223_1’) = 1—«a car a > 0. On en déduit que
A P(1—P
IC_a(r) = |# & du_g 4/ 2020
Exemple : avec n =24, p = (et donc & = ) et « = 0.05 : ic.95() =

Remarque : Pour une précision double (largeur 1C/2), il faut n = 24 x 4 = 96 juges.
Précision d’autant meilleure que p(1 — p) proche de 0. On peut rapprocher p de 1
en augmentant 7 (i.e en entrainant les juges).
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Test exact : les hypothéses

Hy : A et B sont indicernables < Hp: 7w =0

Hypotheéses : )
Hi : A et B sont dicernables < H 7w >0

Statistique de test : Si personne ne percoit de différences (m = 0), la proportion de
bonnes réponses observées p ~ % Au contraire, si ™ > 0, la proportion sera plus
élevée (et d’autant plus que 7 est grand).

Le nombre de bonnes réponses N est la statistique de test et la région de rejet aura
la forme

Ra = [c(a), +o0]
ou c(a) est un réel qui dépends de .. Remarque : si a1 < ap alors Ry; C Ra,.
Test exact : Sous Hp,onanm=0< p= % N~ Bin(n,%

Exemple : on a observé N = 12. De plus, sous Hp, P(N > 12) =P (Bin(24, > 12) = .07 (cest
la p-valeur). Hyp n'est pas rejeter pour tout test de niveau a < 7%. ..

0.15 |
Bin(24, 1)

0.1
0.05 ‘ “
.||‘ ‘ |||f \ — N
12
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Test exact : niveau et puissance

Niveau : Si on veut s'assurer que les données indiquent bien une discernabilité significa-
tive : il faut réduire la région de rejet en prenant « petit.

Puissance : Mais si on veut s’assurer que les données indiquent une indiscernabilité
significative : il faut contrdler la probabilité du risque de deuxiéme espéce 3. Cela
peut étre délicat en pratique : on peut changer d’approche en s'assurant que Hy
continue a ne pas étre rejeter pour des valeurs de o assez grande (e.g 75%).

Risque de deuxiéme espéce du test exact : probabilité de ne pas détecter Hi. En |'état
on ne peut pas calculer explicitement le risque du test : il faut fixer un niveau,
disons a = 0.07 correspondant a Rp.o7 = [12, +oo[ et on peut alors calculer 8 pour
des valeurs de ™ > 0 données :

:B:]Pp:

=P

p:

(N < 11) = P(Bin(24, 3) < 11) = 0.42

N

T=.25&p=

(N < 11) = P(Bin(24, %) < 11) = 0.03

wWIN

T=.5&p=

WIN NI~

Il est donc bien plus facile de détecter une différence lorsque les juges sont bien
entrainés (si différence il y a, le nombre de bonnes réponses est important avec
grande probabilité).

On peut aussi jouer sur la taille de I'échantillon n (voir ci-dessous).
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Test approché : principe

Test approché : Pour calculer la taille minimum de I'échantillon qui garantit une puis-
sance suffisante on utilise (pour faciliter les calculs) |I'approximation de la loi
binomiale par une loi Normale

A

P—p
\/pP(L—p)

Le test peut alors porter sur la statistique N sans (trop) changer la décision (vérifier
les conditions sur n, np et n(1 — p) pour garantir une bonne approximation).

04 T

N ~ Bin(n,p) = N = +/n ~ N(0,1)

0.2 +

0 1.65

Rejet : Sous Hp, on a p = pg. On rejette si,

(N> (@)} = (P> da)} = {vitea > e(e) } ~ {vitoa > o |

Exemple : on a n =24 et pg = % Cela donne \/243’2\’/}1 = 1.73 > 1.65 = ug.g5 et... Hy est rejeté

de justesse au niveau 5% (c'est une approximation du test)
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3.2. Tester une différence entre produits

Test triangulaire

Test approché : Calcul de la taille de I'échantillon

Principe :

on fixe un risque de deuxiéme espéce By = 0.05 et on calcule le plus petit

nombre de répétitions n nécessaire pour avoir un test de puissance plus grande que

1 — By = 0.95.

En pratique :

si m = 71 est donné (i.e p = p; est donné aussi) on cherche n tel que

B(p1) = Pp=p, (N < ”1—a) < o

(i.e proba d'accepter Hp a tort soit petite). Autrement dit :

Remarque :

P, _Por N

= Pp=p, <IAD < potur o/ RO ) < Bo
. u / P (1 Po)

= Pp=p, (ﬁ Pr o e > < Bo
p1(1—p1) (1=p1)

<:>P<./\/’(0,1)< Vn(pg—p1)+u1— o/ Po(1— Po)) < B
V/P1(1—p1)

: Pour toute v.a. réelle Z :onasit) < tp, {Z<ti} C {Z < tr} et donc

P(Z< t;) <P(Z < t).

3.2. Tester une différence entre produits
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Test triangulaire

Test approché : Calcul de la taille de I'échantillon

Condition sur n :

: On note ug, le quantile d'ordre By de la loi Normale. Cela nous donne

la condition sur n suivante :

\/P1(1—p1) A

Vn(po—p1)+u1— o \/Po(1—pPo) (”1—0¢\/”0(1_”0)_”/5’0 \/”1(1_”1)) i
0Pt o VARG s

car p1 > po.

2
Exemple : si m1 = § (ie pr = §) et B0 = 0.05, on a n > (6uo.es (42 +3)) = 9.62> = 92.48
beaucoup trop grand en pratique !

0.2 1

0.1

FIGURE —n =24 et 8 = 0.42

En gris : risque . En vert : risque 8. Lorsque

Bin(24, 1) 0.2

Bin(24, 1) 0.1 ] Bin(93, 1)

Bin(93, 1)

39

FIGURE — n =93 et 3 < 0.05

n augmente, les lois se séparent
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3.2. Tester une différence entre produits : Test triangulaire

Extensions : Capacité d'un juge a discerner une nuance

Procédure : Pour tester la capacité d'un juge a discerner une nuance entre deux stimuli
proches A et B, on peut procéder a K épreuves successives pour un seul juge j. Le
modele de jugement change : on note 7; la probabilité de discerner la différence
entre A et B pour ce juge.

Extension : Plus généralement, on peut procéder a K épreuves pour chacun des J juges,
ce qui produit n = KJ observations : on teste alors |'existence d'une discernabilité
des produits pour I'un au moins des juges :

Ho : personne ne discerne &V, mi=0&V), pj= %
Hy : certains juges discernent <« dj,m; >0« 3j, p; > %

Que se passe t il alors ?

> Sous Hj : toutes les réponses sont des résultats d'expériences aléatoires indé-
pendantes et de méme loi. Ceci permet le calcul correct de la région de rejet
de niveau « (et donc. . .de contrdler I'erreur faite si on rejette Hp)

» Sous Hj : on n'impose pas que tous les juges aient la méme probabilité de
discerner (i.e les m; peuvent étre différents). Les réponses ne pourront plus
étre vues comme des expériences i.i.d. et on ne peut plus exprimer simplement
la loi de la statistique de test. En résumé : le calcul du risque de deuxieme
espece n'est plus valide!
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve a choix forcés (k-AFC)

Principe

Procédure : On ne change pas la structure probabiliste du test triangulaire a choix libre
(méme hypothése, méme statistique). On pose une question différente aux juges en
vue de changer le schéma cognitif du testeur : on espere alors augmenter le nombre
de bonnes réponses sous H; (i.e diminuer le risque (3 : test plus puissant).

Déroulement de I’épreuve : par exemple, pour évaluer la discernabilité de deux produits
A et B du point de vue de I'acidité, et sachant qu’objectivement A < B, on posera
les questions suivantes si on présente

» {X,Y,Z} ={A A, B} : “quel est I'échantillon le plus acide ?"
» {X,Y,Z} ={A, B,B} : “quel est I'échantillon le moins acide ?"
...au lieu de demander “quel est I'échantillon singulier 7"

Que se passe-t-il alors ? Sous Hp, rien : les juges ne discernent rien et répondent “au
hasard”. Sous Hj, on suppose que les personnes qui discernent une différence le
font plus ou moins surement et non pas totalement surement (le modéle est plus
fin que le précédent).
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve a choix forcés (k-AFC)

Heuristique : le modele cognitif de Thurstone

Aléas perceptifs d'un juge sur des produits A et B :

B

|
|
|
|
E acidité

—>

croit (en nb de o) avec la capacité discriminatoire d'un juge

> La courbe rouge représente la distribution des perceptions du juge pour A.

» La courbe bleu représente la distribution des perceptions du juge pour B.
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve a choix forcés (k-AFC)

Heuristique : Le modele cognitif de Thurstone

A la présentation d’'un échantillon du type “deux fois A, une fois B”, 4 cas sont a
envisager :

Cas 1 : Les réponses concordent :

) singulier : Z (Vrai) ) singulier : X (Faux)
le plus acide : Z (Vrai) le plus acide : Y (Faux)
B B
A A
A\ acidité A acidité
XY z X zy
Cas 2 : Les réponses ne concordent pas :
a) singulier : X (Faux) b) singulier : Z (Vrai)
le plus acide : Z (Vrai) le plus acide : Y (Faux)
B B
A A
IA acidité IA acidité
X Y Z zZ Xy

... mais le cas 2a est beaucoup plus fréquent que le cas 2b.

En pratique, on augmente la capacité d'un juge a percevoir une différence losrqu'il y en
a une (le test est alors plus puissant).
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3.2. Tester une différence entre produits : Méthode Séquentielle de Wald

Principe

Objectif : définir une procédure de test pour contréler simultanément les risques o et 3
tout en minimisant le nombre d’essais a faire.

Validité : bon pour les tests triangulaires et 3-AFC.

Principe : On ne prend pas la décision a la fin de toutes les épreuves, mais au cours
des essais successifs (I'information s'ajoute au cours du temps, on arréte dés que la
proportion de réponses penche suffisamment dans un sens ou dans |'autre).

En pratique : On fixe o (e.g 5%) et 5 (e.g 10%) et p1 (e.g %).On trace ensuite deux
droites paralleles :

N (nb de bonnes réponses)

A In (—1_’8&) In (_1:20)
12 Dsup Die : N = > 5 +n 5 11—p
(&) -n () (@) - (22
10 . . Po 1—po Po 1—pg
rejette Mo _ 1—
s L, " (52) n(22)
6 on continue Dsyp : N = +n
’ In (p—l) —In (—1_pl) In (p—l) —In (—l_pl)
. e e Po 1—po Po 1—po
/7
2 7 accepte Ho Cela définit trois zones : tant que le chemin reste
d > dans la bande centrale on continue les observations,
6 12 18 24 dés qu’on rentre dans une des deux zones décision-
n (nb d'épreuves) nelle (rejet ou acceptation de Hp), on arréte le test.

91/120

3.2. Tester une différence entre produits : Méthode Séquentielle de Wald

En pratique

On fixe un nombre maximum d’'épreuves n*. Si on atteint n* sans avoir atteint une des
deux zones de décision (acceptation ou rejet), on juge par rapport au milieu de la bande
verticale délimitée par nx, Dsyp et Dinf :

> si le N obtenu est supérieur au milieu, on obtient un rejet de Hy au niveau «.

> s'il est inférieur, une acceptation de Hy au niveau « ... sans garantie sur 3.

N (nb de bonnes réponses)
A

12 Dsup

10

rejette Hy
8
6 Ding
4 |
2 accepte Hp
1 >
6 12 18 24 n (nb d'épreuves)
n*

Remarque : Nombre effectif d'épreuves non précisément maitrisé... On ne peut pas
respecter a priori parfaitement I'équilibre entre les ordres de présentation (biais possible).
on avance par groupe de six épreuves, ou présentations aléatoires.
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve d’appariement

Contexte et objectifs

Objectifs : On dispose de K > 2 produits. On souhaite tester I'indiscernabilité globale
entre eux, sans passer par des comparaisons 2 a 2 (via les méthodes précédentes)

Situations : Ce test s'applique généralement pour :

> la reconnaissance de stimuli qualitativement différents (e.g saveurs) a la
frontiere de I'infraliminaire. Contrdle de la non-équivalence ou de I'équivalence
de produits.
Exemple : plusieurs sirops d'orange utilisant différents édulcorants

> le test de K produits par un jury de n juges (1 épreuve par juge)

> le test d'un juge sur K produits (n épreuves pour le méme juge)
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve d’appariement

Déroulement

L’épreuvre : On présente K témoins identifiés puis J échantillons (certains en double,
triple, etc...) extraits des témoins. On demande alors, pour chaque échantillon, de
|'associer a un témoin.

Présentation des produits : Si possible, présenter les produits le méme nombre de fois
et dans la méme position. Ceci peut impliquer des ordonnancements au hasard, si
on n'a pas assez d'épreuves pour parcourir toutes les possibilités.

Exemple : K = 3 pastis A, B, C distincts par les proportions de badiane, d'anis vert et de réglisse.
On présente J = 4 échantillons a chacun de n = 18 juges, I'un des échantillons étant un produit
doublé. Il y a 36 séquences d'échantillons présentées :

Probléme d’effectif : seulement 18 juges. Pour éviter les biais : on tire au sort les produits non doublés
dans la moitié des échantillons (5 = 9) et on inverse leur ordre dans I'autre moitié.
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3.2. Tester une différence entre produits : Epreuve d’appariement

Exemple : les 3 pastis

Juge X X, X X, R I3 R R,
I A A B C A B B C

2 A C A B A C B B

3 A B C A B B C A

4 C A A B C B A A

5 B A C A B A C B

6 § B A A C B A B

Rl A B C 7 B B A C A B A C

vrai 8 B c B A A c B A
13 10 L 9 B A c B B A c B

Bl 7 17 U 10 C B B A C B B B

q ! : 2 | il A B C B B B C B

4 % #o7 12 § A B B C B B A

13 C C B A C C A B

K produits — tableau croisé¢ K x K| 14 C A C B C C A B
dontlacase(ﬁk)conﬁentqﬁk 15 ¢ B A c C B A C
16 A C C B B C C A

17 B C A C A C A B

18 A B C C A B § C
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3.2. Tester une différence entre produits : Test d’indiscernabilité globale

Hypotheses

Hypotheése nulle : Les appariements se font totalement “au hasard”
< Chaque produit est distribué dans sa ligne selon la distribution uniforme
(%7 e ,%)

Hypothése alternative : Les appariements non totalement “au hasard”
<> L'une au moins des distribution théorique (probabilité) en ligne n’est pas uniforme

Attention : si deux produits sont systématiquenent confondus (e.g A est pris pour B)
alors on peut rejeter Hyp méme si les produits ne sont pas correctement identifiés. Ce
test doit donc davantage étre utilisé pour s'assurer de la non-discriminabilité (prendre «
plutét grand).
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3.2. Tester une différence entre produits

La statistique de test

Test : test d'adéquation des K lignes a la distribution uniforme.
Statistique du x? : Pour chaque ligne k =1,---, K, on a sous Hy

K

2

£=1
(.

ny
K

2
n
(nke - 7")

-

~"

(effectif observé — effectif attendu)?

effectif attendu

Les affectations des K produits étant indépendantes, les degrés de libertés des Dy
“s’additionnent”. On a sous Hp toujours :

K
D:E:wafUQK—D)

k=1

Test d'indiscernabilité globale

~xA(K—1)

Région de rejet : Sous Hp I'écart entre les effectifs observés et attendus doit étre grand.
La région de rejet de niveau « est de la forme : Ry = {D > x37__, (K(K — 1))}

3.2. Tester une différence entre produits
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Test d'indiscernabilité globale

Exemple : Résultats du test sur les 3 pastis

)2
Tableaux des Zle M :

Tk
K

R A B C
vrai

A 3.13 0.50 6.13

B 0.13 10.13 8.00

C 6.13 6.13 2450

64.75

La probabilité critique de la loi du x?(6) associée a cette observation est < 10~*. On
rejette donc |'appariement au hasard avec une probabilité tres faible de se tromper.

Attention : Chaque Dy permet un test d'appariement concernant le seul produit k. Mais
ce test est soumis a la méme réserve que le global : son alternative n’est pas que le

produit est reconnu. ..
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3.2. Tester une différence entre produits : Test de confusion de deux des produits

Loi multinomiale

Principe : généralisation de la loi binomiale avec une épreuve aléatoire avec J issus.
Epreuve aléatoire : Soit X une v.a. nominale 3 J modalités {Ej,--- , E;} et on note
J . P .
pi = P(E;) = E(1g;). On a alors Zi:l pi = 1 et la variable aléatoire

1g p1
~ Mult(1, p), p=
]lEJ Py

Lorsque J =2et p € [0,1] : X ~ Mult (1, (1 f p)) = Bern(p) = Bin(1, p).

Définition On note Y; le nombre de fois que se réalise I'événement E; en n répétitions
indépendantes de X. On a

Y1 n [1g
Y=| ! | = Z ) ~ Mult(n, p)
Y, =1 \1g,
OnaP(Yo=m, ---,Y;=ny) = nl!_’f!.nJ!pfl...ij sini+---4+n; = net0 sinon.

De plus
E(Y)=np  Var(Y)=n(Diag(p) — pp')
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3.2. Tester une différence entre produits : Test de confusion de deux des produits

Analyse statistique
Pour tester si deux produits A et B sont confondus, on note les évenements :

A; — A = {le ieme juge classe A pour A}
A; — B = {le ieme juge classe A pour B}
A — CZ(A,‘—)AUA;—) B)c

On note ny le nombre d’épreuves qui mettent en jeu le produit A.

La,—n PA
Modélisation : On pose X; = | 14,55 | ~ Mult(1;p) ot p = | pg | contient
Ta—c Pc

respectivement la proportion de juges qui classent A vers A, A vers B et A vers un
autre produit.

R Pa na [(Lassa
Estimation : on estime p par la moyenne empirique P= | Pg | = % Z 1a8
Pc i=1 \Ta-c

Approximation : on a pour nya suffisamment grand (TCL multidimensionnelle)

A pa\ 1 [Pa(l—pa)  —paps —PAPC
P~N pB |, — —PBPA ps(1 — pB) —pBPC
pc A\ —pcpa —pcpe Pc(l—pc)

Ce qui implique Pa—Pg ~ N (pa — P, 2 (pa(1 — pa) + Pe(1 — pg) — 2(—paps)))
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3.2. Tester une différence entre produits : Test de confusion de deux des produits

Test

Question : lors de sa présentation, A est il classé autant vers A que vers B, ou plus ?
(test de comparaison de deux proportions).

Hy : A est autant classé vers Aquevers B < Hy :pa—pg =0

Hypothese : )
H; : A est plus classé vers A < Hyipga—pg >0

Loi de la statistique de test : Sous Hp on a pg =pg=p:

5 & 2p IADA—IADB
PA—PBzJ\/(O,—)@ np———~N (0,1
P Vv TS (0,1)

On peut estimer p (inconnu) par P = %(IADA + Pg) dans la variance et on a la
statistique de test suivante

Le test : Région de rejet est du type Ry, = [c(«), +00[ (i.e on rejette lorsque { T > ui_4}).

Exemple : On a pa — ps = & = 0.125; /58— = \/ 13555 = \/ %5 ~ 5.004 et t ~ 0.6255.

Ainsi Hy n'est pas rejeté au niveau a = 5%...
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3.3. Classer des produits :

Généralités

Contexte : Tester le classement de K produits sur une unique échelle de référence

Objectifs : Par exemple :

» S’assurer qu’une échelle d'intensité est bien reconnue par un ou plusieurs juges
» S'assurer que K produits sont correctement classés selon une échelle donnée

Domaine de validité : domaine liminaire ou supra-liminaire car il y a une “bonne” rela-
tion croissante (i.e qui conserve |'ordre) entre intensité du stimulus ¢; et intensité
percue i (plus vrai dans le cas dans I'infra-liminaire ni dans la saturation).

Avantage : La méthode est robuste : pas besoin de connaitre la relation exacte entre
I'intensité de la perception et le stimulus (c.f lois de la perception de Fechner,
Stevens, ...), on reconnait I'ordre quelque soit la modélisation choisie.
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3.3. Classer des produits :

Epreuve

Epreuve : K produits sont appréciés sur 1 dimension sensorielle quantitative (e.g sucré,
amer, acide...) par n juges. Une seule présentation des K produits masqués par juge
(sauf dans le cas d'un juge unique : n présentations masquées des produits).
Chaque juge classe alors les K produits dans I'ordre d’'intensité croissante et les
numérote de 1 a K.

Ordre de présentation des échantillons : Idéalement, les K! ordres de présentation des
K produits doivent étre utilisés le méme nombre de fois. Il y a K! ordres possibles
le nombre de testeurs devrait étre un multiple de K.
Au dela de K = 4 il y a trop d’ordres possibles. Il faut envisager des variantes faibles
de la contrainte comme imposer qu’'un produit k soit présenté autant de fois avant
qu'apres un autre produit £.

Résultats : Le rang R; x du produit k classé par le juge j :

roe produit | K
1 R: .. Ras .. FRx
_}' RJ.- 1 . R’Jk Rj:,K
J Rii ... Rk ... R
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Tests

Hypothése nulle : On part d'une hypothése trés restrictive :
Hp : les échantillons sont classés au hasard par tous les juges.

C’est une hypothése “plus que défavorable” dans le liminaire ou supra-liminaire,
car elle contredit la supposition méme qu’on soit dans ce domaine. On cherche a
“établir statistiquement” |I'hypothese alternative, qui elle devra étre compatible avec
le domaine liminaire et supra-liminaire.

Hypotheése alternative : Plusieurs alternatives sont envisageables

> test de Friedman
> test de Page
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3.3. Classer des produits : Test de Friedman

Principe et hypotheses

Hp : échantillons classés au hasard par tous les juges.

Hypotheses : . . p i
yp Hy : échantillons non classés au hasard par tous les juges.

Attention a la formulation : les échantillons peuvent ne pas étre classés systémati-
quement au hasard sans pour autant que |'ordre soit reconnu. ..

Principe du test : On compare la moyenne des rangs de chaque produit.

» Sous Hpy, tous les produits obtiennent en
moyenne le méme rang, aucun n'étant classé

avant un autre : pour tout k=1,--- | K
1 K+1
E(Rk):R(1+2+...+K):T

» Sous Hj il devrait exister des disparités : on le
voit sur I'exemple ci contre ol les sommes des
rangs semblent significativement différentes.

SN WNN=2WN 22NN 2R aWaAaNN =2 2N
WWA WA WS WWN2WaANaAaNNaANWWN N N
AR AN 2CNWOR2RAORWRRAW 22 b bA®

NAEANPAPOANARRAORARORAN 2PONDAEDBERMWWWR

IS
o
IS
©
~
o
-
@
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3.3. Classer des produits : Test de Friedman

Déroulement du test

Statistique de décision : La statistique F de Friedman est définie par

K K
12 —  K4+1\? 12 5
nK(KH);( - ) nK(KH)kZ( 2| = 3n(k + 1)
frg :1

N J
ou Sy = Zj:l Rj k-

Loi de F sous Hy : on a F ~ x?(K — 1). L'approximation est rapidement satisfaisante
méme pour des valeurs modérés de n et K. Il faut utiliser des lois tabulées si K = 3
etn<1l0ou K=4etn<5.

Comportement de F sous H; : F — oo quand n — oco. On rejette lorsque I'événement
suivant se produit :
{F >c_o(K-1)}

oll c1_o(K — 1) est le quantile de la loi du x?(K — 1).
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3.3. Classer des produits : Test de Friedman

Exemple

Dans cet exempleon a K =4 et n =24

k | 1 2 3 4
Sk
(Sk)°
On a Zk(Sk)2 = , F = et la p-valeur est

inférieure a

Conclusion : Dire que le classement n’est pas fait au hasard

entratne un risque d’erreur inférieur a . Mais,
I'alternative n'est pas orientée vers la reconnaissance de
I"échelle !

Par exemple, si les juges ont systématiquement produit le
classement inverse du classement correct, on se trouve dans

SANWNN=2WN=2 2NN 2R aWaANN=2 2 N-=
WW LWL WL WWN2WaAaNa2NNa2NWWNN N
PR RN 2CNOR2RARARWERREW-2 2 b BB

NENPAPOANAEARARRARORARWERAN ,2PWONDRERALWWWDA

I'alternative H;

IS
1)
IS
©
-
o
..4
@

Rejeter Hy en faveur de H; ne signifie pas que I’échelle est reconnue correctement !
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3.3. Classer des produits : Test de Page

Déroulement du test

Hp : échantillons classés au hasard par tous les juges.

AN Hj : I'ordre percu est le bon

Principe du test : on construit une statistique de test qui suit une loi connue sous Hy,
mais qui ne prend de grandes valeurs que sous la nouvelle H; (pour cela on pondére
chaque rang différemment).

Statistique de décision : Statistique L de Page :

L= 51425+ + kS + - + KSk

Lois de L sous Hp : elles ont été tabulées par Page. On rejette lorsque

{T > /1_a}

ou l_q est le quantile d'ordre 1 — « d'une loi tabulée.

Approximation : Elle n’est valable que si I'ordre moyen observé ne contredit pas trop le
vrai ordre (pas de gros inversion/écart). On peut alors considérer que

(12L - 3nK(K +1)2)° N
T RA(KZ_1)(K+1) (D)

La région de rejet approchée est alors Ry, = [c1—4 (1), 400 avec c1— (1) le quantile
de loi du x?(1).
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3.3. Classer des produits : Test de Page

Exemple

Dans cet exemple ona K =4 et n =24

k | 1 2 3 4
S« | 45 49 70 76
kSk

On .a L: Zk\kSk = T = et la p-valeur
est inférieure a

Conclusion : I'hypothése du classement au hasard est
rejetée en faveur du classement correct, avec un
risque d'erreur <

La probabilité critique est trés inférieure a celle du

test de Friedman : le test de basé sur F inclut dans
I’événement {F > 17.25} les maniéres de s'écarter

de Hp autres que le classement est reconnu.

SN WNN=2WN=2 2NN 2R aWaAaNN =2 2N
WWA WA WL WWN2 W22 WWoN N
Ao bR A RANRANOR2RARRWRRAW 22 b bBAW

NENAOANRARERRARORAORAN 2PONEDRAOWWWHR

45 49 70 76
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3.3. Classer des produits : Tests de comparaison multiples

Niveau

Objectif : une fois que I'existence de différences entre K produits est admise, on souhaite
connaitre les différences qui sont statistiquement significatives. L'idée est de faire

K(K—1)
2

un test pour les paires de produits possibles.

Niveau du test global : Attention au risque du test global suivant :

Ho : Vk, £ E(Ry) = E(Ry) Ho : Vk,E(Ry) = 5
H1 = Hk,ﬁ E(Rk) 75 E(Rg) Hl : E(Rl) ;ﬁ E(Rz) ou E(Rl) 7é E(Rg) ou ---

On réalise K(Kz_l) tests avec les mémes données et la méme hypothése Hy : le
niveau du test global peut étre trés grand!

Probléme : Lorsqu'un test de niveau « est répété F fois de maniere indépendante, la
probabilité de rejeter Hy au moins une fois a tort est alors 1 — (1 — a)f. Cette
probabilité peut étre tres grande :

1

0.5
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3.3. Classer des produits : Tests de comparaison multiples

Correction de Bonferoni

Inégalité de Bonferoni : On note A; = {Hp est rejeté a tort dans le test i}. La proba-
bilité ak de rejeter Hp a tort au moins une fois parmi les @ tests est

K(K—1) K(K—1)

aK:P( U A,-)g Z ]P’(A,-):wa.

Correction du niveau : Pour contrdler a il faut alors limiter le risque de premiére

espéce de chaque test a
«

7= KK-1)
2
La correction de Bonferoni est trés conservatrice pour les grandes valeurs de K. Pour
chaque paire, on rejette beaucoup plus difficilement Hp (on augmente la tolérance
pour I'hypothése d'indicernabilité).
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3.3. Classer des produits : Tests de comparaison multiples
En pratique
Déroulement du test : Soit une paire (k,£). On montre que sous |'hypothése d'indis-
cernabilité des deux produits sur I'échelle :
S«—S
Ak,g = Dk 20 %N(O, 1)
nK(K+1)
6
On compare Ay, au quantile de la loi normale et il est trouvé statistiquement
différent de O au risque 7 si :
nK(K +1
|Ak’g‘ >u1_%<:>|5k—5e|>u1_% %
PPDS : On appelle “plus petite différence significative” (PPDS) la quantité : up_ g w.
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3.3. Classer des produits : Tests de comparaison multiples

Exemple
Exemple (la suite) : On dispose toujours de 4 produits : cela fait paires a tester. On a
a =0.05:
N =
u_y =
PPDS =

Dans notre exemple, on a S1 < S, < 53 < 54 :

51 =45 S, =49 53 =170 Sy =76

| ! ! i
4 21 6

En conclusion : le produit 3 est trouvé différent du produit 1, le 4 du 2, et le 4 du 1.
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue

Les données

Epreuve : J juges notent deux produits A et B sur une échelle continue. Dispositif :

> Présentation de quelques références (e.g min, max [et milieu] de I'échelle);
> Pointage par le juge sur I'échelle (e.g une bande de 10 cm sans graduation)

Données : Les données brutes sont de la forme :

0 A B 10

...on les représente sous forme de tableau :

Juge 1 j J
A XlA XJf“ XJA
B XlB XJ.B Xf

Probléme : Estimer la différence de notes entre A et B. Etablir la significativité de cette
différence.
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas gaussien

Le modele gaussien

Modele : Soit XJ’ la note du juge j pour le produit j :

Xj = ¢+ b +¢

A

ou

> ¢ est 'effet juges.
> b; est |'effet produit.
> aJ’. erreur Gaussienne erreur d'espérance nulle.

Le cas de 2 produits :
XA = G+ ba+ 83-4
XB = ¢ + bg + EJB

X~ XP = (ba = ba) + (o —<f)
—— \""‘\?:""/ N——
Yj = =9;

On a alors, Yj ~ N (b, c?) pour tout j.

Estimateur de b : Moyenne empirique Y.
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas gaussien

Intervalle de confiance

Dans le modele gaussien, on peut avoir un intervalle de confiance exact pour b.
: ] Y—b
Variance connue : on a /n—= ~ N(0,1) et
ICi_a(b) = |V + 2
l—a( ) = Ul_% \/ﬁ o

ou g est le quantile de la loi normale centrée réduite.

. . “ ” . n \/
Variance inconnue : on “remplace” o par son estimateur Sy = \/ﬁ Zj_l(Yj -Y)2.

IC1_a(b) = [\‘/ tt_g(n— 1)%}

ou tl_%(n — 1) est le quantile de la loi de Student 7 (n — 1).
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas gaussien

Test de différence de moyenne de Student

. Ho : b = 0 < pas de différence entre les produits
hypothese :
Hi:b>0o0uH]:b<0ouH:b#0

Statistique de test : Y (c’est la différence des moyennes empiriques). Sous Hp, on sait
que

Y

Rejet de Hp : dépend de I'hypothése alternative :

e =3 T(n—1) T(n—1)

—ti_g 0 %H-g ta O 0 ti—a

Hy AT > t_g(n—-1)} H{ - {T < ta(n—1)} Hy : {T > ti_o(n—1)}
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas non gaussien

Modeéle et intervalle de confiance

Modeéle : Le modéle reste le méme que pour le cas gaussien, seule la loi du bruit change.
On la suppose centrée (espérance nulle). Par exemple, dans le cas de 2 produits

notés sur une échelle continue :
A _ A
XJ- = bs + &;
B B
X;” = bs +¢j

A B _ A B
X' — X7 = (ba—bg)+ (e —¢})
~— ——

Y; =b =9;
On a alors, Y i.i.d pour tout i.
Intervalles de confiance pour b : lls peuvent étre calculés par diverses méthodes :

> Loi limite : dans les hypothéses du TCL si n est grand (n > 30) on a un

intervalle de confiance approché.
» Loi connue : Au cas par cas. ..
> Autres méthodes : quantiles empiriques, inégalités de concentration.
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas non gaussien

Le test des signes et de rang de Wilcoxon

Objectif : Comparer les notes de 2 produits sur une échelle continue dans le cas non
gaussien. Lorsque |'aléa est loin de la normalité, il faut un test qui continue d'étre
valable (robuste). Le test de rang de Wilcoxon est non seulement robuste, mais aussi
puissant que celui de Student dans le cas gaussien, et beaucoup plus en dehors.

Principe : Plutdt que de tester la nullité de la moyenne b de Y = XA — XB, on va
tester celle de sa médiane pu.

Remarque : 1) Dans le cas gaussien, la moyenne et la médiane sont égales. 2) La moyenne
peut ne pas étre définie.

Hvootheses : Ho:p=0sP(Y <0)=P(Y >0) & P(X4 < XB) =P(XA > XB)
et " YHi:u>0eP(Y <0) <P(Y >0) o P(XA < XB) < P(XA > XB)

On peut bien siir considérer H] : ;1 < 0 ou H{’ : i # 0 en modifiant la région de
rejet ci-dessous.
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3.4. Comparer deux produits sur une échelle continue : Le cas non gaussien

Le test des signes et de rang de Wilcoxon

Procédure: » On classe les Y; = XI.A — XI.B dans l'ordre croissant de leur valeur
absolue |Yj|. (on élimine les valeurs nulles et on diminue n d'autant).
» On note R; le rang de Y; dans ce classement (en cas d'ex z&quo, attribution a
tous de leur rang moyen).
» On calcule la somme RT des R; correspondant aux Y; > 0, et celle R~ des R;
correspondant aux Y; < 0.

Comportement sous Hy : RT et R~ doivent é&tre "statistiquement proches". On a
RT" + R~ =n(n+1)/2

Ainsi, RT et R~ vaudront en moyenne théorique : n(n+ 1)/4.

Comportement sous H; : les Y; positifs vont étre plus nombreux et plus élevés que les

négatifs : RT > R~ < Rt > @ — Rt < Rt > @.
b nlnt1)
Statistique de test : Sous Hp on peut montrer que S = T‘;H) ~ N(0,1)

24
Rejet : Si on observe I'événement {S > u;_,} ol uj_, est le quantile de la loi normale.
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