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Abstract. Nous reprenons, dans le cadre de la théorie normique explicite du corps de classes,
I’étude du groupe de défaut du principe de Hasse pour les similitudes de formes bilinéaires, effectuée
par ANNE CORTELLA dans sa theése ; nous en donnons une interprétation galoisienne concréte puis nous
obtenons de nouveaux cas de validité de ce principe ainsi qu'une famille infinie de contre - exemples
pour la structure Z/4Z x Z/2Z.

0. Introduction

0.1. Position du probléme

Soit k un corps de nombres et soit V un k-—espace vectoriel de dimension finie. Si
’on considére une forme k- bilinéaire b sur V, le principe de Hasse pour b est le fait
que toute forme k- bilinéaire b' sur V, similaire 4 b sur tous les complétés k, de k, est
similaire & b sur k. Dans le cas ol la k—algébre & involution R associée & b (au sens
d’E. BAYER [B]) est un corps de nombres L, le principe de Hasse pour b est équivalent
A la propriété suivante, pour l'extension quadratique L/K (oi K est le corps fixe de
I'involution):

“L’ensemble £ des x € K™ tels que, pour toute place v de k il existe a, € kX tel que
ra,! soit norme locale dans L/K, en toute place w de K au~dessus de v, est égal &
G = kxNL/KLX.”

Dans sa theése (cf. [C2]), A. CORTELLA a étudié ce probléme, lorsque L/k est galoi-
sienne, au moyen de la cohomologie des tores; elle a montré ’exactitude de ce principe
de Hasse dans de nombreux cas et trouvé, avec k = Q et Gal(L/Q) ~ Hg, le premier
contre —exemple (cf. [C1]).
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Son étude montre que le groupe de défaut £/G de ce principe de Hasse dépend
d’abord, de fagon essentielle, de la nature de Gal(L/k), et, lorsque I'obstruction ga-
loisienne subsiste, d'un invariant arithmétique associé & la ramification dans L/k.

On se propose ici d’étudier le groupe de défaut £/G pour k = @, pour L/Q non
nécessairement galoisienne, et dans le cadre des voies explicites du corps de classes
(caractérisées, comme l’on sait, par I'usage du symbole de restes normiques); par rap-
port au travail d’A. CORTELLA, le résultat essentiel de cet article est I'interprétation
suivante du groupe £/G (cf. §4, §5, §6):

Posons L = K(v§), E = Q(Vd), ot d = Ng,q(6), et soit L la cloture galoisi-
enne de L/Q; alors il existe une 2-extension abélienne élémentaire explicite F' de
Q, contenant E, pour laquelle on a £/G ~ Gal(E'/E), Gal(F/E') étant de la forme
I"()(R'")), ol le groupe I" est un invariant galoisien, se lisant sur le schéma L/ f,nF/ Q,
et ou (Y(R')) dépend simplement de symboles de Hilbert explicites liés & I’ensemble
R des places de @ ramifiées dans E/Q. L’existence de l'invariant I'’ fait que 'on
peut avoir £/G = 1 universellement pour certains groupes Ga,l(f/ Q), comme cela
a ¢été obtenu dans [C2, III 6] par la considération du groupe il . (k,T) qui contient
le groupe £/G vu comme groupe de Schafarevich -Tate, 1l (k,T), associé & un tore
algébrique convenable.

On donne alors un certain nombre de résultats généraux (par exemple (34)) et on
obtient une famille infinie de contre—exemples avec Gal(L/Q) ~ Z/4Z x Z/2Z et
Gal(K/Q) ~ Z/2Z x Z]2Z (cf. (32)).

Enfin, en complément (cf. §8, §9), A. CORTELLA calcule le groupe 1l . (k,T) pour
Gal(L/k) = Dg et Hg, confirme, via les techniques cohomologiques évoquées, le
résultat (32), et obtient numériquement une paire de formes bilinéaires illustrant ces
contre —exemples.

0.2. Notations générales

D’une maniére générale, pour un corps de nombres K, on désigne par P£x ’ensemble
des places de K, réunion de P{% (I’ensemble des places finies) et de P£3 (celui
des places archimédiennes); on confond place et valuation sous-jacente, selon les
définitions suivantes:

(i) si w € P€%, w: KX —» Z est la valuation normalisée usuelle ;

(i) si w € P32 est réelle, w : K* —» Z/27Z est définie par (—1)¥(®) = signe(oy,(z))
pour le plongement réel o,, associé;

(iil) si w est complexe, la valuation associée est nulle.

Pour toute place w € Plg, on désigne par K, le complété de K en w.

On désigne ensuite par v les éléments de Plq, par p, la caractéristique résiduelle cor-
respondante pour v € P£Q, et on pose p, = —1 si v = oo (I'unique place archimédienne
de @). On pose

P = {p,_,,'v € PZQ} ,
de sorte que Q* = (P).
On désigne enfin par U, le groupe des unités de Q,, (ona U, = Z;_ siv € Py, U, =
R** si v = 00).
Scit donc K un corps de nombres, et soit L une extension quadratique de K.
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On utilisera les algebres étales suivantes, pour v € Plg:

K, = @ Ky,

wePLy
wlv
.
L= @ Lu o Lu= @ Lo,
wePly w!'€Pey,
wlv w!|w

pour lesquelles la norme
N, : L, — K,

est définie comme le produit des normes locales correspondantes (ou, ce qui revient au
méme, comme le prolongement par continuité de la norme usuelle Ny /i : L* — K*).
L’invariant étudié (cf. [C2, IL.3)) est alors £y /x /G K, ol:
Lk = L
(0.1) = {a: € K*, = ayNyoy, ay € Q), ay, € LY, pour tout v € Peq} ,
Gk = G = Q Ny xL*.

1. Premiére réduction pour le calcul de £/G

On pose

(1.1) Y = {v € P£},v est ramifiée dans L/K} .

Remark 1.1. Pour les places 4 I'infini on ne parle pas de ramification mais d’inertie
(degré résiduel égal a 2); ceci revient & se placer dans le cadre “divisoriel” du corps de

classes (cf. [J], Chap. III, p. 168). Dans ce cadre, si w € P¢$, le frobenius (%Ig) est
la conjugaison complexe dans L, /K, = L, /IR, w'|w.

Lemma 1.2. Tout élément de L/G est représenté par un y € K* tel que y =
Uy NyBy, Uy € Uy, By € LY, pour tout v € Plyg.

Proof. Tout élément de K * étant norme locale en v, dans L/ K, pour presque toute
place v € P{g, on peut supposer que, pour & € £, la famille (a,), est un idéle de
@ (cf. (0.1)); comme le groupe des classes au sens restreint de @ est trivial, ceci est
équivalent 3 I'isomorphisme

Jo/Q* =~ Ug= [ U,
vEPLq

le groupe des idéles unités de Q. Il existe donc ¢ € Q* tel que ay = cuy, u, € Uy,
pour tout v € Plg; alors y = ¢!z convient. w

Ceci amene 3 définir les groupes £’ et Q' suivants:
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Definition 1.3. On pose successivement
L = {zreK*, z=u,Nyay, ay € L}, uy € Uy, pour tout v € Plg },
Q' = £LQ™.
Comme L'/LWG = L'/LH(Q* Ny xL*) = L'/(LLQ* )N xL*, on obtient le fait

suivant, point de départ de ’étude normique des paragraphes suivants:

Corollary 1.4. Le groupe de défout L/G est canoniquement isomorphe &
L'/Q'NyxL*.

2. Symboles de restes normiques

La seconde étape consiste & interpréter L' /Q' Ny, /i L* aT’aide de la théorie normique
du corps de classes.

Soit v € Plg, et pour tout w € Ply, w|v, soit

(M

” ) : KX — Gal(Ly /Ky) < Gal(L/K), w'|w,

le symbole de restes normiques attaché & w, ou la fleche de gauche est I'isomorphisme
de réciprocité du corps de classes local, et celle de droite résultant de V'isomorphisme
canonique du groupe de Galois local avec le groupe de décomposition de w dans L/ K;;

soit alors
Jy = {(“—i’ﬁ{-) Uy € U,,} C Gal(L/K)

L/K

P’image de U, par le symbole ( — ); elle est contenue dans le groupe d’inertie de w

dans L/K, et on a donc J, = 1 pour toute place w de K non ramifiée dans L/K.

Definition 2.1. (i) Pour tout v € Plg, on désigne par
e (225, ) @
w wlv

wlv

'image diagonale de U, par le symbole ®w|u( L K).

w

J = @ Jv Q @ '}w,
wePlk

vePlq

(ii) On pose

puis on désigne par

- @

vEPLg
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le sous—groupe de J formé des éléments satisfaisant 4 la formule du produit dans
@D cpe, Juw- D’apres la remarque précédente, le support S = {v e Plg, Jy, # (1)} est
contenu dans I, et on a donc J = @5 Ju-

(iii) Pour tout z € £’ (cf. Déf. (1.3}), on pose

v = @ (55,

vEPLg

(iv) Enfin on pose (cf. Déf. (1.3))
I' = y(@).

Remark 2.2. Par définition de L', on a, pour tout =z € L' et tout v € Plg,

(9, - (29, wov

donc ((”I:u K )) | € J, pour tout v € Plq, et, comme z est “global”, on a
w|v
H (:L‘, L/K) =1
weEPLlk w

d'ou Y(z) € I.

On peut alors énoncer:

Lemma 2.3. L’application v induit un isomorphisme canonique de L' /Q' N, /k L*
sur I/T'.

Proof. Soit (w)w € I vu dans @:G Py Jws la réciproque de la formule du produit
donne ’existence de z € K'* tel que

L/K
(_z,T/) = oy, pour tout w € Plg.

Par définition, z € L', ce qui prouve la surjectivité de 1.
Si pour x € L', ((—E-—vaa{-)) € I', il existe c € Q' tel que
w

(m,L/K) = (C’L/K), pour tout w € Ply,
w w

ce qui équivaut & zc~! € N sk L*, puisque le principe de Hasse usuel vaut dans
Pextension cyclique L/K; ot ¢ € Q' Ny, xL*. a

Remark 2.4. L’isomorphisme canonique £/G ~ I/I' nous raméne & calculer, d*une
part, les images diagonales par @M v (—L&) des groupes U,,v € S (pour la détermi-

w

nation de J puis I), et, d’autre part, 'image par 4 de Q'. Ceci suppose d’établir des



114 Math. Nachr. 188 (1997)

formules explicites pour les symboles de restes normiques dans L/K (ce sera 'objet
du §3).

En ce qui concerne Q’, il est en partie élucidé par les propriétés suivantes (Prop.

(2.5) et (2.6)):

Proposition 2.5. Soit

e pen((5) o2

alors on a Q' = (P")Q 2.

Proof. Soit ¢ € Q'; on a donc ((%L}ﬁ)) | € J, pour toute place v € Plg. Fixons
w|v
v € Plg telle que v(c) = 1 mod 2, et posons ¢ = ¢,¢;, €y = P2, c, € Uy (siv=o0,

on rappelle que l'ona p, = -1, ¢, € ]Rx"') ; on a donc:

(=5, = (=), (=),

mais par hypothese ¢/, € U,, d’ou ((E;L—L-U—()) | € Jy, et finalement
w\|v

w

(=459), - (4 oo

d’oil p, € P' et c € (P') Q2.
L’autre inclusion résulte du fait que pour v’ # v, on a ((”"’i‘, K)) I € J, car
wl .vl

Py € Uy, dans ce cas. O

Proposition 2.6. Soit v € Plg — I ; alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes:

(i) py € P’

(ii) pour tout wlv la condition suivante est vérifie: w est décomposée dans L/K ou
Uindice de ramification e,, de w dans K/Q est pair.

Proof. Comme J, = 1 pour v ¢ ¥, on a, d’aprés la Prop. (2.5), py € P' si et

seulement si (( “’5 K )) I = (1). Soit 7, une uniformisante de K,, (on rappelle que
w|v
Tw = —1, si w € PP, et qu’alors e, = 1); on a donc

(2429 - (=2

car toute unité de K, est norme dans ’extension non ramifiée L,,/K,,; d’ou la propo-
sition puisque (i'f—tf&) est le frobenius qui engendre le groupe de décomposition de
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w dans L/K. o

Ce second résultat permet de lire facilement la condition p, € P/, pour v ¢ ¥ ; le
cas général résultera des calculs explicites que nous allons effectuer au §3.

3. Calculs explicites des symboles de restes normiques

Posons
L = K(V6), d€K*, & défini modulo K*2.

Soit ¢ € Q) et soit w € Ply, w|v; on a donc, en termes de symboles de Hilbert sur
(225)VE = a8,

et de méme, en posant M = K(\/E), on a aussi

(%)\f = (5,9uVE = (08)uve.

Ce second symbole de restes normiques peut se voir dans Gal{(M,/K,), oit w'|w
dans M/K. Soit alors M2 l'extension abélienne maximale de Q, dans M,:; si
ve & Ky, My est le composé direct, sur @,, de K,, et de 'extension quadratique
Q, (), et on a les inclusions

Q,(Ve) € MJ} C My .

Les propriétés fonctionnelles du symbole de restes normiques (cf. [S, XIII, 4]) montrent
que dans I’application canonique (ici injective)

Gal(My /Ky) — Gal(M3!/Q,),
ab
le symbole (6—4’!-"1:—,[5&) a pour image le symbole (Nﬁﬂ"i’—M‘"’/&) qui appartient &
Gal(M2 /M2 N K, ), et que la restriction
Ga'l(Mg)")/Qv) — Gal(Qv(\/E)/Qv)

induit I'isomorphisme Gal(M2}/M2 N K,,) ~ Gal(Q, (v/c)/Q,) dans lequel le sym-
bole précédent a pour image le symbole (N K./@,5Q, (ve)/Q vv) ; on vérifie que cette
expression vaut également lorsque /¢ € K, ce qui conduit 4 la relation suivante, pour
toute place v € Plg et tout c € Q'

(3.1 (,8)w = (6,0uw)y, avec &y = Ng,/@,0.

Ainsi, connaissant les normes locales é,,, on se raméne & des calculs de symboles de
restes quadratiques sur @ selon le processus suivant:
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Definition 3.1. (i) On considére la décomposition usuelle de Q modulo @ X*:
a) Si v € Pfy est impaire: Q, = va/ 2z CZ/ Z
I'unité d’ordre p, — 1;
b) si v € PEQ est paire: Q, = 2Z/2Z  (—1)2/?Z x 5Z/?Z x @ X2,
¢)siv=o00: Q) =(—1)Z12Z x QX2
(ii) Pour toute place w de K, soit f, le degré résiduel de w dans K/Q; comme
Nk, /q,(Ky) Cpy» Zyj,, on peut poser:
a)Sive PZO est impaire: 4, dwf‘”( mod Q2, dy, d, € Z/2Z;
b) si v € P£Y est paire: 8, = 2dwf"'( 1)% 5% mod QX?, dy, d,, d!, € Z/2Z,
¢)siv=00: 8y = (-1)%% mod Q)?, dy, € Z/2Z.
On notera que ’on a dans tous les cas dy, = w(d) mod 2.

X2 o1 ¢, est une racine de

(iii) Pour tout p = p, € P, on définit le symbole de restes quadratiques généralisé

(;) L QX — {£1),

par (2) = 1 si et seulement si a € Q? (en particulier, (%) est le signe de a et

(£) =1 si et seulement si a € 4Z(1 + 8Z,)).

Lemma 3.2. Soitv € Plg et soitw € Plg, w|v; alors on a les formules suivantes:
(i) v finie impaire:

(€, 6uw)v — , pour tout LEP, L#p,,

(pméw)v = (_l)zxf—l-dew+d:”§

(ii) v paire:

g\ dufe 71\ %
(¢, 0w)y = (Z) (7) , pour tout Le P, £#2,

(2,60)y = (-1)%
(iii) v = oc:
(£,60)y = 1, pour tout LeP, £#-1,
(=1,8u)y = (~1)%fo.

Proof. Compte tenu de la forme de d,,, il suffit de donner la liste des symboles
de base, & savoir:
(a) v finie impaire, £ € P, £ # p, (resp. £=p,):

(&) = (I—f-) (£,6o)o

Popo)y = (125, (00, G)v = —1;

i

I
i
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(B) v paire, £ € P, £ #2 (resp. £=2):
(¢, 2)y = (%)’ (Z’ ~-1)y = (_T}) (A 5y =1,

(2,2)1, =1, (2,—1)v = 1, (2,5)1, = -1;
(7)1):007 (ZEP, e#—l (resp.(,’:.—l);
(Zv'“l)u = 1,
(_1:"'1)0 = —-1;

pour cela on a utilisé les formules explicites classiques suivantes, pour a, b € Q) ol

a = ap;U(G)’ b= bp;v(b) .

(_ l)v(a)v(b)alv(b) bl—v(a)
Py

(@b)y = (
(au sens de la Déf. (3.1), iii);
(a,b), = (—1)i‘r"£€—‘(

), pour v impaire

2

a/v(b)bl_.u(a))a pour v paire,

ol I'on a posé (£) = (—1)"35‘—1, pour £ = 1 mod 2 Z,.
(i) Pour v finie impaire, £ € P, £ # p,, on a donc (cf. Déf. (3.1), (ii), a):

(f,pﬁ‘”fwcff'”)v
= (¢,p,)duts

e dwfw
&)

or la loi de réciprocité quadratique donne, pour £ # p,, et en posant €, = (—1)';'92i :

()E) = (D)) = ()T v =

(on vérifie séparément les cas £ # ~1 et £ = —1) ; d’ot (£,8,), = (Eﬂ;"—“)d‘”f"’ dans ce
cas. ‘
On a ensuite, pour £ = p, :

(¢,60)v

i

B buw)e = (Do, po)doTe (py, €)%
(~1) 5 defo (— 1)
= (=1)Bdufutd,

i

ce qui établit le point (i) du lemme.
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(ii) Pour v paire, £ € P, £ # 2, il vient (cf. Déf. (3.1), (ii), b):
(€60)y = (820w (~1)du5d)
(6, 2)8F (8, = 1) (£,5)5%

2 dufwr_4 d;.
14 £ '

2,80)0 = (2,2)37(2,~1)%(2,5)% = (-1)%,

ona,pour {=2:

ce qui établit le second point.
(iii) Enfin pour v = 00, £ € P, { # —1, on obtient

(£,0w)y = 1
puis, pour £ = —1
("laéw)v = (—l)dw'fw )

ce qui achéve la preuve du lemme. 0

Puisque les symboles de Hilbert et ceux de restes quadratiques, & valeurs dans {£1},
caractérisent les symboles de restes normiques, & valeurs dans Gal(L/K), il est com-
mode de considérer application (cf. Déf. (2.1))

v :Q — I

. . L ‘. 3
qui & ¢ associe B,¢peq ((° wK))wlv, comme étant & valeurs dans €D, p,, {£1} et

donnée par:

¥(c) = @ ((c,&w)”)wlv, pour tout c€ Q'.

vEPLq

Les formules du Lemme (3.2) permettent donc d’expliciter le groupe J = P, . peg Jv
(vu désormais comme sous - groupe de €, ¢ p, {£1}) :

Proposition 3.3. Dans Uidentification précédente, on a:
(i) si v € PLQ, est impaire

Jo = {n), ot my = ((—l)d”f“)wlv;

(i) si v € PLQ est paire
— Y = — dwfw — —_ d:y .
Jy = (7)1),2,771),—1); ou  My2 (( 1) )wlv’ Ny, -1 (( 1) )w|v,

(iil) si v = 00, on a J, = {(1)}.
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Proof. Par définition, on a

Jy = (((Uv;‘sw)v)wlm Uy € Uv)'

Dans le premier cas, J, est engendré par 'image de (,, soit

dw fu
((va‘sw)v)wlv = ((9') ) = ((_l)d'"fw)wh,',

y
wlv

Dans le second cas, J, est engendré par les images de —1 et 5, soit ((—1,8u)v)wjy =
((_l)d:")wh; et ((5,0w)v)ujy = ((—l)dwf'")wlv. Le dernier cas résulte du fait que U, =
m)(-{- — QX2 ]
ol
Corollary 3.4. Le sous—ensemble S = {v € Plg,J, # (1)} est formé desv € T

pour lesquelles il existe w|v telle que dy fu, # 0 (resp. dy fuw # 0 ou d),, # 0) si v est
impaire {resp. paire).

En revenant & la définition (cf. Prop. (2.5)), on en déduit une caractérisation

explicite de P’, qui compléte le résultat de la Prop. (2.6):

Proposition 3.5. Soit v € Plg; on a p, € P' si et seulement si la condition
suivente est réalisée:
(1) St v est impaire: il eziste A, € Z/2Z tel que

d, = Mdufw, pour tout wiv;
(ii) si v est paire: il existe Ay, pty € Z[2Z tels que
di = MNdyfuw + podl,, pour tout wlv;
(iii) si v = oo
dwfw = 0, pour tout wlv.

Proof. Ceci résulte de la Proposition (3.3) précédente et des formules du Lemme
(3.2) donnant (py, 6y)v, w|v. On notera que pour v ¢ S, ces conditions sont équivalentes

a
6w € QX2, pour tout w|v. O

4. Interprétation de J comme groupe de Galois

Cette étape va consister & définir une extension F/Q, dépendant simplement de
S, dont le groupe de Galois est un 2—-groupe abélien élémentaire canoniquement iso-
morphe & J, et qui permettra 'interprétation galoisienne de £/G que nous avons en
vue.

Definition 4.1. (i) Soit R I’ensemble des nombres premiers dont l'indice de rami-
fication dans la cléture galoisienne de L/Q est pair, soit R' = RnP’ (cf. Prop. (2.5)
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et Prop. (3.5)) et soit (P — R) le groupe des rationnels étrangers & R. On étend la
définition de v : Q' — I' (cf. Déf. (2.1)) & (P — R) U (R'), en posant

Plc) = @((cyéw)v)wh}’ pour tout c€ (P — R)U(R');
v€S

si ¢ € (P — R),9(c) est encore un élément de J, car ¢ € U, pour tout v € .S, mais non
nécessairement de I car on peut avoir (¢,dy)y = —1 pour wjv, v ¢ S.
(ii) On désigne par I" I'image de (P’ — R') par ¢.

Remark 4.2. (i) Il est clair que I’on a les inclusions
"crcircilJ;

(ii) La notation I"" sera justifiée plus loin (cf. §5) par le fait que ce sous—groupe de
I’ ne dépend pas des valeurs prises par R, mais seulement du “schéma galoisien” qui
résulte des données L/ K, R (en un sens & préciser);

(iii) comme (P')/{P' — R} ~ (R'), on a la relation

I' = I'"(y(R'))

qui montre que, si I est identifié, I' s’en déduit au moyen d’un invariant arithmétique
élémentaire (¢¥(R')) qui dépend alors numériquement de R.

On a alors, d’aprés le Lemme (3.2), et pour tout £ € P — R, Yexpression suivante de
Y(f) sur J = P e Jv -

WO = (...,((Eva)d”f”>wlv,... : ((%)“ (%)d;)w),
WO = (((EKL)”L )

selon que 2 € S ou non.

Cette expression montre qu'il faut réindexer la base (7, )¢5 de J, en la base (15)4¢0,
ou ’ensemble @ est ainsi défini:

ou

Definition 4.3. Soit () ’ensemble des nombres ¢ suivants:

(i) ¢ = e,p» pour toute place impaire v € S, o g, = (—1)2’%——1 ;

(ii) si la place paire est dans S, on considére de fagon non exclusive
g =2 si -1 = (1) (e d, =0, pourtoutwi),
g=-1 s mn2 = (1) (ie. dufw = 0, pour tout wv),
g =-2 s8i My-1 = 2 (e d,=dyfw, pourtout wv).

On identifie désormais J & {£1}¥ et I'on désigne par (n;),eq la base canonique de
{£1}9.
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Dans le cadre de ces notations, on obtient immédiatement (en comparant avec
’expression précédente de ¢(£)) :

(4.1) P(l) = ((%)) EQ, pour tout £€ P—R,
g

et en définissant le symbole

(9) s 1p-m — ),

par multiplicativité, on obtient:

c

(4.2) P(e) = <<2))qEQ’ pour tout c€ (P —R).

L’interprétation galoisienne que nous avons en vue va étre réalisée au moyen de
I'extension kummerienne suivante :

Definition 4.4. On désigne par F la 2-extension abélienne élémentaire Q (1/(Q) )

de Q.

Considérons alors le symbole d’Artin usuel (5&) a valeurs dans Gal(F/Q); il est

défini en particulier sur (P — R) et est caractérisé par ses restrictions aux sous —corps
Q(\/4), g € Q, car F est le composé direct sur Q de ces corps quadratiques; or on a,

pour f€ P—R, {# -1
(F9) s - (U019 5

égal & /g si et seulement si £ est décomposé dans Q (,/g) (i.e., () = 1); de méme,
comme ( E_L?—) est la conjugaison complexe sur F, on a:

(F_/_?)ﬂ _ (Q(xﬁ)/@)ﬁ’

égal & /g si et seulement si ¢ > 0 (i.e., (%)=1).
Il en résulte, par multiplicativité, I'identité suivante:

(—F-‘—{;Q)\/(j = (%) V4, pour tout a€ (P—R), pour tout g€ Q.
Compte tenu de la surjection (car R est fini):
(ffﬂ) . (P=R) —» Gal(F/Q),

et des formules (4.2), on obtient I'isomorphisme fondamental @ avec lequel nous tra-
vaillerons désormais.
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Proposition 4.5. L’application 8 qui ¢ o € Gal(F/Q) associe (U\/(j/\/cj)qeq est
un isomorphisme de Gal(F/Q) sur {£1}9 ~ J, dans lequel l'image de (fa&) est

égale & Y (a) pour tout a € (P — R).

Remark 4.6. Il est clair que I" = ¢({P' — R')) est I'image de <(T§—&}w)> dans
’isomorphisme 6.

Terminons ce paragraphe par un résultat qui permet de voir facilement I'indice (égal
a4 1ou 2)de I dans J:

Proposition 4.7. Soit d = Ng/qd € Q™. Alors on a d € (Q) Q *2 et
(J:I) = (dQ** : Q*?).

Proof. Soit v € PZ% ; la norme globale étant le produit des normes locales, on a
d= le” 8y ; d’apres les formules de la Déf. (3.1), (ii), il vient :

v(d) mod 2Z = Y v(dy) mod 2Z = Y dyfu.

wiv wlv
(i) Siv ¢ S (cf. Déf. (2.1), (ii)), on a, d’apres la Prop. (3.3), dy, fu» = 0, pour tout
wlv, d’olr v(d) = 0 mod 2, ce qui montre (cf. Déf. (4.3)) que d est de la forme

(4.3) d=c¢[] ¢ mod Q**, ee{xl}, t,€Z/2Z.
3€Q
q# -1

(i) Si v € S, on a donc, pour le nombre ¢ # —1 correspondant (¢ = €,p, ou ¢ = 2
ou g = ~-2)
= dufu.
wlv
(iii) On considére maintenant la place paire v (indépendamment du fait que v € S
ou non) et on pose U' = 1+ 4Z, ; il vient (cf. Déf. (3.1), (ii), b) :
= H6 2210.0 dw,fw 1)2 |v “’ 5Ew|u w mod sz
wiv
soit, en tenant compte de (4.3)
(4.4) e = [ a2 (<)) Zun ™ mod U Q2.
qEQ
9# -1

On utilise la définition de la partie paire de @ (cf. Déf. (4.3), (ii)), en remarquant que
Q-{2,-1,-2}CU":
a) Si Qn{2,-1,-2} =0, c’est que dy, f,, = d,, = 0, pour tout w|v; d’ot

€ (QU'Q? cU'Qy?,
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ce qui conduit 4 ¢ = 1.
b) Si Qn{2,-1,-2,} = {2}, c’est que d;, = 0, pour tout w|v; d’otr
€€ (Q)U,ng C 22/22 UI Q;27
ete=1
c) Si Qn{2,-1,-2} = {1}, c’est que dy, fiw = 0, pour tout wjv; d’oir
€= (—I)Zwl" % mod U'Qxy?,
soit € = (=1)t-t avec t_y =3, d.

wlv “w*

d) Si Qn{2,-1,-2} = {-2}, c’est que d;, = dy, fu,, w|v; donc
e= [ ¢(-2%++ ™ mod U'Q}?,
q€Q

ce qui conduit a € = 1.
e) Enfin si Q contient {—1,2}, on obtient &€ = (—1)-1, avec t_; = 3
On a donc, d’apres (4.3) et (4.4),

(4.5) d = Hqt" mod Q*%, t, = Zdwfw (resp. Zdi‘,)

g9€Q wlv wiv

d,.

wlv

si g # —1 (resp. ¢ = —1).
On remarque que I = J si et seulement si chaque 7, € J, ¢ € @, satisfait & la
formule du produit dans @, py,, Juw; comme

Mg = ((_1)d‘”fw)w|v (resp. ((_l)d;)wlv)

si ¢ # —1 (resp. ¢ = —1), ol v est la place correspondante, on a I = J si et seulement
si:

Y dufu =0 |resp. Y d, =0

wlv wlv

si ¢ # —1 (resp. ¢ = —1), ce qui est équivalent &
tg =0, pour tout g€ Q@ (i.e, de Q*?). o

Remark 4.8. Si d ¢ Q*2, la formule du produit ne concerne que le sous—groupe

@ (ng)

9€Qo

oll Qp = {g € Q,t, = 1}; autrement dit, on a

= (é(w))@( ® (nq)),

9€Qo
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@ ("Tq) = {(n"]\“)quo,/\q €Z/2Z, Z Ag = 0},

9€Qo 7€Qo

5. Interprétation galoisienne de ~!(I")

Soit L la cléture galoisienne de L/Q. Le but de ce §5 est d’établir le résultat
fondamental concernant la structure de I', & savoir que son sous - groupe

I" = (Y(P' - R))

est un invariant galoisien lié essentiellement & la structure de Gal(f /Q) (en un sens qui
sera précisé dans la remarque (5.4)), ramenant ainsi, grice a la relation I' = I''(i(R")),
le calcul de I', puis de £/G ~ I/I', 4 celui des symboles de Hilbert (p,48y)s, wlv,
v€S, p € R', donnés numériquement par le Lemme (3.2).

En réalité cette étude se fait au nivean des images 6='(I'), 8~!(I") (sous—groupes

de 87!(J) = Gal(F/Q)) (cf. Prop. (4.5)) qui permettent seules 'interprétation ga-
loisienne en question.

Definition 5.1. (i) Soit Dy/x = D 'ensemble des 2-sous—groupes cycliques D
de G = Gal(L/Q) ayant la propriété suivante: Pour tout conjugué D' de D on a
D-Gal(L/K) C Gal(L/L).

(i) Soit A = Gal(L/L~F). Pour tout D € D, on désigne par D = DA/A I'image
canonique de D dans Gal(an/ Q) (elle ne dépend que de la classe de conjugaison de

D) et on appelle E" le sous - corps de LnF fixe par le sous - groupe de G /A engendré
parlesD, D e D.

On peut alors énoncer:

Theorem 5.2. Le sous - groupe Gal(F/E") est égal & l'image de (P' — R') par le
symbole d’Artin (E&), par conséquent, I = 6(Gal(F/E")).
Proof.(i) Inclusion <(T£‘-&R')> C Gal(F/E").

Montrons que si £ = p, € P' — R' alors (f-%g) € Gal(F/E"). Puisque E" C LnF,
il revient au méme de montrer que

(@"IZﬂ) € Gal(LnF/E").

Soit. A le groupe de décomposition, dans f/ Q, d’une place @ de L au-dessus de v;
comme 'indice de ramification de @ est impair, il existe un sous—groupe normal
de A, d’ordre impair, contenant le sous—groupe d’inertie de @, et tel que A/ soit
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un 2-groupe cyclique; si D est un 2-Sylow quelconque de A, alors D est cyclique
et on a A = Q >D. Soient Ny et N les sous—corps de L fixes par A et §); alors
Gal(N/Np) ~ A/S est engendré par le Frobenius (N%Vﬂ), et comme LAF C N, la

restriction de (ﬂwﬂ) a inF est

(o) - (1)

w w

puisque 4 est totalement décomposée dans Ng/Q ; mais

(=54) - (=25)

] v
qui n’est autre que le symbole d’Artin (b_il‘i) Enfin comme 2 C A, on a
D = DAJ/A = QDAJ/A = AA/A ~ Gal(LnF/NonF)

engendré par (L “1; Q )
Si Pon montre que D € D (cf. Déf. (5.1), (i)), on aura montré que (LLfAQ) €D =

DAJA, et donc que (%‘9-) € Gal(F/E") par définition de E" (cf. Déf. (5.1), (ii)). Or
puisque £ = p, € P' — R, la place v est totalement décomposée dans L/K (cf. Prop.
(2.6)); comme I’ensemble des groupes de décomposition des places de L au—dessus de

v est ’ensemble des conjugués A’ de A, la condition de décomposition est équivalente
a AL Gal(L/K) C Gal(L/L) quel que soit A’; ceci implique en particulier

D!\Gal(L/K) C Gal(L/L)
pour tout conjugué D’ de D, ce qui signifie bien D € D.
.. . F
(ii) Inclusion Gal (F/E") C <(F—-&R')>

Pour démontrer I'inclusion opposée, il suffit de montrer que:
Pour tout 7 € Gal(LnF/E”), tel que (T) = D pour un D € D, et pour tout

relevement r, de 7 dans Gal(F/Q), il existe £ € P’ — R’ tel que (E./ZQ) =T.

(a) Cas o T = 1. Dans ce cas on peut prendre D = 1, et ici 7 est un élément
de Gal(F/LnF). Relevons 71 en 71 € Gal(LF/L) ~ Gal(F/LnF); alors il existe une
place w de LF, que I'on peut choisir au-—dessus d’une place v de Q non ramifiée

dans f,F/Q, telle que 'on ait (L—I;U&) = 7. Comme 7] fixe f, il en est de méme
pour ses conjugués dans Gal(LF/Q) (i. e., pour les frobenius (E%ﬂ), ' |v) , et v est

totalement décomposée dans E/Q, donc dans L/K; d’olt £ = p, € P' — R' (cf. Prop.
(2.6)) et, par restriction a F, (%ﬂ) a pour image (ﬂvﬂ) = (f-éﬂ) =T.
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(B) Cas ot T # 1. Soit N le sous—corps de L fixe par D € D tel que D = (T), et
soit M le sous— corps de LAF fixe par 7;on a AD = Gal(z /M ) Soit 71 un reléevement
de T dans Gal(F/Q) et soit M le corps qu'il fixe; on | remarque que MmL M. En
effet, MmL est contenu dans L et dans F, donc dans LnF de plus MmL est fixe par
T, donc par 3 T,et on a MmL C M, d’oi1 I’égalité, l'autre inclusion étant triviale. On
a donc Gal(LF/M;) ~ Gal(L/M).

Soit alors N; le composé M3 N; on a donc 'isomorphisme:

D, = Gal(LF/N,) ~ Gal(Z/N) = D.

1l

Par conséquent, D, est 2-cyclique et il existe une place @ de fF, au-—dessus d’une
place v de @ non ramifiée dans fF/ Q, telle que (%&) engendre D;.

Dans la projection Gal( LF/Q) = Gal( f/Q), I'image d’un conjugué D) de D, est
un conjugué D' de D pour lequel on sait que D\Gal(L/K) C Gal(L/L); or ceci est
précisément équivalentd la décomposition de v dans L/K. Par ailleurs la restriction
de (—ﬂg) a F est (Jﬂ) = (ﬂl&) = 71; on a donc encore £ = p, € P' — R'.

D’ot1 le théoréeme. ]

Remark 5.3. (i) On peut montrer assez facilement que si I'on a L C KF, alors E"
est un sous —corps de LnF.

(i) La construction que nous faisons, en termes de frobenius, se justifie par le fait
que l'on dispose du théoréme de densité de Cebotarev qui permet de dire que tout
sous —groupe cyclique de G est, d’une infinité de fagons, groupe de décomposition
dans Z/ Q d’une place de L, ceci ne voulant pas dire que tout élément de I" soit

de la forme ¥(£) (ou, de fagon équivalente, tout élément de Gal(F/E") de la forme

(%)) pour £ € P'. L'exemple des extensions galoisiennes f/ Q & groupe de Galois

isomorphe & Dg, est instructif & ce sujet: Soit L une extension galoisienne de Q telle
que G = Gal( L / Q) Dys. Désignons par Ky le sous—corps biquadratique de Let par
(K1, K}), (K3, K3) les deux paires de corps non galoisiens conjugués, de degré 4. On
a KinK{ = k1, KonK5 = ky, ol k; et ky sont deux des sous—corps quadratiques de
Ky; le troisieme sous — corps quadratique ko est fixé par Punique sous — groupe cyclique
d’ordre 4 de G. On desxgne successivement par Dy, D}, Da, D} les groupes de Galois
de L/Kl, L/Kl, L/Kg, L/K2

Supposons que L = L K = Ky et que LoF = Ko; on a Dy g = {D1, D1, D2, Dy}
et les DA/A, qui sont les Gal(K/k;), i = 1,2, engendrent Gal(K/Q) sans que tous
les sous — groupes de ce groupe soient de la forme DA/A: le générateur de Gal(K/ko)

n’est pas le frobenius d’une place de @ (non ramifiée dans f/Q) décomposée dans
L/K.

Remark 5.4. La définition de E" fait référence i I'intersection inF qui peut varier
en fonction de F (donc de I'arithmétique de L/K/Q) par I'intermédiaire de I’ensemble
Q; cependant & G fixé comme groupe abstrait, le groupe Gal(E"/Q) =~ J/I" ne peut
prendre qu'un nombre fini de valeurs dépendant seulement de G/G?[G, G], le quotient.
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abélien 2-élémentaire maximal de G. On per¢oit donc maintenant mieux les “degrés
de liberté” de linvariant £/G ~ I/I', lorsque G est fixé. Le cas limite, qui élimine
toute référence a I’arithmétique, est le suivant:

Corollary 5.5. Soit L/ K une extension quadratique de corps de nombres, et soit G
le groupe de Galois de la cléture galoisienne L de L sur Q. SoitT = GG, G) ; si les im-
ages DT/T" des sous - groupes D € Dy i engendrent G/T, alors on a L1k /Gr/x = 1.

En effet, puisque f/nF/ Q est une 2—-extension abélienne élémentaire,
A = Gal(L/LnF) o T;

comme les DA/A sont les images des DI'/T dans la projection G/T = G/A, il est clair
que les DA/A engendrent G/A et donc que E" = Q, ce qui implique I =I' = [ = J,
soit CL/K/gL/K =1.

Remark 5.6. En utilisant I’exemple précédent de Dg, on vérifie facilement que le
Corollaire (5.5) s’applique pour toutes les extensions quadratiques L/ K pour lesquelles
la cléture galoisienne de L est L ( L/Ko, puis L/ Ky, Ky /k; et leurs analogues); le cas
de L/K = E/ K, illustre le Théoréme (7.3) démontré plus loin et est repris au §8, b;
enfin le cas de L/K = L/Kj a été démontré par A. CORTELLA [C2).

6. Interprétation et calcul de £/G
Dans 'isomorphisme canonique
67! : J — Gal(F/Q) (cf. Prop. (4.5)),

les inclusions
I"crcrcyJ,

correspondent aux inclusions
E'2E'DEDQ,
de sous —-corps de LnF pour lesquels on a
L/G ~ I/I' ~ Gal(E'/E).

Le corps E" C F = Q(/(Q)) étant connu de fagon galoisienne (cf. Déf. (5.1), (ii)),
écrivons —le sous la forme kummerienne

E" = Q(VA"), A"C(Q),
aved

(61) /\” = (dla .o ,dt), di = H qﬂq.i .
9€Q
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Dans I'isomorphisme

8 : Gal(F/Q) — J,

la base (n4)qcq de J (cf. Déf. (4.3)) correspond & la base canonique (04)qeq de
Gal(F/Q) caractérisée par les conditions suivantes

(6.2) aq(\/(?) = /¢, pour tout ¢' €Q - {q} et o.(va@) = -va.

Posons alors, pour tout p € R/,
6.3 = ((-1)¥ , YPEeZ2Z,
(63) o) = (%) . ez

et

On a par définition 7, = 671 (¢(p)), et le sous—groupe engendré par Gal(F/E") et
les 75, p € R, fixe par définition le sous—corps E' cherché. De fagon précise, posons
E = Q(\//V ), A" € A"; trouver E' équivaut & caractériser les d' € (di, ...,d;) tels
que Vd' € E' :

Posons d' = [['_, d™, m; € Z/2Z; alors Vd' € E' si et seulement si v/d' est fixe
par tous les 7,, p € R, ce qui s’écrit

(Ha,’,’“p)(ﬁ) =Vd', pour tout peR,

q€Q
—
t t
P i 4
(Hogq)(n\/d—im) = H Vd;, pour tout pe R,

€Q i=1 i=1
—

Zy{l’minq,i = 0, pour tout peR', (cf. (6.1))

4,i
>

t

Z Zy;’nq,i m; = 0, pour tout pe€ R,
i=1 qeEQ

posons

(6.4) af = E Y&ngi, pour tout pe€ R', pour tout i€ {l,...,t},
qeQ

alors toute base de solutions du systéme

(65) Zafmi = Oa PER',
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donne une base du radical de E'/Q.
Il ne reste plus qu’a identifier le corps E; comme on peut s’y attendre, il est lié au
nombre d introduit & la Prop. (4.7) pour caractériser I'indice (J : I):

Lemma 6.1. On a E = Q(Vd), ot d = Ng/qg56.

Proof. Posons E = Q(v/dp ); comme E est un sous—corps de F = Q(+/{Q)), on
peut poser dp = [] 4@ ™ do est caractérisé par les conditions suivantes (cf. Rem.

(4.8)):
1 o (V&) = V&,

7€Q

quels que soient les Ay € Z/2Z, q € Q, tels que quQo Ag=0.0na
Aq q
[ o) (Vo) = (~1) 2™ Vo

qeQ

par conséquent, les ny doivent vérifier

Z/\qnq = 0, pour tout (Ag)qeq tel que Z Ay = 0;
9€Q 9€Qo

on vérifie facilement que 'unique solution non triviale est donnée par
ng = 0, pour tout ¢g¢ Qo, ng = 1, pour tout g€ Qo;

d’oti le lemme compte - tenu de la définition de d. |

Corollary 6.2. On a |L/G| = 2t779(M) (resp. 2t-m9(M)-1) gi d € Q** (resp.
d ¢ Q*?), ot M est la matrice (af), pe R', i=1,...,t (cf. (6.4), (6.1), (6.3)).

7. Considérations pratiques et exemple

Par commodité nous résumons ici les différentes étapes permettant la détermination
effective de £/G pour L = K (v/8), de cléture galoisienne L:

(i) On détermine I’ensemble
T = {v € Plg,v ramifiée dans L/K} .
(ii) On calcule les normes locales
dy = Nk,/q,0, v€EZ, wlv,

et on pose (cf. Déf. (3.1)), pour v € }, wjv:

d . .
O pivtvgyv mod Q)2 pour v impaire,

8y = 2%fw(=1)%5% mod Q?, pour v paire,
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ol f, est le degré résiduel de w dans K/Q et dy, d,,, d, € Z/2Z.
(iii) On détermine l’ensemble

({2,-1},
ou {2},

Q = {(-V™ *ps,v € ,v impaite, (du fu)upp # )} | J{ ou {-1},
ou {-2},
[ ou @,

selon que la place paire v est telle que

((dw fw)wjo, (dw)wpp) =~ Z/2Z xZ]2Z,
(dp)wp = (0) et (dufuw)uwp # (0),
(dufw)up = 0) et (dy)up # (0),
(dwfwlup = ([dy)wp # (0),
(dufw)uly = (dw)wp = (0).

On obtient alors

F =Q(V(Q)),
puis (cf. Lemme (6.1))

E = Q(Vd), d = Ny c(@Q)Q*2.
(iv) On considére le corps LnF et on pose
A = Gal(L/LnF);

on détermine le sous—corps E" de LnF fixe par le sous-groupe de Gal(f,nF/Q)
engendré par les DA/A, pour les 2-sous - groupes cycliques D de Gal(i/ Q) tels que
D/, Gal(L/K) C Gal(L/L) pour tout conjugué D' de D. Si E" = E, on a L/G = 1.
Supposons [E" : E] > 1.
(v) On détermine ’ensemble R des nombres premiers dont 'indice de ramification
dans f/ Q est pair, puis R' = R P’ qui, d’aprés la Prop. (3.5), est donné par

R' = {py € R, il existe A\, € Z/2Z (resp. il existe A, 1, € Z/2Z) tels que
d,, = A\ydy fu, pour tout wjv, pour v impaire
(resp. diy, = Aydy fu + pud.,, pour tout wjv, pour v paire} .

On remarquera que pour les p, € R tels que v ¢ I, il est plus rapide d’utiliser la
Prop. (2.6} puisque dans ce cas les §,, ne sont pas calculés.

(vi) On calcule les

vo) = ((-1%) . pek,
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au moyen des formules explicites suivantes (cf. Lemme (3.2) et Prop. (3.5)):
(@) Siq¢ {2,-1,-2} (i.e., q= (-1)”5—‘1;,,) :
(-n% = (,%) si p#po,
(~DFT A

2
)
s

(B)sige {2,-1,-2} (i.e., py =2) :

(-4 = (2) sip# 2,
= (-1 si p=2;
- = (F)  sop#2
= (=1)# si p=2;
- = () s p#2,
= (=)t 5 p = 2,
(vii) On calcule une base (d;, ...,d;) du radical de P’extension E"/Q caractérisée

au point (iv), et ’on écrit

— anq-", i =1,...,t nq,iez/zz;
q€Q

on forme enfin la matrice

M = (af), peR, i=1,..,t,

)

ol
= Zy;’nq,h peER, i=1,...,t¢,
q€Q
et on obtient
2/ ot—rg (M)
CE:Q

A titre d’illustration, démontrons le résultat suivant, donnant pour la structure
Z/AZ x Z /2 Z, une famille infinie de contre —exemples.

Theorem 7.1. Soitk = Q(y/m), m € Q* -Q**, m = 1 mod 5. Soit L = k(us),

et soit K = Q(v/m,V/5). Alors, pour Uestension quadratique L/K, on a |L/G| = 2 si
et seulement si tout diviseur premier du discriminant de k est congru 4 =1 modulo 5.

Proof. Comme @(us) = Q(v5) (/=255 ), on a L = K (v/5) pour § = =245,
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(i) On a T = {v}, ou p, = 5, et {w € Plg,w|v} = {w',w"} puisque (B)=1.
(ii) Comme le corps de décomposition de v dans L/Q est k, on a, pour w € {w’,w"},

-5+v5
8w = Nisib = No(v8) /e (T) =5,

d’olt dy fuy = dw =1 et di, =0, pour w € {w',w"}.
(iii) On a immédiatement

Q = {5}, Nkpé =5, F=Q(V5), E=Q.
(iv) Ona A = Gal(L/Q(V5)) et
Dk = {Gal(L/Q(us), Gal(L/L")},

ol L' est 'extension cyclique de degré 4 distincte de Q (us) ; comme ces sous — groupes
D se projettent sur 1 dans G/A, on a E" = F = Q(v/5). Donc ici [E" : E] = 2.

(v)OnaR={5p,...,pr}, ol les p; sont les nombres premiers ramifiés dans k/Q.
Comme &, = 5 = 5! ¢2 mod QX?, pour tout w € {w',w"},ona 5 € R car A, =0
convient; comme l'indice de ramification des p; dans K/Q est pair, on a p; € R' pour
tout i, d’olt R' = R.

(vi) On a successivement, pour p € R {p # 5),

v = (2).

B(5) = (1) Tt = 1,

onadonct = 1let|L/G| = 2¢-"9M) ol M est la matrice colonne formée des 2, p € R,
pour lesquels

i 5 i :
-1 yg = — ) = =1, ... 5 = :
( ) (pt) <5>1 ¢ ’ 3Ty et ys 07

(7.1) IL/G] = 2 siet seulement si (g) = 1, pour tout p€ R - {5},

et, de méme

d'oit

ce qui fournit, pour cette structure, une infinité de contre—exemples au principe de
Hasse étudié (le corps L de conducteur minimum conduisant & un tel contre — exemple

est obtenu pour m = —11). Remarquons que la condition ci-dessus suppose m = 1
mod 4, car (%) = —1; elle est alors compatible avec la condition de décomposition
(%) = 1. Pour m = 1 mod 4, on aura £/G = 1 dés qu’il existe un nombre pair non
nul de p; tels que (&) = —1. Enfin si () = -1, on a, pour I'unique place w de K

au—dessus de 5,
6w = Ng,/q,(8) = Ngjq(d) = 52,
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soit @ =90, F=Qet L/G=1. a

Remark 7.2. Lorsque K est imaginaire (i.e., m < 0) et que £/G ~ Z/2Z (i.e.,
(2) = 1 pour tout p ramifié dans k/Q), alors ¢ = 1—%5 est un représentant de la
classe non triviale de £/G (et méme de L”/Q’NL/KL"):

(i) L’unité £ est norme locale dans L/K en toute place de K ne divisant pas 5 (ceci
est en défaut pour les places & 'infini de K lorsque celui-ci est réel car £ n’est pas
totalement positive). Comme & = % mod (V5), on a bien € = uyNyay, ay € Ly,
pour p, = 5, en prenant u, = 3 (cf. Déf. (1.3)).

(ii) Supposons que € = a Ny /ka, a € Q', a € L*. Puisque 5 = N x(V5), on
peut toujours supposer que a est de la forme

a =& ... 4, ;€ PP— {5}, £ distincts.

On a donc en particulier (a~1,48),, = 1 pour w € {w’,w"}, soit, puisque (¢,8), =

(©)-

D’apres la Prop. (2.6), les ¢; sont soit décomposés dans L/ K, soit ramifiés dans K/Q;
dans le premier cas, on vérifie que ¢; est nécessairement décomposé dans Q (\/3 /9,

d’oir (%L) = 1; dans le second, ¢; est alors 'un des p ramifiés dans k/@Q pour lesquels

on a par hypothése (2) = 1. On obtient donc (2) = []i_, (&) = 1, ce qui est absurde.

(5) = (42) =1,

Le cas Gal(f,/ Q) ~ Dg ayant été résolu dans la Rem. (5.3), donnons le résultat
général suivant qui correspond au cas ol L/K est “décomposée”:

Theorem 7.3. On suppose que L = K L;, ot L, est une extension quadratique de
Q non contenue dans K.

(i) Si [K : Q] est impair alors L/G = 1.
(ii) Si K contient un sous—corps quadratique, alors L/G = 1.

Proof. On peut prendre pour 4 le rationnel qui est tel que Ly = Q(+/§), auquel
cas on a
d = NK/Q6 = (S[K:Q] .

Dans le cas (i), comme [K : @] = 1 mod 2, d ¢ Q*? et on obtient E = L,; dans le cas
(ii), on a au contraire E = Q. Nous allons montrer que dans tous les cas le Corollaire

(5.5) s’applique ici. Désignons par L, la sous—extension de L fixe par G?[G,G] et
posons M = Lon K et My = ML), = LynL; on a [M; : M] = 2. Convenons du
fait que pour tout 7 € Gal(L;/Q), 7 désigne un relevement de 7 dans G, d’ordre
puissance de 2 (c’est toujours possible puisque ™ =7 pour tout A impair). Soit
enfin s € Gal(Z/ K) tel que sa restriction & L engendre Gal(L/K).

Soit & € Gal(L2/Q) tel que les restrictions &y, et 5p, de & et 5 & M, soient
distinctes; alors on a (o) € D pour o € G relevant 5: dans le cas contraire il existe
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7 € G tel que (ro7~ 1) Gal(L/K) ¢ Gal(L/L), donc il existe t € Gal(L/K), de
la forme t = Toir7!, i € Z, tel que t ¢ Gal(Z/L), ce qui équivaut a t = st’,
t' € Gal(L/L), et on a donc
st' = ro't7!,
qui conduit &
5t = Ta'77! = &' puisque Gal(Ly/Q) est abélien;

comme t' € Gal(L/L), ¥ € Gal(Lz/M,) et par conséquent, Sy, = 4, , Ce qui est
absurde car si i = 0 (2), on obtient §p, = 1 ce qui est contraire au choix de s, et si
i = 1(2), c’est contraire au choix de & ; d’on 'assertion.

Posons D' = {D = (0), dm, # 8m,} C D, et vérifions que {D = (5),D € D'}
engendre Gal(L2/E).

Dans le cas (i), puisque E = L;, le résultat est clair car

M, = L et D = {(0’),5’ € Gal(Lz/Ll)} .

Dans le cas (ii), il faut engendrer Gal(L2/Q). Soit T € Gal(L2/Q); si Tar, # m,
alors (7) = D avec D = (1) € D'; supposons alors que Tp;, = 3p7,; comme par
hypothése K contient un sous—corps quadratique, on a [My : Li] > 2, ce qui fait qu’il
existe 59 € Gal(La/L1) tel que Gonr, # 1, et on a Togpy, = T, Gom, = Sum, Gom, #

3m,, d'olt Pexistence de X impair tel que {(7 09)*) € D'; de méme, Gorr, # S, car
Gal(M; /L)n Gal(M1/M) = 1, et {og) € D'. D’ot le résultat puisque 7 = (7ap) do =

(765 )26 = (100)* 0. O

8. Compléments (d’apreés les techniques de [C2])

Au plan cohomologie des tores, il vient donc
£/G ~ W (k,T) = W (T),
ot UL (k,T) est le groupe de Schafarevich — Tate,

ker(H‘(k,T) — 11 H‘(ku,T)>,

vEPE;,

d'un tore T convenable associé a l'extension L/K/k (cf. [C2, III 1]), ou le corps de
base k est ici un corps de nombres quelconque, mais L/k galoisienne de groupe de
Galois G.

Considérons le diagramme ci — dessous, dans lequel H = Gal(L/K), et 2 est 'ensemble
(fini) des sous —groupes de G qui coincident avec le groupe de décomposition G,, dans
L/k, Q’une place de L au-dessus d’une place v de k,

H & G

(8.1) 1 Té

n(ém) < oo
i=1

veEQ vEN
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les applications p et 7, sont respectivement les transferts verg et verg’l;, ol
HY = Guoz{H(z)™,

les z} décrivant un systéme de représentants des r, doubles classes G,\G/H (cf. [C2,
III 4, b)), l’application & étant canonique.

Ce diagramme conduit & I'isomorphisme suivant permettant le calcul de L (7'} (cf.
[C2, TII 4, d)):

(8.2) L (T) ~ Keru/é(Kernp).

Si 'on remplace €2 par 'ensemble C des sous - groupes cycliques de G, le schéma, (8.1)
devient

H e €

?

(8.3) T LK
n(&#) « I

ceC \i=1 c€C

et le groupe

W, (k,T) =M. (T) = ker(H'(k,T) — [] H'(k,T)),
G,eC

qui contient trivialement 1l (k,T), est tel que
(8.4) W, (T) ~ Kerp/d (ker ).

a) Etude de la famille du Théoréme (7.1).
Désignons par s (resp. t) un générateur de Gal(L/Q(v/m)) (resp. L/Q(us)), et
calculons ver§} au moyen de la section (cf. [Se, Prop. 7, p. 129))

¢ : G/IH — G,

définie par

6(1) = 6(s?) =1,
8(f) 8(32) = t,
6(s) = 6(3%) = s,
6(f3) = 6(f5%) = ts;

Tis = 0(1)30(§)—1 =1, o1, = O(D)O(E)™ = 1,
we = (D) =1, e = 0HHDT =1,
zs = 0(8)s6(5%)T = &2, ay = O(5)0(sE)7 =1,
Ttse = 9({‘)39(‘52)‘1 = 8%, oz = 0(5_)150(5)—1 = 1,
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et ver§ : G® = G — H est caractérisé par

verg(s) = H Tss = 1, ver$ (1) = H Ty = 1;
a€G/H acG/H

d’oti Ker ver§, = Kerp = G.
De méme, les calculs de transferts

ver?mc : C — ChH,
pour les sous— groupes cycliques C de G, donnent
Ker(ver§c(C)) = C, pour C = (t) ou (ts?),
Ker(ver§ o (C)) = (1), pour C = (s%),
Ker(ver§nc(C)) = Ker(ver§(C)) = (s?), pour C = (s) ou (ts)

(cf. [C2, T11 7, €]).
D’ou (cf. (8.3), (8.4))
UL, (T) G/8'((t) x (ts?) x (1) x (s?) x (s?))
(8.5) = G/(t,s%)
~ Z[2Z;

on est bien dans un cas ou ’obstruction galoisienne ne suffit pas.
Pour le calcul de 1L (T'), il reste uniquement & regarder les morphismes de transferts
verg® o,
pour les groupes de décomposition G, associés aux places v ramifiées dans L/Q, avec
Gy non cyclique, les seules possibilités étant ici G, = (¢,s), (t,s?).

11 suffit méme de se limiter aux cas ou G, contient le générateur s (dont la classe
mod (¢, s*) engendre L, (T')), ce qui équivaut i supposer G, = G. Or, par définition,
les ramifiés dans L/Q sont 5 et les p; ramifiés dans Q(\/ﬁ)/Q; donc G, = G ne
peut se produire que pour certains des p; puisque, par hypothése, 5 est décomposé
dans Q (v/m)/Q, donc s'il existe p; tel que (&)= —1 (i.e. p; totalement inerte dans
Q(us)/Q), auquel cas Ut (T) = 1. On retrouve bien le fait que

W (T) = W, (T) ~ Z/2Z

si et seulement si (&) = 1 pour tout i (cf. (7.1)).

b) Etude du cas de Dg avec H non normal.
Comparons avec les résultats obtenus (Rem. (5.6) et Th. (7.3)).
On pose G = (t,s), avect? =s* = let tst~! =sl;0ona

G = G/(s*Y ~ Z2ZxZ)2Z;

on considére le cas ot H = (2).
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En prenant les représentants de H\G dans (s) (i.e., 8(1) = 0(f) = 1, 6(5) =
8(t3) = s, 6(3%) =0(32) =52, 0(5%) = 0(f3°%) = 53), il vient:

1, = 6(1)t6(%) = t, s, = 0(1)s8(5)" =1,
zre = O(5)tH(D)! = sts =t x5, = 6(5)s6(s?)" =1,
g5z, = O(52)t0(52E) 7 = $s® = t, e, = 0(5%)s8(5%) 7 = 1,
zga, = B(5)t0(53) 7 = Sts7l = t,  zp, = 0(5%)s8(1)7 = 1;

d’olt ver§ (t) = t* = 1 et ver§(s) = 1, soit
Ker(very) = G*.

Ensuite, pour un sous—groupe cyclique C' de G, il faut faire I'intersection de C avec
les Hf, c’est —a~dire trouver les conjugués de H qui sont dans C' (les autres donnant
un transfert nul).

Ces conjugués sont les (s'ts™%) = (£ s2); d’ot

H=(t) e¢ H = (ts%).

Examinons les différents C € C.
(i) C = H ou H' : ver§ = id, de noyau (1);

(i) C = (s?): HaC = H, C = {1}

(iii) C = (¢t s) ou {ts®): HoC = H\C = {1};

(iv) C = (s) HnC = HLC = {1};
d’ou

kern = (s?) x (ts) x (ts®) x (s)
et
é(kern) = (s,ts) mod (s?) = G*,

soit, comme attendu (cf. Rem. (5.6)):
(8.6) W (T) =UWe(T) = 1.

c¢) Etude du cas de G = Hjg.
Alors H est nécessairement 1'unique sous—groupe d’ordre 2 de G. On pose

G = (s,t), avec 88 =ttt =1, s* =2, tst7! = s,
on a alors
H = () = (s*).
OnaG® =G/(s?) ~Z/2Z x Z/2Z.
On peut prendre le systéme de représentants de H\G défini par
6(5%) = 6(3**) = s*, i

04
6(5't) = 0(3**4) = s't, si 0 < i

IN A
IN A
w
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alors,pour 0 <i<3et0<j<1l,ona:

Tyigig = e(gi{j)w(git‘jﬂ)—l _ sitjt(sitl—j)—l = sit¥gmi = ¥

donc . .
verg(t) = ngit'j,t = Hthj = =1;
irj i=0 j=0
Tsips = 9(§ifj)89(§i_j 5)_1
= gt (sit1) 7 =1, si j=0, 0<i<2,
= st = {2, si j =0, i=3,
= si-1t(si72¢) 7! =1, si j=1, 1<i<3,
= s‘lt(sst)~l =54 = =¢, si j=1, i =0.

Donc
verg(s) = Ha:?'gj,, =t =1, et ker (ver,G,) = G,
i

Pour les sous—groupes cycliques, il vient (H étant normal):

(i) C = H: verf =idq;

(ii) C = (t), (s%t), (st) ou (s3t): HnC = H, et kerver§; = H ([C2, III 7, €]);

(ili) C = (s?) : HnC = H et ker (ver§) = H;

(iv) C = (s): le calcul de ver$§j: (s) ~ Z/8Z — (s*) ~ Z/2Z donne facilement
ker (ver§) = (s?).

D’ol

(8.7) We(T) = G® ~ Z)2Z x Z)2Z;

on retrouve le méme groupe que dans le cas de Hy (cf. [C2, III 7, d]) ce qui peut
conduire au méme type de contre - exemple que celui de [C1)].

9. Calcul explicite d’un nouveau contre —exemple

On va exhiber des formes @ — bilinéaires ne satisfaisant pas au principe de Hasse, &
partir de la structure Z/4Z x Z /2Z, étudiée au Th. (7.1) et au §8, a, avec m = —11.

D’aprés la Rem. (7.2), & = 1—'%‘@ est un représentant de la classe non triviale de

L/G pour 'extension L/K = K (V/8)/K avec K = Q(V/5,V-1I).

On vérifie enfin que a = m——q———jg\/-i% (ou ¢ = exp (2im/5)) est un élément primitif
de L/Q de norme 1 dans L/ K.

On trouve (en utilisant PARI):

Irr(, Q)
X8 —10X7+ 470 xo - 1090 x5 4 131 x4 — 1090 x5 4 4TLx2 10X +1.

P

It
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Le polynéme U(X), défini modulo P et tel que U(a) =€ = %, est le suivant:

g SSyr 539 .4 2245 o 4979 ., 6115

6 6 6 6 6

Les formes bilinéaires b et 3, correspondant respectivement aux formes hermitiennes
(1) et (a) de L, ont les coefficients suivants (cf. [C2, IV 5, b] pour les formules):

X3 — 670X% + 220X - 29.

bs = -9 B =0 Bs = —50

by — =319 g = =i g, — =160

by — =204l g = =2 g, — 13015
be — 72120 By = —125 Bs = —119842
8 = 121 4 -6 8 = 7363

/ 0 0 0 -1 b b br bs\
0 0 0 0 -1 b b b
0 0 0 0 0 -1 b b
0 0 0 0 0 0 -1 b
-1 0 0 0 0 0 0 -1
b5 -1 0 0 0 0 0
b b -1 0 0 0 0
\ b b b -1 0 0 O

/ B B2 Bs Bu Bs Bs Pr Bs
B B B2 B3 Bu Bs B Br
Bz B B B2 Bs Pa Bs Ps
Bs B2 B B B2 B3 Ba Bs
Bs Bz B2 Br P B2 B3 Ba
Bs Ba B3 B2 B B Ba Bs
Bs Bs Ba Bs B2 B B B2
\ B Bs Bs Ba Bs B B B )
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