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Abstract. Nous reprenons, dans le cadre de la thborie normique explicite du corps de classes, 
1’6tude du groupe de dbfaut du principe de Hasse pour les similitudes de formes bilinbaires, effectube 
par ANNE CORTELLA dans sa th&se ; nous en donnons une interprbtation galoisienne concrbte puis nous 
obtenons de nouveaux cas de validit6 de ce principe ainsi qu’une famille infinie de contre-exemples 
pour la structure 2 / 4 2  x 2 / 2 2 .  

0. Introduction 

0.1. Position du problkme 

Soit k un corps de nombres et soit V un k - espace vectoriel de dimension finie. Si 
l’on considkre une forme k - bilinbaire b sur V ,  le principe de Hasse pour b est le fait 
que toute forme k - bilineaire b’ sur V, similaire b b sur tous les complCtCs k, de k, est 
similaire b b sur k. Dans le cas OG la k-algbbre b involution R associ6e b b (au sens 
d’E. BAYER [B]) est un corps de nombres L,  le principe de Hasse pour b est Cquivalent 
b la propri6tB suivante, pour l’extension quadratique L / K  (oa K est le corps fixe de 
l’involution) : 

“L’ensemble C des x E K tels que, pour toute place w de k il existe a, E k,X tel que 
xa;’ soit norme locale dans L / K ,  en toute place w de K au - dessus de v, est 6gal b 

Dans sa these (cf. [C2]), A.  CORTELLA a BtudiC ce problkme, lorsque L / k  est galoi- 
sienne, au moyen de la cohomologie des tores; elle a montr6 l’exactitude de ce principe 
de Hasse dans de nombreux cas et trouvC, avec k = Q et Gal(L/Q) N H B ,  le premier 
contre-exemple (cf. ((211). 

= k N.,.,L .” 
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Son etude montre que le groupe de defaut C/G de ce principe de Hasse depend 
d’abord, de faCon essentielle, de la nature de Gal(L/k), et, lorsque l’obstruction ga- 
loisienne subsiste, d’un invariant arithmetique associ6 h la ramification dans L/k. 

On se propose ici d’ktudier le groupe de dCfaut C/G pour k = Q ,  pour L/Q non 
necessairement galoisienne, et dans le cadre des voies explicites du corps de classes 
(caracterisees, comme l’on sait, par l’usage du symbole de restes normiques); par rap- 
port au travail d’A. CORTELLA, le resultat essentiel de cet article est l’interpretation 
suivante du groupe C/G (cf. $4, $5 ,  $6): 

Posons L = K ( f l ) ,  E = Q (a), ou d = NK/Q (a), et soit L la cl6ture galoisi- 
enne de L/Q; alors il existe une 2-extension abelienne Blementaire explicite F de 
$, contenant E ,  pour laquelle on a C/G N Gal(E‘/E), Gal(F/E‘) &ant de la forme 
I”($(R‘)), o~ le groupe I“ est un invariant galoisien, se lisant sur le schema L/LnF/Q,  
et ou ($(R’)) depend simplement de symboles de Hilbert explicites lies B l’ensemble 
R des places de Q ramifiees dans z /Q .  L’existence de l’invariant I” fait que l’on 
peut avoir L/G = 1 universellement pour certains groupes Gal(z/Q),  comme cela 
a Btk obtenu dans [C2, I11 61 par la consideration du groupe U, (k,T) qui contient 
le groupe C/G vu comme groupe de Schafarevich-Tate, JlL (k, T ) ,  associe ii un tore 
algebrique convenable. 

On donne alors un certain nombre de resultats gCn6raux (par exemple (34)) et on 
obtient une famille infinie de contre-exemples avec Gal(L/$) = Z/4Z x +/2Z et 
Gal(K/Q) 2i Z/2H x Z/2Z (cf. (32)). 

Enfin, en complement (cf. $8, $9), A. CORTELLA calcule le groupe JlL, (k, T )  pour 
Gal(L/k) = DS et H16, confirme, via les techniques cohomologiques BvoquBes, le 
rbul ta t  (32), et obtient numkriquement une paire de formes bilinCaires illustrant ces 
contre - exemples. 

A -  

0.2. Notations gh5rales 

D’une manihre ghnCrale, pour un corps de nombres K ,  on designe par P e K  l’ensemble 
des places de K ,  reunion de PpK (l’ensemble des places finies) et de P t z  (celui 
des places archimbdiennes); on confond place et valuation sous - jacente, selon les 
definitions suivantes: 

(i) si w f Peg, w : K X  -B Z est la valuation normaliske usuelle ; 
(ii) si w E PtF est reelle, w : K X  -B + / 2 2  est definie par (-1)w(5) = signe(a,(z)) 

(iii) si w est complexe, la valuation associee est nulle. 
Pour toute place w E PeK, on dbsigne par K, le complete de K en w. 
On designe ensuite par v les elements de PCq , par p ,  la caracteristique rhsiduelle cor- 

respondante pour v f P e t ,  et on pose p ,  = -1 si v = 00 (l’unique place archimedienne 
de Q ) .  On pose 

pour le plongement reel (T, associ6; 

P = {pu,uEP&Q}, 

de sorte que Q 

R ~ +  si w = 00).  

= (P). 
On designe enfin par Uu le groupe des unites de Q ,  (on a U,, = Ziv si v E P e t ,  U,, = 

Soit donc K un corps de nombres, et soit L une extension quadratique de K .  



Gras/Cortella, Principe de Hasse 111 

On utilisera les algkbres ktales suivantes, pour v E P ~ Q  : 

L, = @ L,, oil L, = @ L,l, 

pour lesquelles la norme 
Nu : L, + K,  

est dkfinie comme le produit des normes locales correspondantes (ou, ce qui revient au 
mgme, comme le prolongement par continuit6 de la norme usuelle N L / K  : L x  -$ K X )  . 

L’invariant ktudik (cf. [C2, 11.31) est alors L L / K / G L / K ,  oii: 

LLIK = C. 

(0.1) = {x E KX, x = auNuav, a ,  E Q:, au E L:, pour tout ‘u E P e g } ,  

G L I K  = S = Q ’ N L I K L ’ .  

1. Premikre rbduction pour le calcul de C/S 
On pose 

(1.1) C = { v  E P ~ , Y  est ramifike dans L / K }  . 

Remark 1.1. Pour les places & l’infini on ne parle pas de ramification mais d’inertie 
(degr6 rksiduel 6gal B 2); ceci revient B se placer dans le cadre “divisoriel” du corps de 
classes (cf. [J], Chap. 111, p. 168). Dans ce cadre, si w E P l F ,  le frobenius (T) est 
la conjugaison complexe dans L,t/K, = L,I/IR, w‘lw. 

Lemma 1.2. Tout tltment de L/G est reprdsentdpar un y E K X  tel que y = 
u,N,P,, u, E U,, p, E L,X , pour tout Y E P ~ Q  . 

Proof .  Tout klkment de K X  &ant norme locale en v ,  dans L / K ,  pour presque toute 
place v E P ~ Q ,  on peut supposer que, pour x E L, la famille (a,),, est un idde de 
Q (cf. (0.1)); comme le groupe des classes au sens restreint de Q est trivial, ceci est 
kquivalent B l’isomorphisme 

le groupe des idkles unitks de $. I1 existe donc c E $” tel que a, = mu, u, E U,, 
0 pour tout Y E PLQ; dors y = c-lx convient. 

Ceci amkne B dkfinir les groupes L‘ et $’ suivants: 



112 Math. Nachr. 188 (1997) 

Definition 1.3. On pose successivement 

C' = {X E K " ,  x = u,N,(Y,, (Y, E L,X, U ,  E U,, pour tout 

Q' = Cl,$". 

E P e a } ,  

Comme .C'/C&G = C/C& ($ " NL/KLX) = C'/(C&$ ") NLIKL', on obtient le fait 
suivant, point de depart de 1'6tude normique des paragraphes suivants: 

Corollary 1.4. Le groupe de ddfaut C/G est canoniquement isomorphe d 
c'/$'NLIKLx. 

2. Symboles de restes normiques 

La seconde &ape consiste a interprkter C'/$'NL,KL" a l'aide de la thCorie normique 

Soit v E Pea, et pour tout w E P C K ,  WJW,  soit 
du corps de classes. 

(*) : K,X + Gal(L,t/K,) c) Gal(L/K), w ' I w ,  

le symbole de restes normiques attache a w, oh la flhche de gauche est l'isomorphisme 
de rCciprocitk du corps de classes local, et celle de droite resultant de l'isomorphisme 
canonique du groupe de Galois local avec le groupe de d6composition de w dans LIK;  
soit alors 

l'image de U, par le symbole (e) ; elle est contenue dans le groupe d'inertie de w 
dans LIK,  et on a donc J, = 1 pour toute place w de K non ramifi6e dans LIK. 

Definition 2.1. (i) Pour tout t~ E PCQ, on d6signe par 

J, = {((y)) , u, E U , }  C @ J, 
WIU wlv 

l'image diagonale de U, par le symbole $,,, (*). 
(ii) On pose 

t e e Q  W E P e K  

puis on designe par 
N 

I =  @ J, 
vEPeQ 
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le sous-groupe de J form6 des 616ments satisfaisant B la formule du produit dans eWEPLK J,. D’aprBs la remarque pr6ckdente, le support S = {v E PeQ,  J, # (1)) est 
contenu dans C, et on a donc J = $VES Jv.  

(iii) Pour tout x E C’ (cf. D6f. (1.3)), on pose 

(iv) Enfin on pose (cf. Dkf. (1.3)) 

I’ = $(Q’> 

Remark 2.2. Par definition de C’, on a, pour tout x E L’ et tout v E RQ, 

donc E J,, pour tout v E P t Q ,  et, comme x est “global”, on a 

d’oii $(z) E I .  

On peut alors Bnoncer: 

Lemma 2.3. L’applicataon $ induit un isomorphisme canonique de C’/$‘ NLIK L x  

Proof.  Soit (a,), E I vu dam $LEplK Jw; la rCciproque de la formule du produit 

sur I / I ‘ .  

donne I’existence de x E K tel que 

(q) = a,, pour tout w E P e K ,  

Par dbfinition, x E C‘, ce qui prouve la surjectivitk de $. 
si  pour x E c’, (( +)) E 11, il existe c E Q’ tel que 

W 

ce qui kquivaut B xc-l E NLIKL’ ,  puisque le principe de Hasse usuel vaut dans 
0 l’extension cyclique L I K ;  d’oii x E $‘NLIKLX. 

Remark 2.4. L’isomorphisme canonique C/G N I / I i  nous ramkne B calculer, d’une 
part, les images diagonales par $wlv (e) des groupes U,, v E S (pour la dktermi- 
nation de J puis I ) ,  et, d’autre part, I’image par $J de Q’. Ceci suppose d’Btablir des 
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formules explicites pour les symboles de restes normiques dans LIK (ce sera l'objet 
du '$3). 

En ce qui concerne Q', il est en partie Qlucid6 par les propriQt6s suivantes (Prop. 
(2.5) et (2.6)): 

Proposition 2.5. Soit 

alors on  a Q' = (p')QX2. 

Proof. Soit c E Q'; on a donc E Jv pour toute place v E PCQ. Fixons 

1 mod 2, et posons c = c&, c, = p"vc), c', E U, (si IJ = m, I J  E PCQ telle que W ( C )  

on rappelle que l'on a p ,  = -1, c; E Rx+) ; on a donc: 

mais par hypothbse c', E U,, d'oh E J,,  et finalement 

d'oh p ,  E P' et c E (PI) Q ". 

p ,  E U,I dans ce cas. 
L'autre inclusion r6sulte du fait que pour v' # v ,  on a (( +)) E J,I car 

W ' l d  

0 

Proposition 2.6. Soit v E PCq - C ; alors les conditions suzvantes sont e'quava- 
lentes: 
6) Pv E P' ; 
(ii) pour tout w ( v  la condition suivante est ve'rifie'e: w est de'compose'e dans LIK ou 

Proof. Comme J ,  = 1 pour v 4 C, on a, d'aprbs la Prop. (2.5)' p ,  E P' si et 
= (1). Soit ?T, une uniformisante de K ,  (on rappelle que 

l'indice de ramification e ,  de w dans KlQ est pair. 

seulement si a 
T, = -1, si w E Pap, et qu'alors e ,  = 1); on a donc 

(( )),Iv 

P v ,  L / K  7rw , L / K  (-)=( w rw, 
car toute unit6 de K ,  est norme dans l'extension non ramifide L,/K,; d'oh la propo- 
sition puisque (*) est le frobenius qui engendre le groupe de d6composition de 
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w dans L/K .  0 

Ce second resultat permet de lire facilement la condition p ,  E P‘, pour u 4 C ; le 
cas gkneral resultera des calculs explicites que nous allons effectuer au 53. 

3. Calculs explicites des symboles de restes normiques 

Posons 
L = K ( f i ) ,  6 E K X ,  6 defini modulo K x 2 .  

Soit c E $: et soit w E P L K ,  wlv; on a donc, en termes de symboles de Hilbert sur 
K: 

(+)& = (c,6),&, 

et de meme, en posant M = K ( & ) ,  on a aussi 

(q)& = (6,c)& = (c,6),&. 

Ce second symbole de restes normiques peut se voir dans Gal(M,t/f(,), oii w’Iw 
dans M / K .  Soit alors M$ l’extension abelienne maximale de $, dans M,I;  si 
4 @ K,, M,I est le compose direct, sur $,, de K, et de l’extension quadratique 
$ , (4 ) , et on a les inclusions 

%(A) c M$ c wd. 
Les proprietb fonctionnelles du symbole de restes normiques (cf. [S, XIII, 41) montrent 
que dans l’application canonique (ici injective) 

Gal(Mwl/Kw) Gal(Mzf/$,) , 

le symbole (w) a pour image le symbole ( N ~ w l ~ u :  M ” ’ Q u )  qui appartient B 
Gal(M$/M$ n K,), et que la restriction 

Ga l (~$ /Q , )  + Gal(Q,(&)/Q,) 

induit I’isomorphisme Gal (M$/M$ n K,) N Gal (Q , (4) /$ v )  dans lequel le sym- 
bole precedent a pour image le symbole ( NKW / Q ,  6, $ , (4) /$ ,v) ; on vCrifie que cette 
expression vaut Bgalement lorsque 4 E K,, ce qui conduit B la relation suivante, pour 
toute place u E PeQ et tout c E Q z :  
(3.1) (c,d), = (c ,dW), ,  avec 6, = N K , / Q . ~ .  

Ainsi, connaissant les normes locales 6,, on se ramkne B des calculs de symboles de 
restes quadratiques sur $ selon le processus suivant: 
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Definition 3.1. (i) On considhe la decomposition usuelle de Q; modulo Q c 2 :  
a) si  v E pet est impaire: Q; = p$/2n x cf/2z x ~e~ , OG (, est une racine de 

l’unit6 d’ordre p,  - 1; 
b) si v E PG est paire: Q c  = 2n/2z x (-1) w 2 a :  x g w n  x Q y ;  
c) si u = 00 : Q; = (-1) w 2 n :  x Q Z 2 .  

(ii) Pour toute place w de K ,  soit f, le degr6 residue1 de w dans K / Q ;  comme 
N~,,~,(K:) pF%,, on peut poser: 

a) Si v E PG est impaire: 6, 
b) si v E Pet est paire: 6, 2 2dwfw (-l)d:5d: mod Q:2, d,, d L ,  d t  E 2 / 2 2 ;  
c) si v = 00 : 6, 

p$wfw& mod Qt2, d,, d‘, E 2 / 2 2 ;  

( - l ) d w f w  mod Q Z 2 ,  d, E 2/2+.  
On notera que l’on a dans tous les cas d, w(6) mod 2. 

(iii) Pour tout p = p ,  E P, on d6finit le symbole de restes quadratiques g6n6ralis6 

par ( f )  = 1 si et seulement si a E QC2 (en particulier, (5) est le signe de a et 
( 5 )  = 1 si et seulement si a E 4 = ( l +  8Z2)). 

Lemma 3.2.  Soit v E PLQ et soit w E PLK, W I D ;  alors on a les formules suivantes: 
(i) v finie impaire: 

d w  ftu 
(- 1) W p ,  , pour tout e E P ,  e # p , ,  

(ii) w paire: 

(2,6,), = ( -1)dE 

(iii) v = 00: 

(e,s,), = 1 ,  p a r  t a t  eEP, e Z - 1 ,  

(-l,S,), = ( - 1 ) d W f W .  

P r o o f .  Compte tenu de la forme de S,, il suffit de donner la liste des symboles 

(a) v finie impaire, L E P, L # p,  (resp. L = p , )  : 
de base, B savoir: 
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(/3) v paire, C E P, C # 2 (resp. .t = 2) : 

(C , - - l )u  = 1 ,  
(-l,-l)w = - 1 ;  

pour cela on a utilisQ les formules explicites classiques suivantes, pour a, b E Q2,", o i  
= ap;u(a), bf = bp;v(b) : 

, pour v impaire ) 
( -l)u(a)w(b)a'"(b))bf-"(a) 

Pu 

4'-1 b ' -1  2 

( (%b)u = 

(au sens de la DCf. (3.1), iii); 

( a , b ) v  = (-1)-( a t U ( b ) b ! - U ( a )  ) ' pour v paire, 

m 2 -  1 
oil l'on a pose ($) = ( - 1 ) - B ,  pour x f 1 mod 2 2 5 .  

(i) Pour v finie impaire, C E P, C # p,, on a donc (cf. DQf. (3.1), (ii), a): 

(e,&)u = (e,P>f+) 

= (C,pu) ,d , fw 

or la loi de rQciprocitC quadratique donne, pour e # p,,, et en posant cW = (-1)- : 

(on v6rifie sbparkment les cas e # -1 et C = -1) ; d'oh (C,&,), = (9) dwfw dans ce 
CaS. 

On a ensuite, pour .t = p ,  : 

ce qui Qtablit le point (i) du lemme. 
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(ii) Pour v paire, C E P, C # 2, il vient (cf. DBf. (3.1), (ii), b): 

(L,&,,), = (L,2dWf~(-1)dk5d: 1, 
= (C, 2)$fw (L,  -l)$ (a, 5):' 

on a, pour I = 2 : 

(2,6,), = (2,2)+fw(2,-l),dw(2,5)$' = (-l)d: , 

ce qui etablit le second point. 
(iii) Enfin pour v = 00, C E P, C # -1, on obtient 

( C , 6 W ) ,  = 1 

(-1,6,), = ( - l ) d " f W ,  

puis, pour C = -1 

ce qui achbve la preuve du lemme. 

Puisque les symboles de Hilbert et ceux de restes quadratiques, & valeurs dans { f l } ,  
caracthisent les symboles de restes normiques, a valeurs dans Gal(L/K), il est com- 
mode de considerer l'application (cf. DCf. (2.1)) 

$ : $' + I' 

qui & c associe $UEPeQ (( q))Wlv, comme Ctant B valeurs dans $uEptQ {&l} et 

donn6e par: 

+(c)  = fB ( ( c , ~ W ) , ) w , w ,  
pour tout c E $I. 

V E P L Q  

Les formules du Lemme (3.2) permettent donc d'expliciter le groupe J = $ V E P L Q  J ,  
(vu dBsormais comme sous - groupe de $vEpeQ { f 1)) : 

Proposition 3.3. Dans E'identzfication prtctdente,  on a: 
(i) si v E P G  est impaire 

(ii) si v E PC& est paire 

(iii) si v = 00, on a J, = {(I)}. 
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Proof. Par dkfinition, on a 

Dans le premier cas, J, est engendre par l’image de f,, soit 

Dans le second cas, J, est engendrC par les images de -1 et 5, soit ((-l,&,)u)w~, = 
( ( - l ) d q w l u  et ( ( 5 , ~ w ) u ) w l u  = ( ( - l )dwfw)wlu* Le dernier cas rCsulte du fait que U, = 
J R x +  = Q t 2 .  0 

Corollary 3.4. Le sous-ensemble S = {v E PeQ, J, # (1)) est f o rm4  des v E C 
pour lesquelles il existe W I V  telle que d, f, # 0 (resp. d, f, # 0 ou d‘, # 0 )  si  v est 
impaire (resp. paire). 

En revenant & la dCfinition (cf. Prop. (2.5)), on en dCduit une caractgrisation 
explicite de PI, qui complbte le resultat de la Prop. (2.6): 

Proposition 3.5. Soit v E P ~ Q ;  on a p ,  E PI si et seulement si la condition 
suivante est rkalide: 

(i) Si v est impaire: il existe A, E Z/2 Z tel que 

d: = A,d,f,,  pour tout wlv;  

(ii) si v est paire: il existe A,, p, E 2 1 2  Z tels que 

d: = A,d,f ,  + pud:,  pour tout wlv; 

d w f w  = 0 ,  pour tout W ~ V .  

(iii) si v = cx): 

Proof.  Ceci rCsulte de la Proposition (3.3) prCcCdente et des formules du Lemme 
(3.2) donnant (p, ,  a,),, wlv. On notera que pour v $ S, ces conditions sont Bquivalentes 
B 

0 6 ,  E Q12,  pour tout WIV.  

4. Interpretation de J comme groupe de Galois 

Cette &ape va consister B dkfinir une extension F l Q ,  dCpendant simplement de 
S, dont le groupe de Galois est un 2 - groupe abklien BlCmentaire canoniquement iso- 
morphe B J, et qui permettra I’interprCtation galoisienne de L/G gue nous avons en 
vue . 

Definition 4.1. (i) Soit R l’ensemble des nombres premiers dont l’indice de rami- 
fication dans la cldture galoisienne de L/$  est pair, soit R‘ = RnP’ (cf. Prop. (2.5) 
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et Prop. (3.5)) et soit ( P  - R) le groupe des rationnels Qtrangers B R. On &end la 
definition de $ : $’ + I‘ (cf. Dkf. (2.1)) B ( P  - R) U (R‘), en posant 

$ ( c )  = @ ( ( c ,  L ) ~ ) ~ I , ,  , pour tout c E ( P  - R) u (R’) ; 
VES 

si c E ( P  - R),  $ ( c )  est encore un Clkment de J, car c E U,, pour tout w E S, mais non 
nkcessairement de I car on peut avoir (c,&),, = -1 pour W I V ,  w $ S. 

(ii) On dQsigne par I” l’image de (P’ - R’) par $. 

Remark 4.2. (i) I1 est clair que l’on a les inclusions 

I” c I’ 2 I c J ;  

(ii) La notation I” sera justifike plus loin (cf. §5)  par le fait que ce sous-groupe de 
I‘ ne depend pas des valeurs prises par R, mais seulement du “schema galoisien” qui 
resulte des donnCes L / K ,  R (en un sens 8. prkciser); 

(iii) comme (P’)/(P’ - R‘) 2: (R’), on a la relation 

I‘ = I‘‘($(R‘)), 

qui montre que, si I” est identifik, I’ s’en dCduit au moyen d’un invariant arithmetique 
616mentaire ($(R‘)) qui depend alors numkriquement de R. 

On a alors, d’apr6s le Lemme (3.2), et pour tout l E P - R, l’expression suivante de 
$(l)  sur J = eVES J,, : 

$(e) = (... , ( (y)dwfw) , ... ; ( (;)“jw (+)dL) ) , 
W I V  WIV 

ou 

$(l)  = (. . . , (( fs,dwfw),.. . . .) 9 

selon que 2 E S ou non. 

OG l’ensemble Q est ainsi dCfini: 
Cette expression montre qu’il faut reindexer la base (q,),Es de J, en la base 

Definition 4.3. Soit Q l’ensemble des nombres q suivants: 
(i) q = Evpv pour toute place impaire w E S, oh E,, = (-I)* ; 

(ii) si la place paire est dans S, on considere de fagon non exclusive 

q = 2 si q,,,-1 = (1) (i.e. db = 0 ,  pour tout wlv) ,  
q = - 1 si qv,2  = (1) (i.e. d,fw = 0 ,  pour tout W ~ W ) ,  

q = - 2  si vv,-l = qv,2  (i.e. db = d,f,, pour tout 2 ~ 1 ~ ) .  

On identifie desormais J B {kl}Q et l’on dQsigne par ( v q ) q E ~  la base canonique de 
{*l}Q. 
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Dans le cadre de ces notations, on obtient immediatement (en comparant avec 
l’expression preckdente de $(C)) : 

+(el = ((!)) , pour tout ~ E P - R ,  
4€Q 

et en dhfinissant le symbole 

(!) : ( P - R )  + {&1}, 

par multiplicativit6, on obtient: 

, pour tout c E  ( P - R ) .  
q € Q  

L’interprBtation galoisienne que nous avons en vue va 6tre realisbe au moyen de 
l’extension kummerienne suivante : 

Definition 4.4. On dksigne par F la 2 -extension abklienne Clkmentaire Q (m) 
Consid6rons alors le symbole d’Artin usuel (%) B valeurs dans Gal(F/Q) ; il est 

dCfini en particulier sur ( P  - R)  et est caractkrise par ses restrictions aux sous -corps 
Q (4) , q E Q, car F est le compos6 direct sur Q de ces corps quadratiques; or on a, 
pour L E P - R, C # -1: 

de Q .  

Bgal b JTi si et seulement si C est dCcomposC dans Q (JTi) (i. e., ( 9 )  = 1); de mCme, 
comme (q) est la conjugaison complexe sur F, on a: 

kgal B fi si et seulement si q > o (i. e., (3) = I ) .  
I1 en rbulte, par multiplicativit6, l’identitk suivante: 

(F) fi = (!) fi, pour tout a E ( P  - R) , pour tout q E Q 

Compte tenu de la surjection (car R est fini): 

(F) : ( P - R )  + Gal(F/Q), 

et des formules (4.2), on obtient l’isomorphisme fondamental 0 avec lequel nous tra- 
vaillerons dbormais. 
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Proposition 4.5. L'application 8 qui b u E Gal(F/Q) associe (gfi/fi)qEQ est 

un isomorphisme de Gal(F/Q) sur {kl}Q 21 J ,  dans lequel l'image de (T) est 
&gale ci $(a) pour tout a E ( P  - R). 

Remark 4.6. I1 est clair que I" = $((PI - R')) est l'image de ((fi)) dans 

Terminons ce paragraphe par un rCsultat qui permet de voir facilement l'indice (Qgal 

l'isomorphisme 8 .  

ii 1 ou 2) de I dans J :  

Proposition 4.7. Soit d = N K / Q ~  E Q". Alors on a d E ( Q )  Q x 2 ,  et 

( J  : I )  = ( d Q x 2  : Q x 2 ) .  

Proof. Soit w E Pl;  ; la norme globale &ant le produit des normes locales, on a 
d = n,,, 6,  ; d'aprbs les formules de la DCf. (3.1)' (ii), il vient : 

v(d)  mod 2 Z  = ~(6,) mod 2 2  = d w f , .  
4, WlU 

(i) Si w # S (cf. DCf. (2.1), (ii)), on a, d'aprbs la Prop. (3.3), dwfw = 0, pour tout 
wlw, d'oh v ( d )  z 0 mod 2 ,  ce qui montre (cf. DCf. (4.3)) que d est de la forme 

(4.3) d = E n q t q m o d Q X 2 ,  ~ ~ { f l } ,  t q E Z / 2 Z .  
n€u 

92-1  

(ii) Si w E S, on a donc, pour le nombre q # -1 correspondant (q = cupw ou q = 2 
ou q = -2) 

(iii) On considbre maintenant la place paire w (indkpendamment du fait que w E S 
ou non) et on pose U' = 1 + 422 ; il vient (cf. DCf. (3.1), (ii), b) : 

WIV 

soit, en tenant compte de (4.3) 

(4.4) 
n#-1 

On utilise la dCfinition de la partie paire de Q (cf. DCf. (4.3), (ii)), en remarquant que 
Q - (2, -1, -2) C U' : 

a) Si Q n { 2 ,  -1, -2) = 0, c'est que dwfw = d; = 0, pour tout wlv; d'oh 

E E (Q>U'Q,X2 c U'Q,"' , 
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ce qui conduit E = 1. 
b) Si Qn{2, -1, -2 ,}  = {2}, c'est que dh = 0, pour tout wlw; d'oh 

E E (Q)U'Q,"2 c 2z/2z U' Q,"" 

et E = 1. 
c) Si Qn(2, -1, -2) = {-l}, c'est que d, f, = 0, pour tout wlv; d'oh 

e = (-l)x+dL mod U'Q,"" 

soit E = (-Ift-' avec t -1  = C,,, d;. 
d) Si Qn{2, -1, -2) = {-2}, c'est que d: = d,f,, wlw; donc 

e z n q t q ( - 2 ) x w I u d '  mod U'Q,"2,  
qEQ 

ce qui conduit a E = 1. 
e) Enfin si Q contient {-1,2}, on obtient E = (-l)'-l,  avec t - 1  = '&, d:. 
On a donc, d'aprks (4.3) et (4.4), 

d = n q t q  mod Q x 2 ,  t ,  = d,f, resp. Ed; ( W I U  ) (4.5) 
qEQ WIU 

si q # -1 (resp. q = -1). 

formule du produit dans $wEPeK J,; comme 
On remarque que I = J si et seulement si chaque 77, E J, q E Q, satisfait B la 

77, = ((-l)dwfw)wlu (resp. ( ( - l )dL), ,w) 

si q # -1 (resp. q = -l), oh v est la place correspondante, on a I = J si et seulement 
si: 

si q # -1 (resp. q = -l), ce qui est Qquivalent B 

t ,  = 0 ,  pour tout q E Q (i.e., d E Q x 2 ) .  0 

Remark 4.8. Si d $ Q x 2 ,  la formule du produit ne concerne que le sous-groupe 

@ (77,) 7 

qEQo 

oh &O = (4 E Q,tq = 1); autrement dit, on a 

I = ( q i o  @ (77,) ) @ ( q E Q - Q o  @ (77,) ) 9 
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5 .  Interprbtation galoisienne de 0-l (I”) 

Soit 2 la cl6ture galoisienne de L / $ .  Le but de ce $5 est d’btablir le rbultat 
fondamental concernant la structure de 1’, ?t savoir que son sous - groupe 

I” = ($(P’ - R‘)) 

est un invariant galoisien liC essentiellement B la structure de Gal@/$) (en un sens qui 
sera precis6 dans la remarque (5.4)), ramenant ainsi, grlce B la relation I‘ = I”($(R’) ) ,  
le calcul de I‘, puis de L/G E I / I ‘ ,  & celui des symboles de Hilbert ( P , & ) ~ ,  W I V ,  
w E S, p E R’, donnCs numhriquement par le Lemme (3.2). 

En rBalitC cette Qtude se fait au niveau des images 8-’ (I’), 8-1 (I”) (sous - groupes 
de F 1 ( J )  = Gal(F/$)) (cf. Prop. (4.5)) qui permettent seules I’interprCtation ga- 
loisienne en question. 

Definition 5.1. (i) Soit VLIK = V l’ensemble des 2-sous-groupes cycliques D 
de G = Gal@/$) ayant la propri6tC suivante: Pour tout conjuguC D’ de D on a 
D(7 Gal ( E / K )  E Gal ( Z / L ) .  

(ii) Soit A = Gal(Z/ZnF). Pour tout D E V, on designe p a r b  = D A / A  l’image 
canonique de D dans Gal(ZnF/Q) (elle ne depend que de la classe de conjugaison de 
D) et on appelle E” le sous - corps de ZnF fixe par le sous - groupe de G / A  engendr6 
par lesD, D E V. 

On peut alors Bnoncer: 

Theorem 5.2. Le soas-groupe Gal(F/E”) est dgaZ iL l’kmage de (P’ - R’) par le 
symbole d’Artin 2 9  ; par consdquent, I” = B(Gal(F/E”)). (.> 

Proof.(i) Inclusion ((a)) C Gal(F/E”). 

Montrons que si C = p v  E PI - R’ alors (v) E Gal(F/E”). Puisque E” E &F, 
il revient au meme de montrer que 

(9) E Gal(ZnF/E“). 

Soit A le groupe de d6composition, dans z /Q,  d’une place 6 de 2 au-dessus de u; 
comme l’indice de ramification de 6 est impair, il existe un sous - groupe normal R 
de A, d’ordre impair, contenant le sous-groupe d’inertie de Q, et tel que A/Cl soit 
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un 2-groupe cyclique; si D est un 2-Sylow quelconque de A ,  alors D est cyclique 
et on a A = R X D .  Soient No et N les sous-corps de 2 fixes par A et R; alors 
Gal(N/No) 21 A/lR est engendr6 par le F'robenius (T), et comme &F N ,  la 

restriction de ( y) B ZnF est 

puisque G est totalement dBcompos6e dans No/$ ; mais 

qui n'est autre que le symbole d'Artin (*). Enfin comme R g A,  on a 

D = DA/A = RDA/A = AA/A 21 Gal(ZnF/NonF) 

engendrd par (*). 
Si l'on montre que D E D (cf. DBf. (5.1), (i)), on aura montrk que ED = 

DA/A,  et donc que (9) E Gal(F/E") par definition de E" (cf. DBf. (5.1), (ii)). Or 
puisque l? = p ,  E P' - R', la place v est totalement dBcompos6e dans L / K  (cf. Prop. 
(2.6)); comme l'ensemble des groupes de decomposition des places de 2 au - dessus de 
v est l'ense_mble des con@guBs A' de A ,  la condition de d6composition est kquivalente 
B AhGal(L/K) C Gal(L/L) quel que soit A'; ceci implique en particulier 

0 

DhGal(Z/K) Gal(Z/L) 

pour tout conjugue D' de D, ce qui signifie bien D E D. 
(ii) Inclusion Gal (FIE") 5 (( &)). 
Pour d6montrer l'inclzusion oppos6e, il suffit de montrer que: 
Pour tout f E Gal(LnF/E"), tel que (5) = B pour un D E D, et pour tout 

rekvement 71 de f dans Gal(F/Q), il existe l? E P' - R' tel que 

(a) Cas oh f = 1. Dans ce cas on peut prendre D = 1, et ici 71 est un 616ment 
de GalfF/ZnF). Relevons 71 en E Gal(ZF/Z) 21 Gal(F/EnF); alors il existe une 
place .C de XF, que l'on peut choisir au-dessus d'une place v de Q non ramifi6e 

dans ZF/Q, telle que l'on ait (v) = 7;. Comme fixe L,  il en est de m6me 

pour ses conjugu6s dans Gal(EF/Q) (i. e., pour les frobenius (+), 20 A' 121 ) , et v est 

totalement d6compos6e dans Z/Q, donc dans L / K ;  d'oh l? = p ,  E P' - R' (cf. Prop. (9) apourimage F/Q - F/Q =r1. (2.6)) et, par restriction B F, 

= 71.  (Fe"> 

h 

( > - (  i )  
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(p) Cas oii ?; # 1. Soit N le sous-corps de 2 fixe par D E V tel queD = (7)’ et 
soit M le sous- corps de ZnF fixe par ?; on a AD = Gal(Z/M). Soit 7 1  un relhvement 
de 7 dans Gal(F/Q) et soit M I  le corps qu’il fixe; on remarque que MlnZ = M .  En 
effet, M1nZ est contenu dans 2 et dans F, donc dans ZnF; de plus M1nZ est fixe par 
71 ,  donc par 5, et on a M1nz C M ,  d’oh 1’6galit6, l’autre inclusion &ant triviale. On 
a donc Gal(ZFIM1) II Gal(z/M). 

Soit alors N1 le compos6 M1N; on a donc l’isomorphisme: 

D1 = Gal(2F/Nl) N Gal(Z/N) = D .  

Par consequent, D1 est 2 - cyclique et il existe une place 6 de ZF, au - dessus d’une 

place v de Q non ramifiee dans i F / $ ,  telle que (9) engendre D1. 

Dans la projection Gal( Z F / Q )  + Gal( Z/Q), l’image d’un conjugu6 Di de D1 est 
un conjuguC D’ de D pour lequel on sait que D&Gal( Z/K) C Gal( Z / L ) ;  or ceci est 
precis6ment BquivalentB la dkcomposition de v dans L / K .  Par ailleurs la restriction 
de (*) B F est (v) = (v) = 71; on a donc encore C = p v  E P‘ - R’. 

D’oii le theorbme. 0 

Remark 5.3. (i) On peut montrer assez facilement que si l’on a L C KF, alors E” 
est un sous -corps de LnF. 

(ii) La construction que nous faisons, en termes de frobenius, se justifie par le fait 
que l’on dispose du theoreme de densite de Cebotarev qui permet de dire que tout 
sous-groupe cyclique de G est, d’une infinite de faqons, groupe de dkcomposition 
dans Z/Q d’une place de 2, ceci ne voulant pas dire que tout dement de I” soit 
de la forme @(C) (ou, de faqon Bquivalente, tout element de Gal(F/E”) de la forme (v )) pour C E P’. L’exemple des extensions galoisiennes Z/Q B groupe de Galois 

isomorphe B 02, est instructif A ce sujet: Soit 2 une extension galoisienne de-Q telle 
que G = Gal( L / Q )  II Ds. Ddsignons par KO le sous-corps biquadratique de L et par 
(K1, Ki), (K2, Ki) les deux paires de corps non galoisiens conjuguks, de degre 4. On 
a Kln Ki = kl, K2n Ki = k2, oh kl et k2 sont deux des sous -corps quadratiques de 
KO; le troisibme sous -corps quadratique ko est fix6 par l’unique sous - groupe cyclique 
d’ordre 4 de G. On d6signe successivement par D1, Di , D2, DL les groupes de Galois 

Supposons que L = L,  K = KO et que LnF = KO; on a VLIK = (01 ,  Di,  D2, DL} 
et les DA/A, qui sont les Gal(K/ki), i = 1’2, engendrent Gal(K/$) sans que tous 
les sous - groupes de ce groupe soient de la forme DA/A: le g6nerateur de Gal(K/ko) 
n’est pas le frobenius d’une place de Q (non ramifiee dans Z/Q) d6composee dans 
L / K .  

deZ/K1, Z/Ki, Z/K2, A Z/K;.  
A 

Remark 5.4. La definition de E” fait refkrence B l’intersection ZnF  qui peut varier 
en fonction de F (donc de l’arithmetique de L/K/$) par l’intermediaire de l’ensemble 
&; cependant, & G fix6 comme groupe abstrait, le groupe Gal(E”/Q) N J/I” ne peut 
prendre qu’un nombre fini de valeurs dependant seulement de G/G2[G, GI, le quotient 



Gras/Cortella, Principe de Hasse 127 

abklien 2 - klkmentaire maximal de G.  On peqoit donc maintenant mieux les "degres 
de libertk" de l'invariant .C/G 21 I/I', lorsque G est fixk. Le cas limite, qui klimine 
toute refkrence B l'arithmetique, est le suivant: 

Corollary 5.5. Soit LIK une extension quadratique de corps de nombres, et soit G 
le groupe de Galois de la cl6ture galoisienne 2 de L sur Q .  Soit r = G2[G, GI ; si les im- 
ages D r / r  des sous -groupes D E v L / K  engendrent G / r ,  alors on a c L / K / G L / K  = 1. 

En effet, puisque Z,-,F/Q est une 2 -extension abelienne Blkmentaire, 

A = GZJ(Z/~,-,F) 1 r ;  
comme les DA/A sont les images des DI'/I' dans la projection G/I' + G/A,  il est clair 
que les DA/A engendrent G / A  et donc que E" = Q ,  ce qui implique I" = I' = I = J, 
soit C L / K / G L / K  = 1. 

Remark 5.6. En utilisant l'exemple precedent de D8, on vkrifie facilement que le 
Corollaire (5.5) s'applique pour toutes les extensions quadratiques L / K  pour lesquelles 
la cl6ture galoisienne de L est z ( Z/Ko, puis 2/K1, Kl/lcl et leurs analogues); le cas 
de L / K  = Z/K1 illustre le ThBor&me (7.3) dkmontrk plus loin et est repris au $8, b; 
enfin le c i~s  de L / K  = ~ / K o  a 6th d6montrC par A. CORTELLA [C2]. 

6. Interprbtation et calcul de C/S 

Dans l'isomorphisme canonique 

8-l : J + Gal(F/$) (cf. Prop. (4.5))' 

les inclusions 

correspondent aux inclusions 

I" I' I C J ,  

E" 2 El 2 E 2 Q ,  

de sous - corps de 2, F pour lesquels on a 

L/G N IlI '  N Gal(E'/E). 

Le corps E" 
Ccrivons - le sous la forme kummerienne 

F = Q (m) &ant connu de faCon galoisienne (cf. DBf. (5.1), (ii)), 

E" = Q(rn),  A " C ( Q ) ,  

avec 

(6.1) 
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Dans l’isomorphisme 

la base ( 9 q ) q E Q  de J (cf. DCf. (4.3)) correspond b la base canonique ( D ~ ) , ~ Q  de 
Gal(F/$) caractbride par les conditions suivantes 

(6.2) a,(&) = a, pour tout q’ E Q -  { q }  et uq(&) = -&. 
Posons alors, pour tout p E R’, 

19 : Gal(F/$) -+ J ,  

(6.3) 

et 

On a par dkfinition rp = O-l($~(p)) ,  et le sous-groupe engendre par Gal(F/E”) et 
les rp, p E R’, fixe par definition le sous-corps E‘ cherchk. De fason prCcise, posons 
E‘ = Q (f l) , A’ C A”; trouver E’ Cquivaut & caracteriser les df E (d l  , . . . , d t )  tels 
que f i  E E’ : 

Posons d’ = n;=, Ti , mi E 2 / 2  Z; alors &? E E’ si et seulement si a est fixe 
par tous les rp, p E R’, ce qui s’Ccrit 

U 

pour tout p E R’ , Cy;rninq,i = o , 
q,i 

(cf. (6.1)) 

mi = 0 ,  pour tout p E R’; 

posons 

(6.4) C E ~  = C y[nq,i , 
qEQ 

pour tout p E R’ , pour tout i E (1, . . . , t }  , 

alors toute base de solutions du systhme 

(6.5) 
i= 1 
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donne une base du radical de El/$ .  

nombre d introduit B la Prop. (4.7) pour caractkriser l’indice (J : I) : 
I1 ne reste plus qu’8 identifier le corps E;  comme on peut s’y attendre, il est lie au 

Lemma 6.1. On a E = Q(d), 03 d = N,/,6. 

Proof.  Posons E = Q (a) ; comme E est un sous - corps de F = Q (m) , on 
peut poser do = n q E Q q ” q ;  do est caracterise par les conditions suivantes (cf. Rem. 
(4.8)) : 

J-J +(a) = a, 
qEQ 

quels que soient les A, E 2 / 2 2 ,  q E &, tels que CqEQo A, = 0. On a 

n c7;q (a) = ( - 1 ) Z  a; 
q € Q  

par consequent, les nq doivent verifier 

C ~ , n ,  = 0 ,  pour tout ( A ~ ) ~ ~ Q  tel que C A, = 0 ;  
qEQ qEQo 

on verifie facilement que l’unique solution non triviale est donnee par 

nq = 0 ,  pour tout q 4 Q o ,  nq = 1 ,  pour tout q E &o ; 

d’oh le lemme compte - tenu de la definition de d. 0 

Corollary 6.2. On a [L/Gl = 2t -T9(M)  (resp. 2t -T9(M)-1)  si d E Q x 2  (resp. 
d 4 Q x 2 ) ,  ozi M est la matrice (a f ) ,  p E R’, i = 1, .  . . , t  (cf.  (6.4), (6.1), (6.3)). 

7. Considbrations pratiques et exemple 

Par commodite nous resumons ici les differentes &apes pp-mettant la determination 

(i) On determine l’ensemble 
effective de .C/O pour L = K ( f l ) ,  de cl6ture galoisienne L: 

C = { v E PLQ , v ramifike dans L / K }  . 
(ii) On calcule les normes locales 

6, = N K , / Q ,  6 7 E 1 WIw,  

et on pose (cf. DBf. (3.1))’ pour w E c, wlw: 

6, z p>fwcfw mod Q i 2  , pour v impaire, 
6, E 2 d w f w  (-l)d:5dE mod Q t 2  , pour v paire, 
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selon que la place paire 

On obtient alors 

puis (cf. Lemme (6.1)) 

E = $(&), d = N,/ ,b€ ( Q ) Q X 2 .  

(iv) On considkre le corps Z n F  et on pose 

A = Gal(Z/ZnF);  

on dCtermine le sous-corps E” de Z n F  fixe par le sous-groupe de Gd(&-,F/$) 
engendrb par les DA/A,  pour les 2-sous-groupes cycliques D de Gal@/$) tels que 
D& Gal(Z/K) Gal(Z/L)  pour tout conjuguC D’ de D .  Si E” = E, on a L/G = 1. 

Supposons [E” : E] > 1. 
(v) On determine l’ensemble R des nombres premiers dont l’indice de ramification 

dans Z/$ est pair, puis R’ = RnP‘ qui, d’aprks la Prop. (3.5), est donnC par 

R’ = { p ,  E R, il existe A, E Z/2 Z (resp. il existe A,, p, E 2 / 2  Z) tels que 

d L  = A,d,f,, pour tout wlv, pour v impaire 

(resp. d: = A,d,f, + pvdL, pour tout wlv, pour ‘u paire} . 
On remarquera que pour les p ,  E R tels que v 4 C, il est plus rapide d’utiliser la 

(vi) On calcule les 
Prop. (2.6) puisque dans ce cas les 6, ne sont pas calculb. 
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au moyen des formules explicites suivantes (cf. Lemme ( 3 . 2 )  et Prop. ( 3 . 5 ) ) :  

(a )  si q ( 2 ,  -1, - 2 )  (i.e., q = (-1)+p,) : 

(-1)u: = (8) si P #  P u ,  

(p) si q E ( 2 ,  -1, - 2 )  (i.e., p, = 2 )  : 

(vii) On calcule une base ( d l ,  . . . , dt)  du radical de l’extension E”/Q caractdriske 
au point (iv), et l’on Bcrit 

di = n qn *,*, ’ 

9EQ 

i = 1, ..., t ,  nq,i E 2 / 2 2 ;  

on forme enfin la matrice 

M = (a:), P E R ’ ,  i = 1, . . . , t ,  

O b  
aYf = C ytn,,, , p E R’, i = 1, . . ., t ,  

s€Q 

A titre d’illustration, ddmontrons le rdsultat suivant, donnant pour la structure 
Z/4 2 x 2 1 2  Z, une famille infinie de contre-exemples. 

Theorem 7.1. Soit k = Q (fi), m E Q -Q x 2 ,  m fl mod 5. Soit L = Ic(p5), 
et soit K = Q (fi, fi). Alors, pour I’extension quadratique LIK, on a IC/Gl = 2 si 
et seulement si tout diviseur premier du discriminant de k est congru b f l  modulo 5. 
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( i ) O n a C = { v } , o h p , = 5 , e t  {w~PL~,wl’u)={w’ ,w’’}puisque  (f)=1. 
(ii) Comme le corps de decomposition de ‘u dans L/$  est k, on a, pour w E {w‘, w”}, 

d’oa d, f,,, = d, = 1 et dk = 0, pour w E {w’,w”}. 
(iii) On a immCdiatement 

Q = { 5 } ,  N K / Q ~  = 5 ’ ,  F = $(&), E = $ .  

(iv) On a A = Gal(L/Q (6) ) et 

DL/K = {Gal(L/$(~5), Gal(L/L’)) , 
oh L’ est l’extension cyclique de degre 4 distincte de Q (p5) ; comme ces sous - groupes 
D se projettent sur 1 dans G / A ,  on a E” = F = Q (6). Donc ici [E“ : El = 2. 

(v) On a R = {5,pl, . . . , p , } ,  oh les pi sont les nombres premiers ramifies dans k/$. 
Comme 6, = 5 3 5l <: mod $ z 2 ,  pour tout w E {w’”‘’}, on a 5 E R’ car A, = 0 
convient; comme l’indice de ramification des pi dans K / $  est pair, on a pi E R’ pour 
tout i, d’oa R’ = R. 

(vi) On a successivement, pour p E R (p # 5) ,  

et, de m&me 

on a donc t = 1 et IC/Bl = 2 t - T 9 ( M ) ,  oh M est la matrice colonne formCe des yg, p E R, 
pour lesquels 

$(5) = ( - 1 ) 9 + A v  = 1; 

d’Oil 

(7.1) 

ce qui fournit, pour cette structure, une infinite de contre-exemples au principe de 
Hasse Ctudi6 (le corps L de conducteur minimum conduisant B un tel contre - exemple 
est obtenu pour m = -11). Remarquons que la condition ci-dessus suppose m f 1 
mod 4, car (g) = -1; elle est alors compatible avec la condition de decomposition 
(F) = 1. Pour m 2 1 mod 4, on aura C/B = 1 d8s qu’il existe un nombre pair non 
nu1 de pi tels que (9 )  = -1. Enfin si ( f ) = -1, on a, pour l’unique place w de K 
au - dessus de 5 ,  

6, = NK, /Q , (b )  = N K / Q ( 6 )  = 5’ 7 

lL/Bl = 2 si et seulement si (;) = 1, pour tout p E R - { 5 } ,  



Gras/Cortella, Principe de Hasse 133 

Remark 7.2. Lorsque K est imaginaire (i. e., m < 0) et que L/G 21 Z/2 Zl (i. e., 
( F )  = 1 pour tout p ramifiC dans k / Q ) ,  alors e = est un representant de la 
classe non triviale de L/G (et mCme de C’/Q‘NL,KLx): 

(i) L’unitC e est norme locale dans L/K en toute place de K ne divisant pas 5 (ceci 
est en dCfaut pour les places B l’infini de K lorsque celui-ci est rCel car E n’est pas 
totalement positive). Comme E z 2 mod (A), on a bien E = u,N,cq,, cxv E L,, 
pour p ,  = 5, en prenant u, = 

(ii) Supposons que E = a N L / K ~ ,  a E Q‘, a E L x .  Puisque 5 = N L / K ( & ) ,  on 
peut toujours supposer que a est de la forme 

1 

(cf. DBf. (1.3)). 

a = t1 . . . L,,  ti E P’ - { 5 } ,  Li distincts. 

D’aprks la Prop. (2.6), les t i  sont soit d6composBs dans L/K, soit ramifies dans K/Q; 
dans le premier cas, on vCrifie que t i  est nCcessairement dCcomposC dans Q (&)/Q, 
d’oh (%) = 1; dans le second, Ci est alors l’un des p ramifies dans k/$ pour lesquels 
on a par hypothiise ( f )  = 1. On obtient donc (P) = n;==, (%) = 1, ce qui est absurde. 

Le cas Gal(Z/Q) 21 D8 ayant CtC rCsolu dans la Rem. (5.3), donnons le rbultat 
gCnQal suivant qui correspond au cas oh L/K est “dCcomposCe”: 

Theorem 7.3. On suppose que L = KL1, od L1 est une extension quadratique de 

(i) Sz [K : Q] est impair alors L/G = 1. 
(ii) Si K contient un sous-corps qBadratique, dors L/G = 1. 

Proof. On peut prendre pour 6 le rationnel qui est tel que L1 = Q (G), auquel 

Q non contenue dans K. 

cas on a 

Dans le cas (i), comme [K : Q] = 1 mod 2, d 4 Q x 2  et on obtient E = LI; dans le cas 
(ii), on a au contraire E = Q. Nous dlons montrer que dans tous les cas le Corollaire 
(5.5) s’applique ici. DQsignons par L2 la sous-extension de 2 fixe par G2[G,G] et 
posons M = L2n K et M1 = M L1 = L2n L; on a [MI  : M ]  = 2. Convenons du 
fait que pour tout 7 E Gal(&/$), 7 dCsigne un relkvement de 7 dans G, d’ordre 
puissance de 2 c’est toujours possible puisque T~ = 7’ pour tout X impair . Soit 

enfin s E Gal(Z/K) tel que sa restriction B L engendre Gal(L/K). 
Soit d E Gal(L2IQ) tel que les restrictions d~~ et S M ~  de d et 3 B MI soient 

distinctes; alors on a (a) E 2) pour a E G relevant b: dans le cas contraire il existe 

d = NK/,6 = 6 i K : Q 1 .  

1 - 
( 



134 Math. Nachr. 188 (1997) 

T E G tel que ( ~ a ~ - ~ ) , G a l ( 2 / K )  Gal(Z/L), donc il existe t E Gal( i /K),  de 
la forme t = 7oi7-l, i E Z, tel que t 4 Gal(Z/L), ce qui 6quivaut A t = st’, 

t‘ E Gal(Z/L), et on a donc 

qui conduit B 
S t ’  = TOiT-’, 

s? = 78’7-l = iTi puisque Gal(L2/$) est ab6lien; 

comme t‘ E Gal(Z/L), F E Gal(L2IM1) et par conskquent, 3~~ = a&.l, ce qui est 
absurde car si i ce qui est contraire au choix de s, et si 
i 

Posons V’ = {D = (a), ~ T M ~  # 3M1} c V, et verifions que {D = ( a ) ,  D E v’} 
engendre Gal(L2IE). 

Dans le cits ( i ) ,  puisque E = L1, le resultat est clair car 

0 (2), on obtient S M ~  = 
1 (2), c’est contraire au choix de d ; d’oh l’assertion. 

MI = LI et D‘ = { ( c r ) , B  f Gal(&/Ll)}. 

Dans le cas (ii), il faut engendrer Gal(L2/$). Soit f E Gal(&/$); si T M ~  # S M ~  
alors (7) = B avec D = (7) E D‘; supposons alors que 7 ~ ,  = 5 ~ ~ ;  comme par 
hypothbe K contient un sous-corps quadratique, on a ( M I  : L I ]  2 2, ce qui fait qu’il 
existe  TO E Gal(L2IL1) tel que  OM^ # T,  et on a mM1 = T M ~  @ o ~ l  = d O ~ l  # 
B M ~ ,  d’oh l’existence de A impair tel que ( ( ~ 0 ~ ) ~ )  E V‘; de m h e ,  5.0b~~ # 3~~ car 
Gal(Ml/Ll)n Gal(Ml/M) = 1, et (0.0) E V‘. D’oh le resultat puisque 7 = (m) do = 

0 ( - - A -  T u g )  00 - - ( T 0 0 ) ~ ~ o .  

8. Compl6ments (d’aprhs les techniques de [C2]) 

Au plan cohomologie des tores, il vient donc 

L/O ~ U ( k , T )  = U ( T ) ,  

oh IIL (k, T )  est le groupe de Schafarevich - Tate, 

d’un tore T convenable associe A l’extension L/K/k (cf. [C2, I11 l]), oh le corps de 
base k est ici un corps de nombres quelconque, mais L/k galoisienne de groupe de 
Galois G. 

(fini) des sous - groupes de G qui coincident avec le groupe de decomposition G, , dans 
L/k, d’une place de L au-dessus d’une place v de k, 

Consid6rons le diagramme ci - dessous, dans lequel H = Gal(L/K), et R est l’ensemble 
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les applications p et 7, sont respectivement les transferts verg et verH;, G o i  

EI: = G,,~ZYH(ZY)-' ,  

les zY ddcrivant un systbme de representants des T,, doubles classes G,\G/H (cf. [C2, 
I11 4, b]), I'application 6 &ant canonique. 

Ce diagramme conduit B l'isomorphisme suivant permettant le calcul de U (T )  (cf. 
[C2, I11 4, d]): 

(8.2) UL (2') N Kerp/S(Kerv). 

Si I'on remplace R par l'ensemble C des sous-groupes cycliques de G, le schCma (8.1) 
devient 

H & Gab 

t t 6' 

et le groupe 

UL, ( k , T )  = UL, (T) = ker(H'(k,T) -+ n Hl(lc , ,T)) ,  
G ,  EC 

qui contient trivialement UL (k, T ) ,  est tel que 

(8.4) UL, ( T )  N Kerp/G'(ker 7'). 

a) Etude de la famille du Theoreme (7.1). 
D6signons par s (resp. t )  un gdndrateur de Gal(L/Q(,/%)) (resp. L / Q ( p 5 ) ) ,  et 

calculons verg au moyen de la section (cf. [Se, Prop. 7, p. 1291) 

e : G / H  -+ G ,  

dCfinie par 
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et verg : Gab = G + H est caracterise par 

verG,(s) = n z ~ , ~  = 1 ,  verG,(t) = n z ~ , ~  = 1 ;  
ii€G/H W G / H  

d'oh Ker verg = Ker p = G. 
De mGme, les calculs de transferts 

ver& : C + CnH , 

pour les sous - groupes cycliques C de G, donnent 

Ker(ver&(C)) = C ,  pour C = ( t )  ou ( t s ' )  , 
Ker(verCHnc(C)) = (1) 7 pour C = (s2) , 

Ker(ver&(C)) = Ker(verz(C)) = (s2), pour C = (s) ou (t  s) 

(cf. [C2, I11 7, el). 
D'oh (cf. (8.3), (8.4)) 

UC (T) = G/b'(( t )  x ( ts2)  x (1) x (s2) x (s2)) 

(8.5) = G/(t ,s2)  
N 

on est bien dans un cas oh l'obstruction galoisienne ne suffit pas. 
Pour le calcul de UL (T) ,  il reste uniquement B regarder les morphismes de transferts 

G" 
VerG,n H , 

pour les groupes de ddcomposition G, associes aux places v ramifiees dans L/Q , avec 
G, non cyclique, les seules possibilites &ant ici G, = ( t ,  s), ( t ,  2). 

I1 suffit meme de se limiter aux cas oh G, contient le generateur s (dont la classe 
mod ( t ,  s2) engendre U, (T)), ce qui dquivaut supposer G, = G. Or, par definition, 
les ramifies dans L/Q sont 5 et les pj ramifies dans Q (fi)/Q; donc G, = G ne 
peut se produire que pour certains des pi puisque, par hypothkse, 5 est dhcompose 
dans Q (fi)/Q, donc s'il existe pi tel que (?)= -1 (i.e. pi totalement inerte dans 
Q ( p b ) / Q ) ,  auquel cas UL (2') = 1. On retrouve bien le fait que 

U ( T )  =ULc(T) 21 2/22 

si et seulement si ( f )  = 1 pour tout i (cf. (7.1)). 
b) Etude du cas de DS avec H non normal. 
Comparons avec les resultats obtenus (Rem. (5.6) et Th. (7.3)). 
On pose G = ( t , s ) ,  avec t2 = s4 = 1 et tst-' = s-l; on a 

Gab = G/(s2)  2: +/2Z x + /2Z;  

on considere le cas oh H = ( t ) .  



Gras/Cortella, Principe de Hasse 137 

En prenant les representants de H\G dans (s) (i.e., e(1) = 6(E) = 1, 6 ( s )  = 
@(Es) = s, 6(s2) = 6(Es2) = s2 ,  t9(g3) = e(Es3) = s3), il vient: 

zi,t = 6 ( I ) t 6 ( E ) - '  = t ,  zi,e = e(i)So(s)-' = 1 ,  

2 g z , t  = e ( q t B ( Z 2 E ) -  = s2ts2  = t ,  z g z , s  = e(s2)s6(B3)-1 = 1 ,  

Zs,t = e ( s ) t e ( s p  = sts = t ,  5g,8 = e ( ~ ) ~ e ( s 2 ) - '  = 1, 
1 

x53,t  = 6(-'  ) t  6 ( S3E)-' = s3ts-' = t ,  ~ ~ 3 , ~  = 6(s3)s6(I)-' = 1; 

d'oh ver$(t) = t4 = 1 et ver$(s) = 1, soit 

Ker(ver$) = G a b .  

Ensuite, pour un sous-groupe cyclique C de G, il faut faire l'intersection de C avec 
les H f ,  c'est-&-dire trouver les conjuguCs de H qui sont dans C (les autres donnant 
un transfert nul). 

Ces conjugues sont les (si t s - ~ )  = ( t  s2a); d'oh 

H = ( t )  et H' = ( t s 2 ) .  

Examinons les diffkrents C E C. 
(i) C = H ou H' : verg = id, de noyau (1); 

(ii) C = (s2): HnC = HA C = (1); 
(iii) C = ( t s )  ou ( t s 3 ) :  H ~ C  = HAC = {I); 
(iv) C = (s) HnC = HAC = (1); 

d'oii 
ker 7 = (s2) x ( t  s) x ( t  s3)  x (s) 

6(kerq) = ( s , t s )  mod (s2) = Gab, 
et 

soit, comme attendu (cf. Rem. (5.6)):  

(8.6) l L L  (T) = U c  (T) = 1 .  

c )  Etude du cas de G = H I S .  
Alors H est necessairement l'unique sous-groupe d'ordre 2 de G. On pose 

G = ( s , t ) ,  avec s8 = t4 = 1 ,  s4 = t 2 ,  t s t - l  = s-l ; 

on a alors 
H = ( t 2 )  = (54)' 

On a Gab = G / ( s 2 )  N + / 2 +  x Z f 212. 
On peut prendre le systbme de representants de H\G d6fini par 

6 ( s i )  = 8(8a+4) = s a ,  si 0 5 i 5 3 ,  

O ( a i E )  = 6 ( ~ ~ + ~ f )  = s i t ,  si 0 5 i 5 3 ;  
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donc 
3 1 

ver$(t) = n zzifj,t = n n t2j = t8 = 1 ;  
i,j i=o j=o 

zgiFj,, = e ( s i f j ) s e ( s i f j  s)-l 

- - si+l ( s i + l ) - l  = 1, si j = O ,  O S i 5 2 ,  
= 54 = t 2 ,  si j = 0 ,  i = 3 ,  

- - s i - l t ( s i - l t ) - l  = 1, si j = 1 ,  l l i S 3 ,  

= s - ' t ( s3 t ) - l  = s-4 = s4 - - t ,  2 si j = 1 ,  i = O .  

Donc 
verz(s) = nzgicj,, = t4 = 1, 

Pour les sous -groupes cycliques, il vient ( H  &ant normal): 

et ker(ver$) = G Q b .  
& j  

(i) C = H :  verg = id; 
(ii) C = ( t ) ,  ( s 2 t ) ,  ( s t )  ou ( s3 t ) :  H& = H ,  et kerverg = H ([C2, I11 7, el); 

(iii) C = (s2) : HnC = H et ker (verg) = H ;  
(iv) C = (s): le calcul de verg: (s) N Z/8Z + (s4) "_ Z/2Z donne facilement 

D'oh 
ker (verg) = ( s2). 

(8.7) VLc ( T )  N Gab N Z/2Z x Z / 2 Z ;  

on retrouve le mCme groupe que dans le cas de Hs (cf. [C2, 111 7, d]) ce qui peut 
conduire au meme type de contre-exemple que celui de [Cl]. 

9. Calcul explicite d'un nouveau contre - exemple 

On va exhiber des formes Q - bilinbaires ne satisfaisant pas au principe de Hasse, a 
partir de la structure Z/4Z x H/2Z, Btudike au Th. (7.1) et au 93, a, avec m = -11. 

D'aprBs la Rem. (7.2), E = est un representant de la classe non triviale de 
L/O pour l'extension L / K  = K ( f l ) / K  avec K = Q(&, a). 

On v6rifie enfin que a = 2,"1Tc-r& (oa C = exp (2in/5))  est un blbment primitif 
de L/Q de norme 1 dans L / K .  

On trouve (en utilisant PARI): 

P = I r r (a ,Q)  
= X 8 - 1 0 X 7 + r X  471 6 - T X  1090 5 + 1 3 1 X 4 - r X  1090 3 + n X  471 2 - 1 O X + 1 .  
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Le polyn6me V(X), defini modulo P et tel que U ( a )  = E = w, est le suivant: 

0 0 0 0 -1 b5 b6 b7 

0 0 0 0 O - l b g b s  

0 0 0 0 0 0 - 1  b5 

-1 0 0 0 0 0 0 - 1  
b 5 - 1  0 0 0 0 0 0 
b 6 b 5 - 1  0 0 0 0 0 

Les formes bilineaires b et P, correspondant respectivement aux formes hermitiennes 
(1) et (a) de L, ont les coefficients suivants (cf. [C2, IV 5, b] pour les formules): 

b5 = - 9  P1 = 0 /35 = -50 
b - -519 p - -11 -1160 

6 - - € € -  z - 7 3 -  P6 = 11 

3 - 3 -  b7 = + 13015 

119842 

P7 = * 
P8 = + 

2041 p - -22 

b8 = 4 - 3 -  
72120 p - -125 

et les matrices correspondantes sont donnees par: 
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