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RÉSUMÉ

Mes re
her
hes portent sur la statistique fon
tionnelle. Cette bran
he de la statis-

tique étudie des modèles lorsque les données sont assimilables à des 
ourbes. En e�et,

ave
 les moyens te
hnologiques a
tuels, 
ertaines données sont relevées sur des grilles

de mesure très �nes. De plus, 
es données proviennent fréquemment de mesures de

phénomènes de nature 
ontinue (par exemple des relevés de températures, des 
ourbes

de 
roissan
e, . . . ), et il est naturel de les traiter en tant que fon
tions (du temps, de

l'espa
e) plut�t qu'en tant que ve
teurs de points de mesures. On 
onsidère alors que

l'on observe des réalisations de variables aléatoires à valeurs dans un 
ertain espa
e de

fon
tions.

Mes re
her
hes se sont essentiellement fo
alisées sur la régression mettant en jeu des

variables fon
tionnelles. Le point de départ est le modèle le plus simple, le modèle de

régression linéaire fon
tionnelle, dans lequel la variable d'intérêt est à valeurs réelles,

et la variable expli
ative est à valeurs dans un espa
e de fon
tions. Je me suis alors

intéressé à di�érentes extensions de 
e modèle.

La première extension introduit des données manquantes dans les observations. Dans

un premier temps, je me suis intéressé à une méthode d'imputation de données man-

quantes sur la variable réponse, a�n de re
onstituer un jeu de données 
omplet. Ce

jeu de données 
omplété permettra une prévision ultérieure lorsque qu'apparaît une

nouvelle observation de la variable expli
ative. Des prolongements de 
e travail sont

envisagés, notamment le fait de 
onsidérer des données manquantes à la fois sur la

variable expli
ative et la variable d'intérêt, ainsi qu'une variable d'intérêt elle aussi à

valeurs dans un espa
e de fon
tions.

La deuxième extension 
onsidère une variable réponse à valeurs dans un espa
e de

fon
tions. Ce travail introduit une méthode d'estimation du paramètre fon
tionnel du

modèle et établit notamment des résultats asymptotiques sur l'erreur de prévision sur

la réponse. En parallèle, je me suis également intéressé à un sous-modèle du modèle

pré
édent dans le 
as (notamment lorsque les variables sont fon
tions du temps) où

la valeur de la variable réponse en un 
ertain instant est expliquée par le passé de la

variable expli
ative avant 
et instant.

La troisième extension 
onsiste à se pla
er dans un 
adre non-paramétrique. Deux

volets sont abordés dans 
e 
ontexte. Le premier, dans le 
as de l'estimation de la

moyenne 
onditionnelle, a permis de développer une famille d'estimateurs ré
ursifs à

noyau, présentant l'avantage d'être 
al
ulés de façon itérative. Le se
ond développe le


as de la régression sur quantiles via la méthode Support Ve
tor Ma
hine (SVM) qui

est une méthode d'apprentissage performante basée sur la minimisation d'un risque

pénalisé dans un espa
e de Hilbert à noyau reproduisant.





ABSTRACT

My resear
h work fo
uses on fun
tional data analysis. This bran
h of statisti
s stu-

dies models when data 
an be 
onsidered as 
urves. Indeed, with 
ompetitive te
hnology,

some data are 
olle
ted on sharp measure grids. Moreover, these data frequently 
ome

from the observation of 
ontinuous phenomena (for instan
e temperature measurements,

growth measurements, . . . ), and it is natural to deal with these data as fun
tions (of

time, spa
e) more than ve
tors of measure points. We 
onsider that we observe some

realizations of random variables valued in some fun
tional spa
e.

My resear
hes mainly fo
used on regression models involving fun
tional data. The

starting point is the simplest model, known as the fun
tional linear model, in whi
h the

variable of interest is real-valued, and the explanatory variable is valued in a fun
tional

spa
e. I got interested in some extensions of this model.

The �rst extension 
onsiders missing data in the observations. First, I looked at the

problem of imputing missing data in the response variable, in order to re
onstru
t a full

dataset. This full dataset will allow a future predi
tion when a new observation of the


ovariate 
omes. Some perspe
tives of this work 
an be 
onsidered, for example taking

into a

ount missing data for the 
ovariate as well as the response, or 
onsidering a

response also valued in a fun
tional spa
e.

The se
ond extension of my resear
h work is a study where the response variable

is valued in a fun
tional spa
e. This work introdu
es an estimation method of the

fun
tional parameter of the model and gives some asymptoti
 results for the predi
tion

error. In the same time, I got interested in a sub-model 
onsidering (for example with

variables measured over time) the 
ase where the response at a 
ertain time is explained

by the past of the 
ovariate before this time.

The third extension is the nonparametri
 one. Two topi
s are addressed in this


ontext. The �rst one, in the 
ase of the 
onditional mean estimation, allows to develop

a re
ursive kernel estimator, showing the advantage to be 
omputed iteratively. The

se
ond one develops the 
ase of the quantile regression framework via the Support

Ve
tor Ma
hine (SVM) method, whi
h is a powerful learning method based on the

minimization of a penalized risk in a reprodu
ing kernel hilbert spa
e.
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Chapitre 1

Introdu
tion générale

Ce mémoire synthétise les travaux de re
her
he que j'ai pu mener depuis ma thèse.

Le 
adre de mon a
tivité de re
her
he s'ins
rit dans le domaine de la statistique fon
-

tionnelle. L'idée fondamentale de 
ette bran
he de la statistique est de 
onsidérer des

observations 
omme des 
ourbes appartenant à un 
ertain espa
e de fon
tions (par

exemple, des 
ourbes de températures, des 
ourbes de 
roissan
e au 
ours du temps,

des images, . . . ). Une motivation prin
ipale de l'étude de 
e type de données vient

au départ des appli
ations. En e�et, les 
hamps dans lesquels la statistique fon
tion-

nelle peut potentiellement être utilisée sont nombreux : 
limatologie, linguistique, . . . À

titre d'exemple, la �gure 1.1 représente 30 
ourbes journalières de la vitesse du vent (en

mètres par se
onde) mesurées par une éolienne à 99 mètres d'altitude en un 
ertain lieu.

Les mesures sont faites toutes les 10 minutes, soit 144 points de mesure par 
ourbe.

Cette vision des données est le paradigme fondamental adopté dans l'étude de don-

nées fon
tionnelles : la 
ourbe est observée en pratique de manière dis
rétisée sur une

grille d'observation, mais le phénomène sous-ja
ent étudié est un objet appartenant à

un espa
e de fon
tions. Les données de la �gure 1.1 sont une matri
e de taille 30× 144,

mais appliquer des méthodes de statistique multivariée sur 
e type de données n'aurait

pas de sens i
i, au moins pour deux raisons :

• les points de mesure ne sont pas né
essairement les mêmes pour toutes les 
ourbes,

• les points de mesure des 
ourbes sont en général très nombreux, en raison des

progrès pour a
quérir à l'heure a
tuelle de grandes masses de données, et les

problèmes à traiter sont en grande, voire très grande dimension, 
e qui met en

défaut les outils 
lassiques de statistique multivariée.

Depuis la �n des années 1990, la statistique fon
tionnelle n'a 
essé de se développer,

et les arti
les de re
her
he sur 
e type de données se sont multipliés 
es quinze der-

nières années. Plusieurs ouvrages fondateurs sont venus assoir les 
onnaissan
es dans


e domaine, en faire une revue 
omplète est utopique, néanmoins, nous présentons les

prin
ipaux travaux dans 
e qui suit.

La monographie Ramsay et Silverman (2005) est une 
ontribution parmi les plus

notables. Les problèmes préliminaires de 
olle
te de données fon
tionnelles y sont abor-

dés, notamment les aspe
ts de lissage, d'interpolation et de re
alage de 
ourbes. Puis,

des méthodes exploratoires, bien 
onnues en statistique multivariée, 
omme l'analyse
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Figure 1.1 Représentation de 30 
ourbes journalières de la vitesse du vent (en mètres

par se
onde) à 99 mètres d'altitude.
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en 
omposantes prin
ipales ou l'analyse de 
orrélation 
anonique, sont présentées dans

le 
ontexte fon
tionnel. Ensuite, une part importante est faite à la présentation de di-

vers modèles de régression ave
 variables fon
tionnelles. En �n d'ouvrage, des éléments


omplémentaires sont envisagées, par exemple la prise en 
ompte de l'utilisation des

dérivées des 
ourbes a�n de mieux 
omprendre l'information qu'elles 
ontiennent.

En 
omplément de 
et ouvrage, une autre monographie Ramsay et Silverman (2002)

a permis de présenter divers exemples d'appli
ations où les données fon
tionnelles appa-

raissent, laissant entrevoir la quantité impressionnante de 
hamps d'appli
ations, parmi

lesquels on peut 
iter

• l'é
onomie (indi
e de produ
tion de denrées périssables au 
ours du temps aux

Etats-Unis),

• la biologie humaine (
ourbes de 
roissan
e d'enfants),

• la graphologie (étude de l'é
riture de 
ara
tères),

• . . .

D'un point de vue de l'implémentation, des fon
tions R et Matlab sont présentées dans

l'ouvrage Ramsay et al. (2009). Les auteurs dé�nissent notamment des objets fon
tion-

nels, utilisant l'idée que l'expression d'une 
ourbe peut se résumer à la 
onnaissan
e

des 
oe�
ients de 
ette 
ourbe dans une base de fon
tions (Fourier, splines, ondelettes,

. . . ).

Plus ré
emment, des ouvrages ont aussi 
reusé des aspe
ts plus théoriques des don-

nées fon
tionnelles, tout en gardant les ponts ave
 les appli
ations, 
omme la monogra-

phie de Horváth et Kokoszka (2012) qui reprend les prin
ipaux modèles et méthodes

en analyse de données fon
tionnelles (analyse en 
omposantes prin
ipales, analyse de


orrélation 
anonique, modèles linéaires) pour des données indépendantes ou dépen-

dantes. Zhang (2014) a

orde un fo
us parti
ulier à l'analyse de varian
e pour données

fon
tionnelles. Après avoir fait des rappels sur les données fon
tionnelles et sur la re
ons-

tru
tion de 
ourbes, il présente le problème du test de l'égalité de 
ourbes moyennes de

deux pro
essus sto
hastiques. Le lien est fait ave
 des modèles linéaires fon
tionnels ave


réponses fon
tionnelles qui se ramènent à une analyse de varian
e fon
tionnelle. Ré
em-

ment, Hsing et Eubank (2015) ont fait une synthèse de 
es méthodes 
lassiques (analyse

en 
omposantes prin
ipales, analyse de 
orrélation 
anonique, modèles linéaires, analyse

de varian
e) en donnant une vision plus 
entrée sur la théorie des opérateurs, notam-

ment les opérateurs 
ompa
ts, en lien ave
 l'opérateur de 
ovarian
e d'une variable

aléatoire fon
tionnelle. En parti
ulier, le modèle linéaire fon
tionnel est abordé sous

l'angle de la régularisation et d'un problème de type moindres 
arrés pénalisé.

D'autres ouvrages, abordant des aspe
ts plus spé
i�ques de l'analyse des données

fon
tionnelles ont également été é
rits. Parmi les prin
ipaux, on peut 
iter la monogra-

phie Ferraty et Vieu (2006) qui explore intensivement les aspe
ts non-paramétriques
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sur des modèles fon
tionnels. Shi et Choi (2011) adoptent un point de vue bayésien en

étudiant la régression non linéaire bayésienne ave
 des priors pro
essus gaussiens.

En parallèle de tous 
es travaux, plusieurs ouvrages 
olle
tifs ont également été ré-

digés, permettant de montrer la grande variété des sujets abordés en analyse de données

fon
tionnelles. On peut 
iter à titre d'exemple Ferraty (2011).

Mes travaux de re
her
hes se sont fo
alisés sur un thème 
entral en statistique,


elui de la régression. L'idée d'expliquer une variable d'intérêt à l'aide d'une ou plu-

sieurs variables expli
atives est très an
ienne, remontant au début du XIX

ème

siè
le

(Legendre (1805)). D'innombrables travaux ont suivi, mais 
'est dans les années 1990,

au moment où le 
on
ept de données fon
tionnelles émerge, que l'idée de régression

sur variable fon
tionnelle apparaît, et en parti
ulier le modèle linéaire fon
tionnel (voir

Cardot et al. (1999)), dans sa version la plus simple : la variable réponse est réelle,

la variable expli
ative est fon
tionnelle, et la relation entre les deux est linéaire. En

d'autres termes, si Y désigne la variable réponse, X désigne la variable expli
ative,

alors on 
onsidère le modèle

Y = 〈θ,X〉+ ε, (1.1)

où θ est la fon
tion in
onnue du modèle et ε est une variable aléatoire 
entrée représen-

tant l'erreur de modèle, ave
 varian
e �nie E(ε2) = σ2
ε . La variable expli
ative fon
tion-

nelle X est à valeurs dans un espa
e H de fon
tions, muni de son produit s
alaire 〈., .〉
et sa norme asso
iée ‖.‖. Par exemple, H peut être l'espa
e L2([a, b]) des fon
tions de


arré intégrable dé�nies sur un intervalle I = [a, b] et le produit s
alaire 
orrespondant

est dé�ni par 〈f, g〉 =
∫ b
a f(t)g(t) dt pour toutes fon
tions f, g ∈ L2([a, b]). Sans perte

de généralité, nous 
onsidérons notre travail ave
 des fon
tions dé�nies sur l'intervalle

I = [0, 1]. De plus, nous supposons que X et ε sont indépendantes. Ce modèle le plus

simple de régression fon
tionnelle peut être généralisé dans de nombreuses dire
tions,

dont j'ai exploré 
ertaines dans mes travaux de re
her
he.

Une première façon de généraliser le modèle linéaire fon
tionnel 
onsiste à 
onsidé-

rer la problématique des données manquantes. En e�et, s'il est plus simple au départ

de 
onsidérer un modèle pour lequel les données seront 
omplètement observées, en

pratique, de nombreuses situations peuvent faire apparaître des données manquantes.

C'est autour de 
ette problématique que sera développé le 
hapitre 2. Dans 
e travail,

nous avons 
onsidéré des données manquantes sur la variable réponse, et 
onstruit une

méthode d'imputation de 
es données manquantes a�n de re
onstituer le jeu de don-

nées. Une fois le jeu de données initial re
onstitué, il est possible d'estimer le paramètre

fon
tionnel du modèle, et de prédire une valeur pour la variable réponse lorsqu'une

nouvelle observation X arrive dans l'é
hantillon.

Une autre généralisation possible du modèle linéaire fon
tionnel est de 
onsidérer

que la variable réponse est elle aussi fon
tionnelle. Le modèle linéaire fon
tionnel ave
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sortie fon
tionnelle s'é
rit alors

Y (t) = 〈θ(., t),X〉 + ε(t). (1.2)

La prin
ipale problématique (le fait que l'estimation de θ est un problème mal posé,

relié au problème d'inversion de l'opérateur de 
ovarian
e de X) reste la même que dans

le 
as où la variable réponse est réelle. Nous avons étudié l'estimation de θ et l'erreur

de prévision sur la réponse, 
e travail est développé dans le 
hapitre 3.

Toujours autour d'une variable réponse fon
tionnelle, un modèle restreint 
onsiste

à 
onsidérer (notamment lorsque les variables sont fon
tions du temps) que la valeur

de la variable réponse en un 
ertain instant est expliquée par le passé de la variable

expli
ative avant 
et instant. Nous avons 
onsidéré un modèle de 
onvolution s'é
rivant

Y (t) =

∫ t

0
θ(s)X(t− s)ds+ ε(t). (1.3)

L'estimation de θ dans 
e modèle a été réalisée en appliquant la transformée de Fourier

à 
e modèle, de façon à utiliser les propriétés de la transformée de Fourier, permettant

notamment de transformer une 
onvolution en produit. Ce travail est développé dans

le 
hapitre 4.

Jusqu'alors, le modèle 
onsidéré a toujours été linéaire. Dans 
ertaines situations,


ette modélisation est trop restri
tive et il est préférable de se tourner vers une modé-

lisation non-paramétrique. Le modèle 
onsidéré s'é
rit alors

Y = Ψ(X) + ε, (1.4)

où Ψ est un opérateur de L2
dans R à estimer. L'estimation à noyau de Ψ est largement

développée dans Ferraty et Vieu (2006). Notre travail, présenté dans le 
hapitre 5, a

permis de développer une famille d'estimateurs ré
ursifs à noyau, présentant l'avantage

d'être 
al
ulés de façon itérative, 
et avantage étant important lorsque de nouvelles

données arrivent, l'estimateur devant être mis à jour régulièrement.

Pour �nir, les di�érents modèles 
onsidérés pré
édemment sont reliés à l'estimation

de la moyenne 
onditionnelle E(Y |X). Or, dans 
ertaines situations, la moyenne 
ondi-

tionnelle n'est pas for
ément la plus adaptée (présen
e de données aberrantes, données

asymétriques), et les quantiles 
onditionnels sont une alternative intéressante. Dans le


hapitre 6, nous 
onsidérons le modèle non-paramétrique

Y = Ψτ (X) + ετ , (1.5)

où Ψτ est l'opérateur quantile à estimer et le bruit ετ véri�e P(ετ ≤ 0|X) = τ , τ ∈]0; 1[
étant l'ordre du quantile. L'estimation de Ψτ est réalisée à l'aide de la méthode Support

Ve
tor Ma
hine (SVM) qui est une méthode d'apprentissage performante basée sur la

minimisation d'un risque pénalisé dans un espa
e de Hilbert à noyau reproduisant.
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Une synthèse des di�érents modèles de régression fon
tionnelle sur lesquels j'ai tra-

vaillé se trouve sur la Figure 1.2.
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Chapitre 2. Imputation par régression dans le modèle linéaire fon
tionnel

ave
 réponses réelles manquantes

Les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont tirés de Crambes et Hen
hiri (2019).

2.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons au modèle linéaire fon
tionnel (voir Ramsay et

Silverman (2005))

Y = 〈θ,X〉+ ε, (2.1)

où θ est la fon
tion in
onnue du modèle, Y est la variable d'intérêt à valeurs réelles,

ε est une variable aléatoire 
entrée représentant l'erreur de modèle, ave
 varian
e �nie

E(ε2) = σ2
ε , et X est la variable expli
ative fon
tionnelle, indépendante de ε.

En analyse de données fon
tionnelles, beau
oup de travaux 
on
ernent des 
as où

les données sont 
omplètement observées, 
e qui peut ne pas être le 
as dans un grand

nombre d'appli
ations (par exemple, des 
as de données de survie, lorsqu'un appareil

de mesure tombe en panne, . . . ). Pour 
ette raison, nous allons nous fo
aliser sur le

problème de données manquantes (voir Little et Rubin (2002); Graham (2012) pour

un panorama sur les données manquantes dans un 
adre multivarié). Ce sujet a été

largement étudié, en parti
ulier la façon d'imputer des données manquantes, et sur la

pré
ision de 
ette imputation vis-à-vis du type de données manquantes. En e�et, les

données manquantes peuvent être de type MCAR (Missing Completely At Random),

MAR (Missing At Random), ou MNAR (Missing Not At Random). Beau
oup de tra-

vaux traitent de 
ette problématique lorsque les données sont multivariées, en revan
he

les travaux sont beau
oup plus marginaux pour les données fon
tionnelles. Dans le 
adre

MAR, He et al. (2011) ont développé une méthode d'imputation multiple pour une ré-

ponse longitudinale dans une modèle fon
tionnel à e�ets mixtes. De plus, Ferraty et al.

(2013) ont 
onsidéré deux types d'estimation de la moyenne d'un salaire (variable d'in-

térêt réelle) dans un modèle de régression non paramétrique où la variable expli
ative

fon
tionnelle est 
omplètement observée et la réponse est manquante. Également dans

le 
adre d'une réponse réelle et d'une variable expli
ative fon
tionnelle, Febrero-Bande

et al. (2019) 
onsidèrent une méthode d'imputation pour les données manquantes sur

la variable réponse. Il s'agit du travail le plus pro
he du n�tre, bien que n'abordant

pas les aspe
ts théoriques de la méthode d'imputation. Notre travail propose des résul-

tats sur 
e plan. Dans le 
adre MCAR, Preda et al. (2010) ont adapté la méthodologie

de l'algorithme NIPALS (Nonlinear Iterative Partial Least Squares) pour proposer une

méthode d'imputation pour des données manquantes qui a�e
tent des variables expli
a-

tives fon
tionnelles. Dans le 
adre MNAR, Bugni (2012) étudie un test de spé
i�
ation

pour données fon
tionnelles en présen
e d'observations manquantes. En�n, Chiou et al.

(2014) proposent une appro
he non-paramétrique pour l'imputation de données man-

quantes et la déte
tion d'outliers sur des données fon
tionnelles.
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Il est important de bien faire la distin
tion entre un problème de données man-

quantes et un problème de prévision. En e�et, le mé
hanisme de données manquantes

implique une variable aléatoire δ (qui indique si la donnée est observée ou manquante)

qui joue un r�le 
ru
ial dans le 
omportement de l'estimateur. Par exemple, 
ette va-

riable δ et la variable expli
ative X sont dépendantes dans le 
adre MAR. Ce point est

également soulevé dans Ferraty et al. (2013). Dans notre travail, nous 
onsidérons une

méthode d'imputation, basée sur les individus 
omplètement observés, pour rempla
er

les valeurs manquantes dans la réponse du modèle linéaire fon
tionnel. Une fois que la

base de données est 
omplète, nous pouvons estimer la fon
tion in
onnue θ du modèle

ave
 l'é
hantillon 
omplété. Cet estimateur peut ensuite être utilisé pour prévoir de

nouvelles valeurs de la réponse sur un é
hantillon test. Notre apport est en premier

lieu théorique, en fournissant des vitesses de 
onvergen
e des erreurs en moyenne qua-

dratique pour les valeurs imputées, ainsi que sur les valeurs prédites sur un é
hantillon

test utilisant l'é
hantillon re
onstitué. Le 
omportement de la méthode en pratique sera

illustré sur simulations.

2.2 Imputation d'une valeur manquante dans la réponse

2.2.1 Régression fon
tionnelle sur 
omposantes prin
ipales

Considérons un é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n indépendant et identiquement distribué, de

même loi que le 
ouple (X,Y ). Une estimation de θ basée sur l'analyse en 
ompo-

santes prin
ipales des 
ourbes X1, . . . ,Xn a été étudiée dans de nombreux arti
les,

voir par exemple Cardot et al. (1999). Nous rappelons 
i-dessous la 
onstru
tion de


et estimateur. Considérons l'opérateur de 
ovarian
e de X dé�ni sous la 
ondition

E

(
‖X‖2

)
< +∞ (supposée satisfaite dans tout 
e qui suit) par

Γu = E

(
〈X,u〉X

)
,

pour tout u ∈ H et sa version empirique

Γ̂nu =
1

n

n∑

i=1

〈Xi, u〉Xi,

nous appelons (λj)j≥1

(
resp.

(
λ̂j

)
j≥1

)
la suite de valeurs propres de Γ

(
resp. Γ̂n

)
et

(vj)j≥1

(
resp. (v̂j)j≥1

)
la suite de fon
tions propres de Γ

(
resp. Γ̂n

)
. L'identi�abilité

du modèle (2.1) est assurée sous l'hypothèse que λ1 > λ2 > . . . > 0 (voir Cardot et al.

(1999)). De plus, en supposant que λ̂kn > 0 pour un 
ertain nombre entier kn dépendant

de n, l'estimateur de θ est dé�ni par
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θ̂ =
1

n

n∑

i=1

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉Yi

λ̂j

v̂j . (2.2)

Un résultat de 
onsisten
e de 
et estimateur est donné dans Cardot et al. (1999), des

résultats plus ré
ents peuvent être trouvés dans Cai et Hall (2006); Hall et Horowitz

(2007).

2.2.2 Point de vue opératoriel

Notons dans 
ette sous-se
tion que le modèle (2.1) peut-être abordé d'un point de vue

opératoriel. Nous pouvons é
rire le modèle

Y = ΘX + ε, (2.3)

où Θ : H −→ R est un opérateur linéaire 
ontinu dé�ni par Θu = 〈θ, u〉 pour toute
fon
tion u ∈ H. Considérons ∆̂n l'opérateur de 
ovarian
e 
roisée dé�ni par ∆̂nu =
1
n

∑n
i=1〈Xi, u〉Yi, pour tout u ∈ H. Alors, l'estimateur Θ̂ de Θ, véri�ant Θ̂ = 〈θ̂, .〉, est

donné par

Θ̂ = Π̂kn∆̂n

(
Π̂knΓ̂n

)−1
, (2.4)

où Π̂kn est l'opérateur de proje
tion sur le sous-espa
e span(v̂1, . . . , v̂kn).

2.2.3 Prin
ipe d'imputation

Présentons maintenant le 
ontexte de données manquantes. Il peut y avoir de nom-

breuses raisons pour lesquelles des données manquantes peuvent apparaître : panne sur

un appareil de mesure, une personne qui ne souhaite pas répondre à une question dans

une enquête, . . . Nous 
onsidérons que 
ertaines observations Y1, . . . , Yn ne sont pas

disponibles. Nous dé�nissons la variable aléatoire réelle δ et nous 
onsidérons l'é
han-

tillon (δi)i=1,...,n tel que δi = 1 si la valeur Yi est observée et δi = 0 si la valeur Yi est

manquante, pour tout i = 1, . . . , n. Les données sont

{(Yi, δi,Xi)}ni=1.

Nous 
onsidérons que les données manquantes sont MAR. L'hypothèse MAR revient à

dire que δ et Y sont indépendantes 
onditionnellement à X. En d'autres termes,

P (δ = 1 | X,Y ) = P (δ = 1 | X) . (2.5)
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Notons que l'hypothèse MAR est plus faible que l'hypothèse MCAR (pour laquelle

P (δ = 1 | X,Y ) = P (δ = 1)), puisqu'elle permet que le fait que les données soient man-

quantes dépendent potentiellement de la 
ovariable, 
e qui peut être une hypothèse

raisonnable dans plusieurs 
as pratiques. En 
onséquen
e de 
ette hypothèse MAR, la

variable δ (le fait que l'observation soit manquante ou observée) est indépendante de

l'erreur ε du modèle. Dans la suite, le nombre de données manquantes dans l'é
hantillon

est noté

mn =
n∑

i=1

11{δi=0}. (2.6)

Ainsi, pour imputer une donnée manquante, disons Yℓ (où ℓ est un nombre entier donné

entre 1 et n), une façon simple est de 
onsidérer l'analyse des 
as 
omplets (voir par

exemple Little et Rubin (2002); Cheng (1994); Wang et al. (2004); Mojirsheibani (2007);

Buuren (2012)). Cette méthode d'imputation par régression utilise les paires de données

observées pour dé�nir l'estimateur du 
oe�
ient fon
tionnel du modèle. Plus pré
isé-

ment, nous dé�nissons

Yℓ,imp =
1

n−mn

n∑

i=1
i 6=ℓ

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉〈Xℓ, v̂j〉δiYi

λ̂j

. (2.7)

D'un point de vue opératoriel, l'imputation de la valeur manquante Yℓ revient à

Yℓ,imp = Π̂kn,obs∆̂n,obs

(
Π̂kn,obsΓ̂n,obs

)−1
Xℓ, (2.8)

où Γ̂n,obs =
1

n−mn

n∑

i=1

〈Xi, .〉δiXi, ∆̂n,obs =
1

n−mn

n∑

i=1

〈Xi, .〉δiYi et Π̂kn,obs est l'opérateur

de proje
tion sur le sous-espa
e span(v̂1,obs, . . . , v̂kn,obs) où v̂1,obs, . . . , v̂kn,obs sont les kn
premières fon
tions propres de l'opérateur de 
ovarian
e Γ̂n,obs.

2.2.4 Estimation de θ et prévision

Une fois que la base de données est re
onstruite par imputation des données manquantes,

nous pouvons utiliser la base de données 
omplète pour estimer le 
oe�
ient fon
tionnel

θ du modèle, dire
tement à partir de (2.2) (voir Chu et Cheng (1995)), 
'est-à-dire

θ̃ =
1

n

n∑

i=1

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉Y ⋆
i

λ̂j

v̂j , (2.9)

où Y ⋆
i = Yiδi+Yi,imp(1− δi) pour tout i = 1, . . . , n. Ainsi, 
et estimateur de θ peut être

utilisé pour faire de la prévision de nouvelles valeurs de la réponse Y sur un é
hantillon
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test. Si Xnew est une nouvelle 
ourbe arrivant dans l'é
hantillon, la réponse prédite


orrespondante est

Ŷnew = 〈Xnew, θ̃〉 =
1

n

n∑

i=1

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉〈Xnew, v̂j〉Y ⋆
i

λ̂j

. (2.10)

2.3 Résultats théoriques

Dans 
ette se
tion, nous présentons les prin
ipaux résultats obtenus. Les preuves de 
es

résultats sont donnés dans Crambes et Hen
hiri (2019). Pour 
ela, nous 
onsédérons les

hypothèses suivantes.

(A.1) Nous supposons qu'il existe une fon
tion 
onvexe λ telle que λ(j) = λj pour

tout j ≥ 1 qui interpole de façon 
ontinue les valeurs propres λj entre j et j + 1.

(A.2) Il existe une 
onstante C stri
tement positive telle que

E

(
‖X‖4

)
≤ C.

Ces hypothèses sont relativement 
lassiques dans notre 
ontexte. L'hypothèse (A.1)

est semblable à une hypothèse de Crambes et Mas (2013). Il s'agit d'une 
ondition re-

lativement faible qui permet de 
onsidérer une large 
lasse de dé
roissan
es de valeurs

propres pour l'opérateur de 
ovarian
e Γ, par exemple une dé
roissan
e polynomiale ou

une dé
roissan
e exponentielle. L'hypothèse (A.2) est véri�ée pour de nombreux pro-


essus X (pro
essus Gaussiens, pro
essus bornés, . . . ) et 
ette hypothèse est également

présente dans Crambes et Mas (2013).

2.3.1 Résultat sur une valeur imputée et sur l'erreur globale

Theorème 2.1. Si (A.1) et (A.2) sont véri�ées et si λknkn tend vers zéro quand n tend

vers l'in�ni, nous avons

E

(
Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉

)2
=

+∞∑

j=kn+1

(
ΘΓ1/2vj

)2
+

σ2
εkn

n−mn
+ o

(
kn

n−mn

)
,

et

n∑

ℓ=1

(1− δℓ)E
(
Yℓ,imp−〈θ,Xℓ〉

)2
= mn

+∞∑

j=kn+1

(
ΘΓ1/2vj

)2
+

σ2
εknmn

n−mn
+ o

(
knmn

n−mn

)
.
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2.3.2 Vitesses de 
onvergen
e

Pour pré
iser la vitesse de 
onvergen
e de l'erreur quadratique moyenne 
ommise en

remplaçant la vraie valeur 〈θ,Xℓ〉 par la valeur imputée Yℓ,imp, nous introduisons une

notation. Pour toute fon
tion ϕ : R⋆
+ −→ R

⋆
+ pour tout nombre réel positif L, nous

dé�nissons

C(ϕ,L) =
{
T : H −→ R / ∀j ≥ 1, T vj ≤ L

√
ϕ(j)

}
.

Nous pouvons noter que le fait que ΘΓ1/2
appartienne à C(ϕ,L) est satisfait dans des


as simples. Par exemple, 
onsidérons l'opérateur Θ exprimé dans la base des fon
tions

propres (vj)j≥1 tel que Θu =
∑+∞

j=1 θj〈vj , u〉 pour tout u ∈ H, ave
 θj qui tend vers

zéro lorsque j tend vers l'in�ni. Alors il existe une borne L telle que θj ≤ L pour tout

j ≥ 1 et ΘΓ1/2vj = θj
√

λj ≤ L
√

λj .

Theorème 2.2. Soit L =
∥∥ΘΓ1/2

∥∥
∞ et ϕ la fon
tion dé�nie par ϕ(j) =

(ΘΓ1/2vj)
2

L2

pour tout j ≥ 1 qui interpole de façon 
ontinue les valeurs ϕ(j) entre j et j + 1. Sous

les hypothèses (A.1)-(A.2), l'opérateur ΘΓ1/2
appartient à C(ϕ,L) et

E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 ∼
n→+∞

2σ2
ε

k⋆n
n−mn

,

où k⋆n est la solution de l'équation en x

∫ +∞

x
ϕ(t) dt =

σ2
ε

L2(n−mn)
x. (2.11)

Notons que 
ette équation 
orrespond au 
ompromis habituel que l'on fait entre le biais

au 
arré

∑+∞
j=kn+1

(
ΘΓ1/2vj

)2
(approximé par une intégrale) et la varian
e

σ2
εkn

n−mn
obtenus

dans le Théorème 2.1. Ainsi, k⋆n est le nombre optimal de 
omposantes prin
ipales vis-

à-vis du 
ritère de l'erreur quadratique moyenne.

À nouveau, pour l'erreur quadratique moyenne sur toutes les valeurs imputées, nous

avons

n∑

ℓ=1

(1− δℓ)E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 ∼
n→+∞

2σ2
ε

k⋆nmn

n−mn
.

Remarque 2.1. Notons que l'équation (2.11) a une unique solution (le terme de gau
he

est dé
roissant en x, 
elui de droite est 
roissant en x). Cependant, la résolution expli
ite

de 
ette équation est di�
ile en général à 
ause du 
al
ul de L. Pour 
ontourner 
e pro-

blème, nous proposons une autre façon de 
hoisir le nombre de 
omposantes prin
ipales

en pratique (voir la se
tion 2.4 dans la suite).
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Le résultat du Théorème 2.2 est semblable à 
elui obtenu par Crambes et Mas (2013)

(qui 
onsidèrent que la réponse, fon
tionnelle, est 
omplètement observée). La vitesse de


onvergen
e est a�e
tée i
i par le nombre mn de données manquantes. Nous pré
isons

le résultat de 
onvergen
e dans les exemples suivants.

Exemple 2.1. Nous 
onsidérons deux types de fon
tions ϕ tels que ϕ
pol

(j) = Cαj
−(2+α)

et ϕ
exp

(j) = Dα exp(−αj) où Cα et Dα sont des 
onstantes positives et α > 0. Alors,

la solution de l'équation (2.11) véri�e





k⋆n,pol ∼
n→+∞

(
CαL2

(1+α)σ2
ε

)1/(2+α)
n1/(2+α), si ϕ = ϕ

pol

,

k⋆n,exp .
n→+∞

logn
α , si ϕ = ϕ

exp

.

Pour ϕ = ϕ
pol

, le résultat du Théorème 2.2 devient

E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 ∼
n→+∞

2
(
σ2
ε

)(1+α)/(2+α)
(
CαL

2

1 + α

)1/(2+α)
n1/(2+α)

n−mn
,

pour l'imputation d'une valeur et

n∑

ℓ=1

(1− δℓ)E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 ∼
n→+∞

2
(
σ2
ε

)(1+α)/(2+α)
(
CαL

2

1 + α

)1/(2+α)
n1/(2+α)mn

n−mn
,

pour l'erreur sur toutes les valeurs imputées.

Pour ϕ = ϕ
exp

, le résultat du Théorème 2.2 devient

E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 .
n→+∞

2σ2
ε log n

α(n−mn)
,

pour l'imputation d'une valeur et

n∑

ℓ=1

(1− δℓ)E (Yℓ,imp − 〈θ,Xℓ〉)2 .
n→+∞

2σ2
εmn log n

α(n−mn)
,

pour l'erreur sur toutes les valeurs imputées.

Exemple 2.2. Il est possible de pré
iser les vitesses de 
onvergen
e dans des 
as plus

spé
i�ques, en 
onsidérant trois niveaux de données manquantes : (i) le nombre mn

de données manquantes est négligeable devant la taille de l'é
hantillon n, soit mn =

ann ave
 an qui tend vers zéro lorsque n tend vers l'in�ni, (ii) le nombre de données
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ϕ = ϕ
pol

ϕ = ϕ
exp

mn := ann = o(n) ∼
n→+∞

Kαn
−(1+α)/(2+α) .

n→+∞
2σ2

ε logn
αn

mn = ρn ∼
n→+∞

Kα(1− ρ)1/(2+α)n−(1+α)/(2+α) .
n→+∞

2σ2
ε logn

α(1−ρ)n

un := n−mn = o(n) ∼
n→+∞

Kαu
−(1+α)/(2+α)
n .

n→+∞
2σ2

ε logn
αun

Table 2.1 Vitesses de 
onvergen
e de l'erreur quadratique moyenne pour l'imputa-

tion d'une seule valeur, ave
 Kα := 2
(
σ2
ε

)(1+α)/(2+α)
(
CαL2

1+α

)1/(2+α)
.

ϕ = ϕ
pol

ϕ = ϕ
exp

mn := ann = o(n) ∼
n→+∞

Kαann
1/(2+α) .

n→+∞
2σ2

εan logn
α

mn = ρn ∼
n→+∞

Kαρ(1− ρ)1/(2+α)n1/(2+α) .
n→+∞

2σ2
ερ logn

α(1−ρ)

un := n−mn = o(n) ∼
n→+∞

Kαnu
−(1+α)/(2+α)
n .

n→+∞
2σ2

εn logn
αun

Table 2.2 Vitesses de 
onvergen
e de l'erreur quadratique moyenne pour toutes les

valeurs imputées, où Kα := 2
(
σ2
ε

)(1+α)/(2+α)
(
CαL2

1+α

)1/(2+α)
.

manquantes est proportionnel à la taille de l'é
hantillon, soit mn = ρn ave
 0 < ρ < 1,

et (iii) le nombre de valeurs observées est négligeable devant la taille de l'é
hantillon,

soit un := n − mn = o(n). Nous pouvons résumer les vitesses de 
onvergen
e pour

l'erreur quadratique moyenne d'une seule valeur imputée (Table 2.1) et pour l'erreur

sur toutes les valeurs imputées (Table 2.2).

Nous pouvons voir que les données manquantes n'a�e
tent pas la vitesse de 
onver-

gen
e de l'erreur quadratique moyenne sur une seule valeur imputée lorsqu'il n'y a pas

trop de données manquantes (mn = o(n) ou mn = ρn). La vitesse 1/n(1+α)/(2+α)

or-

respond aux vitesses optimales usuelles dans 
e 
ontexte. La vitesse log n/αn n'est pas

exa
te mais for
ément pré
ise puisque 
'est une vitesse paramétrique à un terme lo-

garithmique près. En revan
he, la vitesse est davantage a�e
tée lorsque le nombre de

données manquantes est important (mn ∼ n). Pour l'erreur sur toutes les valeurs impu-

tées, lorsqu'il n'y a pas trop de données manquantes (mn = o(n)), le nombre de données

manquantes joue un r�le 
ru
ial dans la vitesse, puisque la 
onvergen
e dépend du fait

que ann
1/(2+α)

ou an log n tend vers zéro lorsque n tend vers l'in�ni. Dans les autres


as (mn = ρn ou mn ∼ n), les données manquantes a�e
tent la 
onvergen
e de l'erreur

sur toutes les valeurs imputées, 
elle-
i ne pouvant pas 
onverger vers zéro.
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2.3.3 Résultat sur l'estimation de θ et la prévision

Nous donnons i
i un résultat qui montre que, à la 
ondition qu'il n'y ait pas trop de

données manquantes, la vitesse de 
onvergen
e de l'erreur de prédi
tion en moyenne

quadratique pour une nouvelle observation reste la même que dans le 
as où il n'y a pas

de données manquantes.

Theorème 2.3. Sous les hypothèses du Théorème 2.1, si nous supposons de plus que

mn = o(n) et m2
nkn = O(n), alors

E

(
Ynew − 〈θ,Xnew〉

)2
=

+∞∑

j=kn+1

(
ΘΓ1/2vj

)2
+O

(
kn
n

)
.

2.4 Appli
ations

2.4.1 Mise en ÷uvre

En pratique, nous avons utilisé une version lissée de l'estimateur (2.2) basé sur le travail

de Cardot et al. (2003) (régression lissée sur 
omposantes prin
ipales). Pour le lissage,

nous 
onsidérons une base de fon
tions splines de régression ave
 les paramètres sui-

vants : le nombre κ de n÷uds des fon
tions splines, le degré q des fon
tions splines et

l'ordre m de dérivation. Remarquons que, sous des 
onditions appropriées, les résultats

théoriques développés dans la se
tion 2.3 s'appliqueront aussi à 
ette version lissée de

l'estimateur. Par exemple, nous supposons que l'estimateur θ̃ est r′ fois dérivable pour
un 
ertain entier r′ et θ̃(r

′)
véri�e, pour un 
ertain ν ∈]0, 1]
∣∣∣θ̃(r′)(t1)− θ̃(r

′)(t2)
∣∣∣ ≤ C |t1 − t2|ν ,

pour tous t1, t2 ∈ [0, 1]. Si nous notons r = r′ + ν et si nous supposons que le degré q

des fon
tions splines est tel que q ≥ r, alors

sup
t∈[0,1]

∣∣∣θ̃(t)− Sκ,q(θ̃)(t)
∣∣∣ = O

(
κ−r

)
,

où Sκ,q(θ̃) est l'approximation spline de θ̃ (voir de Boor (1978)).

2.4.2 Choix du nombre de 
omposantes prin
ipales

Dans 
e paragraphe, nous nous intéressons à la pro
édure pour 
hoisir le nombre kn de


omposantes prin
ipales. Comme dit dans la se
tion 2.3, il n'est pas possible dans de

nombreux 
as d'utiliser la relation théorique (2.11) pour déterminer le kn optimal. Pour


ontourner 
e problème, nous nous sommes tournés vers des 
ritères 
lassiques dans 
e


ontexte : la validation 
roisée (CV), la validation 
roisée K-fold (K-fold CV) ou en
ore
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la validation 
roisée généralisée (GCV) et nous avons séle
tionné le paramètre optimal

k∗n minimisant 
es 
ritères. Ceux-
i sont dé�nis pour l'imputation par

CV(kn) =
1

n−mn

n∑

i=1

(Ŷ
[−i]
i − 〈θ,Xi〉)2δi,

K-fold CV(kn) =
1

K

K∑

k=1

|Bk|−1
∑

i∈Bk

(Ŷ
[−Bk]
i − 〈θ,Xi〉)2δi,

GCV(kn) =
(n −mn)

∑n
i=1(Ŷi − 〈θ,Xi〉)2δi

((n−mn)− kn)2
,

et de façon analogue pour la prédi
tion

CV(kn) =
1

n

n∑

i=1

(Ŷ ∗[−i]

i − 〈θ,Xi〉)2,

K-fold CV(kn) =
1

K

K∑

k=1

|Bk|−1
∑

i∈Bk

(Ŷ ∗[−Bk]

i − 〈θ,Xi〉)2,

GCV(kn) =
n
∑n

i=1(Ŷ
∗
i − 〈θ,Xi〉)2

(n− kn)2
,

où Ŷ
[−i]
i et Ŷ

[−Bk]
i signi�ent respe
tivement que la valeur de Yi est prédite en utilisant

tout l'é
hantillon sauf la ième

observation ou sauf l'ensemble des observations indexées

dans Bk. Les dé�nitions sont analogues pour Ŷ
∗[−i]

i et Ŷ ∗[−Bk]

i . Pour le 
as de la valida-

tion 
roisée K-fold, les données sont partitionnées en K sous-ensembles B1, . . . , BK de

taille aussi pro
he que possible.

Ces di�érents 
ritères se sont montrés relativement pro
hes sur simulations, le 
ritère

GCV ayant �nalement été retenu pour sa rapidité de temps de 
al
ul.

2.4.3 Simulations

Nous présentons dans 
e paragraphe une brève simulation dans le 
adre MAR pour

observer le 
omportement de notre méthode en pratique. Une étude plus 
omplète est

faite dans Crambes et Hen
hiri (2019). Le modèle 
onsidéré est le suivant :

Y =

∫ 1

0
sin(4πt)X(t)dt+ ε,

où l'erreur ε est la Gaussienne N(0; 0.2) et X est un mouvement Brownien standard sur

[0; 1]. Les tailles d'é
hantillons simulés sont respe
tivement n = 100, 300 et 1200 pour
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ave
 réponses réelles manquantes

les é
hantillons d'apprentissage (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) et n1 = 50, 150 et 600 pour les

é
hantillons de test (Xn+1, Yn+1), . . . , (Xn+n1 , Yn+n1). Les traje
toires des 
ourbes Xi

sont dis
rétisées sur p = 100 points équidistants.

Pour 
ontr�ler le nombre de données manquantes dans les simulations dans le 
adre

MAR, nous simulons δ suivant une régression logistique fon
tionnelle. La variable δ suit

la loi de Bernoulli de paramètre p(X) tel que

log

(
p(X)

1− p(X)

)
= 〈α0,X〉+ c,

où α0(t) = sin(2πt) pour tout t ∈ [0, 1] et c est une 
onstante permettant de 
onsidérer

di�érents niveaux de données manquantes. Nous prenons c = 2 pour environ 12.5% de

données manquantes, c = 1 pour environ 27.4% de données manquantes et c = 0.2 pour

environ 44.9% de données manquantes.

Pour évaluer le 
omportement de l'imputation sur l'é
hantillon d'apprentissage et

de la prévision sur l'é
hantillon test, nous avons réalisé S = 500 simulations. Les 
ritères


onsidérés pour évaluer la qualité de l'imputation sur l'é
hantillon d'apprentissage sont

l'erreur quadratique moyenne

MSE =
1

S

S∑

j=1

1

mn

n∑

ℓ=1

(
Y j
ℓ,imp − 〈θ,Xj

ℓ 〉
)2

(1− δℓ),

et l'erreur quadratique relative moyenne (ratio respe
t to truth en anglais)

RT =
1

S

S∑

j=1

n∑

ℓ=1

(
Y j
ℓ,imp − 〈θ,Xj

ℓ 〉
)2

(1− δℓ)

n∑

ℓ=1

(
εjℓ

)2
(1− δℓ)

.

En 
e qui 
on
erne la qualité de la prévision sur l'é
hantillon test, les 
ritères 
onsidérés

sont également l'erreur quadratique moyenne MSE′
et l'erreur quadratique relative

moyenne RT ′

al
ulés 
ette fois sur les n1 observations de l'é
hantillon test.

Les résultats des simulations sont regroupés dans les tables 2.3 et 2.4. Nous 
onsta-

tons 
omme attendu que les erreurs diminuent lorsque la taille de l'é
hantillon augmente

et les erreurs augmentent lorque le pour
entage de données manquantes augmente dans

l'é
hantillon. Nous avons également réalisé des simulations dans le 
adre MCAR, où

nous avons 
onstaté que les erreurs sont moins importantes que dans le 
adre MAR

pour un pour
entage de données manquantes équivalent.
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n = 100

Données manquantes (%)

Moyenne 12.520 27.420 44.882

Médiane 13 27 45

É
art-type 3.307 4.515 5.038

MSE × 103 2.3592 2.7845 3.2821

(1.8375) (2.0370) (2.0679)

RT × 102 7.0001 7.5194 8.6148

(6.6216) (5.7701) (5.7158)

n = 300

Données manquantes (%)

Moyenne 12.433 27.456 45.209

Médiane 12.333 27.333 45.333

É
art-type 1.877 2.487 3.041

MSE × 103 0.8349 1.0048 1.3364

(0.5728) (0.6843) (0.9037)

RT × 102 2.2327 2.5724 3.4547

(1.5754) (1.7245) (2.3383)

n = 1200

Données manquantes (%)

Moyenne 12.529 27.536 45.213

Médiane 12.500 27.500 45.250

É
art-type 0.934 1.280 1.355

MSE × 103 0.2326 0.2759 0.3521

(0.1321) (0.1519) (0.2018)

RT × 102 0.5933 0.6962 0.8822

(0.3492) (0.3891) (0.5036)

Table 2.3 Critères MSE et RT pour les valeurs imputées sur l'é
hantillon d'ap-

prentissage, 
al
ulés sur S = 500 simulations.

2.5 Perspe
tives

2.5.1 Imputation multiple

Dans le travail présenté dans 
e 
hapitre, nous nous sommes intéressés uniquement à

l'imputation simple d'une donnée manquante. Il pourrait être intéressant de développer

la méthodologie d'imputation multiple (voir Little et Rubin (2002), Buuren (2012))

dans 
e 
ontexte. L'imputation multiple est basée sur trois étapes : (i) l'imputation (on

e�e
tue une imputation des données manquantes, non pas une seule fois, mais m fois, en
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ave
 réponses réelles manquantes

n1 = 50

Données manquantes (%)

Moyenne 12.520 27.420 44.882

Médiane 13 27 45

É
art-type 3.307 4.515 5.038

MSE′ × 103 2.3383 2.7173 3.1939

(1.4987) (1.8390) (2.0391)

RT ′ × 102 5.9523 6.9769 8.2677

(3.7338) (4.9933) (5.6516)

n1 = 150

Données manquantes (%)

Moyenne 12.433 27.456 45.209

Médiane 12.333 27.333 45.333

É
art-type 1.877 2.487 3.041

MSE′ × 103 0.8453 0.9984 1.3046

(0.5530) (0.6729) (0.8897)

RT ′ × 102 2.1534 2.5348 3.3255

(1.3984) (1.6629) (2.2417)

n1 = 600

Données manquantes (%)

Moyenne 12.529 27.536 45.213

Médiane 12.500 27.500 45.250

É
art-type 0.934 1.280 1.355

MSE′ × 103 0.2295 0.2746 0.3474

(0.1282) (0.1512) (0.1982)

RT ′ × 102 0.5756 0.6887 0.8699

(0.3165) (0.3753) (0.4888)

Table 2.4 Critères MSE′
et RT ′

pour les prévisions sur l'é
hantillon test, 
al
ulés

sur S = 500 simulations.

les tirant suivant une 
ertaine distribution), (ii) l'analyse (les m é
hantillons 
omplétés

sont analysés par rapport à un 
ertain obje
tif, par exemple 
onstruire un estimateur

du 
oe�
ient in
onnu dans le modèle), (iii) le groupement (on regroupe les résultats

des m analyses pour en sortir un résultat �nal).

2.5.2 Modèle linéaire fon
tionnel à sortie fon
tionnelle

L'autre obje
tif pour poursuivre 
e travail est de s'intéresser au modèle linéaire fon
-

tionnel à sortie fon
tionnelle qui s'é
rit sous la forme
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Y (t) = 〈θ(., t),X〉 + ε(t),

pour tout t ∈ I. Dans 
e modèle, la variable expli
ative et la variable à expliquer

sont fon
tionnelles. Certains travaux se sont intéressés à la 
omplétion de 
ourbes dont


ertaines parties sont manquantes, 
omme par exemple Kraus (2015), Kneip et Liebl

(2019). Ces derniers pourraient être utilisés pour aborder le problème de l'estimation de

θ dans le 
adre où des données sont manquantes à la fois sur la variable d'entrée X et

sur la variable de sortie Y . Cet axe de re
her
he 
orrespond au début de la thèse (avril

2019) de Chayma Daayeb que je 
o-en
adre. La pro
édure d'estimation qui a 
ommen
é

à être développée est en deux étapes : (i) la re
onstru
tion des parties manquantes sur

les 
ourbes expli
atives, à l'aide de la méthodologie développée par Kneip et Liebl

(2019), (ii) l'imputation des parties manquantes sur les 
ourbes réponses en adaptant

la méthodologie d'imputation présentée dans 
e 
hapître au 
adre où la réponse est une


ourbe.

2.5.3 S
ores de propension

La probabilité π(X) := P(δ = 1|X) d'observer Y sa
hant X est appelée s
ore de

propension (en anglais, propensity s
ore). En utilisant une estimation π̂i des s
ores de

propension πi (voir par exemple Dubni
ka (2009) qui introduit une estimation non-

paramétrique à noyau), on peut imaginer dé�nir l'imputation d'une donnée manquante

Yℓ par

Yℓ,imp =
1

n

n∑

i=1
i 6=ℓ

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉〈Xℓ, v̂j〉δiYi

π̂iλ̂j

.

Pour l'instant, le 
omportement de 
et estimateur en pratique est assez instable numé-

riquement. En 
e sens, la qualité de l'estimation des s
ores de propension est 
ru
iale.

Ce travail et l'étude de 
et estimateur reste un problème ouvert.
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Chapitre 3. Régression fon
tionnelle sur 
omposantes prin
ipales ave


réponse fon
tionnelle

Les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont tirés de Crambes et Mas (2013) et

Crambes et al. (2016).

3.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous présentons des travaux relatifs au modèle linéaire 
omplètement

fon
tionnel (voir Ramsay et Silverman (2005)), 
'est-à-dire lorsque la variable expli
a-

tive et la variable réponse sont toutes deux fon
tionnelles. Pout tout t ∈ I, 
e modèle

s'é
rit dans sa version opératorielle

Y (t) = ΘX(t) + ε(t), (3.1)

et dans sa version fon
tionnelle

Y (t) = 〈θ(., t),X〉 + ε(t), (3.2)

où l'erreur ε est indépendante de X.

Le modèle (3.2) a été le sujet de plusieurs études, 
omme par exemple Chiou et al.

(2004) ou Yao et al. (2005), qui proposent une estimation du paramètre fon
tionnel θ

en utilisant les analyses en 
omposantes prin
ipales fon
tionnelles des 
ourbes X et Y .

Une des premières études sur 
e modèle est due à Cuevas et al. (2002) qui ont 
onsidéré

le 
as d'un design �xe. Un estimateur spline du 
oe�
ient fon
tionnel du modèle a

été proposé par Anto
h et al. (2008), tandis que Aguilera et al. (2008) introduisent un

estimateur basé sur des ondelettes. D'autres travaux sont apparus plus ré
emment, par

exemple Benatia et al. (2017) qui s'intéressent à une pro
édure d'estimation basée sur

une régularisation de type Tikhonov, ou Imaizumi et Kato (2018) qui s'intéressent à

l'estimation du paramètre fon
tionnel θ dans le modèle (3.2) en utilisant l'analyse en


omposantes prin
ipales fon
tionnelle des 
ourbes expli
atives.

Dans notre travail, l'obje
tif est fo
alisé sur la prédi
tion de la variable réponse Y .

Dans un premier temps, nous allons présenter la pro
édure d'estimation de l'opérateur

Θ du modèle (3.1) d'où nous déduisons la prédi
tion de la variable réponse de 
e modèle.

Les 
ontributions de 
e travail sont en premier lieu théoriques, ave
 une obtention de

vitesses de 
onvergen
e de l'erreur quadratique de prévision, optimales dans un 
ertain

sens. Dans un se
ond temps, nous nous intéresserons à l'estimation de la varian
e du

bruit, une quantité qui apparaît de façon 
ru
iale dans nos résultats théoriques. Nous

présentons une étude sur simulations en nous fo
alisant plus parti
ulièrement sur le


hoix du nombre de 
omposantes prin
ipales.
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3.2 Estimation et prévision

Nous adoptons un point de vue basé sur la régression fon
tionnelle sur 
omposantes

prin
ipales. Pour 
ela, de façon analogue au 
hapitre 2, nous 
onsidérons l'opérateur de


ovarian
e Γ de X

Γ = E (〈X, .〉X) , (3.3)

et l'opérateur de 
ovarian
e 
roisée ∆ entre X et Y

∆ = E (〈X, .〉Y ) . (3.4)

Comme X et ε sont indépendants, l'opérateur Θ véri�e l'équation de moments

∆ = ΘΓ. (3.5)

Pour estimer l'opérateur Θ sur la base d'un é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n, nous dé�nissons

les versions empiriques des opérateurs de 
ovarian
e

Γ̂n =
1

n

n∑

i=1

〈Xi, .〉Xi, (3.6)

et de 
ovarian
e 
roisée

∆̂n =
1

n

n∑

i=1

〈Xi, .〉Yi. (3.7)

L'estimation de l'opérateur Θ est liée à l'inversion de l'opérateur Γ. Ce problème in-

verse étant mal posé, de façon analogue à 
e qui a été présenté dans le 
hapitre 2,

nous 
onsidérons un entier kn permettant de tronquer la somme dans l'inversion de

l'opérateur Γ̂n. Rappelons que (λ̂j)j≥1 et (v̂j)j≥1 désignent respe
tivement la suite des

valeurs propres et la suite des fon
tions propres de l'opérateur de 
ovarian
e empirique

Γ̂n, et Π̂kn désigne l'opérateur de proje
tion sur le sous-espa
e span(v̂1, . . . , v̂kn). Ainsi,

l'estimation de l'opérateur Θ est donnée par

Θ̂ = Π̂kn∆̂n

(
Π̂knΓ̂n

)−1
, (3.8)

et l'estimation équivalente de la fon
tion θ est donnée par

θ̂(s, t) =
1

n

n∑

i=1

kn∑

j=1

〈Xi, v̂j〉
λ̂j

Yi(t)v̂j(s), (3.9)


omme 
ela a été 
onsidéré dans le 
hapitre 2, dans le 
as où la variable réponse est

réelle.
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À partir de l'estimation de Θ, nous pouvons dé�nir la prévision de Yn+1, étant

donnée une nouvelle entrée Xn+1, par

Ŷn+1(t) = Θ̂Xn+1(t) =

∫ 1

0
θ̂(s, t)Xn+1(s)ds. (3.10)

3.3 Résultats asymptotiques

Les preuves des résultats qui suivent sont données dans Crambes et Mas (2013).

3.3.1 Hypothèses

Les hypothèses dont nous avons besoin sont de trois types : régularité de l'opérateur

Θ, hypothèses de moments sur X et hypothèses de régularité sur X par le biais d'une

expression de la dé
roissan
e vers zéro des valeurs propres de l'opérateur de 
ovarian
e

Γ.

Hypothèse sur Θ

Nous supposons que Θ est un opérateur de Hilbert-S
hmidt : pour toute base (ej)j≥1

de H, on a

+∞∑

j,ℓ=1

〈Θeℓ, ej〉2 < +∞. (3.11)

Cette hypothèse est équivalente au fait de supposer que θ est doublement intégrable

sur H.

Hypothèse de moment sur X

Rappelons d'abord le développement de Karhunen-Loève de X, qui n'est autre que

la dé
omposition de X dans la base (vj)j≥1 des fon
tions propres de l'opérateur de


ovarian
e Γ

X =

+∞∑

j=1

√
λjξjvj p.s.,

où les ξj 's sont des variables aléatoires réelles 
entrées et non 
orrélées, de varian
e

unitaire. Nous supposons que pour j, ℓ ≥ 1 il existe une 
onstante b telle que

E

(
|ξj|ℓ

)
≤ ℓ!

2
bℓ−2

E

(
|ξj|2

)
. (3.12)

Cette hypothèse fait é
ho à l'hypothèse (2.19) p.49 dans Bosq (2000). Le but de 
ette

hypothèse est de pouvoir appliquer des inégalités exponentielles de type Bernstein. De

plus, l'hypothèse (3.12) a 
omme 
onséquen
e
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E〈X, vj〉4 ≤ C
(
E〈X, vj〉2

)2
. (3.13)

Cette 
ondition relativement 
lassique, indique que la suite des moments d'ordre 4 des

marginales de X tend vers zéro su�samment vite. L'hypothèse (3.12) est véri�ée par

exemple lorsque X est un pro
essus gaussien, ou en
ore lorsque X est borné p.s.

Hypothèse sur les valeurs propres de Γ

Soit la fon
tion λ : R+ → R
+
dé�nie par λ (j) = λj pour tout j ≥ 1 et interpolée


ontinûment entre j et j + 1. Nous supposons que

x → λ (x) est 
onvexe. (3.14)

Cette 
ondition est faible et 
ouvre un ensemble très large de dé
roissan
e de valeurs

propres : dé
roissan
e polyn�miale λj = Cαj
−1−α

ave
 α > 0 ou dé
roissan
e expo-

nentielle λj = Dαj
β exp (−αj). De telles dé
roissan
es permettent de 
onsidérer des

pro
essus allant du très irrégulier (même plus irréguliers que le mouvement Brownien

pour lequel λj = C1j
−2
) au très lisse.

3.3.2 Erreur de prédi
tion en moyenne quadratique

Nous 
ommençons par donner une borne supérieure, puis le risque asymptotique exa
t

du prédi
teur. Soit Γε = E (〈ε, .〉ε) l'opérateur de 
ovarian
e de l'erreur de modèle et

σ2
ε = tr (Γε).

Theorème 3.1. L'erreur moyenne quadratique de prédi
tion a le développement asymp-

totique :

E

∥∥∥Θ̂nXn+1 −ΘXn+1

∥∥∥
2
= σ2

ε

k

n
+

+∞∑

j=k+1

λj ‖Θvj‖2 +An +Bn, (3.15)

où An ≤ CA
k2λk
n ‖Θ‖L2

et Bn ≤ CB
k2(log k)

n2 ave
 CA et CB 
onstantes indépendantes

de k, n et Θ.

Les deux premiers termes déterminent la vitesse de 
onvergen
e : la varian
e apparaît

à travers le terme σ2
ε
k
n et le biais au 
arré à travers le terme

∑+∞
j=k+1 λj ‖Θvj‖2. Le

terme An provient de la dé
omposition du terme de biais au 
arré et Bn est un terme

résiduel de la varian
e. Les deux sont négligeables devant les deux premiers termes

du développement asymptotique. Une propriété intéressante provient du Théorème 3.1.

En é
rivant λj ‖Θvj‖2 =
∥∥Γ1/2Θvj

∥∥2
, nous pouvons voir que les seules 
onditions de

régularité requises proviennent de la dé
omposition spe
trale de l'opérateur Γ1/2Θ et

non de Γ et de Θ séparément.



32

Chapitre 3. Régression fon
tionnelle sur 
omposantes prin
ipales ave


réponse fon
tionnelle

3.3.3 Optimalité

Avant de présenter des résultats d'optimalité, nous introduisons la 
lasse de paramètres

Θ sur laquelle l'optimalité est obtenue.

Dé�nition 3.1. Soit ϕ : R+ → R
+
une fon
tion dé
roissante de 
lasse C1

telle que∑+∞
j=1 ϕ (j) = 1. Nous notons L2 (ϕ,L) la 
lasse des opérateurs linéaires de H dans H

dé�nie par

L2 (ϕ,L) =
{
T ∈ L2, ‖T‖L2

≤ L : ‖Tvj‖ ≤ L
√

ϕ (j)
}
.

L'ensemble L2 (ϕ,L) est entièrement déterminé par la 
onstante L et la fon
tion ϕ.

Nous pouvons alors utiliser le résultat du Théorème 3.1 a�n de 
hoisir k de telle sorte

que les termes prin
ipaux soient du même ordre de grandeur. Par 
onséquent, nous

obtenons une borne uniforme sur l'espa
e L2 (ϕ,L) de la vitesse de 
onvergen
e pour

l'erreur de prédi
tion.

Theorème 3.2. Soit L =
∥∥ΘΓ1/2

∥∥
L2

, ϕ(j) = λj ‖Θ(ej)‖2 /L2
. On note k∗n la partie

entière de l'unique solution en x de l'équation

1

x

∫ +∞

x
ϕ(x)dx =

1

n

σ2
ε

L2
. (3.16)

Nous avons alors

lim sup
n→+∞

n

k∗n
sup

ΘΓ1/2∈L2(L,ϕ)

E

∥∥∥Θ̂n (Xn+1)−Θ(Xn+1)
∥∥∥
2
= 2σ2

ε .

Comme 
ela a déjà été souligné dans le 
hapitre pré
édent dans le 
adre des données

manquantes sur la variable réponse réelle, l'équation (3.16) a une unique solution. L'en-

tier k∗n peut être vu 
omme une dimension optimale, minimisant l'erreur de prédi
tion.

Également, il est possible d'expli
iter des vitesses de 
onvergen
e lorsque la dé
rois-

san
e de la fon
tion ϕ est parti
ulière (polyn�miale ou exponentielle). Nous donnons


es résultats dans le 
orollaire suivant.

Corollaire 3.3. Nous 
onsidérons, 
omme dans l'exemple 2.1 du 
hapître 1, les fon
-

tions ϕ
pol

(j) = Cαj
−(2+α)

et ϕ
exp

(j) = Dα exp(−αj) où Cα et Dα sont des 
onstantes

positives et α > 0. Alors, la solution de l'équation (3.16) véri�e





k⋆n,pol ∼
n→+∞

(
CαL2

(1+α)σ2
ε

)1/(2+α)
n1/(2+α), si ϕ = ϕ

pol

,

k⋆n,exp .
n→+∞

logn
α , si ϕ = ϕ

exp

.
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Pour ϕ = ϕ
pol

, le résultat du Théorème 3.2 devient

sup
ΘΓ1/2∈L2(L,ϕ)

E

∥∥∥Θ̂n (Xn+1)−Θ(Xn+1)
∥∥∥
2

∼
n→+∞

2
(
σ2
ε

)(1+α)/(2+α)
(
CαL

2

1 + α

)1/(2+α)
n1/(2+α)

n−mn
,

et pour ϕ = ϕ
exp

, le résultat du Théorème 3.2 devient

sup
ΘΓ1/2∈L2(L,ϕ)

E

∥∥∥Θ̂n (Xn+1)−Θ(Xn+1)
∥∥∥
2

.
n→+∞

2σ2
ε log n

α(n −mn)
.

Comme 
ela a été remarqué dans le 
hapitre 2, les vitesses obtenues 
orrespondent

à des vitesses optimales usuelles dans 
e 
ontexte. Pour aller au bout de l'étude de

l'optimalité de 
es vitesses, nous donnons le résultat suivant.

Theorème 3.4. La borne suivante prouve que notre estimateur est optimal dans un

sens minimax :

inf
Θ̂n

sup
ΘΓ1/2∈L2(ϕ,L)

E

∥∥∥Θ̂n (Xn+1)−Θ(Xn+1)
∥∥∥
2
∼ k∗n

n
.

3.3.4 Convergen
e en loi

Dans 
e paragraphe, nous présentons des résultats de 
onvergen
e faible. Nous 
om-

mençons ave
 un résultat négatif qui montre que le problème de 
onvergen
e faible n'a

pas de solution pour des topologies trop fortes.

Theorème 3.5. L'estimateur Θ̂n ne peut pas 
onverger en distribution pour la norme

de Hilbert-S
hmidt.

Nous donnons à présent un résultat plus positif, qui améliore les résultats de Cardot

et al. (2007). La 
onvergen
e faible est notée

w→. Deux résultats sont prouvés. Le premier

donne la 
onvergen
e faible du prédi
teur ave
 un terme de biais. Le se
ond élimine 
e

biais sous une 
ondition plus forte sur kn.

Theorème 3.6. Si la 
ondition (k log k)2 /n → 0 est véri�ée, alors

√
n

k

[
θ̂nXn+1 −ΘΠkXn+1

]
w→ Gε

où Gε est un élément de H gaussien 
entré d'opérateur de 
ovarian
e Γε. De plus,

si nous notons γk = supj≥k

{
j log j ‖Θvj‖

√
λj

}
et si nous 
hoisissons k tel que n ≤

(k log k)2 /γk (
e qui signi�e que (k log k)
2 /n ne dé
roît pas trop vite vers zéro), le terme

de biais disparaît et on obtient

√
n

k

[
Θ̂nXn+1 −ΘXn+1

]
w→ Gε.
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Une appli
ation immédiate du Théorème 3.6 est l'obtention d'intervalles de prédi
-

tion asymptotiques. La notation Y ∗
n+1 
orrespond à ΘXn+1 = E (Yn+1|Xn+1).

Corollaire 3.7. Soit m une fon
tion �xée dans H = L2 ([0, 1]). Nous présentons un

intervalle de prédi
tion asymptotique pour

∫
Y ∗
n+1 (t)m (t) dt au niveau 1− α :

P

(∫ 1

0
Y ∗
n+1 (t)m (t) dt ∈

[∫ 1

0
Ŷn+1 (t)m (t) dt±

√
k

n
σmq1−α/2

])
= 1− α,

où σ2
m = 〈m,Γεm〉 =

∫ ∫
Γε (s, t)m (t)m (s) dtds et q1−α/2 est le quantile d'ordre 1−α/2

de la loi normale 
entrée réduite N (0, 1).

Pour obtenir un intervalle de prédi
tion pour Y ∗
n+1 (t0) (ave
 t0 �xé dans [0, 1]),

nous devons nous assurer que f ∈ H 7−→ f (t0) est 
ontinue pour la norme ‖.‖. Cette
fon
tionnelle est toujours 
ontinue dans l'espa
e (C ([0, 1]) , |.|∞) mais pas dans l'espa
e

L2 ([0, 1]). Un 
hangement d'espa
e H amène au résultat.

Corollaire 3.8. Considérons

H = W 2,1
0 ([0, 1]) =

{
f ∈ L2 ([0, 1]) : f (0) = 0, f ′ ∈ L2 ([0, 1])

}
,

muni de son produit s
alaire 〈u, v〉 =
∫ 1
0 u′v′, l'évaluation f ∈ H 7−→ f (t0) est 
ontinue

pour la norme de H et on a

P

(
Y ∗
n+1 (t0) ∈

[
Ŷn+1 (t0)±

√
k

n
σt0q1−α/2

])
= 1− α,

où σ2
t0 = Γε (t0, t0).

3.4 Estimation de l'opérateur de 
ovarian
e de l'erreur

Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons à l'estimation de l'opérateur de 
ovarian
e

de l'erreur. Le résultat du Théorème 3.1 fait apparaître l'intérêt de 
ette estimation

à travers le terme σ2
ε . Nous nous intéressons à deux types d'estimateurs, que nous


omparons ensuite. Les preuves des résultats sont données dans Crambes et al. (2016).

3.4.1 Estimateur Plug-in

L'estimateur plug-in de Γε est dé�ni par

Γ̂ε =
1

n− kn

n∑

i=1

〈Yi − Θ̂nXi, .〉(Yi − Θ̂nXi) =
1

n− kn

n∑

i=1

〈ε̂i, .〉ε̂i. (3.17)

Cet estimateur est biaisé, à n �xé, d'après le résultat suivant.
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Theorème 3.9. Nous avons le développement

E

[
Γ̂ε

]
= Γε +

(
n

n− kn

)
ΘE




n∑

i=kn+1

λ̂i〈v̂i, .〉v̂i


Θ′. (3.18)

Comme Γ̂n =
∑n

i=1 λ̂i〈v̂i, .〉v̂i et Π̂(kn+1):n :=
∑n

i=kn+1〈v̂i, .〉v̂i, nous pouvons déduire
le résultat suivant.

Corollaire 3.10. Nous avons le développement

E

[
Γ̂ε

]
= Γε +

(
n

n− kn

)
ΘE

(
Π̂(kn+1):nΓ̂n

)
Θ′. (3.19)

Sous des 
onditions simples, nous prouvons que l'estimateur plug-in (3.17) de Γε est

asymptotiquement non biaisé. Les hypothèses que nous 
onsidérons sont les suivantes.

(A.1) L'operateur Θ est un opérateur nu
léaire, soit ‖Θ‖N < +∞.

(A.2) La variable X satisfait E ‖X‖4 < +∞.

(A.3) Nous avons presque sûrement λ̂1 > λ̂2 > . . . > λ̂kn > 0.

(A.4) Nous avons λ1 > λ2 > . . . > 0.

Nous pouvons maintenant énon
er le résultat.

Theorème 3.11. Sous les hypothèses (A.1)-(A.4), si (kn)n≥1 véri�e limn→+∞ kn =

+∞ et limn→+∞ kn/n = 0, nous avons

lim
n→+∞

∥∥∥E
(
Γ̂ε

)
− Γε

∥∥∥
N

= 0. (3.20)

Ce résultat a la 
onséquen
e immédiate suivante.

Corollaire 3.12. Sous les hypothèses du Théorème 3.11, nous avons

lim
n→+∞

E

[
tr
(
Γ̂ε

)]
= tr (Γε) . (3.21)

3.4.2 Corre
tion du biais

Sans perte de généralté, nous allons 
onsidérer un nombre d'observations n multiple de

3. Dans la relation (3.19), le biais de l'estimateur est lié à ΘE

(
Π̂(kn+1):nΓ̂n

)
Θ′
. Une

autre façon d'estimer Γε est d'enlever une estimation du biais à l'estiamteur plug-in Γ̂ε.

Pour 
ela, nous partageons l'é
hantillon de taille n en trois sous-é
hantillons de taille

m = n/3. Par 
onséquent, nous dé�nissons
̂
Bn = Θ̂

[2]
2km

(
Π̂

[1]
(km+1):mΓ̂[1]

m

)(
Θ̂

[3]
2km

)′
, (3.22)
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où les quantités ave
 des exposants [1], [2] et [3] sont respe
tivement estimées ave


la première, deuxième et troisième partie de l'é
hantillon. Nous utilisons 2km valeurs

propres (ave
 km ≤ n/2) dans l'estimation de Θ ave
 le deuxième et le troisième sous-

é
hantillon pour éviter l'orthogonalité entre Θ̂
[2]
2km

, θ̂
[3]
2km

et Π̂
[1]
(km+1):mΓ̂

[1]
m . Nous pouvons

à présent dé�nir l'estimateur de Γε :

̂
Γε = Γ̂[1]

ε − m

m− km

̂
Bn, (3.23)

où Γ̂
[1]
ε est l'estimateur plug-in de Γε basé sur le premier sous-é
hantillon. Nous pouvons

à présent énon
er le résultat suivant.

Theorème 3.13. Sous les hypothèses du Théorème 3.11, nous avons

lim
n→+∞

∥∥∥E
(̂
Γε

)
− Γε

∥∥∥
N

= 0. (3.24)

Ce résultat a la 
onséquen
e immédiate suivante.

Corollaire 3.14. Sous les hypothèses du Théorème 3.11, nous avons

lim
n→+∞

E

[
tr
(̂
Γε

)]
= tr (Γε) . (3.25)

3.4.3 Commentaires sur les deux estimateurs

Le fait de soustraire un estimateur du biais de l'estimateur plug-in Γ̂ε ne permet pas

d'obtenir un estimateur non biaisé de Γε (du moins, il ne semble pas immédiat de le

prouver). La situation est 
omplètement di�érente de 
elle des modèles de régression

multiple multivariée (voir Johnson et Wi
hern (2007)), où un estimateur non biaisé de

la matri
e de varian
e-
ovarian
e du bruit est fa
ilement 
onstruit.

Les deux estimateurs Γ̂ε et

̂
Γε sont 
onsistants. Cependant, il ne semble pas pos-

sible dans l'immédiat de prouver que soustraire le biais améliore l'estimation de Γε, ni

de sa tra
e. Une 
omparaison pratique entre les deux estimateurs est menée dans le

paragraphe suivant.

3.4.4 Simulations

La variable X est simulée 
omme un mouvement Brownien standard sur [0, 1], observé

aux temps [ 1
1000 ,

2
1000 , . . . ,

1000
1000 ]. Nous avons 
onsidéré des tailles d'é
hantillon n = 300

et n = 1500. Nous avons simulé le bruit ε 
omme un mouvement Brownien standard

multiplié par 0.1 pour avoir un rapport signal sur bruit de 10. La tra
e de l'opérateur

de 
ovarian
e de ε est tr(Γε) = 0.005.

Nous avons également 
onsidéré deux types d'opérateurs Θ. Le premier est Θ =

Π20 =
∑20

j=1〈vj , .〉vj où les vj sont les fon
tions propres de l'opérateur de 
ovarian
e de
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X (don
 
onnues pour un mouvement Brownien standard : vj(t) =
√
2 sin((j−1/2)πt)).

Le deuxième opérateur Θ 
onsidéré est l'opérateur intégral dé�ni par ΘX =
∫ 1
0 (t

2 +

s2)X(s)ds.

Dans la suite, nous nous intéressons aux deux estimateurs dé�nis pré
édemment,

l'estimateur plug-in dé�ni dans (3.17) et à l'estimateur ave
 
orre
tion du biais dé�ni

dans (3.22) et (3.23). Nous avons 
hoisi de 
onsidérer un troisième estimateur

̂
̂
Γε = Γ̂ε −

(
n

n− kn

)[
Θ̂n(Π̂(kn+1):nΓ̂n)(Θ̂n)

′
]
.

Ce troisième estimateur utilise tout l'é
hantillon pour 
orriger le biais, il n'est don
 pas

possible d'avoir un résultat de 
onsistan
e sur 
et estimateur (
ar l'indépendan
e entre

les termes intervenant dans la 
onstru
tion de l'estimateur disparaît). Cependant, nous

souhaitons voir son 
omportement en pratique.

Nous présentons dans la table 3.1 (simulation 1) et dans la table 3.2 (simulation 2)

les valeurs moyennes et les é
arts-types de la tra
e obtenus pour les trois estimateurs

sur N = 100 simulations. Nous donnons également les valeurs des 
ritères de validation


roisée (CV ) et de validation 
roisée généralisée (GCV ).

n k CV (k) GCV (k) tr(Γ̂ε) tr(

̂
Γε) tr(

̂
̂
Γε)

n=300 16 6.67 (3.5) 6.67 (3.5) 6.32 (3.3) 5.29 (7.1) 4.79 (3.3)

18 6.04 (3.5) 6.04 (3.5) 5.67 (3.3) 5.13 (7.2) 4.74 (3.4)

20 5.66 (3.7) 5.66 (3.7) 5.28 (3.4) 5.06 (7.1) 4.7 (3.4)

22 5.5698 (3.7) 5.57 (3.6) 5.16 (3.4) 5.04 (7.1) 4.67 (3.4)

24 5.57 (3.7) 5.568 (3.7) 5.12 (3.4) 5.02 (7.1) 4.63 (3.4)

26 5.59 (3.8) 5.59 (3.8) 5.11 (3.4) 5.02 (7.2) 4.58 (3.4)

n=1500 18 5.67 (1.7) 5.67 (1.7) 5.6 (1.7) 5.03 (2.5) 4.97 (1.7)

20 5.15 (1.7) 5.15 (1.7) 5.08 (1.7) 5.01 (2.5) 4.96 (1.7)

22 5.12 (1.7) 5.12 (1.7) 5.04 (1.7) 5.01 (2.6) 4.95 (1.7)

24 5.11 (1.7) 5.11 (1.7) 5.04 (1.7) 5.01 (2.6) 4.95 (1.7)

26 5.12 (1.7) 5.12 (1.7) 5.03 (1.7) 5 (2.6) 4.94 (1.7)

28 5.13 (1.7) 5.13 (1.7) 5.03 (1.7) 5 (2.6) 4.93 (1.7)

Table 3.1 Critères CV et GCV pour di�érentes valeurs de k, valeurs moyennes et

é
arts-types des estimateurs de Tr(Γε) (simulation 1 ave
 n = 300 and n = 1500). Les

valeurs sont données multipliées par 103 (les é
arts-types entre parenthèses sont donnés

multipliés par 104).

Dans la première simulation, la vraie valeur de k est 
onnue (k = 20), les valeurs


hoisies par CV et GCV sont k = 22 ou k = 24. Pour 
es valeurs de k, le meilleur

estimateur est tr(

̂
Γε) pour n = 300 et n = 1500. La surestimation de tr(Γ̂ε) semble

être bien 
orrigée par tr(

̂
Γε), même si l'utilité de la 
orre
tion du biais ne peut pas
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être prouvée théoriquement pour l'instant. Sur 
ette simulation, l'estimateur tr(
̂
̂
Γε) ne

semble pas meilleur que les autres, en parti
ulier pour une taille d'é
hantillon plus

petite.

n k CV (k) GCV (k) tr(Γ̂ε) tr(

̂
Γε) tr(

̂
̂
Γε)

n=300 2 5.37 (3.6) 5.37 (3.6) 5.34 (3.6) 5.03 (6.4) 5.07 (3.2)

4 5.17 (3.3) 5.17 (3.3) 5.11 (3.2) 5.02 (6.4) 5 (3.1)

6 5.18 (3.2) 5.18 (3.2) 5.08 (3.2) 5 (6.5) 4.96 (3.2)

8 5.21 (3.2) 5.21 (3.2) 5.07 (3.2) 5 (6.4) 4.93 (3.2)

10 5.25 (3.3) 5.25 (3.3) 5.07 (3.2) 5 (6.6) 4.89 (3.2)

n=1500 2 5.28 (1.7) 5.28 (1.7) 5.28 (1.7) 5.04 (2.8) 5.05 (1.7)

4 5.07 (1.7) 5.07 (1.7) 5.05 (1.7) 5.01 (2.6) 5.02 (1.7)

6 5.05 (1.7) 5.05 (1.7) 5.03 (1.7) 5 (2.6) 5.01 (1.7)

8 5.06 (1.7) 5.06 (1.7) 5.03 (1.7) 5 (2.5) 5 (1.7)

10 5.06 (1.7) 5.06 (1.7) 5.03 (1.7) 5 (2.5) 4.99 (1.7)

Table 3.2 Critères CV et GCV pour di�érentes valeurs de k, valeurs moyennes et

é
arts-types des estimateurs de Tr(Γε) (simulation 2 ave
 n = 300 and n = 1500). Les

valeurs sont données multipliées par 103 (les é
arts-types entre parenthèses sont donnés

multipliés par 104).

Dans la deuxième simulation, la vraie valeur de k est in
onnue, et la valeur 
hoisie

par les 
ritères CV et GCV est k = 4 (pour n = 300) ou k = 6 (pour n = 1500).

L'estimateur tr(
̂
̂
Γε) est légèrement meilleur que les deux autres estimateurs pour n =

300. Pour n = 1500, tr(

̂
Γε) est légèrement meilleur.

Sur les deux simulations, tr(Γ̂ε) et tr(

̂
Γε)montrent une bonne pré
ision d'estimation.

D'un point de vue pratique, tr(Γ̂ε) peut être préféré dans la mesure où il est très fa
ile

à implémenter. La 
orre
tion du biais de tr(

̂
Γε) donnera une estimation plus pré
ise

dans les 
as où 
ela est né
essaire.

3.5 Perspe
tives

La prin
ipale perspe
tive de 
e travail a été évoquée à la �n du 
hapitre 2 : il s'agit

d'étudier le modèle linéaire fon
tionnel ave
 sortie fon
tionnelle lorsque des données

manquantes apparaissent.
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Les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont tirés de Manrique et al. (2018) et

Manrique et al. (2019).

4.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons au modèle de 
onvolution

Y (t) =

∫ t

0
θ(s)X(t− s)ds+ ε(t), (4.1)

où t ≥ 0, θ est la fon
tion in
onnue à estimer, X,Y sont des fon
tions aléatoires et ε est

un bruit aléatoire fon
tionnel. Toutes 
es fon
tions sont supposées nulles pour t < 0.

Ce modèle est un sous-modèle du modèle fon
tionnel historique

Y (t) =

∫ t

0
H(s, t)X(s)ds + ε(t), (4.2)

lui même étant un sous-modèle du modèle 
omplètement fon
tionnel

Y (t) =

∫
θ(s, t)X(s)ds + ε(t), (4.3)

déjà introduit dans le 
hapitre 3. Le modèle fon
tionnel historique a été introduit par

Malfait et Ramsay (2003) a�n de pouvoir 
onsidérer des situations spé
i�ques (notam-

ment où les variables sont temporelles) pour lesquelles la variable Y en l'instant t est

expliquée par le passé de la variable X entre 0 et t. Dans notre 
as, nous supposons une

forme plus simple au noyau H(s, t) sous la forme θ(t− s). Nous supposons don
 que la

fon
tion à estimer n'est plus que la fon
tion d'une seule variable.

Certains travaux sont liés à l'étude du modèle (4.1) ou à ses dérivés. Par exemple,

Asen
io et al. (2014) étudient un problème similaire ave
 plusieurs variables expli
atives

fon
tionnelles. L'estimation de θ se fait par proje
tion sur des sous-espa
es de fon
tions

splines. Par ailleurs, Malfait et Ramsay (2003) 
onsidèrent le 
as où la fon
tion θ dans

le modèle (4.1) est une fon
tion de deux variables (soit θ(s, t)). Ainsi, l'intégrale devient

un opérateur à noyau et ils utilisent la méthode des éléments �nis pour estimer θ sur un


ertain domaine. Ces deux arti
les sont les plus pertinents dans la littérature 
on
er-

nant l'estimation de θ dans le modèle (4.1) à partir d'un é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n.

Nous avons proposé une appro
he di�érente en utilisant une représentation équivalente

de 
e modèle dans le domaine des fréquen
es. Nous adoptons une stratégie d'estimation

où l'idée prin
ipale est d'utiliser la transformée de Fourier 
ontinue du modèle (4.1).

Nous pouvons ainsi tranformer le modèle de départ (domaine temporel) en un modèle

plus simple, 
onnu sous le nom de modèle fon
tionnel de 
on
urren
e (domaine fréquen-

tiel). Ce modèle est notamment présenté sous une forme plus générale dans Ramsay et

Silverman (2005).
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Une fois dans le domaine fréquentiel, nous estimons la fon
tion in
onnue du modèle

à l'aide d'un estimateur de type ridge. Nous obtenons des résultats de 
onsisten
e de


et estimateur, qu'il est ensuite possible de transposer à l'estimation de la fon
tion θ

en revenant dans le domaine temporel par transformée de Fourier inverse.

4.2 Modèles fon
tionnels de 
onvolution et de 
on
urren
e

4.2.1 Notations

Commençons par donner quelques notations utiles pour toute la suite. Nous dé�nissons

L1(R,C) l'espa
e des fon
tions intégrables à valeurs 
omplexes, muni de la norme L1

dé�nie par ‖f‖L1 :=
[∫

R
|f(x)|dx

]
où | · | désigne le module 
omplexe. Nous dé�nissons

L1(R,R) l'espa
e des fon
tions intégrables à valeurs réelles. De façon analogue, L2(R,C)

est l'espa
e des fon
tions de 
arré intégrable à valeurs 
omplexes, muni de la norme

L2
dé�nie par ‖f‖L2 :=

[∫
R
|f(x)|2dx

]1/2
, et L2(R,R) est l'espa
e des fon
tions de


arré intégrable à valeurs réelles. Étant donné un sous-ensemble K ⊂ R, ‖f‖L2(K) :=[∫
K |f(x)|2dx

]1/2
.

Soit C0(R,C) = C0 l'espa
e des fon
tions f 
ontinues à valeurs 
omplexes qui

tendent vers zéro à l'in�ni, 
'est-à-dire que pour tout ζ > 0, il existe R > 0 tel que

pour tout |t| > R, on a |f(t)| < ζ. Nous utilisons la norme supremum dé�nie par

‖f‖C0 := supx∈R |f(x)|. Étant donné un sous-ensemble K ⊂ R, 
ette norme devient

‖f‖C0(K) := supx∈K |f(x)|.
La transformée de Fourier 
ontinue est notée F et son inverse F−1

, dé�nies respe
-

tivement par

F(f) : ξ 7−→ F(f)(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx,

et

F−1(g) : x 7−→ F−1(g)(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
g(ξ)eixξdξ.

En�n, tout au long de 
e 
hapitre, le support d'une fon
tion 
ontinue f : R → C

est l'ensemble supp(f) := {t ∈ R : |f(t)| 6= 0}. Nous dé�nissons également la frontière

d'un ensemble S par ∂(S) := S \ int(S), où S est la fermeture de S et int(S) est son

intérieur.

4.2.2 Hypothèses générales

Nous donnons i
i les hypothèses sur le modèle.

(HA1FCVM ) Les variables X et ε sont indépendantes, à valeurs dans L1(R,R) ∩
L2(R,R), telles que E(ε) = 0 et, pour tout t < 0, nous avons ε(t) = X(t) = 0.
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(HA2FCVM ) La fon
tion in
onnue θ ∈ L2(R,R) et, pour tout t < 0, nous avons

θ(t) = 0.

(HA3FCVM ) Les espéran
es E(‖ε‖2L1
), E(‖X‖2L1

), E(‖ε‖2L2) et E(‖X‖2L2) sont �nies.

Ces hypothèses sont peu 
ontraignantes. Remarquons que, dans les hypothèses

(HA1FCVM ) et (HA2FCVM ), nous supposons que les fon
tions θ et X sont nulles jus-

qu'à t = 0. Cela sous-entend que l'expérien
e 
ommen
e à t = 0. Sous 
ette hypothèse,

il est possible d'é
rire le modèle de 
onvolution (4.1) sous la forme

Y (t) =

∫ +∞

−∞
θ(s)X(t− s)ds+ ε(t).

Cela permet dans la suite d'utiliser la transformée de Fourier 
ontinue pour tranformer

une 
onvolution (sur R) en une multipli
ation.

4.2.3 Du modèle de 
onvolution au modèle de 
on
urren
e

Si nous appliquons la tranformée de Fourier 
ontinue F au modèle de 
onvolution (4.1),

nous obtenons l'équivalent de 
e modèle dans le domaine des fréquen
es, 
onnu sous le

nom de modèle fon
tionnel de 
on
urren
e, dé�ni pour tout ξ ∈ R par

Y(ξ) = β(ξ)X (ξ) + E(ξ), (4.4)

où β est la fon
tion à estimer du modèle, X := F(X), Y := F(Y ) et E := F(ε) sont les

transformées de Fourier respe
tives de X, Y et ε.

Les hypothèses générales, sur le modèle de 
on
urren
e sont les suivantes.

(HA1FCM ) Les variables X et E sont indépendantes, à valeurs dans C0 ∩ L2
, ave


E(E) = 0.

(HA2FCM ) Nous avons β ∈ C0 ∩ L2
.

(HA3FCM ) Les espéran
es E(‖E‖2C0
), E(‖X‖2C0

), E(‖E‖2L2) et E(‖X‖2L2) sont �nies.

Ces hypothèses sur le modèle de 
on
urren
e 
orrespondent aux hypothèses (HA1FCVM ),

(HA2FCVM ) et (HA3FCVM ) sur le modèle de 
onvolution. Elles sont véri�ées à par-

tir du moment où les hypothèses (HA1FCVM ), (HA2FCVM ) et (HA3FCVM ) le sont.

La preuve repose essentiellement sur les propriétés de la transformée de Fourier (voir

Pinsky (2002)).

4.3 Estimation

L'estimation de la fon
tion θ se fait en trois temps. Le premier est le passage du modèle

de 
onvolution au modèle de 
on
urren
e présenté dans le paragraphe pré
édent. Par

la suite, nous estimons la fon
tion β du modèle de 
on
urren
e à l'aide d'un estimateur

de type ridge. En�n, nous revenons au modèle de 
onvolution et à l'estimation de θ en

appliquant la transformée de Fourier inverse à l'estimateur de la fon
tion β.
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La dé�nition de l'estimateur de β dans le modèle (4.4) est inspirée de l'estimateur

introduit par Hoerl (1962) pour la méthode de régularisation ridge pour traiter des

problèmes mal posés en régression linéaire multivariée. Soit λn > 0 un paramètre de

régularisation, nous dé�nissons l'estimateur ridge fon
tionnel de β par

β̂n :=
1
n

∑n
i=1 YiX ∗

i
1
n

∑n
i=1 |Xi|2 + λn

n

, (4.5)

où l'exposant ∗ désigne le 
onjugué 
omplexe. En régression linéaire multivariée, Hoerl

et Kennard (1970) ont prouvé qu'il existe toujours un paramètre de régularisation pour

lequel l'estimateur ridge est meilleur que l'estimateur par moindres 
arrés ordinaires.

Une étude asymptotique de l'estimateur ridge dans 
e 
adre a été faite notamment

par Huh et Olkin (1995). Dans le 
ontexte de la régression linéaire fon
tionnelle ave


sortie s
alaire, Hall et Horowitz (2007) utilisent aussi une methode de régularisation

de type ridge pour inverser l'opérateur de 
ovarian
e de X . Leur appro
he présente

deux di�éren
es prin
ipales ave
 la notre : la variable réponse que nous 
onsidérons est

fon
tionnelle, et nous n'inversons que les termes diagonaux de l'opérateur de 
ovarian
e

de X .

Finalement, à partir de l'estimateur de β, l'estimateur de θ est dé�ni par

θ̂n := F−1(β̂n) = F−1

(
1
n

∑n
i=1 YiX ∗

i
1
n

∑n
i=1 |Xi|2 + λn

n

)
. (4.6)

4.4 Résultats de 
onvergen
e

4.4.1 Résultats sur le modèle de 
on
urren
e

Les résultats de 
onsisten
e de l'estimateur β̂n de β sont basés sur la dé
omposition

biais-varian
e que l'on déduit de la dé�nition (4.5) de l'estimateur

β̂n = β − λn

n

[
β

1
n

∑n
i=1 |Xi|2 + λn

n

]
+

1
n

∑n
i=1 εiX ∗

i
1
n

∑n
i=1 |Xi|2 + λn

n

. (4.7)

De manière 
lassique, la pénalisation introduit un biais mais permet de 
ontr�ler

la varian
e (dernier terme de (4.7)) en réalisant un 
ompromis. Comme E(X ) = 0, la

partie du dénominateur

1
n

∑n
i=1 |Xi(t)|2 peut être pro
he de zéro pour 
ertaines valeurs

de t. La pénalisation (λn > 0) prend tout son sens pour empê
her un dénominateur

trop petit et par 
onséquent éviter d'avoir un estimateur trop irrégulier.

Theorème 4.1. Considérons le modèle fon
tionnel de 
on
urren
e ave
 ses hypothèses

générales (HA1FCM ), (HA2FCM) et (HA3FCM ). Soient (Xi,Yi)i=1,...,n des réalisations

i.i.d. suivant 
e modèle. Nous supposons de plus que
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(A1) supp(|β|) ⊆ supp(E(|X |)),

(A2) (λn)n≥1 véri�e

λn
n → 0 et

√
n

λn
→ 0 lorsque n → +∞.

Sous 
es hypothèses, nous avons

lim
n→+∞

∣∣∣β̂n − β
∣∣∣
L2

= 0 en probabilité.

L'hypothèse (A2) est 
lassique dans le 
ontexte de la régression ridge. L'hypothèse

(A1) spé
i�e qu'il n'est pas possible d'estimer β en dehors du support de |X |, 
e qui est
naturel au vu de l'é
riture du modèle fon
tionnel de 
on
urren
e.

Dans la suite, nous donnons un résultat de 
onvergen
e ave
 vitesse pour l'estimateur

β̂n. Pour 
ela, nous devons 
ontr�ler la forme des fon
tions β et E(|X |) aux points de

la frontière du support de E(|X |). En 
onsidérant l'ensemble Cβ,∂X := supp(|β|) ∩
∂(supp(E(|X |))), le résultat suivant permet d'obtenir une vitesse de 
onvergen
e.

Theorème 4.2. Considérons le modèle fon
tionnel de 
on
urren
e ave
 les hypothèses

générales (HA1FCM ), (HA2FCM ) and (HA3FCM ). Nous supposons que l'hypothèse

(A1) est réalisée, ainsi que les hypothèses suivantes.

(A3) E

(∣∣|X |2
∣∣2
L2

)
< ∞.

(A4)

∥∥∥ |β|
E(|X |2) 1supp(β)\∂(supp(E(|X|)))

∥∥∥
L2

< +∞.

(A5) Il existe des nombres réels positifs α > 0, M0,M1,M2, LI > 0 tels que pour tout

p ∈ Cβ,∂X , il existe un voisinage ouvert Jp ⊂ supp(|β|) de longueur m(Jp) < LI

pour lequel les assertions suivantes sont réalisées

(a) Pour tout t ∈ Jp, E(|X |2(t)) ≥ |t− p|α, et
∥∥∥∥

1

E(|X |2)

∥∥∥∥
L2(Jp\{p})

≤ M0,

(b)

∑
p∈Cβ,∂X

‖β‖2C0(Jp)
< M1,

(
)

|β|
E(|X |2)1supp(|β|)\J < M2, où J :=

⋃
p∈Cβ,∂X

Jp.

(A6) Pour n ≥ 1,

λn := n1− 1
4α+2 ,

où α > 0 provient de l'hypothèse (A5).
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Alors

∥∥∥β̂n − β
∥∥∥
L2

= OP

(
n−γ

)
,

où γ := min
[

1
2(2α+1) ,

1
2 − 1

2(2α+1)

]
et n−γ = max

[
λn
n ,

√
n

λn

]
.

Corollaire 4.3. Sous les hypothèses du Théorème 4.2, si α < 1/2, nous avons

∥∥∥β̂n − β
∥∥∥
L2

= OP

(
n−γ

)
,

où γ := α/(2α + 1) < 1/4.

L'hypothèse (A3) est 
lassique et permet d'appliquer le TCL sur le dénominateur de

β̂n. L'hypothèse (A4) est imposée pour pouvoir borner dans L2
le terme

[
β

1
n

∑n
i=1 |Xi|2+λn

n

]

de la dé
omposition (4.7).

L'hypothèse (A5a) requiert que, au voisinage des points p ∈ Cβ,∂X , la fon
tion

E(|X |2) tend vers zéro plus lentement qu'un polyn�me de degré α, 
e qui implique que

le terme

[
β

1
n

∑n
i=1 |Xi|2+λn

n

]
dans la dé
omposition (4.7) se 
omporte 
omme

β
E(|X |2) et

détermine la vitesse de 
onvergen
e.

La quantité E(|X |2) est 
ru
iale dans le 
omportement asymptotique de l'estima-

teur. En e�et, plus 
ette quantité est pro
he de zéro, plus le problème est mal posé.

L'hypothèse (A5a) mesure 
ela à travers le degré polyn�mial α.

Les hypothèses (A5b) et (A5c) permettent de 
ontr�ler les queues de β et |X | à
l'in�ni. Ces hypothèses ne sont né
essaires que lorsque card(Cβ,∂X ) = +∞. Remarquons

que l'ensemble Cβ,∂X est toujours dénombrable.

En�n, l'hypothèse (A6) rempla
e l'hypothèse (A2) du Théorème 4.1, en étant plus

forte. La vitesse de 
onvergen
e dépend dire
tement du 
omportement de

β
E(|X |2) autour

des points de Cβ,∂X , qui dépend de α.

D'autres résultats de 
onvergen
e peuvent être obtenus, en parti
ulier sur l'erreur

quadratique moyenne de l'estimateur et sur la 
onstru
tion d'intervalles de 
on�an
e

de β. Ces résultats sont donnés dans Manrique et al. (2018).

4.4.2 Résultats sur le modèle de 
onvolution

Une fois établis les résultats de 
onvergen
e de l'estimateur β̂n vers β, la propriété

d'isométrie de la transformée de Fourier 
ontinue F permet d'obtenir les résultats de


onvergen
e de θ̂n vers θ. Nous 
ommençons par donner un résultat de 
onsisten
e avant

d'énon
er un résultat qui pré
ise une vitesse de 
onvergen
e.

Theorème 4.4. Considérons le modèle fon
tionnel de 
onvolution ave
 les hypothèses

générales (HA1FCVM ), (HA2FCVM ) et (HA3FCVM ). Soit (Xi, Yi)i=1,...,n un é
han-

tillon i.i.d. de même loi que (X,Y ) issu de 
e modèle. Nous supposons de plus que
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(A1) supp(|F(θ)|) ⊆ supp (E (|F(X)|)),

(A2) (λn)n≥1 véri�e

λn
n → 0 et

√
n

λn
→ 0 lorsque n → +∞.

Alors

lim
n→+∞

∥∥∥θ̂n − θ
∥∥∥
L2

= 0 en probabilité.

Nous retrouvons l'hypothèse 
lassique (A2), 
omme dans le Théorème 4.1. L'hy-

pothèse (A1) spé
i�e qu'il n'est pas possible d'estimer F(θ) en dehors du support de

E(|F(X)|). Dans les intervalles où E(|X |) = 0, le modèle (4.4) devient Y = ε et au
une

estimation de β n'est possible.

En 
onsidérant l'ensemble Cθ,∂X := supp(|θ|) ∩ ∂(supp(E(|X|))), nous donnons

maintenant un résultat de vitesse de 
onvergen
e.

Theorème 4.5. Considérons le modèle fon
tionnel de 
onvolution ave
 les hypothèses

générales (HA1FCVM ), (HA2FCVM ) and (HA3FCVM ). Nous supposons que l'hypo-

thèse (A1) est réalisée, ainsi que les hypothèses suivantes.

(A3) E

(∣∣|X |2
∣∣2
L2

)
< ∞.

(A4)

∥∥∥ |F(θ)|
E(|F(X)|2) 1supp(F(θ))\∂(supp(E(|F(X)|)))

∥∥∥
L2

< +∞.

(A5) Il existe des nombres réels positifs α > 0, M0,M1,M2 > 0 tels que pour tout p ∈
Cθ,∂X , il existe un voisinage ouvert Jp ⊂ supp(|F(θ)|) pour lequel les assertions

suivantes sont réalisées

(a) Pour tout t ∈ Jp, E(|F(X)|2(t)) ≥ |t− p|α, et
∥∥∥∥

1

E(|F(X)|2)

∥∥∥∥
L2(Jp\{p})

≤ M0,

(b)

∑
p∈Cθ,∂X

‖θ‖2C0(Jp)
< M1,

(
)

|F(θ)|
E(|F(X)|2)1supp(|F(θ)|)\J < M2, où J :=

⋃
p∈Cθ,∂X

Jp.

(A6) Pour n ≥ 1,

λn := n1− 1
4α+2 ,

où α > 0 provient de l'hypothèse (A5).
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Alors

∥∥∥θ̂n − θ
∥∥∥
L2

= OP

(
n−γ

)
,

où γ := min
[

1
2(2α+1) ,

1
2 − 1

2(2α+1)

]
et n−γ = max

[
λn
n ,

√
n

λn

]
.

Comme 
ela a déjà été dit pour le modèle de 
on
urren
e, l'hypothèse (A3) permet

d'utiliser le TCL sur le dénominateur de β̂n. L'hypothèse (A4) est une façon de mesurer

la régularité de F(θ) vis-à-vis de 
elle de E

[
|F(X)|2

]
. L'hypothèse que 
e quotient

appartient à L2 ∩ L∞
, au moins sur un voisinage de J (dé�ni dans l'hypothèse (A5)),

peut être vue 
omme une 
ondition de plus grande régularité de θ par rapport à E(X).

Par exemple, 
ela implique que F(θ) dé
roit vers zéro à l'in�ni plus rapidement que

E

[
|F(X)|2

]
, 
e qui se traduit par le fait que θ est plus lisse que E(X), 
'est-à-dire qu'il

existe des entiers r1, r2 ∈ N tels que θ est de 
lasse r1 et E(X) est de 
lasse r2 ave


r1 > r2 (voir Pinsky (2002)). Ce type de 
onditions de régularité est utilisé fréquemment

dans les problèmes de régression fon
tionnelle, où le 
oe�
ient fon
tionnel du modèle

est supposé être plus régulier que la variable expli
ative (voir par exemple Cardot et al.

(2003)).

Il est possible d'obtenir d'autres résultats de 
onvergen
e, sous des hypothèses un

peu plus fortes sur le quotient F(θ)/E
[
|F(X)|2

]
(voir Manrique et al. (2019)). La

vitesse de 
onvergen
e devient alors indépendante du 
omportement de E

[
|F(X)|2

]

autour des points frontière de Cθ,∂X .

4.5 Simulations

Nous présentons dans 
ette se
tion des expérimentations numériques pour illustrer le


omportement de notre estimateur par rapport à d'autres issus de la littérature. Nous


ommençons par aborder le problème du 
hoix du paramètre de régularisation.

4.5.1 Choix du paramètre de régularisation

Nous présentons une pro
édure de 
hoix du paramètre de régularisation λn pour un

é
hantillon donné (Xi, Yi)i=1,...,n, basée sur le 
ritère de validation 
roisée Leave-One-

Out (LOOCV). Sa dé�nition, tirée par exemple de Febrero-Bande et de la Fuente (2012)

ou Hall et Hosseini-Nasab (2006), est la suivante

LOOCV (λn) =
1

n

n∑

i=1

∥∥∥∥Yi −
∫ .

0
θ̂(−i)
n (s)Xi(.− s) ds

∥∥∥∥
2

,
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où θ̂
(−i)
n est 
al
ulé à partir de l'é
hantillon (Xj , Yj)j=1,...,i−1,i+1,...,n. La méthode de

séle
tion 
onsiste à 
hoisir la valeur λn qui minimise le 
ritère LOOCV . Ce 
ritère

étant 
onnu pour être 
oûteux en temps de 
al
ul, nous donnons dans la Proposition

4.6 une façon de 
al
uler le 
ritère LOOCV en 
al
ulant une seule régression au lieu de

n (voir Green et Silverman (1993)) dire
tement dans le domaine des fréquen
es.

Proposition 4.6. Nous avons

LOOCV (λn) =
1

n

n∑

i=1

∥∥∥∥∥
Yi − β̂n Xi

1−Ai,i

∥∥∥∥∥

2

, (4.8)

où Ai,i ∈ L2
est dé�ni par Ai,i = |Xi|2/(

∑n
j=1 |Xj|2 + λn).

4.5.2 Implémentation numérique

Dans 
e paragraphe, nous mentionnons les points prin
ipaux permettant de réaliser

l'implémentation numérique de l'estimateur. Tout d'abord, notons que les fon
tions

sont évaluées en un 
ertain nombre de points de dis
rétisation t1, . . . , tp, permettant

ainsi d'appro
her les intégrales 
onsidérées à l'aide de la méthode des re
tangles. En

parti
ulier, la 
onvolution entre deux fon
tions sera appro
hée par la 
onvolution dis-


rète entre les deux ve
teurs 
orrespondant aux valeurs des deux fon
tions en 
haque

point de dis
rétisation.

De plus, nous devons utiliser une approximation de la transformée de Fourier 
onti-

nue et de son inverse (voir (4.5) et (4.6)). Cela se fait à l'aide de la transformée de

Fourier dis
rète (voir Kammler (2008), Bloom�eld (2004)), dé�nie de la façon suivante.

Pour toute fon
tion f , on note f̃ le ve
teur dont les 
oordonnées sont f(t1), . . . , f(tp).

On note alors Fd la transformée de Fourier dis
rète dé�nie par

Fd : C
p → C

p

f̃ = (f(t1), . . . , f(tp)) 7→ (Fd(f)(1), . . . ,Fd(f)(p)) ,

où, pour tout ℓ = 1, . . . , p

Fd(f)(ℓ) =
1

p

p∑

r=1

f(tr)ω
(r−1)ℓ ∈ C, (4.9)

ave
 ω = e−2πi/p
. En utilisant des notations matri
ielles, nous pouvons é
rire

Fd(f) =
1

p
Ωpf̃ ∈ C

p, (4.10)

où Ωp est la matri
e de terme général (Ωp)ij = ω(i−1)(j−1)
. De plus, nous avons

F−1
d = Ω

∗
p, (4.11)
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e qui 
orrespond à la transposée 
onjuguée de la matri
e Ωp.

Nous pouvons alors dé�nir l'estimateur de θ en pratique sur la grille t1, . . . , tp par

θ̃n =
1

p
Ω

−1
p




∑n
i=1 ΩpỸi

(
ΩpX̃i

)∗

∑n
i=1

∣∣∣ΩpX̃i

∣∣∣
2
+ λn


 . (4.12)

L'avantage prin
ipal de 
et estimateur est qu'il peut être 
al
ulé très rapidement,

à l'aide de l'algorithme de la transformée de Fourier rapide (FFT, Fast Fourier Trans-

form). Pour plus détails sur 
et algorithme, nous renvoyons le le
teur aux travaux Cooley

et Tukey (1965) et Hassanieh et al. (2012) par exemple.

4.5.3 Présentation d'autres méthodes d'estimation

À 
e jour et à notre 
onnaissan
e, il existe peu de méthodes d'estimation adaptées au


ontexte du modèle (4.1). Dans 
e qui suit, nous présentons 
ertaines méthodes adaptées

à l'estimation de θ dans 
e modèle.

4.5.3.1 Dé
onvolution de Wiener paramétrique (ParWD)

Cette méthode fait partie de la faille des méthodes de traitement du signal (voir Gonza-

lez et al. (2009)). Pour 
haque observation (Xi, Yi), Xi est vu 
omme un signal impul-

sion et Yi est vu 
omme le signal observé, pour i = 1, . . . , n. Nous utilisons l'estimateur

ParWD pour estimer le signal in
onnu θ

θ̂wie,i = F−1

(F(Yi)F(Xi)
∗

|F(Xi)|2 + α

)
. (4.13)

De 
ette manière, nous obtenons n estimateurs de θ. Leur moyenne sera l'estimateur

�nal de θ dans (4.1), 
'est-à-dire θ̂ParWD = 1
n

∑n
i=1 θ̂wie,i.

A�n de 
alibrer le paramètre α, nous utilisons le 
ritère LOOCV. Notons que 
e pa-

ramètre α rempla
e le ratio signal-sur-bruit E

[
|F(ε)|2

]
/ |F(θ)|2 de la méthode originale

de dé
onvolution de Wiener (voir Gonzalez et al. (2009)).

En 
omparant 
et estimateur ave
 le n�tre, nous pouvons voir que les deux sont

reliés. La di�éren
e est que la moyenne est faite sur 
haque estimateur 
al
ulé sur

une observation pour l'estimateur ParWD, alors que nous 
ommençons par 
al
uler

la moyenne sur les observations dans le domaine des fréquen
es pour estimer F(θ)

et ensuite la transformée de Fourier inverse est utilisée pour revenir dans le domaine

temporel. Nous verrons dans la suite que les deux estimateurs ont un 
omportement

similaire.
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4.5.3.2 Dé
omposition en valeurs singulières (SVD) ou régularisation de

Tikhonov (Tik)

La 
onvolution peut être vue 
omme une multipli
ation matri
ielle, et par 
onséquent,

la dé
onvolution peut être vue 
omme un problème d'inversion matri
ielle. Nous allons

ainsi 
onsidérer deux te
hniques bien 
onnues d'inversion matri
ielle, la dé
omposition

en valeurs singulières (SVD, Singular Value De
omposition) et la régularisation de Ti-

khonov.

Étant donné que la solution est fortement sensible au bruit, nous devons éliminer le

bruit le plus possible avant inversion. Par 
onséquent, nous 
ommençons par 
al
uler la

moyenne sur toutes les observations, de façon à obtenir, pout tout t

Y (t) =

∫ t

0
θ(s)X(t− s)ds+ ε(t), (4.14)

où X = 1
n

∑n
i=1Xi, Y = 1

n

∑n
i=1 Yi et ε =

1
n

∑n
i=1 εi. Notons que 
ette méthode di�ère

de la méthode pré
édente ParWD, où la moyenne était 
al
ulée après estimation.

Ensuite, nous approximons 
ette équation intégrale sous forme matri
ielle en utili-

sant la méthode des re
tangles sur une grille t1, . . . , tp de points de dis
rétisation. Nous

obtenons

Ỹ = MX θ̃ + ε̃,

où Ỹ = (Y (t1), . . . , Y (tp))
T
, θ̃ = (θ(t1), . . . , θ(tp))

T
, ε̃ = (ε(t1), . . . , ε(tp))

T
et MX

est la matri
e triangulaire inférieure qui approxime la 
onvolution en 
es points de

dis
rétisation, en d'autres termes

MX =




X(t1) 0 0 . . . 0

X(t2) X(t1) 0 . . . 0

X(t3) X(t1) X(t1) . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

X(tp) X(tp−1) X(tp−2) . . . X(t1)




.

Nous 
onsidérons la SVD de MX , soit MX = USV T
où S est la matri
e diagonale

ave
 les valeurs singulières de MX sur la diagonale (soit les ra
ines 
arrées des valeurs

propres de MX
TMX) et U et V sont des matri
es orthogonales.

L'estimateur de θ par la méthode SVD est dé�ni par

θ̂SV D = V S+
k U

T Ỹ ,

où Sk est la matri
e diagonale ave
 les mêmes k non nuls premiers éléments que S (et

zéro ailleurs), et S+
k est le pseudo-inverse de Sk, obtenu en remplaçant les éléments non
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nuls de la diagonale de S par leurs inverses. I
i, le paramètre de régularisation est la

dimension k.

L'estimateur de θ par la méthode de Tikhonov est dé�ni par

θ̂T ik = V S(S2 + ρI)−1UT Ỹ ,

où ρ est le paramètre de régularisation.

Pour 
alibrer les paramètres de 
es deux estimateurs, nous utilisons la validation


roisée 10-fold (voir Seni et Elder (2010)).

4.5.3.3 Estimateur de Lapla
e (Lap)

Nous utilisons i
i une version adaptée de l'estimateur de Lapla
e introduit dans Comte

et al. (2017), noté θ̂Lap. Nous 
ommençons par 
al
uler la moyenne de toutes les réalisa-

tions pour éliminer le bruit, étant donné que 
et estimateur est 
onstruit pour résoudre

le problème de dé
onvolution ave
 une seule observation. Nous obtenons ainsi, pour

j = 1, . . . , p

Y (tj) =

∫ tj

0
θ(s)X(tj − s)ds+ ε(tj) (4.15)

où t1, . . . , tp sont les p points de mesure.

Dans Comte et al. (2017), les auteurs estiment θ à l'aide de fon
tions de Laguerre,

dé�nies pour k ∈ N, t ≥ 0 et a > 0 �xé, par

φk(t) =
√
2ae−at




k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)
tj

j!


 .

Ces fon
tions sont utilisées en tant que base orthonomée de L2(R+,R) pour transfor-

mer l'équation (4.15) en un système in�ni d'équations linéaires dont les 
oe�
ients

sont exprimés dans la base de Laguerre. La 
onvolution de deux fon
tions de Laguerre

s'exprime de façon simple, pour k, ℓ ≥ 0 par

∫ t

0
φk(s)φℓ(t− s)ds = (2a)−1/2[φk+ℓ(t)− φk+ℓ+1(t)].

Ainsi, le système se simpli�e en un système in�ni triangulaire inférieur d'équations

linéaires. Le sous-système �ni des M premières équations est résolu, permettant de


al
uler les M premiers 
oe�
ients de θ̂Lap dans la base de Laguerre. L'implémentation

numérique de 
et estimateur peut être trouvée dans le pa
kage R nommé Lapla
eDe
onv.
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É
hantillon FFDE ParWD SVD Tik Lap

n=70 0.152 10.097 9.587 3.735 3.071

n=400 0.705 225.313 14.469 6.107 4.593

Table 4.1 Temps de 
al
ul (en se
ondes) des estimateurs.

4.5.4 Exemple de simulations

Dans 
ette partie, nous présentons sur un exemple simulé le 
omportement de notre

estimateur ainsi que des estimateurs présentés dans le paragraphe pré
edent. Des simu-

lations plus poussées sont données dans Manrique et al. (2019).

Les données ont été simulées sur l'intervalle [0; 1] (soit T = 1), dis
rétisé en p = 100

points d'observation tj = (j − 1)/100, ave
 j = 1, . . . , 100. Nous avons simulé 
haque


ourbe X 
omme un pont Brownien sur l'intervalle [0; 0.5] et identiquement nulle sur

l'intervalle [0.5; 1]. Pour la fon
tion θ, nous avons 
onsidéré la fon
tion dé�nie par

θ(t) = (1 − 4t2) sur l'intervalle [0; 0.5] et identiquement nulle sur l'intervalle [0.5; 1].

Le bruit ε est un bruit blan
 gaussien d'é
art-type σ 
hoisi tel que le rapport signal-sur-

bruit soit égal à 10 (soit 10% de bruit). Nous évaluons les performan
es des estimateurs

pour des tailles d'é
hantillon n = 70 et n = 400. L'erreur d'estimation sera mesurée

à l'aide des deux 
ritères suivants : l'erreur moyenne absolue (MADE, Mean Absolute

Deviation Error) et l'erreur moyenne quadratique (WASE, Weighted Average Squared

Error), tel qu'ils ont été dé�nis dans Sentürk et Müller (2010),

MADE =
1

T



∫ T
0

∣∣∣θ(t)− θ̂(t)
∣∣∣ dt

range(θ)


 , WASE =

1

T




∫ T
0

∣∣∣θ(t)− θ̂(t)
∣∣∣
2
dt

range

2(θ)


 ,

où range(θ) = maxt∈I θ(t)−mint∈I θ(t).
En premier lieu, nous donnons les temps de 
al
ul (en se
ondes) pour une simulation

dans la Table 4.1. Les 
al
uls ont été réalisés ave
 R, sur une ma
hine 2.9 GHz x 4 Intel

Core i7-3520M. Nous voyons que l'estimateur FFDE est plus rapide que les autres.

La Figure 4.1 montre la vraie fon
tion θ et les 
inq estimateurs moyens 
al
ulés sur

N = 100 simulations. Les meilleurs estimateurs sont FFDE et parWD, tous deux sont

pro
hes l'un de l'autre. Nous pouvons noter que FFDE a des di�
ultés d'estimation

près des bords de l'intervalle. Par ailleurs, SVD et Tik ont très variations assez im-

portantes sur l'intervalle d'estimation, tandis que Lap a des di�
ultés d'estimation en


e qui 
on
erne la partie quadratique de θ sur le début de l'intervalle d'estimation. En-

�n, les estimateurs s'améliorent lorsque la taille de l'é
hantillon augmente, notamment

FFDE.

Plus pré
isément, nous pouvons voir dans la Table 4.2 et sur les boxplots de la
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Figure 4.1 Vraie fon
tion θ 
omparée aux estimations moyennes des 5 estimateurs

pour N = 100 simulations.
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MADE WASE

n = 70 moyenne (é
art-type) moyenne (é
art-type)

FFDE 0.04120 (0.00895) 0.00400 (0.00212)

ParWD 0.03020 (0.00657) 0.00157 (0.00062)

SVD 0.16240 (0.15467) 0.08356 (0.16906)

Tik 0.08797 (0.04836) 0.01573 (0.01764)

Lap 0.16427 (0.11468) 0.10468 (0.30549)

n = 400 moyenne (é
art-type) moyenne (é
art-type)

FFDE 0.01273 (0.00151) 0.00044 (0.00013)

ParWD 0.02010 (0.00342) 0.00076 (0.00024)

SVD 0.16313 (0.18566) 0.10284 (0.27954)

Tik 0.07641 (0.03702) 0.01120 (0.01170)

Lap 0.18968 (0.13129) 0.15172 (0.28369)

Table 4.2 Moyennes et é
art-types des deux 
ritères MADE et WASE, 
al
ulés sur

N = 100 simulations ave
 des tailles d'é
hantillon n = 70 et n = 400.

Figure 4.2 que FFDE et ParWD sont les meilleurs estimateurs, tandis que SVD est

le moins bon.

Dans 
e 
adre de simulations, nous remarquons que FFDE et ParWD se 
om-

portent bien dans le 
as où E(X) = 0, par
e qu'ils utilisent l'algorithme FFT pour

dé
onvoluer dire
tement X et θ, tandis que SVD et Tik ont de mauvaises perfor-

man
es par
e qu'ils ne peuvent pas inverser fa
ilement la matri
e MX . De plus, nous

remarquons que l'estimateur Lap ne s'améliore pas par
e que nous l'appliquons sur

l'équation moyenne (4.15), qui est presque la même lorsque n = 70 et n = 400.

4.6 Perspe
tives

Il semble envisageable de pouvoir généraliser le modèle de 
onvolution (4.1) dans plu-

sieurs dire
tions.

La première d'entre elles serait de 
onsidérer le 
as où la variable d'intérêt dépend

aussi d'une variable qualitative à J modalités (par exemple, une 
ara
téristique 
omme

le sexe de l'individu, un phénotype, . . . ). Le modèle 
onsidéré serait alors

Yj(t) =

∫ t

0
θj(s)Xj(t− s)ds+ εj(t), (4.16)

pour j = 1, . . . , J . Dans la thèse de Tito Manrique, la méthodologie présentée dans 
e


hapitre avait été testée sur un jeu de données réelles de 
roissan
e de plants de maïs.

Les 
ourbes expli
atives sont des 
ourbes journalières de dé�
it de pression de vapeur

(variable liée à l'humidité dans l'air) et les 
ourbes réponses sont des vitesses journalières
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Figure 4.2 Boxplots des deux 
ritères MADE et WASE sur N = 100 simulations

ave
 des tailles d'é
hantillon n = 70 et n = 400.
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de 
roissan
e des feuilles. L'idée, non explorée, était de 
onsidérer un phénotype 
omme

variable expli
ative qualitative supplémentaire.

Une autre extension envisagée sur les modèles étudiés dans 
e 
hapitre 
onsiste en

un 
ouplage du modèle 
on
urrent et du modèle de 
onvolution. Plus pré
isément, le

modèle 
onsidéré est le suivant

Y (t) =

∫ t

0
θ(s)X(t− s)ds+ β(t)X(t) + ε(t). (4.17)

Intuitivement, 
e modèle revient à 
onsidérer que la variable réponse est expliquée par

le passé de la variable X, ainsi qu'une 
ontribution instantanée. Plusieurs problèmes

se posent sur 
e type de modèle, le premier étant sur la méthode d'estimation. En

e�et, la transformée de Fourier présentait l'avantage de transformer la 
onvolution en

produit, en revan
he elle transformerait aussi le produit βX en 
onvolution. Par ailleurs,


onsidérer une 
ontribution instantanée en tout instant t ne semble pas pertinent, il

serait préférable de 
onsidérer un 
ertain nombre de points d'impa
t, 
omme introduit

dans Kneip et al. (2016). Pour adapter 
e modèle à une sortie fon
tionnelle, il serait

peut-être envisageable de 
onsidérer des 
ontributions fon
tionnelles pour 
haque point

d'impa
t

Y (t) =

∫ t

0
θ(s)X(t− s)ds+

S∑

r=1

βr(t)X(τr) + ε(t), (4.18)

où τ1, . . . , τS sont les points d'impa
t. L'étude de 
e modèle reste un problème ouvert.
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Les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont tirés de Amiri et al. (2014).

5.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous nous plaçons dans le 
adre du modèle non-paramétrique fon
-

tionnel (voir Ferraty et Vieu (2006)), é
rit sous la forme

Y = Ψ(X) + ε, (5.1)

où Y et ε sont à valeurs dans R, X est à valeurs dans L2(I), Ψ est un opérateur de L2(I)

dans R à estimer sur la base d'un é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n, et le bruit ε est 
entré,

indépendant de X et tel que E
(
ε2|X = x

)
= σ2

ε(x). L'estimation non-paramétrique de

Ψ a fait l'objet de nombreux travaux (voir notamment Ferraty et Vieu (2006) et Ferraty

et Romain (2010)) tant d'un point de vue théorique que pratique. Plus pré
isément, si

(Xi, Yi)i=1,...,n est un é
hantillon de n 
ouple de même loi que (X,Y ), alors l'estimateur

à noyau de Ψ est dé�ni pour tout χ ∈ L2(I) par



62

Chapitre 5. Estimation ré
ursive dans le modèle non-paramétrique

fon
tionnel

Ψn(χ) =

n∑

i=1

YiK

(‖χ−Xi‖
h

)

n∑

i=1

K

(‖χ−Xi‖
h

) , (5.2)

où K est un noyau et h est une fenêtre. Cet estimateur soulève plusieurs problèmes,


omme le 
hoix de la semi-norme ‖.‖ de l'espa
e fon
tionnel, ou en
ore le 
hoix de la

largeur de fenêtre h. Comme 
ela avait été fait par Amiri (2012) dans le 
adre d'une

variable expli
ative réelle ou multivariée, nous proposons dans 
e 
adre fon
tionnel

un estimateur utilisant une suite de fenêtres permettant de 
al
uler 
et estimateur de

façon ré
ursive (voir aussi les travaux antérieurs Devroye et Wagner (1980) et Ahmad et

Lin (1976)). Cet estimateur ré
ursif, en plus d'avoir de bonnes propriétés théoriques en

termes de 
onvergen
e est aussi d'un grand intérêt pratique, présentant un gain de temps

pour le 
al
ul d'une nouvelle valeur prédite lorsqu'arrive une nouvelle observation de la

variable expli
ative. Ré
emment, Slaoui (2019) a revisité l'estimation nonparamétrique

ré
ursive à l'aide d'une méthode d'approximation sto
hastique.

5.2 Estimateur ré
ursif

5.2.1 Notations et dé�nitions

Soit ℓ ∈ [0; 1] un paramètre réel. Pour χ ∈ L2(I) donné, on dé�nit une famille d'esti-

mateurs ré
ursifs indexée par ℓ par

Ψ[ℓ]
n (χ) =

n∑

i=1

Yi

F (hi)ℓ
K

(‖χ−Xi‖
hi

)

n∑

i=1

1

F (hi)ℓ
K

(‖χ−Xi‖
hi

) ,

où (hn) est une suite de fenêtres et F est la fon
tion de répartition de la variable

‖χ−X‖. Cette famille d'estimateurs de la régression est l'adaptation au 
as où la

variable expli
ative est fon
tionnelle de l'estimateur dé�ni dans Amiri (2012). L'é
riture

ré
ursive de 
ette famille d'estimateurs est donnée par

Ψ
[ℓ]
n+1(x) =

[
n∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

]
ϕ[ℓ]
n (χ) +

[
n+1∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

]
Yn+1K

[ℓ]
n+1 (‖χ−Xn+1‖)

[
n∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

]
f [ℓ]
n (χ) +

[
n+1∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

]
K

[ℓ]
n+1 (‖χ−Xn+1‖)

,
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ave


ϕ[ℓ]
n (χ) =

n∑

i=1

Yi

F (hi)ℓ
K

(‖χ−Xi‖
hi

)

n∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

,

f [ℓ]
n (χ) =

n∑

i=1

1

F (hi)ℓ
K

(‖χ−Xi‖
hi

)

n∑

i=1

F (hi)
1−ℓ

,

K
[ℓ]
i (.) =

1

F (hi)
ℓ

i∑

j=1

F (hj)
1−ℓ

K

(
.

hi

)
.

Dans 
ette famille d'estimateurs, on peut noter deux 
as parti
uliers : l'estimateur

ré
ursif (ℓ = 0) et semi-ré
ursif (ℓ = 1). La propriété de ré
ursivité est un avantage

évident pour traiter des données séquentielles arrivant en temps réel, notamment sur de

grands é
hantillons, puisque l'arrivée d'une nouvelle observation né
essite à l'estimateur

non-ré
ursif d'être re
al
ulé sur tout l'é
hantillon.

5.2.2 Hypothèses

A�n de présenter les résultats de 
onvergen
e de l'estimateur ré
ursif, nous présentons

les hypothèses que nous supposons.

(H.1) Les opérateurs Ψ et σ2
ε sont 
ontinus dans un voisinage de χ et F (0) = 0. De plus,

la fon
tion ϕ(t) := E (r(X)− r(χ)| ‖X − χ‖ = t) est supposée être dérivable en

t = 0.

(H.2) Le noyau K a pour support le 
ompa
t [0; 1]. De plus, sa dérivée K ′
est 
ontinue

sur [0; 1] et véri�e K ′(s) ≤ 0 pour tout s ∈ [0; 1]. En�n, K(1) > 0.

(H.3) Pour tout s ∈ [0; 1], on a τh(s) :=
F (hs)
F (h) → τ0(s) < +∞ lorsque h → 0.
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(H.4) On suppose les 
onditions suivantes sur la fenêtre :

(i)hn → 0 et nF (hn) → +∞,

(ii)An,ℓ :=
1

n

n∑

i=1

hi
hn

(
F (hi)

F (hn)

)1−ℓ

→ αℓ < +∞ lorsque n → ∞,

(iii)∀r ≤ 2, Bn,r :=
1

n

n∑

i=1

(
F (hi)

F (hn)

)r

→ βr < +∞ lorsque n → ∞.

Les hypothèses (H.1), (H.2) et (H.4) (i) sont 
lassiques en régression nonparamétrique,


omme 
ela est souligné dans Ferraty et al. (2007). Par ailleurs, l'hypothèse (H.3) est


ru
iale dans le 
al
ul exa
t des 
onstantes qui apparaissent dans les développements

asymptotiques que nous présentons dans la suite (voir Ferraty et al. (2007)). En�n,

les hypothèses (H.4) (ii) et (iii) sont liées au 
ontexte de l'estimateur ré
ursif et sont

similaires à 
elles utilisées dans le 
adre multivarié. Notons que la fon
tion F joue un

r�le 
ru
ial dans nos résultats. Sa limite en zéro, pour un χ �xé est 
onnue sous le

nom de probabilité de petites boules. Par exemple, si X est un pro
essus fra
tal, les

probabilités de petites boules véri�ent F (h) ∼ Chκ pour 
ertains C et κ en prenant


omme semi-norme une norme dans Lp
, une norme de Sobolev ou une norme de Besov,


e qui permet de véri�er les hypothèses pré
édentes.

5.2.3 Résultats

Comme dans Ferraty et al. (2007), nous 
onsidérons

M0 = K(1)−
∫ 1

0
(sK(s))′τ0(s) ds,

M1 = K(1)−
∫ 1

0
K ′(s)τ0(s) ds,

M2 = K(1)2 −
∫ 1

0
(K(s)2)′τ0(s) ds.

Nous sommes maintenant en mesure d'énon
er un résultat de 
onvergen
e en moyenne

quadratique de l'estimateur nonparamétrique fon
tionnel ré
ursif. Les preuves sont don-

nées dans Amiri et al. (2014).

Theorème 5.1. Sous les hypothèses (H.1)-(H.4), nous avons

E

(
Ψ[ℓ]

n (χ)
)
−Ψ(χ) = ϕ′(0)

αℓ

β1−ℓ

M0

M1
hn(1 + o(1)) +O

(
1

nF (hn)

)
,

V

(
Ψ[ℓ]

n (x)
)
=

β1−2ℓ

β2
1−ℓ

M2

M2
1

σ2
ε(χ)

1

nF (hn)
(1 + o(1)).
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Ce résultat étend 
elui obtenu dans Ferraty et al. (2007) au 
as des estimateurs ré
ursifs.

En é
rivant une dé
omposition 
lassique de l'erreur quadratique moyenne entre le biais

au 
arré et la varian
e, nous obtenons de façon immédiate le résultat suivant, pour


ertains types de pro
essus.

Corollaire 5.2. Sous les hypothèses du Théorème 5.1, si X est un pro
essus tel que

F (t) ∼ cXtκ lorsque t → 0 (ave
 κ > 0), alors en prenant hn = An−1/(κ+2)
, nous

obtenons

E

[(
Ψ[ℓ]

n (χ)−Ψ(χ)
)2]

∼n→+∞

[
β1−2ℓ

β2
1−ℓ

M2σ
2
ε(χ)

AcXM2
1

+
α2
ℓ

β2
1−ℓ

A2M2
0ϕ

′(0)2

M2
1

]
n− 2

κ+2 .

Un résultat similaire est obtenu dans Bosq et Cheze-Payaud (1999) pour l'estimateur

de Nadaraya-Watson dans un 
adre 
lassique.

Nous allons à présent donner un résultat de 
onvergen
e presque sûre. Pour 
ela,

nous utilisons les hypothèses supplémentaires suivantes.

(H.5) Il existe λ, µ > 0 tels que E
(
eλ|Y |µ) < +∞.

(H.6) Nous supposons que

(i) lim
n→+∞

ln F (hn)

ln n
< +∞,

(ii) lim
n→+∞

nF (hn)(ln n)−1−2/µ

(ln ln n)2(α+1)
= +∞ pour tout α > 0,

(iii) lim
n→+∞

F (hn)(ln n)2/µ = 0.

L'hypothèse (H.5) est par exemple 
lairement véri�ée si Y est borné p.s. et implique

que

∀n ≥ 2 ∀p ≥ 1 E

(
max

i=1,...,n
|Yi|p

)
= O

(
(ln n)p/µ

)
,

qui est une 
ondition que l'on retrouve dans Bosq et Cheze-Payaud (1999). Les hy-

pothèses (H.6) (i) et (ii) sont véri�ées dès que X est un pro
essus fra
tal, tandis que

l'hypothèses (H.6) (iii) n'est né
essaire que si µ < 2. Nous sommes maintenant en

mesure d'énon
er le résultat de 
onvergen
e p.s.

Theorème 5.3. Sous les hypothèses (H.1)-(H.6), en supposant de plus que limn→+∞ nF (hn)
2 =

0, alors

Ψ[ℓ]
n (χ)−Ψ(χ) ∼n→+∞

[
2β1−2ℓσ

2
ε(x)M2

]1/2
(
ln ln n

nF (hn)

)1/2

p.s.



66

Chapitre 5. Estimation ré
ursive dans le modèle non-paramétrique

fon
tionnel

Les 
hoix de fenêtres et de petites boules donnés pré
édemment permettent de satisfaire

la 
ondition limn→+∞ nF (hn)
2 = 0. Dans le 
as où ℓ = 1, le résultat du théorème 5.3

étend au 
as fon
tionnel le résultat de 
onvergen
e p.s. obtenu par Roussas (1992) sur

l'estimateur de Devroye-Wagner. Dans le 
as non-paramétrique fon
tionnel non-ré
ursif,

une vitesse de 
onvergen
e p.s. de l'ordre de

(
ln n

nF (hn)

)1/2
est obtenue dans Ferraty et

Vieu (2006). En revan
he, le résultat que nous donnons i
i fournit l'expression exa
te

des 
onstantes.

Pour �nir, nous allons donner une résultat de normalité asymptotique de l'estimateur

ré
ursif. Nous 
onsidérons l'hypothèse additionnelle suivante.

(H.7) Pour tout δ > 0, on a limn→+∞
(ln n)δ

(nF (hn))1/2
= 0.

Theorème 5.4. Sous les hypothèses (H.1)-(H.5) et (H.7), s'il existe une 
onstante C

telle que limn→+∞ hn(nF (hn))
1/2 = C, alors

(nF (hn))
1/2
(
Ψ[ℓ]

n (χ)−Ψ(χ)
) D−−−−−→

n→+∞
N
(
C

αℓ

β1−ℓ

M0

M1
ϕ′(0),

β1−2ℓ

β2
1−ℓ

M2

M2
1

σ2
ε(χ)

)
.

Ce résultat étend le résultat de Ferraty et al. (2007) au 
as ré
ursif. Notons que, pour

les 
hoix de fenêtres et de petites boules pré
édents, on a

β1−2ℓ

β2
1−ℓ

< 1. Ainsi, la varian
e

asymptotique de l'estimateur ré
ursif est plus petite que la varian
e asymptotique de

l'estimateur non ré
ursif. De 
e résultat, une bande de 
on�an
e asymptotique peut être


onstruite (voir Amiri et al. (2014)).

5.3 Simulations

Dans 
ette se
tion, nous nous intéressons à la mise en ÷uvre et aux performan
es

pratiques de l'estimateur ré
ursif, en parti
ulier par rapport à l'estimateur non ré
ursif.

Le modèle étudié dans 
ette simulation est le suivant. Les 
ourbes X1, . . . ,Xn, ave


n = 100, sont des mouvements Browniens sur l'intervalle [0; 1] mesurés en p = 100

points de dis
rétisation équidistants. L'opérateur Ψ est dé�ni par

r(χ) =

∫ 1

0
χ(s)2 ds.

L'erreur ε est simulée suivant une loi normale 
entrée et d'é
art-type 0.1. Les simulations

ont été répétées N = 500 fois a�n d'étudier l'erreur de prédi
tion de la réponse pour

une nouvelle 
ourbe χ, elle aussi simulée suivant un mouvement Brownien sur [0; 1].

Plusieurs paramètres interviennent dans la 
onstru
tion de l'estimateur : le 
hoix de

la semi-norme ‖.‖, la suite de fenêtres (hn), le noyau K, et le paramètre ℓ de ré
ursivité.
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Le 
hoix du noyau est moins 
ru
ial et n'a qu'une in�uen
e restreinte dans l'estimation,

nous nous limitons ainsi à l'utilisation du noyau quadratique dé�ni par K(u) = (1 −
u2)1[0;1](u). En e�et, même si 
e noyau ne véri�e pas l'hypothèse K(1) > 0 demandée

pour les résultats asymtotiques, 
e noyau est très fa
ile à implémenter et se 
omporte

bien en pratique.

5.3.1 Choix de la fenêtre

Dans 
ette simulation, nous 
hoisissons 
omme semi-norme 
elle basée sur l'analyse en


omposantes prin
ipales des 
ourbes ave
 3 
omposantes prin
ipales (voir Besse et al.

(1997)), tandis que le paramètre ℓ est �xé égal à zéro (le 
hoix du paramètre ℓ a une

in�uen
e minime sur le 
omportement de l'estimateur, voir Amiri et al. (2014)).

Nous 
hoisissons une suite de fenêtres hi = Cmaxj=1,...,n ‖Xj − χ‖ i−ν
pour tout

i = 1, . . . , n, ave
 C ∈ {0.5, 1, 2, 10} et ν ∈
{

1
10 ,

1
8 ,

1
6 ,

1
5 ,

1
4 ,

1
3 ,

1
2 , 1
}
.

Nous avons également 
al
ulé l'estimateur (5.2) introduit par Ferraty et Vieu (2006),

en 
hoisissant automatiquement la fenêtre par validation 
roisée (voir Ra
hdi et Vieu

(2007)). Pour l'estimateur ré
ursif, nous avons 
onsidéré le 
ritère de validation 
roisée

(sur les paramètres C et ν)

CV (C, ν) =
1

n

n∑

i=1

(
Yi −Ψ[ℓ],[−i]

n (Xi)
)2

,

où Ψ
[ℓ],[−i]
n représente l'estimateur ré
ursif de Ψ 
onstruit en utilisant l'é
hantillon de

taille n − 1 
orrespondant à l'é
hantillon initial privé de l'observation (Xi, Yi). Nous


hoisissons alors les valeurs de C et ν qui minimisent le 
ritère CV (C, ν). La Table 5.1

présente les moyennes et les é
art-types de l'erreur quadratique de prédi
tion (MSPE,

Mean Square Predi
tion Error) sur 500 simulations pour les valeurs optimales de C et

ν par rapport au 
ritère CV (C, ν) (les valeurs optimales étant C = 1 et ν = 1
10 ). Nous

pouvons voir sur 
es résultats que l'estimateur introduit par Ferraty et Vieu (2006)

est légèrement meilleur. Comme nous le verrons plus loin, l'avantage de l'estimateur

ré
ursif sera sur le temps de 
al
ul. Nous observons également 
omme attendu que

l'erreur de prédi
tion diminue lorsque la taille de l'é
hantillon augmente (n = 100,

n = 200, n = 500).

5.3.2 Choix de la semi-norme

Dans 
ette simulation, le paramètre ℓ est �xé égal à zéro et nous 
hoisissons la fenêtre

hi = maxj=1,...,n ‖Xj − χ‖ i−1/10
sur la base de 
e que nous avons observé dans la

simulation pré
édente. Nous 
onsidérons les semi-normes suivantes.

• La semi-norme [PCA] est basée sur l'analyse en 
omposantes prin
ipales des
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n = 100 n = 200 n = 500

Estimateur ré
ursif 0.3022 0.2596 0.1993

(0.6887) (0.6275) (0.5430)

Estimateur non ré
ursif 0.2794 0.2143 0.1368

(0.5512) (0.5055) (0.4208)

Table 5.1 Moyennes et é
art-types de l'erreur quadratique de prédi
tion 
al
ulés sur

500 simulations pour l'estimateur non ré
ursif et l'estimateur ré
ursif.


ourbes ave
 q = 3 
omposantes prin
ipales (voir Besse et al. (1997)), plus pré
isé-

ment

‖Xi − χ‖PCA =

√√√√
q∑

j=1

〈Xi − χ, vj〉2,

où 〈., .〉 est le produit s
alaire usuel de l'espa
e des fon
tions de 
arré intégrable et

(vj)j≥1 est la suite des fon
tions propres de l'opérateur de 
ovarian
e empirique des


ourbes X1, . . . ,Xn (voir 
hapitre 2).

• La semi-norme [FOU ] est basée sur la dé
omposition des 
ourbes dans la base

usuelle de Fourier, ave
 b = 8 fon
tions de base, plus pré
isément

‖Xi − χ‖FOU =

√√√√
b∑

j=1

(aXi,j − aχ,j)
2,

où (aXi,j)j≥1 et (aχ,j)j≥1 sont les suites respe
tives des 
oe�
ients des 
ourbes Xi et χ

dans la base de Fourier.

• La semi-norme [DERIV ] est basée sur la dé
omposition des dérivées se
ondes des

approximations des 
ourbes par splines 
ubiques (ave
 k = 8 n÷uds intérieurs pour les

fon
tions splines), plus pré
isément

‖Xi − χ‖DERIV =

√
〈X̃i − χ̃, X̃i − χ̃〉,

où X̃i et χ̃ sont les approximations splines respe
tives des dérivées se
ondes des 
ourbes

Xi et χ.

Les résultats de 
ette simulations sont donnés dans la Table 5.2, toujours pour

l'erreur quadratique de prédi
tion MSPE. Nous 
onstatons sur 
ette simulation que

la semi-norme [PCA] montre de meilleurs résultats (
e qui semble naturel 
ar pour

un mouvement Brownien, l'approximation dans une base de Fourier où à l'aide de

fon
tions splines pour un pro
essus irrégulier sera de mauvaise qualité). Cependant,

il paraît 
lair qu'au
une semi-norme universelle qui surpasserait les autres ne semble
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Semi-norme [PCA] [FOU ] [DERIV ]

MSPE 0.3936 0.4506 0.4527

(1.5190) (1.5624) (1.5616)

Table 5.2 Moyennes et é
art-types de l'erreur quadratique de prédi
tion 
al
ulés sur

500 simulations pour di�érentes semi-normes.

exister, la performan
e d'une semi-norme va fortement être liée aux 
ourbes Xi et à

leur régularité. Ce fait est souligné par Ferraty et Vieu (2006).

5.3.3 Temps de 
al
ul

Dans 
ette simulation, nous mettons en éviden
e l'avantage de l'estimateur ré
ursif

sur le non-ré
ursif, vis-à-vis du temps de 
al
ul né
essaire pour prédire une valeur

de la variable réponse lorsque de nouvelles valeurs de la variable expli
ative arrivent

séquentiellement dans la base de données. En e�et, lorsqu'une nouvelle observation

(Xn+1, Yn+1) arrive dans l'é
hantillon, le 
al
ul de l'estimateur ré
ursif Ψ
[ℓ]
n requiert sim-

plement une nouvelle itération de l'algorithme via sa valeur déjà 
al
ulée ave
 l'é
han-

tillon (Xi, Yi)i=1,...,n, tandis que l'estimateur non-ré
ursif doit être re
al
ulé à partir

de tout l'é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n+1. La simulation réalisée illustre la di�éren
e de

temps de 
al
ul entre les deux estimateurs dans 
e genre de situation. À partir d'un

é
hantillon initial (Xi, Yi)i=1,...,n de taille n = 100, nous 
onsidérons N observations

additionnelles pour di�érentes valeurs de N . Nous 
omparons alors les temps de 
al
ul


umulés pour obtenir l'estimateur ré
ursif et l'estimateur non-ré
ursif en ajoutant de

nouvelles observations. Les 
al
uls ont été réalisés sur une ma
hine aux 
ara
téristiques

suivantes : CPU : Duo E4700 2.60 GHz, HD : 149 Go, Mémoire : 3.23 Go. Le nombre

de nouvelles observations ajoutées à l'é
hantillon initial est N ∈ {1, 50, 100, 200, 500}.
Nous 
hoisissons 
omme semi-norme 
elle basée sur l'analyse en 
omposantes prin
i-

pales des 
ourbes ave
 3 
omposantes prin
ipales, le paramètre ℓ est �xé égal à zéro, et

nous 
hoisissons la fenêtre hi = maxj=1,...,n ‖Xj − χ‖ i−1/10
.

Les temps de 
al
ul (en se
ondes) sont donnés dans la Table 5.3. L'estimateur ré
ur-

sif montre un avantage très 
lair par rapport à l'estimateur non-ré
ursif de Ferraty et

Vieu (2006) vis-à-vis du temps de 
al
ul dès lors qu'un nombre de plus en plus important

de nouvelles observations arrive dans l'é
hantillon.

5.4 Appli
ation sur données réelles

Dans 
ette se
tion, nous appliquons notre méthode d'estimation à un jeu de données

réelles. Les données fon
tionnelles sont parti
ulièrement adaptées pour étudier les séries

temporelles. En e�et, une série temporelle sur une 
ertaine période (par exemple, sur
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N = 1 N = 50 N = 100 N = 200 N = 500

Estimateur ré
ursif 0.125 0.484 0.859 1.563 3.656

Estimateur non ré
ursif 0.047 1.922 5.594 21.938 152.719

Table 5.3 Temps de 
al
ul 
umulés (en se
ondes) pour le 
al
ul de l'estimateur

ré
ursif et non-ré
ursif lorsque N nouvelles observations arrivent dans l'é
hantillon pour

di�érentes valeurs de N .

plusieurs années) peut être dé
oupée en un 
ertain nombre de 
ourbes (par exemple, des


ourbes annuelles). Cette manière de traiter des séries temporelles 
omme des données

fon
tionnelles est inspirée de Bosq (2000). Nous 
onsidérons la série temporelle El Niño

1

qui donne la température mensuelle (en degrés Celsius) à la surfa
e de l'eau au large du

Pérou et de l'Équateur, de janvier 1982 à dé
embre 2011 (360 mois). Ces données sont

tra
ées sur la Figure 5.1. De 
ette série, nous extrayons 30 
ourbes annuelles X1, . . . ,X30

de 1982 à 2011, dis
rétisées en p = 12 points. Ces 
ourbes sont tra
ées sur la Figure 5.2.

La variable d'intérêt le jème

mois de l'année i est la température le jème

mois de l'année

i+ 1, en d'aitres termes, pour j = 1, . . . , 12 et i = 1, . . . , 29, on pose Y
[j]
i = Xi+1(j).

Nous prédisons les valeurs Y
[1]
29 , . . . , Y

[12]
29 , en d'autres termes, nous prédisons les

valeurs de la 
ourbe X30 
haque mois. L'estimateur ré
ursif ainsi que l'estimateur non-

ré
ursif de Ferraty et Vieu (2006) sont 
al
ulés en 
hoisissant 
omme paramètres (semi-

norme, fenêtre et paramètre ℓ) 
omme dans les simulations. Nous analysons les résultats

de prévisions en 
al
ulant le 
ritère d'erreur quadratique moyenne de prévision

MSPE =
1

12

12∑

j=1

(
Ŷ

[j]
29 − Y

[j]
29

)2
,

où Ŷ
[j]
29 est 
al
ulé soit ave
 l'estimateur ré
ursif (MSPE = 0.5719), soit ave
 l'esti-

mateur non-ré
ursif (MSPE = 0.2823). L'estimateur non-ré
ursif de Ferraty et Vieu

(2006) montre à nouveau son avantage par rapport à l'estimateur ré
ursif en terme de

pré
ision d'erreur de prévision, tandis que l'estimateur ré
ursif montre son avantage

vis-à-vis du temps de 
al
ul (0.128 s) par rapport à l'estimateur non-ré
ursif (0.487 s),


omme 
ela avait été 
onstaté sur les simulations.
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Figure 5.2 Courbes annuelles El Niño de 1982 à 2011 (données mensuelles).
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Les résultats présentés dans 
e 
hapitre sont tirés de Crambes et al. (2011), Crambes

et al. (2013) et Crambes et al. (2014).

6.1 Introdu
tion

Dans 
e 
hapitre, nous nous plaçons dans le 
adre du modèle non-paramétrique fon
-

tionnel (voir Ferraty et Vieu (2006)), é
rit sous la forme

Y = Ψ(X) + ε, (6.1)



74 Chapitre 6. Estimation de quantiles de régression par méthodes SVM

où Y et ε sont à valeurs dans R, X est à valeurs dans L2(I) et Ψ est un opérateur de

L2(I) dans R.

Cher
her à modéliser la relation entre une variable réponse et une variable expli
a-

tive est un problème 
entral en statistiques. La littérature 
on
ernant la régression sur la

moyenne est très vaste. Cependant, 
ette modélisation 
lassique a 
ertains désavantages :

sensibilité aux valeurs aberrantes, inapproprié en présen
e de données multimodales ou

asymétriques. Ces problèmes peuvent être 
ontournés en utilisant un autre type de sta-

tistiques : les quantiles. En parti
ulier, les quantiles 
onditionnels permettent de fournir

une image plus 
omplète de la distribution de Y sa
hant X pour di�érents niveaux de

quantiles (voir Koenker (2005)). Habituellement, les quantiles 
onditionnels peuvent être

déterminés de deux façons, soit en inversant une fon
tion de répartition 
onditionnelle,

soit en résolvant un problème d'optimisation. Dans le 
adre où la variable expli
ative

est réelle ou multivariée, nous pouvons notamment 
iter les travaux 
on
ernant le mo-

dèle linéaire de quantiles 
onditionnels (voir Koenker et Bassett (1978)), ou en
ore les

travaux dans un 
adre non-paramétrique (voir notamment Chaudhuri (1991)). Même

si l'appro
he non-paramétrique permet une estimation dans une 
lasse très large, son

in
onvénient prin
ipal se situe dans un 
ontexte de grande dimension, où le �éau de la

dimension rend 
ette te
hnique d'estimation ine�
a
e. Pour 
ontourner 
e problème,

plusieurs auteurs ont proposé des te
hniques de rédu
tion de dimension, 
omme par

exemple l'introdu
tion de modèles additifs (voir Hastie et Tibshirani (1990)). Dans le


ontexte de la régression sur quantiles, on peut noter par exemple le travail de de Gooi-

jer et Zerom (2003) où les auteurs 
onsidèrent estiment des quantiles 
onditionnels dans


e 
adre multivarié en utilisant un estimateur à noyau de type Nadaraya-Watson de la

fon
tion de répartition 
onditionnelle.

Nous souhaitons nous intéresser à l'estimation de quantiles de régression dans le


adre d'une variable expli
ative fon
tionnelle. Le modèle (6.1) s'é
rit

Y = Ψτ (X) + ετ , (6.2)

où Ψ = Ψτ est l'opérateur quantile à estimer, sur la base d'un é
hantillon (Xi, Yi)i=1,...,n,

et le bruit ε = ετ véri�e P(ετ ≤ 0|X) = τ où τ ∈]0; 1[ est l'ordre du quantile. Dans


e 
adre d'estimation de quantiles 
onditionnels lorsque la variable expli
ative est fon
-

tionnelle, les prin
ipaux travaux sont 
eux de Cardot et al. (2005) (l'estimateur est basé

sur des fon
tions splines), Ferraty et al. (2005) (l'estimateur est de type à noyau), Chen

et Müller (2012) (les 
ourbes 
orrespondant à la variable expli
ative sont dé
omposées

dans la base des fon
tions propres de l'opérateur de 
ovarian
e). Dans le 
as où nous

disposons de plusieurs variables expli
atives fon
tionnelles, nous notons à 
e jour peu

de travaux, réalisés pour l'estimation de la moyenne 
onditionnelle (voir Müller et Yao

(2008), Ferraty et al. (2013)).

Dans notre travail, nous 
onsidérons un modèle additif dérivé de (6.2), et nous

introduisons un estimateur basé sur la méthode Support Ve
tor Ma
hine (SVM), basé
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notamment sur les travaux de Vapnik (1998), S
hölkopf et Smola (2002), Steinwart

et Christmann (2008) dans le 
as où la variable expli
ative est réelle ou multivariée.

Cette méthode d'apprentissage est basée sur la minimisation d'un risque pénalisé dans

un espa
e de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS, Reprodu
ing Kernel Hilbert Spa
e,

voir Berlinet et Thomas-Agnan (2004)). Lorsque la variable expli
ative fon
tionnelle,

les travaux utilisant la méthode SVM sont peu nombreux. On peut 
iter Rossi et Villa-

Vialaneix (2006) et Gonzalez et Munoz (2010) dans le 
adre de la 
lassi�
ation, et Preda

(2007) dans le 
adre de la régression sur la moyenne.

6.2 Estimateur

Nous estimons le quantile 
onditionnel d'ordre τ en utilisant le fait que le quantile


onditionnel est solution du problème de minimisation suivant

Ψτ (x) = min
a∈R

E (ρτ (Y − a) |X = x) , (6.3)

pour tout x ∈ L2(I), où la fon
tion ρτ est la "
he
k fun
tion" dé�nie par ρτ (u) =

|u| + (2τ − 1)u pour tout u ∈ R. Pour estimer Ψτ , l'idée est d'utiliser le problème

de minimisation (6.3). Cependant, dans 
e 
ontexte où la variable expli
ative X est

fon
tionnelle, nous sommes 
onfrontés à un problème mal posé lié à la non-existen
e

d'un inverse borné de l'opérateur de 
ovarian
e de X. L'une des façons usuelles de


ontourner 
e problème est de régulariser le problème d'optimisation en pénalisant d'une


ertaine façon la fon
tion 
ible Ψτ . Les te
hniques SVM sont une 
lasse d'algorithmes

d'apprentissage permettant de déterminer une solution d'un problème de minimisation


onvexe pénalisé dans un espa
e de Hilbert à noyau reproduisant. Les étapes de la

pro
édure d'estimation sont détaillées dans les paragraphes suivants.

6.2.1 Proje
tion

Nous 
ommençons par projeter les 
ourbes X1, . . . ,Xn sur une base orthonormée de

fon
tions (φj)j≥1. Pour tout i = 1, . . . , n, la fon
tion Xi va se dé
omposer sous la forme

Xi(t) =

+∞∑

j=1

Xijφj(t),

pour tout t ∈ I, les 
oe�
ients de la dé
omposition étant donnés par

Xij =

∫

I
Xi(t)φj(t) dt.

Le fait de 
ommen
er par projeter les 
ourbesX1, . . . ,Xn dans une base est une première

étape pour réduire la dimension du problème initial. Cette méthodologie est fréquem-

ment utilisée, voir par exemple Biau et al. (2005). Cela permet de résumer l'information
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présente dans les 
ourbes dans un ve
teur de dimension en général petite. On 
hoisit

d'utiliser un nombre d de 
oe�
ients de base, et ainsi d'approximer les 
ourbes par

d∑

j=1

Xijφj(t).

Dans la suite, on noteX

(d)
i le ve
teur de dimension d 
onstitué des d premiers 
oe�
ients

de la dé
omposition de la fon
tion Xi dans la base (φj)j≥1.

6.2.2 Résolution du problème de minimisation

Soit K : L2(I) × L2(I) → R un noyau (i.e. une fon
tion symétrique dé�nie positive),

d'espa
e de Hilbert à noyau reproduisant asso
ié HK. On note K(d)
la restri
tion de K

à l'espa
e engendré par les d premières fon
tions de base φ1, . . . , φd, assimilé à R
d
. À

partir de maintenant, l'é
hantillon est séparé en deux : un é
hantillon d'apprentissage

(Xi, Yi)i=1,...,ℓ et un é
hantillon de test (Xi, Yi)i=ℓ+1,...,n. Le théorème de représentation

(voir Kimeldorf et Wahba (1971)) permet de 
her
her une solution au problème de

minimisation

min
Ψ∈HK

{
1

ℓ

ℓ∑

i=1

ρτ (Yi −Ψ(Xi)) + λ ‖Ψ‖2HK

}
,

où λ > 0 est un paramètre de régularisation qui vise à réduire l'e�et de sur-apprentissage.

La solution à 
e problème de minimisation aura alors une représentation de la forme

ℓ∑

i=1

αiK(.,Xi),

où (αi)i=1,...,ℓ ∈ R
ℓ
(voir S
hölkopf et Smola (2002)). En adaptant 
ette méthodologie

à notre 
adre, nous allons 
her
her α̂ = (α̂i)i=1,...,ℓ ∈ R
ℓ
solution du problème de

minimisation

min
α∈Rℓ





1

ℓ

ℓ∑

i=1

ρτ


Yi −

ℓ∑

j=1

αjK(d)(X
(d)
i ,X

(d)
j )


+ λα′

K

(d)α



 , (6.4)

où la matri
e K

(d) =
(
K(d)(X

(d)
i ,X

(d)
j )
)
i,j=1,...,ℓ

est la matri
e de Gram asso
iée au

noyau K(d)
.
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6.2.3 Séle
tion des paramètres

L'estimateur dé�ni dans le paragraphe pré
édent dépend de plusieurs paramètres : la

dimension d 
orrespondant au nombre de fon
tions de base, le noyau K et le paramètre

de régularisation λ. Nous allons utiliser une pro
édure de séle
tion de 
es paramètres

de façon analogue à Biau et al. (2005). On se donne un ensemble V de triplés V =

(d,K, λ) et on 
her
he le triplé V

⋆
qui minimise l'erreur pénalisée suivante, 
al
ulée sur

l'é
hantillon de test

min
V∈V





1

n− ℓ

n∑

i=ℓ+1

ρτ


Yi −

ℓ∑

j=1

α̂jK(d)(X
(d)
i ,X

(d)
j )


+

β(d)

√
n− ℓ



 , (6.5)

où les 
oe�
ients α̂1, . . . , α̂ℓ sont estimés en résolvant le problème de minimisation

(6.4) ave
 les paramètres (d,K, λ) 
hoisis dans V, et le terme de pénalisation ave


le paramètre β(d)
permet d'éviter le sur-apprentissage. L'estimateur �nal de Ψτ est

l'estimateur Ψ̂n solution du problème de minimisation (6.4) ave
 les paramètres V

⋆ =

(d⋆,K⋆, λ⋆) solutions du problème de minimisation (6.5). Notons pour �nir que nous

in
luons né
essairement le noyau Gaussien parmi l'ensemble des noyaux possibles, noté

Z, de façon à avoir un noyau universel parmi les noyaux possibles. Un noyau est universel

(voir Steinwart (2001)) lorsque le RKHS qui lui est asso
ié est dense dans l'ensemble

des fon
tions 
ontinues.

6.3 Modèle additif

On se pla
e dans un 
adre plus général que la se
tion pré
édente, en 
onsidérant que

l'on dispose de s variables expli
atives : X1, . . . ,Xs
. Le modèle 
onsidéré est un modèle

additif

Y =

s∑

r=1

Ψr
τ (X

r) + ετ , (6.6)

où Ψ1
τ , . . . ,Ψ

s
τ sont les opérateurs quantile à estimer, sur la base d'un é
hantillon

(Xi, Yi)i=1,...,n, et le bruit ετ véri�e P(ετ ≤ 0|X1, . . . ,Xs) = τ où τ ∈]0; 1[ est l'ordre du
quantile. La pro
édure d'estimation introduite dans la se
tion pré
édente se généralise

naturellement à 
e 
adre.

6.3.1 Proje
tion

Nous 
ommençons par projeter les 
ourbes Xr
i pour r = 1, . . . , s et i = 1, . . . , n sur

une base orthonormée de fon
tions (φj)j≥1. On 
hoisit des dimensions d1, . . . , ds de

proje
tion, pour approximer les 
ourbes par
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dr∑

j=1

Xr
ijφj(t).

Dans la suite, on note X

r,(dr)
i le ve
teur de dimension dr 
onstitué des dr premiers


oe�
ients de la dé
omposition de la fon
tion Xr
i dans la base (φj)j≥1.

6.3.2 Résolution du problème de minimisation

Soit Kr : L2(I)×L2(I) → R un noyau, d'espa
e de Hilbert à noyau reproduisant asso
ié

HKr
. On note K(dr)

la restri
tion de Kr
à l'espa
e engendré par les dr premières fon
tions

de base φ1, . . . , φd, assimilé à R
dr
. Comme dans la se
tion pré
édente, l'é
hantillon est

séparé en deux : un é
hantillon d'apprentissage (Xr
i , Yi)r=1,...,s,i=1,...,ℓ et un é
hantillon

de test (Xr
i , Yi)r=1,...,s,i=ℓ+1,...,n. Nous allons 
her
her α̂r = (α̂r

i )i=1,...,ℓ ∈ R
ℓ
pour r =

1, . . . , s solution du problème de minimisation

min
α1,...,αs∈Rℓ

{
1

ℓ

ℓ∑

i=1

ρτ

(
Yi −

s∑

r=1

[K]r,d
r

i. αr

)
+

s∑

r=1

λr(αr)′Kr,(dr)αr

}
, (6.7)

où la matri
e K

r,(dr) =
(
Kr,(dr)(X

r,(dr)
i ,X

r,(dr)
j )

)
i,j=1,...,ℓ

est la matri
e de Gram asso-


iée au noyau Kr,(dr)
et les paramètres λ1, . . . , λs

sont des paramètres de régularisation.

6.3.3 Séle
tion des paramètres

Il nous faut à nouveau séle
tionner plusieurs paramètres : les dimensions d1, . . . , ds 
or-

respondant au nombre de fon
tions de base 
hoisies pour projeter 
ha
une des variables,

les noyaux K1, . . . ,Ks
et les paramètres de régularisation λ1, . . . , λs

. Nous utilisons la

même pro
édure de séle
tion de 
es paramètres que dans la se
tion pré
édente. On se

donne un ensemble V de 3s-uplés V = (d1, . . . , ds,K1, . . . ,Ks, λ1, . . . , λs) et on 
her
he

V

⋆
qui minimise l'erreur pénalisée suivante, 
al
ulée sur l'é
hantillon de test

min
V∈V





1

n− ℓ

n∑

i=ℓ+1

ρτ


Yi −

s∑

r=1

ℓ∑

j=1

α̂r
jKr,(dr)(X

r,(dr)
i ,X

r,(dr)
j )


+ max

r=1,...,s

β(dr)

√
n− ℓ



 ,

(6.8)

où les 
oe�
ients α̂r
j sont estimés en résolvant le problème de minimisation (6.7) ave


les paramètres (d1, . . . , ds,K1, . . . ,Ks, λ1, . . . , λs) 
hoisis dans V. L'estimateur �nal de

Ψ1
τ , . . . ,Ψ

s
τ est l'estimateur Ψ̂1

n, . . . , Ψ̂
1
n solution du problème de minimisation (6.7) ave


les paramètres V

⋆
solutions du problème de minimisation (6.8).
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6.4 Résultats asymptotiques

Dans 
ette se
tion, nous présentons les prin
ipaux résultats de 
onvergen
e obtenus sur

les estimateurs présentés dans les paragraphes pré
édents. Les preuves de 
es résultats

sont données dans les arti
les Crambes et al. (2011), Crambes et al. (2013) et Crambes

et al. (2014). Les points-
lés des preuves sont basés sur des appli
ations d'inégalités

exponentielles et l'utilisation de nombres de 
ouverture (voir Zhou (2002)).

6.4.1 Consisten
e

Les hypothèses permettant d'obtenir un résultat de 
onsisten
e de l'estimateur sont les

suivantes.

(H.1) Nous supposons que l'opérateur Ψτ est γ-Höldérien ave
 γ > 0 : il existe une


onstante C1 > 0 telle que pour tous a, b ∈ L2(I)

|Ψτ (a)−Ψτ (b)| ≤ C1 ‖a− b‖γ∞ .

(H.2) Nous supposons que X prend p.s. ses valeurs dans un sous-espa
e borné de L2(I)

et que Y est p.s. bornée.

(H.3) Nous supposons qu'il existe un réel R > 0 tel que, pour tout d ≥ 1

∥∥∥Ψ(d)
τ

∥∥∥
HK

≤ R,

et qu'il existe un réel M > 0 tel que, pour tout d ≥ 1

∣∣∣ρτ
(
Y −Ψ(d)

τ (X(d))
)
|X(d) = x(d)

∣∣∣ ≤ M.

(H.4) Nous supposons que

lim
d→+∞

β(d) = +∞,

lim
d→+∞

n−ℓ→+∞

β(d)

√
n− ℓ

= 0.

(H.5) Soit CK(d) qui ne dépend que du noyau K et de la dimension d tel que



80 Chapitre 6. Estimation de quantiles de régression par méthodes SVM

lim
d→+∞

n−ℓ→+∞

CK(d)√
n− ℓ

= 0,

∆ :=
∑

d≥1

|Z| exp




CK(d)



ln

8R
β(d)√
n−ℓ




d+1




exp

(
−
(
β(d)

)2

8M2

)
< +∞.

Nous sommes maintenant en mesure d'énon
er le résultat de 
onsisten
e.

Theorème 6.1. Sous les hypothèses (H.1)-(H.5), l'estimateur Ψ̂n véri�e l'inégalité

ora
le suivante, pour x ∈ L2(I)

E

[
ρτ

(
Ψ̂n(x)−Ψτ (x)

)]

≤ inf
d≥1

{
E

[
ρτ (Y −Ψ(d)

τ (X(d)))|X(d) = x(d)
]
− E [ρτ (Y −Ψτ (X))|X = x]

+ inf
λ,K

E

[
ρτ

(
Ψ̂d,λ,K(x

(d))− Ψ̂(d)
τ (x(d))

)]
+

β(d)

√
n− ℓ

}

+M

√
8ln(∆)

n− ℓ
+

√
8M√

(n− ℓ)ln(∆)
.

Le premier terme E

[
ρτ (Y −Ψ

(d)
τ (X(d)))|X(d) = x(d)

]
− E [ρτ (Y −Ψτ (X))|X = x]

dans l'inégalité ora
le pré
édente est le prix à payer pour utiliser une approximation

�nie-dimensionnelle des observations. De plus, à une dimension d �xée, le se
ond terme

E

[
ρτ

(
Ψ̂d,λ,K(x(d))− Ψ̂

(d)
τ (x(d))

)]
va lui aussi tendre vers zéro en utilisant les résultats

de Steinwart et Christmann (2008) en dimension �nie. Ainsi, le résultat pré
édent a le


orollaire suivant.

Corollaire 6.2. Sous les hypothèses du Théorème 6.1, nous avons

lim
n→+∞

n−ℓ→+∞
E

[
ρτ

(
Ψ̂n(x)−Ψτ (x)

)]
= 0.

Pour 
on
lure 
e paragraphe, nous ajoutons qu'un résultat analogue a été obtenu

pour le modèle additif (voir Crambes et al. (2014)) au prix d'hypothèses similaires

adaptées au 
adre additif.
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6.4.2 Vitesse de 
onvergen
e

Nous pouvons obtenir une vitesse de 
onvergen
e de l'estimateur Ψ̂n. Nous 
onsidérons

pour 
ela les hypothèses (H.1)-(H.5), auxquelles nous rajoutons les hypothèses suivantes.

(H.6) Nous supposons que la fon
tion X est δ-Höldérienne ave
 δ > 0 : il existe une


onstante C2 > 0 telle que pour tous t, s ∈ I

|X(t)−X(s)| ≤ C2|t− s|δ.

(H.7) Nous supposons qu'il existe une 
onstante C3 > 0 et un réel α ∈]0; 1] tels que

E

[
eτ

(
X(d), Y

)]α
≥ C3E

∣∣∣Ψ(d)(X(d))−Ψ(d)
τ (X(d))

∣∣∣ ,

pour tout Ψ(d)
tel que

∥∥Ψ(d)
∥∥
H

K(d)
< +∞, où

eτ

(
X(d), Y

)
=

(
Ψ(d)(X(d))− Y

)
1{

Ψ
(d)
τ (X(d))≤Y≤Ψ(d)(X(d))

}

+
(
Y −Ψ(d)(X(d))

)
1{

Ψ(d)(X(d))≤Y≤Ψ
(d)
τ (X(d))

}.

Nous sommes maintenant en mesure d'énon
er le résultat donnant une vitesse de


onvergen
e de l'estimateur.

Theorème 6.3. Sous les hypothèses (H.1)-(H.7), en 
onsidérant une suite (vn)n≥1

véri�ant, lorsque n et n− ℓ tendent vers +∞

vn
√
n− ℓ → +∞,

dγδvn → +∞,

β(d)

vn
√
n− ℓ

→ 0,

v−1
n

(
(lnn)2

n

)1/(2−α)

→ 0,

alors l'estimateur Ψ̂n véri�e, pour x ∈ L2(I)

Ψ̂n(x)−Ψτ (x) = OP(vn).

Ce résultat a la 
onséquen
e immédiate suivante, permettant d'expli
iter une vitesse.
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Corollaire 6.4. Sous les hypothèses du Théorème 6.3, en prenant par exemple vn =(
(ln n)3

n

)1/(2−α)
, nous avons

Ψ̂n(x)−Ψτ (x) = OP

((
(lnn)3

n

)1/(2−α)
)
.

Le résultat pré
édent fournit une vitesse de 
onvergen
e en probabilité pour notre

estimateur, dépendant du paramètre α. Lorsque α s'appro
he de 1, la vitesse est qua-

siment paramétrique, à un terme logarithmique près. Lorsque α s'appro
he de zéro, la

vitesse se dégrade. Un exemple est donné dans Li et al. (2007).

6.5 Appli
ations

6.5.1 Implémentation numérique

Le problème d'optimisation (6.4) ne se solutionne pas de façon immédiate, en raison de la

non-dérivabilité en zéro de la fon
tion ρτ . En parti
ulier, il n'est pas possible d'obtenir

une forme expli
ite d'une solution de 
e problème d'optimisation. Nous 
ontournons


ette di�
ulté en adoptant l'algorithme des moindres 
arrés itérés pondérés, appli
able

dans 
e 
as (voir Ruppert et Caroll (1988)). La des
ription de 
et algorithme dans notre


adre est dé
rite 
i-dessous. Cet algorithme a permis l'implémentation de l'estimateur

Ψ̂n. Nous avons également étendu 
ette implémentation au 
adre du modèle additif

(voir Crambes et al. (2014)). Le prin
ipe est le même que pour le modèle ave
 une seule

variable expli
ative, en 
ouplant l'algorithme des moindres 
arrés itérés pondérés ave


un algorithme ba
k�tting. Les résultats obtenus en simulations, disponibles dans les

arti
les Crambes et al. (2013) et Crambes et al. (2014), montrent la 
onsisten
e de la

méthode d'estimation, ave
 une 
omparaison favorable par rapport à d'autres méthodes

d'estimation de quantiles de régression de la littérature (Cardot et al. (2005), Ferraty

et al. (2005)).

• Notations préliminaires : soit α ∈ R
ℓ
, nous 
onsidérons la fon
tion Γi dé�nie pour

tout i = 1, . . . , ℓ par

Γi(τ) =

{
2τ si Yi − [K]

(d)
i. α ≥ 0,

2(1 − τ) si Yi − [K]
(d)
i. α < 0,

et le problème de minimisation (6.4) s'é
rit sous la forme

min
α∈Rℓ

{
1

2λℓ

ℓ∑

i=1

Γi(τ)
∣∣∣Yi − [K]

(d)
i. α

∣∣∣+ 1

2
α′
K

(d)α

}
. (6.9)
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• Initialisation de l'algorithme : nous déterminons α̂(1)
solution du problème d'op-

timisation quadratique

min
α∈Rℓ

{
1

2λℓ

ℓ∑

i=1

Γi(τ)
(
Yi − [K]

(d)
i. α

)2
+

1

2
α′
K

(d)α

}
,

qui donne 
omme solution

α̂(1) =
(
λℓI+K

(d)
)−1

Y,

où I est la matri
e identité de taille ℓ et Y = (Y1, . . . , Yℓ)
′
.

• Ré
urren
e : 
onnaissant α̂(z)
, nous déterminons α̂(z+1)

solution du problème

d'optimisation

min
α∈Rℓ





1

2λℓ

ℓ∑

i=1

Γz
i (τ)

(
Yi − [K]

(d)
i. α

)2

[(
Yi − [K]

(d)
i. α

)2
+ η2

]1/2 +
1

2
α′
K

(d)α





,

où η2 est une petite quantité stri
tement positive permettant d'éviter des pro-

blèmes numériques de dénominateurs trop pro
hes de zéro et Γz
i (τ) est Γi(τ) à

l'étape z de l'algorithme, 
'est-à-dire 
al
ulé ave
 α = α̂(z)
. La stratégie de l'al-

gorithme des moindres 
arrés itérés pondérés 
onsiste ainsi à rempla
er la valeur

absolue par un terme au 
arré divisé par la ra
ine 
arrée de 
elui-
i. En dé�nis-

sant la matri
e M

z

omme la matri
e diagonale de taille ℓ d'éléments diagonaux

donnés pour i = 1, . . . , ℓ par

Γz
i (τ)[(

Yi − [K]
(d)
i. α

)2
+ η2

]1/2 ,

on obtient

α̂(z+1) =
(
λℓI+M

z
K

(d)
)−1

M

z
Y.

• Critère d'arrêt : on 
hoisit d'arrêter l'algorithme lorsque

∥∥∥α̂(z+1) − α̂(z)
∥∥∥ < err,

où err est une 
onstante �xée par l'utilisateur.
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6.5.2 Appli
ation à la prévision de pi
s de pollution à l'ozone

6.5.2.1 Des
ription des données

Nous avons appliqué notre méthode d'estimation de quantiles de régression sur des

données de pollution de l'air. Les données 
on
ernent des mesures de la qualité de l'air

autour de la ville de Toulouse durant les périodes 
haudes (du 15 mai au 15 septembre)

des années 1997 à 2000. L'é
hantillon est de 474 jours (22 jours sont manquants pour des

raisons de pannes te
hniques sur les appareils de mesure). Ces données sont présentées

plus pré
isément et traitées par d'autres méthodes dans les travaux Aneiros-Perez et al.

(2004), Cardot et al. (2007), Ferraty et Vieu (2009). Nous disposons de 
inq variables

expli
atives fon
tionnelles X1,X2,X3,X4,X5
, qui sont des 
ourbes journalières mesu-

rées heure par heure. Trois de 
es variables sont des 
omposants 
himiques de l'air :


on
entration en ozone (O3), 
on
entration en monoxide d'azote (NO), 
on
entration

en dioxyde d'azote (NO2). Les deux autres variables sont 
limatologiques : la dire
tion

du vent (WD) et la vitesse du vent (WS). La variable réponse s
alaire Y est dé�nie

par Yi = maxt∈[0,24]O3,i(t) pour tout i = 1, . . . , 474, 
e qui 
orrespond au maximum

de 
on
entration d'ozone le jour i. L'obje
tif est de prédire le pi
 de pollution un jour

donné en 
onnaissant les 
ourbes journalières des 
inq variables expli
atives la veille

de 
e jour. A�n de nous 
omparer à la méthode de Cardot et al. (2007), l'é
hantillon

de 474 jours a été partagé aléatoirement en un é
hantillon d'apprentissage (de taille

ℓ = 332) et un é
hantillon de test (de taille m = 142). L'é
hantillon d'apprentissage est

utilisé a�n de séle
tionner les paramètres et estimer, et l'é
hantillon de test est utilisé

pour 
omparer les prédi
tions. Les 
omparaisons se font sur la base de 
ritères présentés

dans le paragraphe suivant.

6.5.2.2 Critères de 
omparaison

Nous 
onsidérons les trois 
ritères suivants :

• l'erreur moyenne absolue

MAE =
1

m

m∑

i=1

∣∣∣Yi − Ŷi

∣∣∣ ,

• l'erreur quadratique relative (où Y ℓ désigne la moyenne empirique de l'é
hantillon

d'apprentissage (Yi)i=1,...,ℓ)

QRE =

∑m
i=1

(
Yi − Ŷi

)2

∑m
i=1

(
Yi − Y ℓ

)2 ,
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Méthode

Variable expli
ative Variables expli
atives

O3 O3, NO, NO2, WD, WS

Appro
he SVM Appro
he Appro
he SVM Appro
he

(noyau Gaussien) Cardot et al. (2007) (noyau Gaussien) Cardot et al. (2007)

MAE 12.154 12.332 11.643 11.864

QRE 0.415 0.425 0.383 0.397

qRE 0.651 0.661 0.623 0.638

Table 6.1 Comparaison des erreurs de prévision pour di�érentes méthodes de pré-

vision.

• l'erreur relative sur quantile (où qτ (Y )ℓ désigne le quantile empirique d'ordre τ

de l'é
hantillon d'apprentissage (Yi)i=1,...,ℓ)

qRE =

∑m
i=1 ρτ

(
Yi − Ŷi

)

∑m
i=1 ρτ (Yi − qτ (Y )ℓ)

.

6.5.2.3 Résultats

Nous avons 
onstruit plusieurs modèles additifs ave
 les di�érentes variables expli
atives

a�n de trouver la meilleure erreur de prévision sur l'é
hantillon de test. La prédi
tion a

été réalisée à l'aide de la médiane 
onditionnelle, 
orrespondant à un ordre τ = 0.5 de

quantile. Les résultats, présentés dans Crambes et al. (2014), montrent que la variable

la plus in�uente est la 
on
entration en ozone, tandis que les quatre autres variables

expli
atives ont un pouvoir prédi
tif beau
oup plus faible, la prédi
tion se retrouve

très légèrement améliorée lorsque 
es variables sont ajoutées au modèle. Les meilleurs

résultats sont obtenus ave
 un noyau Gaussien, sans proje
tion préalable des 
ourbes.

Notre étude améliore les résultats en 
omparaison ave
 
eux obtenus dans Cardot et al.

(2007), 
omme 
ela apparaît dans la Table 6.1.
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Ce 
hapitre tient lieu de 
on
lusion et présente les grands axes de mes re
her
hes

futures, dans lesquelles les données fon
tionnelles seront toujours présentes.

7.1 Modèles à variables latentes pour données fon
tion-

nelles

Les modèles à variables latentes sont des modèles que je souhaite explorer. De nombreux

développements ont été réalisés dans le 
adre multivarié (voir Bartholomew et al. (2011),

Droesbeke et al. (2013)). Ces modèles postulent l'existen
e de variables inobservables

dire
tement, mais en faisant l'hypothèse que les variables observées sont expliquées

par 
es variables latentes. La terminologie habituelle des di�érents modèles à variables

latentes dépend de la nature des variables observées et latentes (voir Tableau 7.1).

L'estimation des paramètres dans un modèle à variables latentes peut être basée

sur la méthode du maximum de vraisemblan
e. Cependant, en présen
e de données

Variables latentes

Qualitatives Quantitatives

Variables

observées

Qualitatives

Modèles de Modèles de


lasses latentes traits latents

Quantitatives

Modèles de Modèles d'équations

pro�ls latents stru
turelles

Table 7.1 Terminologie des modèles à variables latentes.
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fon
tionnelles, un problème majeur apparaît : il n'est pas possible de dé�nir la notion de

densité de probabilité dans le 
ontexte de données fon
tionnelles. Cependant, un travail

important de Delaigle et Hall (2010) a permis de dé�nir une notion de pseudo-densité

pour des données fon
tionnelles. En 
onsidérant la dé
omposition de Karhunen-Loève

d'une variable aléatoire fon
tionnelle X, sous la forme

X =
+∞∑

j=1

√
λjξjvj, (7.1)

où (λj)j≥1 est la suite dé
roissante des valeurs propres de l'opérateur de 
ovarian
e de X

et (vj])j≥1 est la suite asso
iée des fon
tions propres, il est possible de dé�nir une suite

de densités (fj)j≥1 des s
ores (ξj)j≥1. Pour h > 0 et pour x ∈ L2
, nous 
onsidérons la

probabilité de petites boules p(x|h) = P (‖X − x‖ ≤ h). Un résultat donné dans Delaigle

et Hall (2010) relie alors 
es probabilités de petites boules à la suite de densités (fj)j≥1

sous la forme

log p(x|h) = C1(k, λ) +
k∑

j=1

log fj(xj) + o(k), (7.2)

où C1 est une 
onstante qui ne dépend que de l'ordre k et de la suite de valeurs propres

(λj)j≥1 et (xj)j≥1 est la suite des s
ores de la variable x dans la base de fon
tions

propres (vj])j≥1. Ce résultat permet de dé�nir la log-densité

ℓ(x|k) = 1

k

k∑

j=1

log fj(xj), (7.3)

qui rend 
ompte de l'e�et de variation du logarithme de la probabilité de petite boule

p(x|h) jusqu'à un 
ertain ordre k 
orrespondant au nombre de valeurs propres 
onsidé-

rées.

Cette notion de pseudo-densité a déjà été utilisée par Ja
ques et Preda (2014) pour

réaliser de la 
lassi�
ation de 
ourbes, 
e qui est un 
as parti
ulier de modèle à variables

latentes. Cette méthodologie pourrait être adaptée à d'autres modèles pour variables

latentes, 
omme par exemple les modèles à équations stru
turelles. À l'heure a
tuelle,

nous avons trouvé un seul travail ré
ent Luo et al. (2019) traitant 
e type de modèles

ave
 des données fon
tionnelles.

7.2 Étude de données éoliennes

7.2.1 Présentation

Dans 
ette se
tion, je présente un axe de re
her
he qui a une origine très appliquée,

l'étude de données éoliennes pour la prévision verti
ale de la vitesse du vent. L'énergie
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éolienne est une sour
e d'énergie renouvelable, en d'autres termes, il s'agit d'une sour
e

d'énergie dont le renouvellement est assez rapide pour qu'elle puisse être 
onsidérée


omme inépuisable à l'é
helle humaine. La maîtrise de 
e type d'énergie 
onstitue don


un enjeu majeur. Dans le 
as de l'énergie éolienne, la 
lé de 
ette maîtrise est de pou-

voir prévoir la vitesse du vent à une 
ertaine altitude sur un site donné, pour pouvoir

anti
iper l'énergie qui sera alors produite par l'éolienne.

Le travail que je présente i
i est le fruit d'une 
ollaboration entamée ave
 Engie

Green, �liale d'Engie qui est une entreprise leader des énergies renouvelables en Fran
e.

Cette 
ollaboration a 
ommen
é par l'en
adrement du stage de Master 2 de Nizar Soilihi,

soutenu le 30 août 2019 (voir Soilihi (2019)).

Par exemple, sur un site donné, des appareils (anémomètres, girouettes, . . . ) pla
és

sur le mât e�e
tuent des mesures toutes les 10 minutes :

• vitesse du vent à 20, 40, 60, 80, 97, 99 mètres,

• dire
tion du vent à 20, 40, 60, 80, 97, 99 mètres,

• température au sol et à 99 mètres,

• pression atmosphérique au sol et à 99 mètres,

• pour
entage d'humidité au sol et à 99 mètres.

En parallèle de 
es mesures, un Lidar (a
ronyme en anglais de LIght Dete
tion And

Ranging) est positionné sur le site pendant une 
ertaine durée (plusieurs mois). Le Lidar

est un appareil de mesure à distan
e qui, grâ
e à un fais
eau lumineux et l'e�et Doppler,

permet d'e�e
tuer des mesures à des hauteurs plus élevées, par exemple (toutes les 10

minutes) :

• vitesse du vent à 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 130, 140, 150 mètres,

• dire
tion du vent à 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120, 130, 140, 150 mètres.

La Figure 1.1 montrée en introdu
tion est un exemple de 30 
ourbes journalières de

la vitesse du vent mesurée par le mât (en mètres par se
onde) à 99 mètres d'altitude

en un 
ertain lieu. Les mesures étant faites toutes les 10 minutes, nous disposons de

144 points de mesure par 
ourbe. Une autre façon de 
onsidérer 
es données est de voir

la vitesse du vent 
omme une fon
tion de l'altitude. La Figure 7.1 est un exemple de

30 
ourbes de la vitesse du vent mesurée par le mât en fon
tion de la hauteur (
e sont

don
 30 temps d'observation).

L'obje
tif est de prédire la vitesse à une 
ertaine hauteur élevée (par exemple 120

mètres) en 
onnaissant la 
ourbe de vitesse du vent de 20 à 99 mètres. Nous avons


onsidéré dans un premier temps un modèle linéaire fon
tionnel s'é
rivant
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Figure 7.1 Représentation de 30 temps d'observation de la vitesse du vent (en

mètres par se
onde) en fon
tion de la hauteur.
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V V 120 = 〈V V, θ〉+ ε, (7.4)

où V V 120
désigne la vitesse du vent à 120 mètres d'altitude, V V désigne la 
ourbe

de vitesse du vent de 20 à 99 mètres, θ est une fon
tion in
onnue à estimer et ε est

le bruit du modèle. Pour estimer θ, nous disposons d'un é
hantillon d'apprentissage(
V Vi, V V 120

i

)
i=1,...,n

où n est le nombre de temps d'observation où le Lidar est pla
é

sur le site (en pratique, n est de l'ordre de plusieurs dizaines de milliers). Durant le

stage de Master 2 de Nizar Soilihi, di�érents points ont été abordés :

• mise en ÷uvre d'une méthode d'estimation de type ridge dans un modèle linéaire

fon
tionnel pour prédire la vitesse du vent à une altitude (par exemple 120 mètres)

en utilisant la 
ourbe de vitesse du vent mesurée de 20 à 99 mètres d'altitude,

• implémentation de l'estimateur dans R pour une utilisation future à Engie Green,

• introdu
tion de nouvelles 
ovariables (température, pression, humidité) dans le

modèle,

• 
omparaison de la qualité de prévision ave
 les méthodes a
tuellement utilisées à

Engie Green,

• travail sur la re
her
he d'une période propi
e à la mise en pla
e du Lidar sur le

site.

Dans le prolongement de 
e travail, plusieurs points sont amenés à être 
onsidérés,

que nous allons dé
rire dans la suite.

7.2.2 Données manquantes

Comme 
ela a été signalé, l'apparition de données manquantes est in
ontournable dès

que l'on travaille sur des données réelles. Les données éoliennes n'é
happent pas à


ette règle. Jusqu'à présent, 
es données manquantes ont été supprimées. Cette solution

simple provoque une perte d'information qu'il pourrait être intéressant de re
onstituer

le mieux possible. Des méthodes de re
onstru
tion ont déjà été évoquées au 
hapitre 2.

Nous envisageons i
i d'étudier une autre méthodologie a�n de re
onstituer des portions

de 
ourbes manquantes, inspirée de la méthode d'imputation "hot de
k" (voir Ford

(1983)). Pour une 
ertaine 
ourbe présentant une partie manquante, nous séle
tionnons

un 
ertain nombre de 
ourbes 
omplètes, pro
hes (au sens d'une 
ertaine norme) de 
elle

à re
onstituer. Parmi, 
es 
ourbes séle
tionnées, une 
ourbe peut être tirée aléatoire-

ment pour imputer la partie manquante. Cette pro
édure peut être répétée un 
ertain

nombre de fois. Une autre appro
he pourrait aussi 
onsister à 
al
uler une moyenne

pondérée des 
ourbes séle
tionnées. Le fait que les 
ourbes appartiennent à un espa
e
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de dimension in�ni le rend 
ompliqué à explorer, 
ela peut être un obsta
le à la mise en

pla
e de 
ette méthode "hot de
k" sur des données fon
tionnelles. L'intérêt de l'étude

serait aussi de voir si l'obsta
le peut être 
ontourné. En�n, il pourrait être intéressant

de prendre en 
ompte d'autres éléments des 
ourbes (dérivée, . . . ) qui permettraient

d'améliorer la re
onstru
tion.

7.2.3 Données 
ir
ulaires

Parmi les données mesurées, la dire
tion du vent est une variable importante, qu'il serait

intéressant d'introduire dans le modèle. Cette variable présente la parti
ularité d'être


ir
ulaire. Plusieurs études ont été réalisées sur 
e type de variables dans le 
adre réel

ou multivarié (voir par exemple Jammalamadala et SenGupta (2001)), nous n'avons

rien trouvé à 
e jour dans la littérature pour des données fon
tionnelles.
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RÉSUMÉ

Mes re
her
hes portent sur la statistique fon
tionnelle. Cette bran
he de la statis-

tique étudie des modèles lorsque les données sont assimilables à des 
ourbes. En e�et,

ave
 les moyens te
hnologiques a
tuels, 
ertaines données sont relevées sur des grilles

de mesure très �nes. De plus, 
es données proviennent fréquemment de mesures de

phénomènes de nature 
ontinue (par exemple des relevés de températures, des 
ourbes

de 
roissan
e, . . . ), et il est naturel de les traiter en tant que fon
tions (du temps, de

l'espa
e) plut�t qu'en tant que ve
teurs de points de mesures. On 
onsidère alors que

l'on observe des réalisations de variables aléatoires à valeurs dans un 
ertain espa
e de

fon
tions.

Mes re
her
hes se sont essentiellement fo
alisées sur la régression mettant en jeu des

variables fon
tionnelles. Le point de départ est le modèle le plus simple, le modèle de

régression linéaire fon
tionnelle, dans lequel la variable d'intérêt est à valeurs réelles,

et la variable expli
ative est à valeurs dans un espa
e de fon
tions. Je me suis alors

intéressé à di�érentes extensions de 
e modèle.

La première extension introduit des données manquantes dans les observations. Dans

un premier temps, je me suis intéressé à une méthode d'imputation de données man-

quantes sur la variable réponse, a�n de re
onstituer un jeu de données 
omplet. Ce

jeu de données 
omplété permettra une prévision ultérieure lorsque qu'apparaît une

nouvelle observation de la variable expli
ative. Des prolongements de 
e travail sont

envisagés, notamment le fait de 
onsidérer des données manquantes à la fois sur la

variable expli
ative et la variable d'intérêt, ainsi qu'une variable d'intérêt elle aussi à

valeurs dans un espa
e de fon
tions.

La deuxième extension 
onsidère une variable réponse à valeurs dans un espa
e de

fon
tions. Ce travail introduit une méthode d'estimation du paramètre fon
tionnel du

modèle et établit notamment des résultats asymptotiques sur l'erreur de prévision sur

la réponse. En parallèle, je me suis également intéressé à un sous-modèle du modèle

pré
édent dans le 
as (notamment lorsque les variables sont fon
tions du temps) où

la valeur de la variable réponse en un 
ertain instant est expliquée par le passé de la

variable expli
ative avant 
et instant.

La troisième extension 
onsiste à se pla
er dans un 
adre non-paramétrique. Deux

volets sont abordés dans 
e 
ontexte. Le premier, dans le 
as de l'estimation de la

moyenne 
onditionnelle, a permis de développer une famille d'estimateurs ré
ursifs à

noyau, présentant l'avantage d'être 
al
ulés de façon itérative. Le se
ond développe le


as de la régression sur quantiles via la méthode Support Ve
tor Ma
hine (SVM) qui

est une méthode d'apprentissage performante basée sur la minimisation d'un risque

pénalisé dans un espa
e de Hilbert à noyau reproduisant.
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