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Consignes : – Les documents et outils électroniques sont interdits.

– Le devoir a un total de 24 points. Les notes ě 20 seront considérées comme 20.

– Vous devez justifier vos réponses au maximum.

– Les affirmations irresponsables vous font perdre la confiance du correcteur : Il faut les

éviter à tout prix.

– La bonne compréhension et interprétation des questions fait partie du devoir.

– Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1. (6 pts) Soit C Ă C2 une courbe plane irréductible, c’est-à-dire, C “ ZCpfq

avec f irréductible et non-constant. Montrer que si D et E sont courbes planes telles que

C “ D Y E, alors soit C Ă D, soit C Ă E.

Correction. D “ Zpgq et E “ Zphq. On sait que Zpfq est infini. Donc #ZpfqXZphq “ 8
ou #Zpfq X Zpgq “ 8. On suppose #Zpfq X Zpgq “ 8. Mais on sait que si f et g sont

premiers entre eux, alors #Zpfq X Zpgq ă 8. Donc f et g ne sont pas premiers entre

eux. Donc f | g ñ Zpfq Ă Zpgq. Il est également possible de noter que D Y E “ Zpghq
et appliquer le Lemme de Study disant que f | gh. Par contre, on ne peut pas appliquer

directement l’égalité f “ gh, puisque il n’est pas donné que gh est générateur du idéal

IpCq.

Exercice 2. Soit f P CrX, Y s irréductible de degré d ě 2 et C la courbe ZCpfq. Soit

P P C un point de multiplicité m.

(1) (4 pts) Montrer que d´ 1 ě m.

Correction. Soit α : C2 Ñ C2 une transfo. affine telle que αpOq “ P . On sait

multP pCq “ multOpα
´1pCqq. On sait que α´1C “ Zpα#pfqq. On écrit α#pfq “

gm` ¨ ¨ ¨` gd avec gi homog. de deg. i. On note que, par hypothèse, g est irréductible,

parce que α# : CrX, Y s Ñ CrX, Y s est un isomorphisme. Si m ě d, alors α#pfq “ gd.

On écrit gd “ cd0X
d`¨ ¨ ¨`c0dY

d. Si c0d “ 0, alorsX | gd “ g et g n’est pas irréductible,
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une contradiction. Donc c0d ­“ 0. On déduit que

gd “ c0dX
d
`

pY {Xqd ¨ ¨ ¨ ` cd0{c0d
˘

“ c0dX
d

d
ź

j“1

pY {X ´ rjq

“ c0d

d
ź

j“1

pY ´ rjXq.

Il suit que g “ gd n’est pas irréductible. Donc f n’est pas irréductible non-plus car

α# : CrX, Y s Ñ CrX, Y s est un automorphisme. Contradiction.

(2) (4 pts) On suppose P “ O. Montrer que, pour chaque droite L passant par O,

l’intersection C X L possède au plus d´m points distincts de O.

Correction. Dans ce cas, pour chaque droite Dθ “ ZpY ´ θXq, les points d’intersec-

tion distincts de O sont les couples px, yq P Dθ tels que x ­“ 0 et fmp1, θq ` ¨ ¨ ¨ `

xd´mfdp1, θq “ 0. Dit autrement, sont les racines de fmp1, θq` ¨ ¨ ¨`fdp1, θqX
d´m. Or,

le polynôme
fpX, θXq

Xm
“ fmp1, θq ` ¨ ¨ ¨ ` fdp1, θqX

d´m
P CrXs

ne peut pas être le polynôme nul. En effet, en écrivant

fmpX, Y q “ cm0X
m
` ¨ ¨ ¨ ` c0mY

m,

on a

fmp1, θq “ cm0θ
m
` ¨ ¨ ¨ ` c0m,

et si fmp1, θq “ 0 pour tout θ ñ fmp1, Xq “ 0 et donc cm0 “ ¨ ¨ ¨ “ c0m “ 0 et ceci est

exclu. Donc
fpX, θXq

Xm
­“ 0 et un tel polynôme possède au plus d ´m racines. Pour

la droite D8, les points d’intersection (ceux différents de p0, 0q) sont p0, yq avec y ­“ 0

une racine de fmp0, 1q ` ¨ ¨ ¨ ` fdp0, 1qY
d´m. En écrivant

f` “ c`0X
`
` ¨ ¨ ¨ ` c0`Y

`

on voit que f`p0, 1q “ 0 force c0` “ 0 et donc X | f` ñ si fmp0, 1q “ ¨ ¨ ¨ fdp0, 1q “ 0,

alors X | fm ` ¨ ¨ ¨ ` fd “ f . Il suit que fmp0, 1q ` ¨ ¨ ¨ ` fdp0, 1qY
d´m n’est pas le

polynôme 0 et donc ne peut pas avoir plus de d´m solutions.

Exercice 3. Soient aptq, bptq, vptq et wptq des polynômes complexes ; on suppose de plus

que b ­“ 0 et w ­“ 0. Soient ϕ “
a

b
et ψ “

v

w
des éléments de Cptq.
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(1) (3 pts) Déterminer f P Crt, xs r t0u et g P Crt, ys r t0u tels que fpt, ϕq “ 0 et

gpt, ψq “ 0.

Correction. On définit f “ xbptq ´ aptq et g “ ywptq ´ vptq. Cette question est très

simple et le nombre de points élevé montre qu’il faut être prudent, parce que tout le

reste dépend de une réponse intelligente.

(2) (3 pts) À l’aide d’un résultant, déterminer un R P Crx, ys tel que Rpϕ, ψq “ 0.

Correction. On définit R “ resd,et pf, gq où d “ degtpfq et e “ degtpgq. Il faut noter

qu’on veut éliminer t et donc il est important de prendre le resultant d’un degré

conséquent. Donc Rpx, yq “ ppt, x, yqfpt, xq`qpt, x, yqgpt, xq et donc Rpϕ, ψq “ 0.

(3) (4 pts) Déterminer une courbe algébrique irréductible C Ă R2 contenant l’image de

la fonction α :

α : R ÝÑ R2 t ÞÑ

ˆ

t

1` t2
,
1´ t2

1` t2

˙

Correction. On construit f “ p1 ` t2qx ´ t et g “ p1 ` t2qy ´ 1 ` t2. Le résultant

res2,2t pf, gq est ainsi∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x ´1 x 0

0 x ´1 x

y ` 1 0 y ´ 1 0

0 y ` 1 0 y ´ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ “ x

∣∣∣∣∣∣∣
x ´1 x

0 ´2 0

y ` 1 0 y ´ 1

∣∣∣∣∣∣∣`
∣∣∣∣∣∣∣

0 ´1 x

y ` 1 ´2 0

0 0 y ´ 1

∣∣∣∣∣∣∣ “
“ 4x2 ` y2 ´ 1.

αpRq est contenu dans l’ellipse Zp4x2 ` y2 ´ 1q.
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