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Feuille d’exercices n° 5

Le résultant

Exercice 1 (Nombres algébriques). On dit que a € C est algébrique si « est racine
d’un certain f € Q[X] de degré strictement positif. Dans ce cas, f est dit un polynéme

annulateur de «. L’ensemble des nombres algébriques sera désigné par Q.

1) Soient « et 8 des nombres algébriques tels que f(a) = 0, respectivement g(f3) = 0,
avec f € Q[X] de degré d = 1 et g € Q[X] de degré e = 1. Montrer que, si p(X,Y) =
f(X=Y)et(X,Y) =g(Y), alors res?/’e(go, 1) est un polynome annulateur de o + 5.

En déduire un polynéome annulateur pour le nombre réel v/2 + /3.

2) Soient «v et B des nombres algébriques. Montrer que o est aussi algébrique. Indication :

Construire des polynomes ¢, 1 € Q[X, Y], similaires & ceux de la question précédente,
tels que p(af, B) = 0.

3) En déduire que Q est un sous-corps de C.

4) Soit o un nombre algébrique avec polynome annulateur f et soit g € Q[X ] un polynome
non-nul. Déterminer un polynéme annulateur pour § := g(«). Indication : Trouver un
polynome ¢(X,Y) tel que ¢(5,«) = 0. Appliquer ceci pour trouver un polynéme
annulateur de 24/2 + /4 — 1.

Exercice 2. Soient f € k[X,Y] et g € k[ X, Y] des polynomes de degré d = 1 et e > 1

respectivement.

1) Montrer que r(X) := resf,’e(f, g) est de degré au plus de. Indication : Si f = Z?:o fi et
g = X9 sont tels que f; et g; sont homogenes de degré 4, étudier le resultant des
homogénéisations f = 3¢ T f; et g = 3¢ T g;, ot T est une nouvelle variable.

2) Montrer que si degr < de, alors fy et g., définies dans la question précédente, ne
sont pas premiers entre eux. En déduire que si k et algébriquement clos, alors f et g

possedent une droite asymptotique commune.

3) Donner un exemple ou degr < de.

Exercice 3. Soit a € Q un nombre algébrique. Montrer qu’il existe un et un seul polynoéme
irréductible unitaire F, tel que F,(«) = 0. En définissant le degré d'une nombre algébrique

«, deg o, comme étant deg F,,, montrer que deg(a + 3) < deg o + deg .
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Exercice 4 (Le résultant et les racines). Soit k un corps quelconque. Soient d et e des en-
tiers strictement positifs. Etant données des variables Uy,...,Ug, V4,..., V., on considere
I’anneau

A=Fk[Uy,...,U;, Vi, .., Ve]
ainsi que deux polynomes de A[X] :
F=(X-U) - (X-U) et G=(X—-V) (X Vo)
Dans la suite, soit
R = rest(F, Q)

et soit

s= 1] wi-v.
1<i<d
1<j<e

(1) Pour chaque couple i € {1,...,d} et j€{1,..., e}, soit
A =Ek[Uy, ..., Ui, U, .., Ug, Vi oo V]
I’anneau de polynomes avec la variable U; omise et soit
pij i A— A,
le morphisme

f'—)f(U17~‘-an—h‘/j;Ui+17'~~7Ud7‘/17‘--7‘/e)

obtenu en remplacant U; par Vj. Si ¢;; : A[X] — A;[X] désigne I'extension naturelle
de ;;, montrer que resy(¢;;(F), ¢i;(G)) = 0. En déduire que U; — V; divise R.

(2) Montrer que S | R.

(3) Utiliser le degré de R pour montrer que R = S.

(4) Soient K un corps arbitraire, d et e des entiers strictement positifs. On se donne a, b €
K ainsi que (ay,...,aq) € K%et (B1,...,08.) € K¢. Montrer que si f = aHle(X—ozi)
et g =b[[;_,(X —5)), alors

d e
res™(f,g) = aebdn H(O‘i — Bj)-
i=1 j=1

En déduire que si d > 1, alors

res™ N (f, 1) = a7 ] J(oi — ).
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