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Autour de P2 1

Exercice 1. Décrire les complémentaires P2 r pk2q1 et P2 r pk2q2 de façon géométrique.

Exercice 2. Soit k “ R et munissons P2 de la topologie quotient suivante. Soit ψ : S2 Ñ

P2 la fonction qui à chaque p P S2 associe la droite Rp. On dira que U Ă P2 est ouvert

si ψ´1pUq est ouvert de S2.

1) Montrer que P2 est compact.

2) Montrer que la bijection naturelle u0 : R2 Ñ pR2q0 est un homéomorphisme. De

même, montrer que les autres bijections u1 : R2 Ñ pR2q1 et u2 : R2 Ñ pR2q2 sont des

homéomorphismes.

3) Montrer que Ω est homéomorphe au cercle unitaire S1.

4) Montrer que pR2q0 est dense dans P2.

Exercice 3. Soit C Ă R2 une courbe plane. Montrer que C Ă P2 est la clôture de C

pour la topologie de P2 définie dans l’exercice 2.

L’homogénéisation

Dans la suite, pour un polynôme homogène F P krT,X, Y s, on désignera par F„ la

“deshomogénéisation” F p1, X, Y q.

Exercice 4. 1) Soit F P krT,X, Y s homogène de degré d ą 0. Montrer que si δ “ degF„

alors δ ď d et T d´δpF„qr “ F . En déduire que pF„qr | F et que pF„qr ­“ F si et

seulement si T | F .

2) Soit f P krX, Y s. Montrer que pfrq„ “ f .

Exercice 5. (1) Soit C Ă k2 une courbe plane avec clôture projective C. Montrer que

#C X Ω ă 8.

1. Ces exercices “topologiques” sont moins importants pour le cours que les autres.
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(2) Soit Γ “ ZpF q une courbe plane projective. Montrer que si #ΓX Ω “ 8 alors T | F

et Ω Ă Γ.

Exercice 6. Soit h P krX1, . . . , Xn, Y s de degré d ą 0. Si hd désigne sa composante

homogène de degré d, alors la coefficient de Y d dans le polynôme

hpX1 ` λ1Y, . . . , Xn ` λnY, Y q

est hdpλ1, . . . , λn, 1q. Soit h “ X4`4X3Y `8X2Y 2`8XY 3`4Y 4´X2´2XY . Déterminer

un λ P Q tel que le coefficient de Y 4 dans hpX ` λY, Y q soit non-nul.

Exercice 7. 1) Soit f P krX, Y s de degré d. Montrer que rf “ T dfpX{T, Y {T q.

2) Soient f, g P krX, Y s et F,G P krT,X, Y s homogènes. Montrer que pf ¨ gqr “ rf ¨ rg et

que pF ¨Gq„ “ F„ ¨G„.

3) Soit F P krT,X, Y s homogène. Montrer que chaque diviseur de F est également ho-

mogène.

4) Soit f P krX, Y s r k. Utiliser les questions précédentes pour montrer que f est

irréductible si et seulement si rf l’est. De même, montrer que si F P krT,X, Y s est

homogène et irréductible, alors F„ est aussi irréductible, sauf si F “ T .

5) Soit f, g P krX, Y sr k. Montrer que f et g sont premiers entre eux si et seulement si
rf et rg le sont aussi.

6) (Lemme de Study projectif) On suppose k algébriquement clos. Soient P, F P krT,X, Y s

homogènes et non-constants. On suppose que P est irréductible et ZpP q Ă ZpF q.
Montrer que P | F . (On fera attention au cas P “ T .)

7) Montrer que f P krX, Y sr k est sans facteur carré si et seulement si rf l’est aussi.

8) On suppose k algébriquement clos. Soit C “ ZpF q une courbe projective. On suppose

que F est sans carré. Montrer que l’idéal tG P krT,X, Y s : Gppq “ 0, @ p P Cu est

pF q.

Exercice 8. 1) Soient F,G P krT,X, Y s r k premiers entre eux et homogènes. Montrer

que F„ et g “ G„ sont aussi premiers entre eux.

2) Soient F et G des éléments de krT,X, Y s non-constants et premiers entre eux. Montrer

que #ZpF q X ZpGq ă 8.
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