
L’objectif des notes suivantes est de donner une idée de l’évolution du cours de Master 1

intitulé Algèbre, Géométrie et Calculs, délivré à l’Université de Montpellier et d’expliquer

quelques compléments ; elles seront publiées sur

https://webusers.imj-prg.fr/~joao-pedro.dos-santos/Enseignement.html

après chaque cours. Ces notes ne se substituent pas à la présence 1, où les idées essentielles

seront présentées.

Programme approximatif

Rappels sur les anneaux factoriels

1) Anneaux euclidiens, principaux et factoriels. Les lemmes de Gauss concernant l’irréductibilité

dans ArXs et KrXs via la valuation de Gauss. L’hérédité “A factoriel ñ ArXs facto-

riel”. Polynômes à deux variables irréductibles et quelques critères.

2) Courbes planes. Le Lemme de Study et les polynômes qui définissent une courbe plane.

3) Le résultant : Définition, calculs. Le résultant et les combinaisons linéaires.

4) Le résultant et le petit théorème de Bézout.

5) Le degré du résultant et directions asymptotiques.

6) Géométrie projective et le théorème de Bézout.
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1



[3] E. Kunz, Introduction to Plane Algebraic Curves. Birkhüser Boston. Disponible dans
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Cette référence peut être trouvée dans le rayons de la Bibliothèque ainsi que
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Cours 1
(17 Janvier 2022 ).

Notations générales :

1. Les anneaux sont toujours commutatifs et unitaires.

2. Sauf mention du contraire, A désigne toujours un anneau.

3. Étant donnés des éléments x1, . . . , xn de A, on désigne par xx1, . . . , xny l’idéal de a1A`

¨ ¨ ¨ ` anA.

4. Si A est un anneau intègre, son corps de fractions sera noté FrpAq.

5. k désigne un corps.

6. Un vecteur avec entrées dans un anneau A est une matrice ayant une colonne. Le

module des vecteurs de longueur n est noté An.

1 Rappels de la théorie des anneaux factoriels

La plupart des résultats suivants est vue dans un cours de troisième année en Algèbre,

comme par exemple “Groupes et anneaux 2” qui a lieu au 6ème semestre.

On fera appel à plusieurs notions de la théorie des anneaux factoriels.

Définition 1. 1. On dit que un élément x P A divise un élément z P A s’il existe un

y P A tel que xy “ z. Dans ce cas, on écrira x | z.

2. Un élément u P A est inversible s’il divise 1. Il est clair que l’ensemble des éléments

inversibles est, avec la multiplication de l’anneau, un groupe. Il sera désigné par Aˆ.

3. Soit x P A. Un élément x1 P A est dit associé à x si x1 “ ux avec u P Aˆ. On

écrira x
ass
„ y pour dire que x est associé à y et on remarquera que

ass
„ est une relation

d’équivalence.

4. Un élément x P A est irréductible s’il n’est pas nul ou inversible et si chacun de ses

diviseurs lui est associé. 2

5. Un élément x P A est dit premier s’il n’est pas nul ou inversible et satisfait la version

abstraite du Lemme d’Euclide : Si un produit yz est divisible par x, alors ou bien x

divise y, ou bien x divise z.

On notera que

2. Erratum, 25.01. Cette définition est incomplète et après “lui est associé” on doit rajouter “ou

inversible”. Quand A est un anneau intègre et x P A est irréductible, cette définition implique que si

x “ yz, alors soit y P Aˆ, soit z P Aˆ. Par contre, si A “ ZˆZ, alors x “ p1, 0q est tel que x “ xx, mais

x n’est pas inversible.
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Lemme 2. Si A est intègre, alors tout premier est irréductible.

Démonstration. Soit p premier et soit p “ fg. Alors soit p | f , soit p | g. Si p | f , on écrit

pf1 “ f . Donc p “ pf1g et f1g “ 1 car pp1´ f1gq “ 0. Il suit que 1´ f1g “ 0, parce que

A est intègre et p est non-nul. Or, dans ce cas, f1 et g sont inversibles. On déduit que

p
ass
„ f . Si p | g, le même argument montre que p

ass
„ g et f est inversible. Conclusion : Un

diviseur de p lui est associé ou est inversible.

Remarques 3. On remarquera que dans l’Arithmétique élémentaire, c’est-à-dire l’étude de

l’anneau Z, les premiers sont les irréductibles de la définition précédente.

Après ces définitions, les exemples suivants sont fondamentaux.

Exemple 4. Le Lemme d’Euclide dit que dans l’anneau Z, les irréductibles cöıncident

avec les premiers. Par contre, soit θ “ i
?

5 et soit A le sous-anneau ta`bθ : a, b P Zu de C.

L’élément 2 est irréductible (à vous !) mais il n’est pas premier. En effet, 6 “ p1`θqp1´θq

et 2 ne divise ni 1` θ, ni 1´ θ.

Une des propriétés les plus souhaités d’un anneau est que le théorème fondamental de

l’Arithmétique soit encore vrai : Chaque élément se décompose de façon unique comme

produit d’éléments irréductibles. Voici la définition :

Définition 5. Un anneau A est factoriel s’il est intègre et si les propriétés suivantes sont

vérifiées

F1. Pour chaque f P A, il existe des éléments irréductibles p1, . . . , pm, pas forcément

distincts, tels que f “ p1 ¨ ¨ ¨ pm.

F2. Si p1, . . . , pm et q1, . . . , qn sont irréductibles, pas forcément distincts, tels que p1 ¨ ¨ ¨ pm “

q1 ¨ ¨ ¨ qn, alors m “ n et il existe σ P Sm tel que qi
ass
„ pσpiq.

Exemple 6. L’anneau Z est l’anneau factoriel par excellence. Ce fait est connu comme

“le théorème fondamental de l’arithmétique”.

Exemple 7 (F1 fait défaut). Soit O l’anneau des fonctions holomorphes sur tout le plan

complexe. Soit f : C Ñ C définie par fpzq :“ sinpπzq. En écrivant tnpzq “ z ´ n pour

chaque n P Z, on voit que tn | f pour tout n. Ceci montre que f ne possède pas de

décomposition en facteurs irréductibles.

Exemple 8 (F2 fait défaut). On peut prendre l’exemple de Zri
‘

5s et décomposer 6 de

deux façons différentes : 2 ¨ 3 “ p1´ i
‘

5qp1` i
‘

5q.

À ce moment, le lecteur devra se rappeler de la preuve du fait que Z est factoriel. La

vérification de F1 est immédiate et employe la fait que Z est ordonné. La validité de F2

est plus subtile et est conséquence des propositions suivantes :
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P1 Division Euclidienne ñ Tout idéal est principal.

P2 Tout idéal est principal ñ Lemme d’Euclide.

P3 Lemme d’Euclide ñ l’unicité.

Il est ainsi important de pousser les propositions ci-dessus dans un contexte abstrait.

La division euclidienne devient un axiome :

Définition 9 (Anneau euclidien). Soit A intègre. Un jauge euclidien est une fonction

ϕ : Azt0u Ñ N ayant la propriété suivante :

DE. Pour chaque couple d’éléments x P A et d P Azt0u, il existe un 3 couple q, r P A tel

que

x “ dq ` r et si r ­“ 0, alors ϕprq ă ϕpdq.

Un anneau intègre avec un jauge euclidien est dit un anneau euclidien.

Exemple 10. Les exemples les plus importants d’anneaux euclidiens sont :

(a) L’anneau des entiers avec le jauge | ‚ |.

(b) L’anneau des polynômes en une variable krXs avec le jauge deg. (Ceci est normalement

vu au cours d’Arithmétique de L2.)

(c) L’anneau des entiers de Gauss Zris avec la norme Npa`ibq “ a2`b2. (Ce fait est moins

célèbre que les autres, mais il a été traité aux TDs du cours “Groupes et anneaux”

en L3.)

Ensuite on a P1.

Théorème 11. Si A est Euclidien, alors tout idéal est principal.

Démonstration. Il suffit de choisir l’élément non-nul de l’idéal en question ayant le plus

petit jauge Euclidien et la division Euclidienne fait le reste.

Maintenant, on donne un nom aux anneaux n’ayant que des idéaux principaux.

Définition 12. Un anneau A est principal si tout idéal est principal.

Maintenant le P2 suit :

Théorème 13. Soit A principal. Alors tout irréductible est premier.

Démonstration. Soit x P A irréductible tel qeu x | yz. On suppose que x - y et on considère

un générateru g de xx, yy. Il suit que g | x. Dans ce cas, soit g “ ux avec u P Aˆ, soit

g P Aˆ. Or, si x “ ug, il suit que x | y, ce qui est exclu. Donc g P Aˆ et on peut écirre

1 “ ax` by. Par conséquent, z “ axz ` b ¨ yz et x | z.

3. On ne demande pas l’unicité !
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Finalement, P3 :

Théorème 14. Soit A un anneau intègre où tout irréductible est premier. Soient p1, . . . pm

et q1, . . . , qn des irréductibles pas forcément distincts. Alors l’égalité

p1 ¨ ¨ ¨ pm “ q1 ¨ ¨ ¨ qn

implique que

(i) Les entiers m et n cöıncident.

(ii) Il existe σ P Sm telle que qj et pσpjq sont associés.

En particulier, si A est intègre et F1 est vraie, alors A est factoriel.

Démonstration. On fait une récurrence sur minpm,nq. Si m “ 1, on a p1 “ q1 ¨ ¨ ¨ qn.

Comme p1 est premier, il doit diviser un certain qj ; on suppose ainsi que p1 | q1. Dans

ce cas, p1 „ q1. Puisque A est intègre ñ 1 “ q2 ¨ ¨ ¨ qn et ceci contredit le fait que qi soit

irréductible. Donc n “ 1. Le cas général est au lecteur.

La dernière affirmation est facile, puisque on a prouvé que la propriété F2 est vraie.

Remarques 15. Si A est intègre et principal, alors la propriété F1 est vraie aussi. En effet,

si ceci est faux, alors il existe f P A et des des éléments tdn P A : n P Nu tels que

(i) dn | ¨ ¨ ¨ | d0 | f et

(ii) L’élément dn`1 n’est pas associé à dn.

Or, ceci implique que

xfy Ă ¨ ¨ ¨ Ă xdiy Ă xdi`1y Ă ¨ ¨ ¨

et on est conduit à considérer l’idéal I “
Ť

ixdiy. Soit g un générateur de I. Par définition,

il existe un m P N tel que g P xdmy. On déduit que dm | dm`1. Puisque dm`1 | dm, on voit

que dm
ass
„ dm`1, en contradiction avec (ii).

2 La factorisation dans un anneau de polynômes

On suppose A factoriel ; on écrit K “ FrpAq. On souhaite étudier les factorisation dans

ArXs. L’idée principale ici est utiliser le contenu d’un polynôme. On fera ce chemin en

empruntant la route ouverte par la valuation de Gauss.

Soit P un ensemble de premiers de A ayant la propriété suivante : Pour chaque

irréductible π de A, il existe un unique élément p P P associé à π. Avec cette convention,

on voit que chaque élément de Azt0u s’écrit uniquement comme

u ¨
ź

pPP
pvp , u P Aˆ, vp P N.
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Pour chaque p P P , on peut ainsi introduire la fonction vp : Azt0u Ñ N qui à chaque

élément associe l’exposant de p dans sa décomposition. Dit autrement :

vppfq “ maxtn P N : pn | fu.

Comme A est factoriel, il est immédiat de voir que

vppabq “ vppaq ` vppbq.

On prolonge vp à Kzt0u Ñ Z en écrivant

vp

´a

b

¯

“ vppaq ´ vppbq.

Il est utils de décréter vpp0q “ 8, où 8 ě n pour chaque n P Z.

Exemple 16. (1) Soit A “ Z. Alors v2p3q “ 1, v2p1{36q “ ´2.

(2) Soit A “ CrXs et p “ X ´ 1. Alors vppX
2 ´ 1q “ 1 et vpp1{pX

3 ´ 1qq “ ´1.

Le lecteur n’aura aucun souci à établir le résultat suivant.

Lemme 17. Soit a P K ´ t0u. Alors a P A si et seulment si vppaq ě 0 pour tour p P P.

Une autre propriété fondamentale de vp est :

Lemme 18. a, b P K. Alors :

(1) On a

vppa` bq ě minpvppaq, vppbqq.

(2) De plus, si vppaq ă vppbq, alors vppa` bq “ minpvppaq, vppbqq.

Démonstration. On traite d’abord le cas a, b P A.

(1) On suppose vppaq ď vppbq. Or, pvppaq | a` b et donc vppaq ď vppa` bq.

(2) Si vppaq ă vppbq, alors pvppaq`1 - a` b car autrement, a ” a` b ” 0 mod pvppaq`1.

Le cas a, b P K se traite en écrivant a “ a0{d et b “ b0{d.
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Cours 2
(24 janvier 2021).

Définition 19. Soit 8 un symbole tel que 8 ě n pour chaque n P Z. Une fonction

v : K Ñ ZY t8u satisfaisant

V0 vpxq “ 8 si et seulement si x “ 0.

V1 vpabq “ vpaq ` vpbq.

V2 vpa` bq ě minpvpaq, vpbqq

est appelée une valuation.

On prolonge vp à KrXs.

Définition 20 (La valuation de Gauss). Pour chaque f “ anX
n ` ¨ ¨ ¨ ` a0 P ArXs, on

définit :

vp panX
n
` ¨ ¨ ¨ a0q “ mintvppaiqu.

Exemple 21. v2p
3
4
X3 ` 2X2 ´ 1

8
X ` 1q “ ´3.

Voici une propriété évidente de vp.

Lemme 22. Soit f P KrXs. Alors pour tout λ P K, on a vppλfq “ vppλq ` vppfq.

Démonstration. Il suffit de voir que mintvpλq ` vpaiqu “ vpλq `mintvpaiqu.

Ensuite, sa propriété la plus importante.

Théorème 23 (“Lemme de Gauss”). Pour chaque couple de polynômes f, g P KrXs,

l’égalité

vppfgq “ vppfq ` vppgq

est vraie.

Démonstration. J’écris v au lieu de vp. On suppose que vpfq “ vpgq “ 0 pour commencer.

On écrit f “
ř8

i“0 aiX
i et g “

ř8

j“0 bjX
j, où ai “ 0, respectivement bj “ 0, sauf pour un

nombre fini de valeurs de i, respectivement j. Comme pour i très grand, le coefficient ai

est nul, on voit que vpaiq ą 0 pour i très grand. Soit ainsi

m “ maxti : vpaiq “ 0u.

Dit autrement,

f “ a0 ` ¨ ¨ ¨ ` am
loomoon

v“0

Xm
` am`1
loomoon

vą0

Xm`1
` ¨ ¨ ¨

6



De même, soit n “ maxti P N : vpbiq “ 0u. On écrit fg “
ř

i ciX
i et on note que

vpcrq “ vpa0br ` ¨ ¨ ¨ arb0q

ě mintvpa0brq, . . . , vparb0qu

ě 0.

Ensuite, si m,n ą 0, alors

cm`n “ a0bm`n ` a1bm`n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` am´1bn`1
looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

vą0

` ambn
loomoon

v“0

` am`1bn´1 ` ¨ ¨ ¨ ` am`nb0
loooooooooooooomoooooooooooooon

vą0

.

Proposition 18-(2) ñ vpcm`nq “ 0. Donc, mintvpciqu “ 0. On remarquera que les cas

m “ n “ 0 et m “ 0 ou n “ 0 ont été laissés de côté, mais le lecteur peut facilement les

prouver avec la méthode précédente.

Finalement, on abandonne l’hypothèse vpfq “ vpgq “ 0. On écrit f “ pvpfqf̃ et

g “ pvpgqg̃ avec vpf̃q “ vpg̃q “ 0. Il suit que vpf̃ g̃q “ 0. Or, vpfgq “ vppvpfq`vpgq ¨ f̃ g̃q, et

comme vpprq “ r ` vphq, le cas général en découle.

Il est utile d’introduire maintenant :

Définition 24. On appellera un f P KrXs p-primitif si vppfq “ 0. Si f est p-primitif

pour tout p P P , on dira que f est primitf.

Quelques remarques à propos des polynômes primitifs :

Lemme 25. 1. Si f P KrXs est primitif, alors f P ArXs.

2. Si f P ArXs est irréductible (et sont degré est ą 0), alors f est primitif.

Corollaire 26 (Permanence de l’irréductibilité). Soit f P ArXs un polynôme irréductible

de degré strictement positif. Alors il est aussi irréductible en KrXs.

Démonstration. Comme f est irréductible, il doit être primitif (Lemme 25). Soit

Fact “

$

’

&

’

%

pg, hq P KrXs ˆKrXs :

0 ă deg g ă deg f

0 ă deg h ă deg f

f “ gh

,

/

.

/

-

Pour pg, hq P Fact, soit P pg, hq Ă P l’ensemble fini de premiers tels que mintvppgq, vpphqu ă

0. Si Fact ­“ ∅, on va construire pg̃, h̃q P Fact tel que P pg̃, h̃q “ ∅. Ceci produit une

contradiction, car vppg̃q ě 0 et vpph̃q ě 0 implique g̃ P ArXs et h̃ P ArXs.

Soit p P P pg, hq. Comme vppfq “ 0, on déduit que vppgq “ ´vpphq. On écrit g “ pvppgqg1

et h “ pvpphqh1 où vppg1q “ vpph1q “ 0. Il suit que f “ g1h1 et vppg1q “ vpph1q “ 0.

On obtient pg1, h1q P Fact tel que |P pg1, h1q| ă |P ph, gq|. Par récurrence, on obtient

pg̃, h̃q P Fact tel que P pg̃, h̃q “ ∅.
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Théorème 27. [“Théorème d’hérédité”] A factoriel ñ ArXs factoriel.

Démonstration. On montre que tout irréductible est premier et on utilise Lemme 14 pour

assurer que F2 de la Définition 5 est vraie. Soit f P ArXs irréductible. Il est en particulier

primitif et le Théorème 26 prouve que f est irréductible aussi en KrXs. On suppose f | gh

en ArXs. Alors f | gh en KrXs. Comme f est premier en KrXs, on peut supposer que

fϕ “ g pour un certain ϕ P KrXs. Or, mais vppϕq “ vppgq pour tout p P P et vppgq ě 0,

ce qui implique que ϕ P ArXs.

Pour terminer, on doit montrer F1. Ceci sera fait lors du prochain cours.
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Cours 3
(31 janvier 2021).

On termine la preuve du fait que ArXs est factoriel : il reste vérifier que F1 est vraie.

Soit f P ArXs ; on doit trouver une décomposition de f en facteurs irréductibles. Si

deg f “ 0, la factorialité de A suffit. On suppose ainsi deg f ą 0. Soit P0 “ tp P P :

vppfq ą 0u ; il s’agit d’un ensemble fini. On écrit

f “
ź

pPP0

pvppfq ¨ f1;

f1 est primitif. Il suffit ainsi de traiter le cas f primitif. Or, si f est primitif et n’est pas

irréductible, il suit que f possède un facteur de degré strictement inférieur et un argument

par récurrence sur deg f est suffisant. La preuve du Théorème 27 est terminée.

Exemple 28. (1) Les anneaux de polynômes krX1, . . . , Xns sont toujours factoriels.

(2) Les anneaux de la forme ZrX1, . . . , Xns sont toujours factoriels.

On termine par quelques critères d’irréductibilité.

Définition 29. Soit A factoriel et p un irréductible de A. Un polynôme f “ adX
d`¨ ¨ ¨ a0

de degré d ą 0 est dit p-Eisenstein si p - ad, p | ai pour tout i P t0, . . . , d´ 1u, et p2 - a0.

Théorème 30. Soit A factoriel et p un irréductible de A. Alors tout polynôme primitif

et p-Eisenstein est irréductible dans ArXs.

Démonstration. Soit f “ adX
d ` ¨ ¨ ¨ a0 un polynôme primitif et p-Eisenstein de degré

d ą 0. Soit f “ gh une factorisation de f avec g, h P ArXs. f primitifñ 0 ă deg g ă deg f .

On écrit g “
řr
i“0 biX

i et h “
řs
i ciX

i. Comme p | a0 “ b0c0, on peut supposer que p | b0

mais p - c0. Comme p - ad, on sait que p - br et p - cs. Soit m “ minti : p - biu. Clairement,

0 ă m ď r et

g “ br
loomoon

ı0 mod p

Xr
` ¨ ¨ ¨ ` bm

loomoon

ı0

Xm
` bm´1
loomoon

”0

Xm´1
` ¨ ¨ ¨ ` b0

loomoon

”0 mod p

.

Par conséquent

am “ b0cm ` b1cm´1 ` ¨ ¨ ¨ ` bm´1c1
loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

”0 mod p

` bmc0
loomoon

ı0 mod p

,

on déduit que am ı 0 mod p. Puisque m ď r ă d, on arrive à une contradiction.

Exemple 31. Soit n ě 1 un entier. Alors f “ Xn`Y n´1 P CrX, Y s est irréductible. En

effet, p “ Y ´1 P CrY s est irréductible et f est p-Eisenstein et primitif en tant qu’élément

de pCrY sqrXs. De façon analogue, on montre que pour tout α P C˚, le polynôme fα “

Xn ´ Y n ´ α est aussi irréductible.
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L’autre critère utile d’irréductibilité est le suivant.

Théorème 32. Soit ϕ : A Ñ B un morphisme d’anneaux et soit ϕ : ArXs Ñ BrXs

le morphisme induit. Si f P ArXs est unitaire et ϕpfq est irréductible, alors f est

irréductible.

Démonstration. Exercice.

Exemple 33. Soient n ě 1 un entier. Alors le polynôme Xn ` Y n `Zn ´ 1 P CrX, Y, Zs

est irréductible. En effet, soit ϕ : CrX, Y s Ñ CrY s défini par ϕpXq “ 0 et ϕpY q “ Y .

Son extension à pCrX, Y sqrZs envoye f en Y n ` Zn ´ 1 P CrY, Zs, qui est irréductible.

3 Géométrie : Courbes planes

On fixe k un corps. On souhaite étudier les polynômes à deux variables de façon

géométrique.

Définition 34. Soit f “
ř

i,j aijX
iY j un polynôme à deux variables. Son degré total est

maxti` j : aij ­“ 0u.

On parlera souvent de de degré au lieu de degré total.

Pour chaque f P krX, Y s, on définit Zpfq comme étant l’ensemble des points px, yq P k

tels que fpx, yq “ 0.

Définition 35. Une courbe algébrique plane, ou simplement une courbe plane, est un

sous-ensemble de k2 de la forme Zpfq, où f est un polynôme de degré au moins 1. Une

courbe plane est irréductible si elle a la forme Zpfq avec f irréductible.

Voici quelques exemples.

Exemple 36. (1) Une droite est une courbe de la forme Zpfq où deg f “ 1. Une qua-

drique, ou conique, est une courbe Zpfq où deg f “ 2. Une cubique est une courbe

Zpfq où deg f “ 3. (Après on a des quartiques, quintiques, sextiques, etc)

(2) Soit f “ adX
d ` ¨ ¨ ¨ ` a0 avec aj P k et ad ­“ 0. (C’est à dire, f P krXs.) Alors, Zpfq

est la réunion des droites txu ˆ k où x parcourt les racines de f .

(3) Soit k “ R et f “ X2 ` Y 2 ` 1. Il suit que Zpfq “ ∅ !

(4) Soit k “ F2 et f “ X2 ´X ` Y 2 ´ Y . Alors Zpfq “ k2 !

Un problème vient immédiatement. Il est possible d’avoir des quadriques qui sont

aussi des quartiques, ou sextiques, etc. En effet, il suffit de noter que si k “ R, alors

ZpX2 ` Y 2q “ ZpX4 ` Y 4q “ ZpX6 ` Y 6q “ tp0, 0qu ! De plus, il est également possible
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d’avoir des droites qui sont des cubiques, par exemple, si k “ C, alors ZpXq “ ZpX3q !

De façon générale, on a, pour chaque f P krX, Y s, l’égalité Zpfq “ Zpfmq.
Pour éviter des courbes avec trop de points ou trop peu de points, on travaille à partir

de maintenant avec k algébriquement clos 4, par exemple, k “ C. Pour chaque corps, il est

possible de construire un corps le contenant qui soit algébriquement clos, mais ceci ne fait

pas l’objet de ce cours. On remarquera ici que les corps finis ne sont pas algébriquement

clos, par contre. La première conséquence intéressante est la suivante :

Lemme 37. Soit f P krX, Y s de degré strictement positif. Alors Zpfq est infini.

Démonstration. On écrit f “ adpXqY
d`¨ ¨ ¨`a0pXq avec ad ­“ 0. Si d “ 0, alors f P krY s

et Zpfq est une réunion de droites et le résultat est prouvé. Sinon, d ą 0. Soit N “ tx P

k : adpxq ­“ 0u ; il s’agit d’un ensemble infini. Soit x P N . Il suit que fpx, Y q P krY s est de

degré d ą 0 et donc possède une racine. Par conséquent, la première projection Zpfq Ñ k

contient N dans son image et Zpfq est infini.

4. Un corps est algébriquement clos quand tout polynôme de degré strictement positif possède une

racine.
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Cours 4
(7 février 2022).

Le résultat suivant permet de déterminer – de façon grossière – les abscisses et ordonnées

des zéros communs de deux courbes.

Théorème 38. Soit A factoriel. Soient f, g P ArXs n’ayant aucun facteur premier com-

mun. Alors il existe d P Azt0u ainsi que a, b P ArXs tels que

af ` bg “ d.

Démonstration. Soit K “ FrpAq. On montre que f et g n’ont pas de facteur irréductible

commun dans KrXs. Pour cela, soit ϕ P KrXs un facteur premier de f et g ; on observe

que degϕ ą 0. En éliminant les dénominateurs, on peut supposer que ϕ P ArXs. En

divisant par un c P Azt0u, on peut supposer que ϕ est, de plus, primitif. On écrit ϕf1 “ f

et ϕg1 “ g, où f1, g1 P KrXs. Soit p P A un premier. Le lemme de Gauss dit que

vppf1q “ vppfq et vppg1q “ vppgq ñ f1, g1 P ArXs et ϕ divise f et g. Absurde.

Le fait que f et g soient premiers entre eux dans KrXs implique l’existence de a1, b1 P

KrXs tels que

1 “ a1f ` b1g.

Éliminant les dénominateurs, on arrive au résultat souhaité.

Corollaire 39. Soient f et g des polynômes de krX, Y s. On suppose que f et g n’ont pas

de facteur irréductible commun. Alors il existe un d1 P krXszt0u, un d1 P krY szt0u, ainsi

que a1, b1, a2, b2 P krX, Y s tels que

a1f ` b1g “ d1 et a2f ` b2g “ d2.

Démonstration. On applique le lemme dans le cas A “ krXs et A “ krY s.

Voici une conséquence importante.

Théorème 40. Soient f et g deux polynômes premiers entre eux de krX, Y s. Alors ZpfqX
Zpgq est fini.

Démonstration. Dans la notation du corollaire précédent, on voit que si px, yq P Zpfq X
Zpgq, alors d1pxq “ d2pyq “ 0. Comme d1 et d2 n’ont que un nombre fini de zéros, le

résultat découle.
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Exemple 41. Soient f “ X2 ´ Y 2 et g “ XY `X ´ Y ´ 1 deux coniques. On souhaite

déterminer ZpfqXZpgq. On regarde f et g comme des éléments de QpXqrY s et on trouve

une relation de Bézout. Ensuite on élimine les dénominateurs pour arriver à

f ¨ pX3
´X2

´X ` 1q ` g ¨ pX2
´ 1qpY ´ 1q “ pX2

´ 1qpX3
´X2

´X ` 1q.

Or, X3 ´X2 ´X ` 1 “ pX2 ´ 1qpX ´ 1q, et donc Zpfq XZpgq est contenu dans Zpfq X
ZpX ´ 1q X ZpX ` 1q. Les points d’intersection sont les quatre sommets du carré de

longueur 2 centré à l’origine.

Théorème 42 (Lemme de Study). k algébriquement clos. Soient p, f P krX, Y s des

polynômes de degré total strictement positif avec p irréductible. Si Zppq Ă Zpfq, alors

p | f .

Démonstration. Si p - f , alors |Zppq X Zpfq| ă 8 (Thm 40). Mais Zppq Ă Zppq X Zpfq
et donc #Zppq ă 8. Comme k alg. clos, Zppq ne peut pas être fini (Lem 37).

Soit maintenant C l’ensemble des polynômes de degré strictement positif sans facteur

carré de krX, Y s. Sur C, on introduit la relation d’équivalence f „ g ðñ f est un

multiple non-constant de g (on a déjà rencontré cette relation d’équivalence : il s’agit

simplement des éléments associés). On note que f „ g, alors Zpfq “ Zpgq.

Théorème 43. k algébriquement clos. La fonction

Z : C{„ ÝÑ Courbes planes

est une bijection.

Démonstration. Soenit f et g sans facteur carré tels que Zpfq “ Zpgq.Soit p | f irréd.

Alors Zppq Ă Zpfq et Zppq Ă Zpgq ñ p apparâıt dans la décomposition en facteurs

premiers de f et de g. Il suit que f et g ont les mêmes facteurs premiers et comme ils

n’not pas de carré, on déduit que f et g différent par un inversible.

Ensuite, si C “ Zpfq pour un certain f “
śn

i“1 p
ni
i , avec pi des éléments irréductibles

et ni ą 0, on déduit que Zpfq “ Zpf̃q, où f̃ “
ś

i pi.

En vu tu théorème précédent, il est intéressant de définir une inverse à la fonction Z.

Pour cela, on introduit, pour C une courbe plane, l’idéal

IpCq “ tg P krX, Y s : g s’annule sur Cu.

Or, si f est sans facteur carré et Zpfq “ C, alors f P IpCq. Soit g P IpCq, de sorte

que Zpgq Ą Zpfq. Soit p un facteur premier de f ñ Zppq Ă Zpfq Ă Zpgq ñ p | g par

le Lemme de Study. Il suit facilement que f | g. Ceci dit que IpCq est engendré par un

élément sans facteur carré. Comme n’importe quel autre générateur de IpCq devra être

associé à f , on déduit :
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Corollaire 44. La fonction

C ÞÝÑ générateur de IpCq

est la bijection inverse à Z du Théorème 43.

Ceci permet la définition suivante :

Définition 45. Soit C une courbe plane. Son degré est le degré d’un générateur de IpCq.

On étudiera quelques exemples de courbes et quelques propriétés caractéristiques de

telles objets. Dans la suite, k est un corps algébriquement clos. Soit f un poly sans facteur

carré de deg ą 0 et C “ Zpfq. On écrit BX et BY pour désigner les dérivées partielles de

d’un polynôme par rapport à X ou Y .

Définition 46. Un point P P C est un point singulier ou une singularité de C si

BXfpP q “ BY fpP q “ 0.

L’ensemble des points singuliers est noté SingpCq. Une courbe sans singularités est dite

non-singulière.
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Cours 5
(14 février 2022).

Soit f P krX, Y s sans facteur carré et de degré total strictement positif et soit C “ Zpfq
la courbe associée. On se rappèle que P P C est dit singulier si BXfpP q “ BY fpP q “ 0.

Voici un exemple.

Exemple 47. Soit f “ X2 ` Y 2 ´ 1. Pour que f puisse en effet définir une courbe, il

faut que f ne posit pas divisible par un carré. Or, si la caractéristique de k est 2, alors

f “ f 2
0 , où f0 “ X `Y ` 1, et notre polynôme f n’est pas dans les conditions correctes et

doit être exclu. Ceci étant, BXf “ 2X et BY f “ 2Y et BXfpP q “ BY fpP q “ 0 seulement

quand P “ p0, 0q. Or, mais p0, 0q R C. Donc SingpCq “ ∅.

Théorème 48. #SingpCq ă 8. 5

Démonstration. On fera la preuve dans le cas où k est de caractéristique nulle. Il est aussi

supposé que k est algébriquement clos, comme dans cet étude. (Cela n’est pas entièrement

nécéssaire !) On écrit f “ f1 ¨ ¨ ¨ fr avec fi premier. Si Ci “ Zpfiq, alors C “ C1Y¨ ¨ ¨YCr.

Si P P Ci ´
Ť

j ­“iCj ñ

BXfpP q “ f1pP q ¨ ¨ ¨ fi´1pP q ¨ BXfipP q ¨ fi`1pP q ¨ ¨ ¨ frpP q

et

BXpfqpP q “ c
loomoon

Pk˚

BXpfiqpP q.

Donc BXpfqpP q “ 0 ô BXpfiqpP q “ 0. De même, BY fpP q “ 0 ô BY fipP q “ 0.

Comme #Zpfiq X Zpfjq ă 8, il suffit de montrer que #SingpZpfqq ă 8 dans le cas

où f est irréd.

On sait que soit #Zpfq X ZpBXfq ă 8, soit f | BXf (voir Thm 40). Si f | BXf , alors

BXf “ 0, étant donné que si f “
řd
i“0 aipY qX

i, alors BXf “
řd´1
i“0 ai`1pY qX

i. Dans ce

cas, comme f est irréductible et k est algébriquement clos, on doit avoir f “ aY ` b avec

a ­“ 0. Il suit que BY f “ a.

Remarques 49. Dans le reste de la séance, on a travaillé sur un exercice : Montrer que

X3 ` Y 3 ´ aXY P CrX, Y s est irréductible pour chaque a P C.

5. Dans le théorème , il est supposé que k est algébriquement clos. Ceci n’est pas l’hypothèse la plus

faible, mais elle est quand même nécéssaire. Voici un exemple remarquable d’une (une version plus fine est

due au grand géomètre O. Zariski). Soit k le corps Fpptq, où t est une variable. On introduit f “ Y p´Xp´t.

Pour prouver que f est irréductible il faudra simplement observer que ϕ “ Xp ` t P krXs n’est pas

divisible par un carré et appliquer le critère d’Eisenstein. Or, on affirme que ϕ est, en fait, irréductible.

Soit A “ Fprts ; clairement FracpAq “ k. Comme ϕ P ArXs est unitaire, le Lemme de Gauss assure que

f est irréductible dans krXs s’il est irréductible dans ArXs. Mais une application immédiate du critère

d’Eisenstein montre que ϕ est un polynôme t-Eisenstein, et donc Eisenstein. Par contre, BXf “ BY f “ 0.
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Cours 6
(21 février 2021).

On souhaite maintenant lier le concept de singularité avec le concept géométrique de

multiplicité. Soit ainsi f P krX, Y s sans facteur carré et C “ Zpfq. On suppose que

l’origine O P C est un point singulier de C. On peut ainsi écrire

f “
ÿ

i`ją1

cijX
iY j

puisque fpOq “ c00, BXfpOq “ c10 et BY fpOq “ c01. Soit

Dθ “ ZpY ´ θXq, θ P k;

c’est la droite de pente θ. Soit

evalDθ : krX, Y s ÝÑ krXs,
X ÞÝÑ X,

Y ÞÝÑ θX.

Donc

evalDθpfq “
ÿ

i`ją1

cijθ
iX i`j

“ X2
p¨ ¨ ¨ q

Dit autrement, la multiplicité de evalDθpfq en 0 est toujours ą 1. De même, soit D8 la

droite (de pente “infinie”) D8 “ ZpXq et soit

evalD8 : krX, Y s ÝÑ krXs,
X ÞÝÑ 0

Y ÞÝÑ X.

de sorte que

evalD8pfq “
ÿ

ją1

c0jX
j
“ X2

¨ p¨ ¨ ¨ q .

et la multiplicité du zéro 0 est ą 1.

On définit, pour θ P k Y t8u :

xC,DθyO “
multiplicité de “0”

en tant que zéro de evalDθpfq,

et on constante que xC,DθyO ą 1 si O est singularité.

On suppose maintenant que O P C n’est pas singularité. On a

evalDθpfq “ pc10 ` θc01q ¨X `
ÿ

i`ją1

cijX
i`j.

Si c10 ­“ 0 ñ xC,D0yO “ 1. Si c01 ­“ 0 mais c10 “ 0, xC,D1yO “ 1.

Ceci suggère la définition suivante :
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Définition 50 (La multiplicité).

multOpCq “ min
θPkYt8u

xC,DθyO.

La discussion précédente montre :

Proposition 51. O P SingpCq ô multOpCq ą 1.

On donne encore une autre interprétation de la multiplicité.

Proposition 52. On écrit

f “ fm ` ¨ ¨ ¨

avec

fd “
ÿ

i`j“d

cijX
iY j

et fm ­“ 0. Alors multOpfq “ m.

Démonstration. On a

fpX, θXq “ Xm
pfmp1, θq ` fm`1p1, θqX ` ¨ ¨ ¨ q .

Il suit que

xC,DθyO “ m ðñ fmp1, θq ­“ 0.

Soit T Ă k l’ensemble des zéros du poly. fmp1, Xq. Il s’agit d’un ensemble fini. (Si #T “ 8
alors fmp1, Xq “ 0 et en regardant les coefficients, il faudra que fm “ 0.) Donc,

xC,DθyO “ m, si θ R T .

et

xC,DθyO ą m, si θ P T .

De même,

fp0, Xq “ Xm
pfmp0, 1q ` fm`1p0, 1qX ` ¨ ¨ ¨ q .

Il suit que

xC,D8yO “ m, si c0m ­“ 0

et

xC,D8yO ą m, si c0m “ 0.

Par conséquent, m est la multiplicité.

Exemple 53. On prendra C comme étant la lemniscate C “ Zpfq, où f “ pX2`Y 2q2´

pX2 ´ Y 2q. Il suit que multOpCq “ 2.

Il est clair que le fait de traiter seulement le cas de l’origine est contraignant. Il devient

aussi important de comprendre les polynômes homogènes. On doit ainsi prendre le temps

de développer deux thèmes annexes.
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.

Figure 1 – La lemniscate

Les polynômes homogènes

On fixe un anneau A quelconque et un ensemble de variables X1, . . . , Xn. Soit P “

ArX1, . . . , Xns. Pour chaque i “ pi1, . . . , inq P Nn, on écrira

Xi :“ X i1
1 ¨ ¨ ¨X

in
n .

Par définition, degXi est i1`¨ ¨ ¨` in. On écrit aussi |i| “ i1`¨ ¨ ¨` in. On dira que f P P

est homogène de degré d, s’il est de la forme
ÿ

d“|i|

ciX
i.

Dit autrement, le A-sous-module de P engendré par les monômes de degré d est le A-

sous-module des polynômes homogènes de degré d. L’utilité des homogènes a déjà apparu

dans l’étude de la multiplicité. Ils feront encore un autre intervention lors de l’étude du

resultant. Pour l’instant, on se contente de donner une caractérisation utile des polynômes

homogènes.

Soit f “
ř

i ciX
i. En écrivant fd “

ř

|i|“d ciX
i, on voit que

f0 ` ¨ ¨ ¨ ` fd,

où fi est homogène de degré i. De plus, il est clair que cette écriture est unique.

Une façon intéressante de caractériser les polynômes homogènes est de regarder com-

ment ils ses valeurs se comportent pour sur les “droites”. En effet, si f P P est homogène

de degré d alors fpaXq “ adfpXq pour tout a P A. La réciproque n’est pas toujours vraie

si A est un anneau fini. Par contre, la technique suivante sert à contourner ce défaut. On

considère P comme sous-anneau de P rT s. Soit f P P , qui s’écrit comme

f “ f0 ` ¨ ¨ ¨ ` fd, fi homogène de deg. i.

On suppose que pour un certain m, on a fpTXq “ TmfpXq. Donc,

fpTXq “ f0pXq ` Tf1pXq ` ¨ ¨ ¨ ` T
dfdpXq

“ Tmf0pXq ` T
mf1pXq ` ¨ ¨ ¨ ` T

mfdpXq.
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Cette identité, étant valable sur P rT s implique que fipXq “ 0 sauf quand i “ m.

Proposition 54. Un f P P est homogène de degré m si et seulement si fpTXq “

TmfpXq dans P rT s.

Les affinités (ou transformations affines)

Définition 55. Une fonction α : k2 Ñ k2 est une transformations affine, ou une affinité 6,

si elle a la forme

αpx, yq “ pa11x` a12y ` a1, a21x` a22y ` a2q,

ou, en notation vectorielle,

α

˜

x

y

¸

“

˜

a11 a12

a21 a22

¸

¨

˜

x

y

¸

`

˜

a1

a2

¸

.

Une affinité est inversible si la matrice en question est itou.

Proposition 56. Soit α une transformation affine inversible et C une courbe plane.

Alors α´1pCq est aussi une courbe plane. Plus précisément, soit α# : krX, Y s Ñ krX, Y s

le morphisme d’anneaux définit par

α#
pXq “ a11X ` a12Y ` a1, α#

pY q “ a21X ` a22Y ` a2.

Alors α´1pZpfqq “ Zpα#pfqq.

Démonstration. On a

px, yq P α´1pCq ô fpαpx, yqq “ 0

ô fpa11x` a12y ` a1, a21x` a22y ` a2q “ 0

ô α#fpx, yq “ 0.

Ensuite, α#pfq est également un polynôme non-constant, car α# est un automorphisme

de krX, Y s.

La multiplicité en général

On se donne une courbe plane C “ Zpfq, où f est un polynôme non-constant. On

souhaite montrer :

6. En général, le terme affinité est employé pour désigner un type spécifique de transformation affine.

Le lecteur fera attention à l’usage de ce terme dans d’autres contextes.

19



Proposition 57. Soit P P C. Soient α et β des affinités inversibles telles que αpOq “

βpOq “ P . Alors

multOpα
´1
pCqq “ multOpβ

´1
pCqq.

Démonstration. La preuve employe :

Lemme 58. Soient h P krX, Y s homogène de degré d et γ est une affinité inversible et

linéaire. Alors γ#phq est homogène de degré d.

Démonstration. Soit

˜

a11 a12

a21 a22

¸

la matrice de γ. On note que

pγ#hqpTX, TY q “ hpa11TX ` a12TY, a21TX ` a22TY q

“ T dhpa11X ` a12Y , a21X ` a22Y q

“ T dγ#phq.

Soit g “ α#f : on sait que α´1C “ Zpgq. Si m “ multOpα
´1Cq, alors

g “
ÿ

děm

gd

où gd est homogène de degré d et gm ­“ 0. Soit γ “ α´1β : k2 Ñ k2 ; il s’agit d’une

affinité linéaire et inversible. On sait que γ#g “ γ#pgmq ` γ#pgm`1q ` ¨ ¨ ¨ où γ#pgdq est

homogène de degré d et γ#gm ­“ 0. Ceci signifie que m “ multOpZpγ#gqq. Or, Zpγ#gq “
γ´1pα´1Cq “ β´1C.

On arrive en fin à la définition générale :

Définition 59. Soit C “ Zpfq une courbe plane et P P C. On définit multP pCq comme

étant multOpα
´1pCqq, où α est une affinité inversible telle que αpOq “ P .
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Cours 7
(7 mars 2022).

4 Définition du résultant

On fixe un anneau A, deux entiers strictement positifs d et e, ainsi que deux polynômes

f “ adX
d ` ¨ ¨ ¨ ` a0 et g “ beX

e ` ¨ ¨ ¨ ` b0 avec coefficients dans A. On ne suppose guère

que ad ou be est non-nul !

Définition 60. La matrice de Sylvester du couple f et g est la matrice pd` eq ˆ pd` eq

avec coefficients dans A :
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ad ad´1 ¨ ¨ ¨ a0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 ad ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a0 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 ad ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a0

be be´1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 be ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ b0 ¨ ¨ ¨ 0

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 be ¨ ¨ ¨ b0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Le déterminant de Sylpf, gq est le résultant de f et g. Il sera noté par respf, gq. Dans le

contexte où A “ krY1, . . . , Yms, par exemple, on écrira resXpf, gq pour dire qu’il s’agit de

la variable X qu’il faudra “éliminer.”

Remarques 61. Comme d et e sont fixés, resd,eX pf, gq serait une notation plus précise. Une

conséquence de cette convention est : si deg f ă d et deg g ă e, alors resd,eX pf, gq “ 0.

Exemple 62. 1/ Soient f “ XY ´1 et, étant donnés pa, bq P k2´tp0, 0qu, ` “ bY `aX ;

l’ensemble algébrique Zpfq est une hyperbole et Zp`q une droite. Le résultant est un

déterminant 2ˆ 2 :

R “ resY pf, `q “

∣∣∣∣∣X ´1

b aX

∣∣∣∣∣ “ aX2
` b

Il suit que degXpRq “ 0 si a “ 0. Dit autrement, R est une contante si ` est l’axe des

abscisses.

2/ On reprend l’exemple 41. On a f “ X2 ´ Y 2 et g “ XY `X ´ Y ´ 1. Il suit que

res2,1Y pf, gq “ X4
´ 2X3

` 2X ´ 1 “ pX ` 1qpX ´ 1q3.

Les points de l’intersection sont sur les droites ZpX ´ 1q et ZpX ` 1q.
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3/ Soient

f “ X2
´ 2Y 2

`XY ´ 2X ` 5Y

g “ X2
`XY ` Y ´X ´ 2.

Clairement

res2,1Y pf, gq “

∣∣∣∣∣∣∣
´2 X ` 5 X2 ´ 2X

X ` 1 X2 ´X ´ 2 0

0 X ` 1 X2 ´X ´ 2

∣∣∣∣∣∣∣
“ ´2X4

´X3
` 6X2

` 7X ` 2

“ ´pX ´ 2qp2X ` 1qpX ` 1q2.

Le lecteur remarquera ici que le degré du resultant semble mystérieux et sans lien

simple entre les degrés des polynômes qui le définissent. On commence doucement son

étude :

Définition 63. Soit f P krX, Y s non constant et sans facteur carré et C la courbe Zpfq.
Une droite D “ Zp`q, avec deg ` “ 1, est dite une direction asymptotique de C si en

écrivant

f “ f0
loomoon

hom. deg. 0

` ¨ ¨ ¨ ` fd
loomoon

hom. deg d

avec fd ­“ 0, on a ` | fd.

Exercice 64. Soit f P QrX, Y s un polynôme de degré deux, qu’on écrira comme

a20X
2
` a11XY ` a02Y

2
` a10X ` a01Y ` a00

et soit ` “ rX ` sY un polynôme de degré 1. Montrer que si degpresY pf, `qq ă 2, alors `

est direction asymptotique de f . (Ceci se fait de façon plus simple avec SAGE. . . )

Pour l’instant, on laisse cet étude en suspens et on passe aux propriétés basiques du

résultant.

On désigne par ArXsăn le A-module libre des polynômes ayant degré au plus n. Clai-

rement, t1, X, . . . , Xn´1u en est une base ordonnée. Soit

ArXsăe ˆ ArXsăd
Lf,g // ArXsăd`e

pp, qq � // pf ` qg.

Il est clair que

B “ tpXe´1, 0q, . . . , pX0, 0q, p0, Xd´1
q, . . . , p0, X0

qu
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est une base de ArXsăe ˆ ArXsăd. Il est aussi clair que

C “ tXd`e´1, ¨ ¨ ¨ , X,X0
u

est une base ordonnée de ArXsăd`e. Un calcul simple montre que la matrice

MatB,CpLf,gq : Ad`e ÝÑ Ad`e

est

Syld,epf, gqJ.

Dans la suite, on fera appel à quelques propriétés basiques des matrices carrés sur un

anneau en général. L’étudiant peux toujours construire les preuves en remarquant que,

si A est intègre avec corps de fractions K, alors resd,epf, gq est aussi le déterminant de

l’application linéaire

Lf,g : KrXsăe ˆKrXsăd ÝÑ KrXsăd`e.

Proposition 65. On suppose que A factoriel. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Ou bien ad “ be “ 0, ou bien il existe un couple

pp, qq P ArXsăe ˆ ArXsăd

distinct de p0, 0q tel que pf “ qg.

(2) Le résultant respf, gq s’annule.

(3) Ou bien ad “ be “ 0, ou bien f et g possèdent un facteur commun de degré strictement

positif.

Démonstration. (1)ñ(2). Si ad “ be “ 0, (2) est vraie. On suppose ad ­“ 0, par exemple.

Soient p et q comme dans l’énoncé. Donc Lf,gpp,´qq “ 0 et le déterminant est nul par

la règle de Cramer : en effet, si le déterminant n’était pas nul, le système linéaire sur

K :“ FrpAq

Syld,epf, gqJ ¨

¨

˚

˝

x1
...

xd`e

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

0
...

0

˛

‹

‚

ne peut que avoir xj “ 0 comme solution.

(2)ñ(3) On suppose que ad ­“ 0. Soit K “ FrpAq. Le noyau de Lf,g est non-trivial.

Donc, il existe un élément pp, qq P KrXsăeˆKrXsăd, différent de p0, 0q, tel que Lf,gpp, qq “
0. Éliminant les dénominateurs, on peut trouver pp, qq P ArXsăeˆArXsăd dans le noyau,

c’est-à-dire, pf “ ´qg. On fait appel au fait queArXs est factoriel et écrit f “ c¨πν11 ¨ ¨ ¨ π
νr
r ,

où c P A et chaque πi P ArXs est irréductible de degré ą 0. Or, si aucun πi ne divise g,
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il suit de pf “ ´qg que πν11 ¨ ¨ ¨ π
νr
r | q, ce qui est impossible parce que deg πν11 ¨ ¨ ¨ π

νr
r “

deg f “ d, en contradiction avec deg q ď d´ 1.

(3)ñ(1) Si πf1 “ f et πg1 “ g, alors g1f “ f1g. Or, mais deg π ě 1 et donc deg f1 ă d

ainsi que deg g1 ă e.
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Cours 8
(14/03/2022).

Le fait que la matrice de Sylvester est associée à Lf,g donne encore une conséquence

intéressante, dans le cas où A est intègre.

Théorème 66. On suppose A intègre et que respf, gq ­“ 0. Alors, pour tout h P ArXsăd`e,

l’élément respf, gq ¨ h appartient à ImpLf,gq.

Démonstration. Comme Lf,g : KrXsăe ˆ KrXsăd Ñ KrXsăd`e est inversible, on peut

écrire h “ Lf,gpp, qq, avec pp, qq P KrXsăe ˆKrXsăd. On sait que les coefficients de p et

q sont, par Cramer, de la forme

déterminant d’une matrice avec coefficients dans A

respf, gq
.

En effet, h P ArXs. Donc,

prespf, gq ¨ p, respf, gq ¨ qq P ArXsăe ˆ ArXsăd

et

res ¨ h “ respf, gqp ¨ f ` respf, gqq ¨ g.

Corollaire 67. On suppose que A est intègre. Alors il existe pp, qq P ArXsăe ˆ ArXsăd

tel que

pf ` qg “ respf, gq.

(Le cas respf, gq “ 0 est également inclus.)

Démonstration. Si respf, gq ­“ 0, cela suit directement du Théorème précédent appliqué

à h “ respp, qq. Si respf, gq “ 0, alors il exsite pp, qq P KerLf,gzt0u ñ respf, gq “ 0 “

Lf,gpp, qq.

Première application géométrique du resultant

On va recourir plusieurs fois à la propriété suivantes des resultants, laissée comme

exercice.

Exercice 68. Soit ϕ : A Ñ B un morphisme d’anneaux et soit ϕ : ArXs Ñ BrXs le

morphisme d’anneaux définit par
ř

aiX
i ÞÑ

ř

ϕpaiqX
i. Montrer que pour tout couple

d’entiers strictement positifs d et e, et tout couple de polynômes f, g de ArXs, l’équation

ϕpresd,epf, gqq “ resd,epϕpfq, ϕpgqq est vraie.
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Soient f et g des éléments de krX, Y s. En les considérant comme des polynômes en Y

ayant coefficients en krXs, on écrit

f “ adpXqY
d
` ¨ ¨ ¨ ` a0pXq et g “ bepXqY

e
` ¨ ¨ ¨ ` b0pXq

et on suppose que d, e ě 1. Soit

R “ resd,eY pf, gq P krXs.

Maintenant, pour chaque x P k, soit evx : krXs Ñ k l’évaluation en x ; l’extension natu-

relle de evx à krX, Y s sera également désignée par evx (dit autrement, evx : hpX, Y q ÞÑ

hpx, Y q). Par l’exercice 68, on a

resd,epevxpfq, evxpgqq “ Rpxq.

Si px, yq P Zpfq X Zpgq, alors evxpfq P krY s et evxpgq P krY s auront y comme zéro

commun, donc seront divisibles simultannéament par Y ´ y. Ceci entraine Rpxq “ 0.

On obtient :

Théorème 69. Soient prX : k2 Ñ k et prY : k2 Ñ k les projections sur la première

et la deuxième coordonnée respectivement. Alors prXpZpfq X Zpgqq est contenu dans les

zéros de resd,eY pf, gq P krXs. De même, prY pZpfq X Zpgqq est contenu dans les racines de

resd,eX pf, gq P krY s.

(Une autre façon d’arriver à ce résultat : On écritRpXq “ ppX, Y qfpX, Y q`qpX, Y qgpX, Y q

et on note que si px, yq P Zpfq X Zpgq, alors Rpxq “ 0.)

Ceci signifie que si on connait les zéros de R, alors on peut déterminer au moins les

abscisses des zéros communs de f et g. Par contre, le nombre de zéros de R peut ne pas

être si simple à comprendre.

Exemple 70. Soient f “ X2` y2´ 2 et g “ 2X2` Y 2´ 3 et soient C “ Zpfq (cercle de

rayon 2) et E “ Zp2x2 ` y2 ´ 3q (une ellipse). On a

res2,2Y “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 0 X2 ´ 2 0

0 1 0 X2 ´ 2

1 0 2X2 ´ 3 0

0 1 0 2X2 ´ 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ X4
´ 2X2

` 1 “ pX2
´ 1q2

et

res2,2X pf, gq “ Y 4
´ 2Y 2

` 1 “ pY 2
´ 1q2.

On déduit que les points d’intersection appartiennent à tp1, 1q, p1,´1q, p´1, 1q, p´1,´1qu.

On vérifie qu’ils sont en fait tous les points d’intersection.
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Le résultant de polynômes homogènes

Proposition 71. Soit A “ krU1, . . . , Ums. Soient

f “ ad
loomoon

hom. deg 0

Xd
` ¨ ¨ ¨ ` a0

loomoon

hom. deg d

et g “ be
loomoon

hom. deg 0

Xe
` ¨ ¨ ¨ ` b0

loomoon

hom. deg e

des polynômes de ArXs tels que ai soit homogène de degré d ´ i et bi soit homogène de

degré e´ i. Si resd,eX pf, gq ­“ 0, alors resd,eX pf, gq est homogène de degré de.

Démonstration. Soit A1 “ ArT s. On écrira R “ resd,eX pf, gq. Il suit que

RpTUq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ad Tad´1 ¨ ¨ ¨ T da0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 ad ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a0T
d 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 ad ¨ ¨ ¨ T da0

be Tbe´1 ¨ ¨ ¨ T eb0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 be ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ T eb0 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 be ¨ ¨ ¨ T eb0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On multiplie la première ligne par T , la deuxième par T 2, . . . , et la e-ème par T e, ensuite

la pe ` 1q-ème par T , la pe ` 2q-ème par T 2, etc, et la pe ` dq-ème par T d pour obtenir

l’expression suivante∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Tad T 2ad´1 ¨ ¨ ¨ T d`1a0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 T 2ad ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ a0T
d`2 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 T ead ¨ ¨ ¨ T d`ea0

Tbe T 2be´1 ¨ ¨ ¨ T e`1b0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 T 2be ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ T e`2b0 0 ¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 T ebe ¨ ¨ ¨ T e`db0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

“

“ T 1`¨¨¨`e`1`¨¨¨`dRpTUq.

(˚)

Attention, même is la graphie laisse entendre que T d`1a0 et T e`1b0 sont sur la même

colonne, ceci et faux en général : T d`1 est sur la pd`1q-ème colonne tandis que T e`1be est

sur la pe`1q-ème ! Comme le déterminant est multi-linéaire sur ses colonnes, en analysant

le déterminant p˚q, on voit que

T 1`¨¨¨`e`1`¨¨¨`dRpTUq “ T 1`2`¨¨¨`d`eRpUq.
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Comme cette identité est vrai sur ArT,U s, on déduit que

RpTUq “ T
pd`e`1qpd`eq

2
´
pd`1qd

2
´
pe`1qe

2
loooooooooooooomoooooooooooooon

T de

¨ RpU q.

Ceci signifie que RpUq est homogène. (Le lecteur devra refaire la preuve dans le cas d “ 2

et e “ 3 pour voir que malgré les complications graphiques, l’idée est très simple.)
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Cours 9
(4/4/22).

Corollaire 72. Soient f, g P krX, Y s ayant respectivement degrés d ě 1 et e ě 1. Alors

deg resd,eY pf, gq ď de et si f et g n’ont pas de direction asymptotique commune, alors

deg resd,eY pf, gq “ de.

Démonstration. On écrit f “ fd ` ¨ ¨ ¨ ` fd et g “ f0 ` ¨ ¨ ¨ ` ge avec fn et gn homogènes

de degré n. (On observe ici que fd ­“ 0 et ge ­“ 0.) On considère leur homogenisation :

rfpT,X, Y q “ T df0 ` ¨ ¨ ¨ ` T
0fd et rgpT,X, Y q “ T eg0 ` ¨ ¨ ¨T

0ge;

rf, rg P krT,X, Y s sont homogènes de degré d et e respectivement. On écrit maintenant

rf “ adY
d
` ¨ ¨ ¨ ` a0 et rg “ beY

e
` ¨ ¨ ¨ b0;

où ai P krT,Xs est homogène de degré d ´ i et bj est homogène de degré e ´ j. Avec

cette notation, ad et be sont des constantes qui ne peuvent pas être simultanément nuls ;

en effet, ad “ be “ 0 implique X | fd et X | ge (vérifier !), ce qui est exclu par l’hypothèse

concernant les directions asymptotiques.

D’après Prp. 71,
rRpT,Xq “ resd,eY p

rf, rgq

est homogène de degré de. Ensuite, on note que

RpXq :“ resd,eY pf, gq “
rRp1, Xq.

Puisque rR P krT,Xs est homogène de degré de, on peut l’écrire comme

rR “ c0X
de
` c1TX

de´1
` ¨ ¨ ¨ ` cdeT

de,

et

RpXq “ c0X
de
` c1X

de´1
` ¨ ¨ ¨ ` cde.

Alors degR “ de ô c0 ­“ 0. Or, mais c0 “ rRp0, 1q. Donc degR ă de ô rRp0, 1q “ 0.

Ceci implique que rfp0, 1, Y q “ fdp1, Y q et rgp0, 1, Y q “ gep1, Y q ont une racine commune,

c’est-à-dire, fdp1, θq “ gep1, θq “ 0 ñ Zpfdq XZpgeq Ą ZpθX ´ Y q ñ ZpθX ´ Y q est une

direction asymptotique.

Remarques 73. Il est possible de montrer que si deg resd,epf, gq ă de, alors f et g ont

forcément une direction asymptotique commune.

Corollaire 74 (Le petit Théorème de Bézout). Soient f et g des éléments de krX, Y s

ayant respectivement degrés d ą 0 et e ą 0. Soient C et D les courbes planes Zpfq et

Zpgq. Alors, si f et g sont premiers entre eux, il suit que #C XD ď de.
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Démonstration. L’idée est d’appliquer la Prp. 71 et le Thm 69. Il a deux obstacles. (P1)

Il est possible que resd,eY pf, gq soit nul et (P2) il est possible que deux points distincts de

C XD soient sur la même abscisse. La solution est de faire des “mouvements” avec C et

D pour empêcher (P1) et (P2).

Pour chaque λ P k, soit

tλ : k2 ÝÑ k2

l’affinité inversible px, yq ÞÑ px`λy, yq. Il s’agit d’une transvection : les droites horizontales

restent inchangées, mais une translation est faite le long de chacune de ces droites. On

écrit

Cλ “ t´1λ pCq et Dλ “ t´1λ pDq.

On note que Cλ “ Zpt#λ fq et Dλ “ Zpt#λ gq. Il suffit de montrer que #CλXDλ ď de pour

un certain λ. Soit C XD “ tPi :“ pxi, yiq : i “ 1, . . . , ru. Si i ­“ j est un couple tel que

yi ­“ yj, on définit

λij “
xi ´ xj
yi ´ yj

.

Il suit que si λ R tλiju, alors

prX : Cλ XDλ ÝÑ k

est injective. En effet, on a Cλ X Dλ “ tpxi ´ λyi, yiqu, et si xi ´ λyi “ xj ´ λyj, alors

il faudra forcément que i “ j. (Si yi “ yj, alors xi “ xj et donc i “ j. Si yi ­“ yj, alors

λpyi ´ yjq “ xi ´ xj, ce qui est impossible par construction de λ.) Ceci exclut P2.

On élimine maintenant le problème P1. Il s’agit d’une technique assez simple qui

trouvera son utilité dans d’autres contextes, alors on l’écrira comme un exercice.

Exercice 75. Soit h P krX1, . . . , Xn, Y s de degré d ą 0. Si hd désigne sa composante

homogène de degré d, alors la coefficient de Y d dans le polynôme

hpX1 ` λ1Y, . . . , Xn ` λnY, Y q

est hdpλ1, . . . , λn, 1q.

D’après ce résultat, on voit que si fdpλ, 1q ­“ 0, alors le coefficient de Y d dans t#λ f est

non-nul. Par conséquent, si resd,eY pt
#
λ f, t

#
λ gq “ 0, on doit forcément conclure que t#λ f et

t#λ g ne sont pas premiers entre eux (Proposition 65). Mais ceci est impossible car f et g

le sont et t#λ : krX, Y s Ñ krX, Y s est un automorphisme.

Le Petit Théorème de Bézout possède déjà plusieurs applications qui seront présentés

comme exercices. Par contre, on souhaite comprendre le théorème de Bézout de façon plus

générale. Il faut passer à la géométrie projective.
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.

Figure 2 – A. Dürer, Dessin à la fin de Underweysung der Messung, Nürnberg 1525

Géométrie projective

On commence par l’exemple des droites L “ ZpXq et M “ ZpX ´ 1q. Clairement,

L X M “ ∅, mais en faisant le dessin, on se convaincra que L et M se rencontrent

“à l’infini”. D’où vient ce phénomène ? Soit E “ R3 et plaçons L et M dans le plan

Π “ t1u ˆ R2. Soit S2 la sphère de rayon 1 et centre à l’origine. Relions chaque point

de Π à S2 par la projection π : p ÞÑ
p

}p}
. Les images de πpLq et πpMq deviennent

des (morceaux de) méridiens. On pourrait alors dire que les “droites” πpLq et πpMq se

rencontrent aux pôles. Mais, si au lieu de travailler avec S2, on se concentre à l’espace des

droites vectorielles de R3, on obtiendra que “M et L se rencontrent à l’axe des y”.

Définition 76. L’ensemble des droites vectorielles de k3 est l’espace projectif P2.

Il est traditionnel, étant donné in point pt, x, yq P k3zt0u, d’écrire

pt : x : yq “ droite vectorielle de k3 passant par pt, x, yq.

Il suit, par exemple, que pt : x : yq “ pλt : λx : λyq pour λ P k˚. Le point p0 : 0 : 0q

n’existe pas. Soit

Π ÝÑ P2, p1, x, yq ÞÝÑ p1 : x : yq;

il s’agit clairement d’une fonction injective et on obtient une “copie” de k2, en identifiant

k2 “ Π, dans P2. Son image sera désignée par pk2q0. Avec cette idée, on commence à

penser aux points du plan comme étant des droites. Voir la Figure 2.
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Ceux qui souhaitent comprendre comment les peintres et architectes d’autrefois ont

contribué aux mathématiques, peuvent lire le chapitre III de l’excellent livre de Pierre

Thuiller [5].

Exercice 77. Montrer que P2 r pk2q0 “ tD P P2 : D parallèle à Πu. L’ensemble

Ω :“ P2 r pk2q0

est la droite à l’infini. Ses points sont les points à l’infini. Il est aussi commode de parler

des points de pk2q0 comme étant des points à distance finie.

De même, les fonctions

k2 ÝÑ P2

k2 ÝÑ P2

pt, yq ÞÑ pt : 1 : yq

pt, xq ÞÑ pt : x : 1q

sont des injections. Leurs images respectives seront notées par pk2q1 et pk2q2. Clairmenet,

P2
“ pk2q0 Y pk

2
q1 Y pk

2
q2.

Exercice 78. Décrire les complémentaires P2r pk2q1 et P2r pk2q2 de façon géométrique

comme à l’exercice 77.

Exercice 79. Soit k “ R et munissons P2 de la topologie quotient suivante. Soit ψ :

S2 Ñ P2 la fonction qui à chaque p P S2 associe la droite Rp. On dira que U Ă P2 est

ouvert si ψ´1pUq est ouvert de S2.

1) Montrer que P2 est compact.

2) Montrer que la bijection naturelle R2 Ñ pR2q0 est un homéomorphisme.

3) Montrer que Ω est homéomorphe au cercle unitaire S1.

4) Montrer que pR2q0 est dense dans P2.

La compacité de P2 est l’un de ses points remarquables. Il est possible, à l’aide de ψ,

de donner à P2 la structure d’une variété différentielle de classe C8 et le fait que P2 soit

plus naturellement construit de façon abstraite et non dans un espace euclidien RN est

une des bonnes raisons pour l’introduction des variétés différentielles abstraites. Voir le

dernier chapitre de [6]. Il est néanmoins possible de voir P2 comme sous-variété de S4, cf.

l’exercice 16 de la page 29 dans [7].
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La clôture projective

On souhaite maintenant passer de k2 à P2 à l’aide de pk2q0 “ Π. Soit C “ Zpfq, qu’on

regarde comme un sous-ensemble de k2 “ pk2q0. En prenant toutes les droites qui relient

l’origine à un point de C, on obtient un “cône” pC Ă k3 : C’est un sous-ensemble contenant,

pour chaque p P pC, la droite k ¨ p. (Il ne s’agit pas vraiment d’un cône, sauf dans le cas où

C est un cercle.) Ensuite, on observe que chaque polynôme homogène F P krT,X, Y sr k

donne lieu à un “cône” tpt, x, yq F pt, x, yq “ 0u.

On se concentre ainsi sur les polynômes homogènes. Or, si F est homogène, alors F

s’annule sur ∆ P P2 ô F s’annule sur un point de ∆ distinct de l’origine. On dira ainsi

que F p∆q “ 0. Par contre, si F pt, x, yq ­“ 0, alors il n’a aucune valeur numérique qui

puisse être associée à F pt : x : yq !

Définition 80. Si F P krT,X, Y s est homogène et non-constant, on écrira ZpF q “
t∆ P P2 : F p∆q “ 0u. Une courbe plane projective est un sous-ensemble C de P2 de la

forme ZpF q, avec F non-constant. De plus, on dira que C est irréductible s’il est possible

de prendre F irréductible. Une droite projective est une courbe projective Zp`q avec `

homogène de degré 1.

Remarques 81. Avec cette définition, Ω est la droite ZpT q.

Définition 82. Soit C “ Zpfq une courbe plane. On définit la clôture projective de C

comme étant C “ Zpfrq. C’est la courbe projective associée à C.

Exercice 83. Soient g “ X2 ` Y 2 ´ 1 et Γ “ Zpgq Ă R2. Quel est l’équation de

Γ X pR2q1, et comment appeler cette courbe plane ? Interpretez ceci à l’aide du cône
pΓ “ tpt, x, yq P k3 : rgpt, x, yq “ 0u. (Voir la Figure 3)
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.

Figure 3 – Sections coniques

Cours 11 et 12
(20/04/22 et 24/04/22).

On souhaite maintenant démontrer le théorème de Bézout en toute généralité. L’idée est

similaire à celle de la version faible ; on doit supposer que les points d’intersection sont

dans une configuration agréable et appliquer ce qu’on sait sur le résultant.

Soit k algébriquement clos. Soit F P krT,X, Y s homogène de degré d ą 0, et soit

G P krT,X, Y s homogène de degré e. On suppose que F et G sont premiers entre eux et

on désigne par C et D les courbes planes associées. Le fait que F et G sont premiers entre

eux assure que l’ensemble C XD est fini.

Soit

R “ resd,eY pF,Gq P krT,Xs.

En écrivant

F “ F0pT,Xq
looomooon

hom. deg 0

Y d
` ¨ ¨ ¨ ` FdpT,Xq

looomooon

hom. deg d

Y 0

et

G “ G0pT,Xq
loooomoooon

hom. deg 0

Y e
` ¨ ¨ ¨ `GepT,Xq

loooomoooon

hom. deg e

Y 0,

la propos. 71 assure que R est homogène de degré de.

Hypothèse 84. Z “ p0 : 0 : 1q R C XD.
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Avec cette hypothèse, on observe que aucun point de C XD a la forme p0 : 0 : yq ; en

effet, p0 : 0 : yq “ Z. Sans perte de généralité, on peut supposer Z R C. De plus, on voit

que cette hypothèse n’est pas déraisonnable : l’ensemble C XD est fini, on peut très bien

fixer un point de la droite à l’infini Ω qui ne soit pas dans C XD.

On passe maintenant à une deuxième hypothèse. Soit P1 l’ensemble des droites vec-

torielles de k2.

Hypothèse 85. La fonction

π : C XD ÝÑ P1, pt : x : yq ÞÝÑ pt : xq

est injective.

Comment comprendre cette hypothèse géométriquement ? 7 Soit Ω1 “ ZpY q. Claire-

ment, Z R Ω1. Pour chaque P P P2 r tZu, il existe une unique droite projective ZP

contenant Z et Q. Comme on est dans P2, l’ensemble ZP X Ω1 et un singleton ! En fait,

si P “ pt : x : yq, il n’est pas difficile de voir que ZP X Ω1 “ tpt : x : 0qu. L’hypothèse 85

en fait dit quelque chose de géométrique : pour P,Q P C XD, les trois points Z, P,Q ne

sont jamais colinéaires.

Dans un souci d’économie, on dira que les courbes satisfaisant les Hypothèses 84 et

85 sont en bonne position. On va maintenant démontrer le Théorème de Bézout dans ce

contexte.

Comme F p0, 0, 1q “ F0 P k, on voit que F0 ­“ 0. Donc, la Proposition 71 assure que

R ­“ 0, car on a supposé F et G premiers entre eux.

Comme k est alg. clos,

R “ λ
m
ź

j“1

`µj ,

où

— λ P k˚,

— `j P krT,Xs est homogène de degré 1,

— Si i ­“ j, alors `i et `j ne sont pas proportionels.

— µj ą 0.

Soit Qj P P1 l’unique zéro de `j.

Lemme 86. tQ1, . . . , Qmu “ Impπq et π : C XD Ñ ZpRq est une bijection.

Démonstration. Soit Qj “ ptj : xjq. Or, Rptj, xjq “ 0 ñ

F ptj, xj, Y q P krY s et Gptj, xj, Y q P krY s

7. Les arguments qui suivent ont besoin d’une compréhension plus solide de la géométrie projective ;

ceci a été travaillé dans une feuille d’exercices.
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ont au moins un zéro commun, disons yj. Donc ptj : xj : yjq P C X D. De plus, soit

P “ pt : x : yq P C XD. (Rappel : pt, xq ­“ p0, 0q.) Comme

F pt, x, Y q P krY s et Gpt, x, Y q P krY s

s’annulent sur y, on déduit que Rpt, xq “ 0.

Définition 87. Si C et D sont en bonne position, on définit la multiplicité d’intersection

au point P P C XD comme étant la µj si πpP q “ Qj. Notation : xC,DyP .

Avec cette définition, le fait que degR “ de se traduit immédiatement dans :

Théorème 88 (Bézout).
ÿ

PPCXD

xC,DyP “ de.

Il faut maintenant supprimer les hypothèses pour définir la multiplicité d’intersection.

Comme pour le cas de la multiplicité d’intersection entre une courbe et une droite, on

fera appel aux “transformations”.

Définition 89. Soit α P GL3pkq. La transformation projective induite par α est la fonction

rαs : P2 Ñ P2 définie par ∆ ÞÑ αp∆q pour chaque ∆ P P2. Une fonction P2 Ñ P2 est

une transformation projective si elle est de la forme rαs pour un certain α P GL3pkq. Le

groupe des transformations projectives sera désigné par P dans la suite. 8

Exercice 90 (L’analogue de la Prp. 56). Soit α P GL3pkq. Montrer que rαs´1pZpHqq “
Zpα#Hq, où α# : krT,X, Y s Ñ krT,X, Y s est le morphisme défini par

¨

˚

˝

α#T

α#X

α#Y

˛

‹

‚

“ α

¨

˚

˝

T

X

Y

˛

‹

‚

.

Soient maintenant ∆ “ ZpΦq et Γ “ ZpΨq des courbes projectives telles que Φ et

Ψ sont premiers entre eux. Pour chaque P P Γ X ∆, comment définir la multiplicité

d’intersection xΓ,∆yP ? L’idée est simple : on trouve une transformation projective τ telle

que rτ s´1pΓq et rτ s´1pΓq soient en bonne position et pour chaque P P ΓX∆, on décrète

xΓ,∆yP :“ xrτ s´1pΓq, rτ s´1p∆qrτ s´1pP q.

Par contre, il est envisageable que le choix de τ fasse la définition contradictoire. On doit

montrer le résultat suivant, qui est tiré de [8].

8. On démontre facilement que P » GL3pkq{Z, où Z sont les matrices scalaires. Le groupe GL3pkq{Z,

noté par PGL3pkq, est le groupe linéaire général projectif.
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Théorème 91. On suppose que C et D sont en bonne position. Soit α P GL3pkq telle que

rαs´1pCq et rαs´1pDq sont aussi en bonne position. Alors pour chaque P P P2, l’on a

xC,DyP “ xrαs
´1
pCq, rαs´1pDqyrαs´1pP q

Démonstration. On introduit neuf variables U,U 1, U2, V, . . . ,W 2. Soit

O “ krU,U 1, U2, V, . . . ,W 2
s

et K “ FrpOq. On considère P2pKq l’ensemble des droites vectorielles de K3 et on

considère P2 comme étant contenu dans P2pKq. On fera quelques fois appel aux mor-

phismes de évaluation

evalI : O ÝÑ k

définie par
¨

˚

˝

U U 1 U2

V V 1 V 2

W W 1 W 2

˛

‹

‚

ÞÝÑ

¨

˚

˝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

et

evalα : O ÝÑ k

définie par
¨

˚

˝

U U 1 U2

V V 1 V 2

W W 1 W 2

˛

‹

‚

ÞÝÑ α.

Soient CK et DK les courbes dans P2pKq définies par F et G. Il n’est pas difficile de

voir que l’inclusion CK XDK Ą C XD est une égalité.

Maintenant on considère la transfo. proj. générique

A : P2
pKq ÝÑ P2

pKq

∆ ÞÝÑ

¨

˚

˝

U U 1 U2

V V 1 V 2

W W 1 W 2

˛

‹

‚

p∆q

Ensuite

A´1pCKq “ ZKpA
#F q et A´1pDKq “ ZKpA

#Gq.

On remarque que A#F et A#G sont des éléments de OrT,X, Y s et que evalIpA
#F q “ F

tandis que evalαpA
#F q “ α#F .

Les courbesA´1pCKq etA´1pDKq sont en bonne position. Par exemple, si Z P A´1pCKqX

A´1pDKq, on déduit que

F pAp0, 0, 1qq “ GpAp0, 0, 1qq “ 0.
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Or, utilisant la spécialisation evalI : O Ñ k, on obtiendra F p0, 0, 1q “ Gp0, 0, 1q “ 0, ce

qui est exclu. De plus,

A´1pCKq X A
´1
pDKq “ A´1pC XDq.

On observe que si

rA “

¨

˚

˝

rU rU 1 rU2

rV rV 1 rV 2

ĂW ĂW 1
ĂW 2

˛

‹

‚

est la matrice complémentaire 9 de A, alors

A´1pCKq X A
´1
pDKq “ rApC XDq; (:)

en effet, A´1 et rA ont le même effet sur les droites de K3. À ce moment, on note que
rA P Mat3pOq.

Soit K une extension algébriquement close de K. Il suit que

S :“ resd,eY pA
#F,A#Gq

loooooooooomoooooooooon

POrT,Xs

“ Λ ¨
n
ź

j“1

L
νj
j ,

où

— Λ P K
˚
,

— Lj P KrT,Xs est homogène de degré 1,

— Si i ­“ j, alors Li et Lj ne sont pas proportionels.

— νj ą 0.

Le fait que les polynômes Lj soient dans KrT,Xs peut être raffiné.

Comme avant, si π : P2pKqr tZu Ñ P1pKq est la projection de centre Z, alors

πpA´1pCK XDKqq “ zéros de S dans P1
pKq

“ zéros de L1, . . . , Ln.

Par contre, p:q dit que

πpA´1pCK XDKqq “ πp rApC XDqq.

Ceci implique que si

C XD “ tptj : xj : yjqu
m
j“1

9. Je ne suis jamais certain de la terminologie Francophone pour cela. La matrice complémentaire est

telle que A rA “ detpAqI.
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alors rApC XDq est s
!

prUtj ` rU 1xj ` rU2yj : rV tj ` rV 1xj ` rV 2yj : ĂWtj `ĂW 1xj `ĂW 2yjq
)m

j“1
.

Donc

zéros de

L1, . . . , Ln
“ πp rApC XDqq

“

!

prUtj ` rU 1xj ` rU2yj : rV tj ` rV 1xj ` rV 2yjq
)m

j“1

Or, ce dernier ensemble possède m éléments : si

prUti ` rU 1xi ` rU2yi : rV ti ` rV 1xi ` rV 2yiq “ prUtj ` rU 1xj ` rU2yj : rV tj ` rV 1xj ` rV 2yjq

alors par spécialisation

pti : xiq “ ptj : xjq ñ i “ j.

On peut ainsi supposer que Lj s’annule sur le point

prUtj ` rU 1xj ` rU2yj : rV tj ` rV 1xj ` rV 2yjq P P1
pKq.

Donc :

Lj “ Λj ¨

”

prV tj ` rV 1xj ` rV 2yjq ¨ T ´ prUtj ` rU 1xj ` rU2yjq ¨X
ı

avec Λj P K
˚
. On obtient

S “ Λ ¨
m
ź

j“1

Λ
νj
j ¨

m
ź

j“1

”

prV tj ` rV 1xj ` rV 2yjq ¨ T ´ prUtj ` rU 1xj ` rU2yjq ¨X
ıνj

loooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

POrT,Xs

.

Il suit que le coefficient Λ ¨
śm

j“1 Λ
νj
j appartient à O. On spécialise pour obtenir

evalIpSq “ evalI

˜

Λ ¨
m
ź

j“1

Λ
νj
j

¸

¨

m
ź

j“1

rxj ¨ T ´ tj ¨Xs
νj

En spécialisant via α “

¨

˚

˝

a a1 a2

b b1 b2

c c1 c2

˛

‹

‚

:

evalIpSq “ evalα

˜

Λ ¨
m
ź

j“1

Λ
νj
j

¸

¨

m
ź

j“1

”

prbtj `rb1xj `rb2yjq ¨ T ´ pratj ` ra1xj ` ra2yjq ¨X
ıνj

,

où on a utilisé la même notation pour la matrice complémentaire. Or, il est clair que

evalIpSq “ resd,eY pF,Gq
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et

evalαpSq “ resd,eY pα
#F, α#Gq.

Ceci est suffisant pour montrer le théorème.

Exemple 92. Soient C le cercle donné par ZCpfq où f “ X2`Y 2´1 et D le cercle donné

par ZCpgq avec g “ pX ´ 3q2 ` Y 2 ´ 1. Les courbes projectives associées sont C “ Zp rfq,
où rf “ X2` Y 2´ T 2, et D “ ZCprgq où rg “ X2´ 6XT ` 9T 2` Y 2´ T 2. On observe que

p0 : 0 : 1q R C YD. De plus,

res2,2Y pf, gq “ 9p2X ´ 3q2.

On déduit que sur pC2q0, les courbes C et D se coupent sur p3{2,˘i
?

5{2q. Les points

C XD X Ω sont les zéros de X2 ` Y 2 “ 0, donc p0 : 1 : ˘iq. Il suit que

C XD “ tp1 : 3{2 : ˘i
?

5{2q, p0 : 1 : ˘iqu;

Comme
ř

P xC,DyP “ 4, on voit que chaque point a multiplicité 1.
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