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Singularités

Exercice 1 (Dérivations). Soit A une k-algèbre. Une application k-linéaire B : A Ñ A

est dite une dérivation si elle satisfait la règle de Leibniz

Bpfgq “ f ¨ Bpgq ` Bpfq ¨ g (L)

pour tous f, g P A.

(1) Soit B : A Ñ A une dérivation. Montrer que la règle usuelle Bpfnq “ nfn´1Bpfq est

vraie. Utiliser cela pour prouver que si k est de caractéristique p ą 0, alors Bpfpq “ 0

pour tout f P A.

(2) Montrer que si B est une dérivation, alors aB : f ÞÑ a ¨ Bpfq est aussi une dérivation

pour chaque a P A. Montrer que toute dérivation B de P “ krX1, . . . , Xns a la forme
řn

i“1 fiBi, où Bi est la dérivée rapport à Xi et fi est un élément de P .

(3) Soit Φ : A1 Ñ A un morphisme de k–algèbres. Montrer que si B : A Ñ A est une

dérivation, alors BΦ : A1 Ñ A satisfait

BΦpfgq “ BΦpfq ¨ Φpgq ` Φpfq ¨ BΦpgq pour tout f, g P A1. (LΦ)

(4) Soient Y1, . . . , Yn des éléments de P “ krX1, . . . , Xns et soit

Φ : P ÝÑ P

le morphisme de k-algèbres définit par Xi ÞÑ Yi. Montrer la règle de la châıne :

´

B1pΦpfqq ¨ ¨ ¨ BnpΦpfqq
¯

“

´

ΦpB1pfqq ¨ ¨ ¨ ΦpBnpfqq
¯

¨

¨

˚

˝

B1Y1 ¨ ¨ ¨ BnY1

...
. . .

...

B1Yn ¨ ¨ ¨ BnYn

˛

‹

‚

.

(Une façon moins encombrante d’écrire cette règle est BjpfpY qq “
řn

i“1 BifpY q ¨BjYi.)

Indication : Prouver que les applications k-linéaires

f ÞÑ BjΦpfq et f ÞÑ
n
ÿ

i“1

ΦpBifq ¨ BjYi

satisfont la “formule de Leibniz” pLΦq.
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(5) Utiliser les questions précédentes pour montrer que si ϕ : k2 Ñ k2 est une transforma-

tion affine inversible et C Ă k2 une courbe plane, alors C P SingpCq si et seulement

si ϕ´1pP q P Singpϕ´1pCqq.

Exercice 2. Soit C Ă C2 une conique. Montrer que si C est singulière, alors C est

réductible, c’est-à-dire, C “ LYM avec L et M des droites.

Exercice 3. On suppose k algébriquement clos.

(1) Montrer que si f P krX, Y s est homogène de degré n ą 0, alors il existe des polynômes

homogènes de degré un, `1, . . . , `m, tels que

(a) le polynôme f s’écrit comme `e11 ¨ ¨ ¨ `
em
m pour des entiers ei ą 0.

(b) `i et `j ne sont pas associés si i ­“ j.

Montrer que les polynômes `i sont uniques, à multiplication scalaire près. Les droites

Zp`iq sont les tangentes à Zpfq en O.

Soit f P krX, Y s non-constant et sans facteur carré. On suppose que O P Zpfq et

qu’il est un point de multiplicité n ą 0. Soit f “ fn ` ¨ ¨ ¨ , avec fi homogène de degré

i. Les tangentes à Zpfq en O sont les tangentes à Zpfnq en O.

(2) Déterminer les tangentes à L “ ZCppX
2 ` Y 2q2 ´ pX2 ´ Y 2qq en O.

(3) Soit f P krX, Y s un polynôme non-constant et sans facteur carré et C la courbe plane

qui s’en déduit. On suppose que O P C est un point de multiplicité n ą 0. Monter

que xC,DyO ą multOpCq si et seulement si D est une tangente.

(4) Soit f P krX, Y s un polynôme non-constant et sans facteur carré et C la courbe

plane qui s’en déduit. Soit P P C un point de multiplicité n. Soient α et β des

transformations affines inversibles telles que αpOq “ βpOq “ P . Soient tDiu
r
i“1 les

tangentes à α´1pCq en O et tEiu
s
i“1 les tangentes à β´1pCq en O. Montrer que r “ s

et que, à moins d’une permutation, l’on a αpDiq “ βpEiq.

Exercice 4. Soit f “ X2 ´ Y pX2 ` Y 2q et soit C “ ZCpfq la Cissöıde. Déterminer tous

ses points singuliers et, pour chacun de ces points, leurs tangentes.

Le résultant

Exercice 5 (Nombres algébriques). On dit que α P C est algébrique si α est racine

d’un certain f P QrXs de degré strictement positif. Dans ce cas, f est dit un polynôme

annulateur de α. Soient α et β des nombres algébriques tels que fpαq “ 0, respectivement

gpβq “ 0, avec f P QrXs de degré d ě 1 et g P QrXs de degré e ě 1. Montrer que

resd,eY pfpX ´ Y q, gpY qq est un polynôme anulateur de α ` β. En déduire un polynôme

anulateur pour le nombre réel
?

2`
?

3.
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.

Figure 1 – La cissöıde

Exercice 6 (Le résultant et les racines). Soit k un corps quelconque. Soient d et e des en-

tiers strictement positifs. Étant données des variables U1, . . . , Ud, V1, . . . , Ve, on considère

l’anneau

A “ krU1, . . . , Ud, V1, . . . , Ves

ainsi que deux polynômes de ArXs :

F “ pX ´ U1q ¨ ¨ ¨ pX ´ Udq et G “ pX ´ V1q ¨ ¨ ¨ pX ´ Veq;

Dans la suite, soit

R “ resd,eX pF,Gq

et soit

S “
ź

1ďiďd
1ďjďe

pUi ´ Vjq.

(1) Pour chaque couple i P t1, . . . , du et j P t1, . . . , eu, soit

Ai “ krU1, . . . , Ui´1, Ui`1, . . . , Ud, V1, . . . , Ves

l’anneau de polynômes avec la variable Ui omise et soit

ϕij : A ÝÑ Ai

le morphisme

f ÞÝÑ fpU1, . . . , Ui´1, Vj, Ui`1, . . . , Ud, V1, . . . , Veq

obtenu en remplaçant Ui par Vj. Si ϕij : ArXs Ñ AirXs désigne l’extension naturelle

de ϕij, montrer que resd,eX pϕijpF q, ϕijpGqq “ 0. En déduire que Ui ´ Vj divise R.

(2) Montrer que S | R.

(3) Utiliser le degré de R pour montrer que R “ S.
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(4) Soient K un corps arbitraire, d et e des entiers strictement positifs. On se donne a, b P

K ainsi que pα1, . . . , αdq P K
d et pβ1, . . . , βeq P K

e. Montrer que si f “ a
śd

i“1pX´αiq

et g “ b
śe

j“1pX ´ βjq, alors

resd,epf, gq “ aebd
d
ź

i“1

e
ź

j“1

pαi ´ βjq.

En déduire que si d ě 1, alors

resd,d´1
pf, f 1q “ a2d´1

ź

i ­“j

pαi ´ αjq.
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