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Le résultant

Exercice 1 (Nombres algébriques). On dit que α P C est algébrique si α est racine

d’un certain f P QrXs de degré strictement positif. Dans ce cas, f est dit un polynôme

annulateur de α. L’ensemble des nombres algébriques sera désigné par Q.

1) Soient α et β des nombres algébriques tels que fpαq “ 0, respectivement gpβq “ 0,

avec f P QrXs de degré d ě 1 et g P QrXs de degré e ě 1. Montrer que, si ϕpX, Y q “

fpX ´ Y q et ψpX, Y q “ gpY q, alors resd,eY pϕ, ψq est un polynôme annulateur de α` β.

En déduire un polynôme annulateur pour le nombre réel
?

2`
?

3.

2) Soient α et β des nombres algébriques. Montrer que αβ est aussi algébrique. Indication :

Construire des polynômes ϕ, ψ P QrX, Y s, similaires à ceux de la question précédente,

tels que ϕpαβ, βq “ 0.

3) En déduire que Q est un sous-corps de C.

4) Soit α un nombre algébrique avec polynôme annulateur f et soit g P QrXs un polynôme

non-nul. Déterminer un polynôme annulateur pour β :“ gpαq. Indication : Trouver un

polynôme ϕpX, Y q tel que ϕpβ, αq “ 0. Appliquer ceci pour trouver un polynôme

annulateur de 2 3
?

2` 3
?

4´ 1.

Exercice 2. Soit k un corps arbitraire. Soient aptq, vptq P krts et bptq, wptq P krtszt0u.

Soient ϕ “
a

b
et ψ “

v

w
des éléments de kptq.

(1) Déterminer f P krt, xsr t0u et g P krt, ysr t0u tels que fpt, ϕq “ 0 et gpt, ψq “ 0.

(2) À l’aide d’un résultant, déterminer un R P krx, ys tel que Rpϕ, ψq “ 0.

(3) Déterminer une courbe algébrique irréductible C Ă R2 contenant l’image de la fonc-

tion α :

α : R ÝÑ R2 t ÞÑ

ˆ

t

1` t2
,
1´ t2

1` t2

˙

Exercice 3. Soient f P krX, Y s et g P krX, Y s des polynômes de degré d ě 1 et e ě 1

respectivement.

1) Montrer que rpXq :“ resd,eY pf, gq est de degré au plus de. Indication : Si f “
řd

i“0 fi et

g “
ře

i“0 gi sont tels que fi et gi sont homogènes de degré i, étudier le resultant des

homogénéisations f̃ “
řd

i“0 T
d´ifi et g̃ “

ře
i“0 T

e´igi, où T est une nouvelle variable.
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2) Montrer que si deg r ă de, alors fd et ge, définies dans la question précédente, ne

sont pas premiers entre eux. En déduire que si k et algébriquement clos, alors f et g

possèdent une droite asymptotique commune.

3) Donner un exemple où deg r ă de.

Exercice 4 (Le résultant et les racines). Soit k un corps quelconque. Soient d et e des en-

tiers strictement positifs. Étant données des variables U1, . . . , Ud, V1, . . . , Ve, on considère

l’anneau

A “ krU1, . . . , Ud, V1, . . . , Ves

ainsi que deux polynômes de ArXs :

F “ pX ´ U1q ¨ ¨ ¨ pX ´ Udq et G “ pX ´ V1q ¨ ¨ ¨ pX ´ Veq;

Dans la suite, soit

R “ resd,eX pF,Gq

et soit

S “
ź

1ďiďd
1ďjďe

pUi ´ Vjq.

(1) Pour chaque couple i P t1, . . . , du et j P t1, . . . , eu, soit

Ai “ krU1, . . . , Ui´1, Ui`1, . . . , Ud, V1, . . . , Ves

l’anneau de polynômes avec la variable Ui omise et soit

ϕij : A ÝÑ Ai

le morphisme

f ÞÝÑ fpU1, . . . , Ui´1, Vj, Ui`1, . . . , Ud, V1, . . . , Veq

obtenu en remplaçant Ui par Vj. Si ϕij : ArXs Ñ AirXs désigne l’extension naturelle

de ϕij, montrer que resd,eX pϕijpF q, ϕijpGqq “ 0. En déduire que Ui ´ Vj divise R.

(2) Montrer que S | R.

(3) Utiliser le degré de R pour montrer que R “ S.

(4) Soient K un corps arbitraire, d et e des entiers strictement positifs. On se donne a, b P

K ainsi que pα1, . . . , αdq P K
d et pβ1, . . . , βeq P K

e. Montrer que si f “ a
śd

i“1pX´αiq

et g “ b
śe

j“1pX ´ βjq, alors

resd,epf, gq “ aebd
d
ź

i“1

e
ź

j“1

pαi ´ βjq.

En déduire que si d ě 1, alors

resd,d´1pf, f 1q “ a2d´1
ź

i ­“j

pαi ´ αjq.
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