Les pages suivantes sont le fruit d’une légere révision de mes notes pour le cours “Géométrie
différentielle” du Master 1 de mathématiques fondamentales, délivré a Montpellier entre janvier

et mai 2026. Ma présentation de la théorie est tres proche a celle de [Mil] et [GP], qui doivent

étre consultées.

To get to grips with this question we have to appreciate that mathematics is a human
activity and that it reflects the nature of human understanding. Now the commonest
way of indicating that you have understood an explanation is to say “I see”. This
indicates the enormous power of vision in mental processes, the way in which the
brain can analyse and sift what the eye sees.

M. F. Atiyah, dans What is Geometry?

Montpellier, Juillet 2026
Joao Pedro dos Santos.


https://www.ime.usp.br/~pleite/pub/artigos/atiyah/what-is-geometry.pdf

Cours 1
(19 janvier 2026).

Rappels du calcul différentiel

Notation 1. Dans tout ce cours, |v| désigne la norme euclidienne d’un vecteur v € R". SiU < R"

est ouvert et f: U — R™ est une fonction, on désigne par 0y f(z) la k-eme dérivée partielle de

f(p+tey) — f(p)

dérivée directionnelle. Clairement 0Oy f = 0, f.

f au point z, i.e. dxf(p) = PII(I) . De méme, pour v € R", on désigne par 0, f sa

Soit U < R™ ouvert. f : U — R™ fonction. LA k-éme dérivée partielle de f est notée 0 f. On

dit que f est lisse si 0;, - -- 0;, (f) existe pour toute suite 1 <iy,...,9 < n.
Remarque 2. 11 est possible de faire de la géométrie différentielle avec des fonctions moins

dérivables.

On dit que g : U — R™ est dérivable au point p € U si

gp+v) =g(p) +T(v) +r(v)

« T : R™ — R™ est linéaire, et

* lim@ =
v—0 |U|

L’application linéaire T est la dérivée de f; notation T'(v) = Df(p) - v.

Théoréeme 3 (Rappel). Soit f = (fi1,..., fm): U — R™. Sont équivalentes :
(i) f est dérivable en tout p € U et la fonction Df : U — R™*™ est continue.

(ii) Pour tout v € R™, pour tout p € U, la dérivée directionnelle 0, f(p) existe et est continue

sur U.

(iii) Orf,...,0n existent et sont continues comme fonctions U — R™.

Démonstration. 1 = ii. Par définition

iy L@+ 10) — f(P)

t—0 t

= Ds(p)-v+lim " D)

existe. Donc 0, f(p) existe et vaut Df(p) - v. Comme p — D f(p) est continue et M — M - v est

une fonction continue de R"™*™ dans R", il suit que p — 0, f(p) est continue.
11 = 111 est un cas particulier, ou 'on pose v = ey.

iii = 1. On peut traiter que le cas m = 1. En effet, si D f;(p) - v existe pour tout 4, p et v, alors

Df(p) : v — (Dfi(p) - v,...,Df(p) - v) est une application linéaire telle que

f(p+v)—f(p)=Df(p)-v+r(v)



r(v
ol hn% |(|) = 0. On suppose désormais m = 1 et on montre que f est dérivable. Soient p =
v—> v

(p1,---,pn) et v = (v1,...,0,). Soit
r(v) == fp+v) - Z

On applique les thm. des accroissements finis :

f(pl+'U17~--,pn+vn)*f(p17p2,~~-7pn) :f(p1+vlv"'apn+vn)*f(p17p2+v27--'7pn+vn)+
+ f(p1,p2 +v2, ..., D0+ vn) = f(P1,D2, -+, Pn + Vn)+

_l_

+ f(p17 < yPn—1,Dn + UTL) - f(p17p27 o 7pn)
= alf(pl + 917)17])2 + V2,...,Dn + Un) * U1
+ 02f (p1,p2 + O2v2, ..., pn + V) - v2+

+ e
= nf(plap% -y Pn—1,Pn + envn) * Un.-
Si|(z1,...,%n)|0 = max|z;|, alors pour des certains qi,...,q, € R™ tels que [p — ¢jlo < |v]o,
l'on a
= [0, f(q;) = 0;£(p)] - ol
Jj=1 ——
<1
r(v) o o
t ﬁ — 0 quand v — 0 grace a la continuité de 0; f.
v

Les résultats suivants sont fondamentaux :

Théoréme 4 (Regle de la chaine). Soient U Lys, R, avec f et g lisses. Alors go f est lisse
et

D(go f)(p) -7 =Dg(f(p)) - (Df(p) - v).

Théoréme 5 (TIL). Soit f: U — R" lisse. On suppose Df(p) : R™ — R" inversible pour un
certain p € U. Alors il existe des voisinages V 3 p et W 2 f(p) tels que f : V — W est bijective
et f~1:W — V est lisse.

Remarque 6. Une application f : U — V entre ouverts t.q. f et f~! sont lisses est un
difféomorphisme. Une application f : U — V entre ouverts t.q. pour chaque p € U, il existe
des ouverts p € U’ et f(p) € V' tels que f : U — V' soit un difféomorphisme est dit un
difféomorphisme local.

Ezxemple 7. Soit
pol: R? — R2?  (1,0) —> (rcos@,rsinf).



§ —rsinf
Dy(r,0) = €08 e = det=r.
sinf rcosf

Soit U, = R x (a,a + 27). Soit L, la demi-droite {(rcosa,rsina) : r > 0} et V, = R? \ L,.
Alors pol est difféo entre U, et V,. Remarque. Tout le monde connait les fonctions utilisées pour

construire pol. Par contre, 'inverse
pol ' : R2~ {(rcosa,rsina) : 7 <0} — Rxg X (a,a + 27)
n’a pas de nom célébre!
Exercice 8 (Coordonnées cylindriques). Soit cyl : R® — R3,
(r,0,2z) —> (rcosf,rsinb, z).

Soit U, = Rsg x (a,a + 27) x R. Soit P, le demi-plan {(rcosa,rsina,z) € R® : r > 0} et
V, = R3 \ P,. Prouver que cyl : U, — V, est difféo. En particulier,

eyl : Rog x (=7, 4+7) x R = R3~ {(z,0,2) : = <0}.



Cours 2
(26 janvier 2026).

Variétés

On commence avec un rappel. Soit (E,7) un espace topologique. Tout X < FE vient avec une
topologie Tx = {U € P(X) : U =U n X pour un certain i € T }.

En particulier, tout X < R vient avec une topologie.

Convention 9. Tout voisinage est ouvert.

Définition 10. X c RY est Variété de dimension n, ou n-variété, si pour tout p € X, il existe

un voisinage U 3 p dans X, ouvert Uy € R" et un homéomorphisme ¢ : Uy — U jouissant des

deux propriétés supplémentaires :

(i) ¢ lisse, et

(ii) pour tout u € Up, 'on a dimIm D, = n.
Terminologie 11. ¢ est un paramétrage et U est voisinage “paramétré”. 1-variété = courbe;
2-variété = surface. La différence N — n est la codimension.

Remarque 12. Vérifier que ¢ est lisse et que dim D, p(R™) = R"™ est normalement plus simple

que vérifier que ¢ : Uy — U est un homéomorphisme !
Ezemple 13 (Le plan). Soient 1, ..., 1w, € RY linéairement indépendants.
Soit X =p+ Ry + -+ + Rad,.
Soit ¢ : R® — RN,
(U1, ..oy Up) = D+ Wy + -« - + Uy Wy

Il est clair que ¢ est lisse, que Image D, - R" = R} + -+ + R, et que ¢ est bijective.

Pour montrer que ¢ est un homéomorphisme entre R™ et X, on écrit I'inverse ¢! : z
(Iy(x = p),...,ln(x —p)) ot Wy, ..., W, Wat1,..., Wy est une base de RN et Iy,...,Iy est la
base duale.

Ezemple 14 (Le cercle). S' = {(z,y) € R? : 22 + 42 = 1} Il est utile d’employer les coordonnées
polaires. Soit
pol: Rog x (—m,7) — RZ~ {(—r,0) : r =0},
(r,0) —> (rcosf,rsind).
Il s’agit d’une difféomorphisme entre ouverts euclidiens. On voit que
T2 (_TF: —|—7T) - Sl ~ {(_170)}7 90(0) = pOl(l,Q)
0 -1

est homémorphisme. Clairement ¢ est lisse et rg Dy = 1. Soit R, = L0 ) :R? 5 R?1a

rotation d’angle 7. On voit que Ry : (—7, +7) — S~ {(1,0)} est paramétrage.

1. On devrait ici choisir “sous-variété”. Mais on a choisit d’étre économique.



Contre-exemple 15. Soit X la réunion des axes dans R?. On affirme que X n’est pas une 1-
variété. Admettons le contraire. Soit ¢ : Uy € R — U un paramétrage d’un voisinage de (0, 0).

Par définition : U = U n X pour un ouvert euclidien .

On suppose ¢(0) = (0,0) et Uy = (—¢,4¢). Alors ¢ : (—£,0) U (0,e) - U ~ {(0,0)} est un
homéomorphisme, mais (—¢,0) U (0, ) a deux composantes connexes tandis que U N X \ {(0,0)}

en a 4.

Ezemple 16 (La Sphere). Clest : 82 = {(x,y,2) € R? : 22 + 32 + 22 = 1}. C’est une 2-variété.

On le montre de deux fagons.

Paramétrage standard Soit B = {(u,v) € R? : u? + v? < 1} la boule ouverte unitaire.
oi(u,v) = (u,v,V/1 —u2 —0v2): B— 5%~ {z>0}.

1 0
Dyy(u,v) = |0 1 [derang 2.
* *

De méme pour les autres hémispheres :

(,O_(’LL,’U) = (’LL,U, Y 1—u? — Uz)y
O (u,v) = (£V1 —u? —v2,u,v), etc.
Les réflexions (ex. (x,y, z) — (z,y, —z)) montrent que les autres sont aussi des homéomorphismes
sur leur image.
La projection stéréographique. Soit N = (0,0,1) € S2.
Pour p € S? \ {N}, soit ¢, la droite Np.
On définit

. Q2 L R2 _ x Y
7:8°~{N} ->R*, n(z,y,z) <1—z’1—z>'

L'inverse o : R? — S2 \ {N} est donné par

2u 20 w402 -1
w42+ w2+ 02+ 17w +024+1)°

o(u,v) = (

2z 22 -1

Mnémonique : o(z) = <| e ; }2 n 1). Onamoo =id et 0 om = id. 7 est continue, o est
z z

COO, et Dﬂa(uﬂ)) o DO(%U) =I, = Do injective.

Ezemple 17 (“Le” tore). Soit C' le cercle centré en (2,0,0) dans le plan xz :
C={2+¢c0,5)eR3:?+s*=1}.
On tourne (2 + ¢, 0, s) € C' autour de 'axe z avec angle 0 :

(24 ¢)cosh, (2 + c)sinb, s).



FI1GURE 1 — Le tore

On construit
®: (u,0) —> ((2+ cosu)cosb, (2 + cosu)sinf, sinu).

Par définition :
T = &(R?)

est le tore. Clairement : ® est lisse rg D®(u, 0) = 2 (calcul direct). Soit Cy, 0, = (uo,uo + 27) X
(60,60 + 2m). Donc

P(Cup.00) = TN P({uo} x R) U (R x {bp})

= T . deux cercles.

Clairement un ouvert de T car complémentaire de deux cercles. Affirmation : (I)‘Cuo 6, €St homéo

sur son image. Preuve. Je traite le cas ug = —m et §p = —m. On sait que
cyc:Rog X (—m,47) x R— R3 P, (r,0,2) —> (rcosf,rsinf,z)

est difféo. Donc
eyl (@ (u, 0)) = (2 + cosu, #,sinu).

Soit T(z,y, 2) = (v — 2,2,%) ; c’est difféo R? — R3. On a
Teyl ™ (®(u, 0)) = (cosu,sinu, 6).

Ensuite
eyl 1 Teyl ™ (®(u, ) = (1,u,6).

Donc ®(u, 0) = cylT " teyl(1,u, §).



Cours 3
(2 février 2026).

Les Graphes
Soit Ug < R™ ouvert et f: Uy — R lisse. On définit le graphe :
I'y={(z,y) eR" xR™ 12 €Uy, y = f(x)}.

Alors I'y est une variété de dimension n. De plus, ¢ : Uy — I'y est un paramétrage donné par

x> (z, f(z)).
(Tout cela est évident.) Il est important de traiter les graphes dans plus de généralité. Soient i1 <
oo <ipe{l,...,m+n};on dénombre le complémentaire {1,...,m+n}~ {i1,...,ip} = {j1 <
o+ < Jm}. Soit Uy < R™ ouvert. Alors on définit F;}Z" comme ’ensemble des (z1, ..., Tmin) €
R™"™ tel que (x;,,...,;,) € Uy et ol les coordonnées restantes sont données par f, i.e.
(ZL'jl, e ,Jij) = f(IL‘il, e ,l’in).

Théoréme 18. Soit N = m + n. Soit X < RN n-variété. Alors tout p € X posséde voisinage
V c X telle que :

— pour certains indices iy < --- <in € {1,...,m +n},

— pour un voisinage ouvert Wo < R™ de (pi,,...,pi,),

— pour fonction h : Wy — R™,

lon peut écrire V=T,

Ezemple 19. p = (1,0,0) € S2. Soit U = {(x,y,2) € S : 2 > 0}. On peut exprimer U comme
graphe en résolvant 22 + y? + 22 = 1, i.e. U = {(z,9,2) : = = /1 —y% — 22}.

Démonstration. ¢ : Uy — U paramétrage d’un voisinage de p; po = ¢! (p). On sait que
dim D, p(R") = n.

Soit

dip1(po) -+ Oni(po)

‘]acpo(@): .
dipn(po) - Onen(po)

On sait qu’un mineur n x n de Jacy, (¢) ne s’annule pas. On suppose, pour simplifier, que

d101(po) -+ Ontp1(po)
: ‘ : +0
aI(Pn(pO) Tt 8nSOn(pO)



Par TIL, @ := (¢1,...,¢n) : Vo — Wy est difféo. Soit ¢ : Wy — Vj 'inverse de @. Soit u € Wy.
Alors

po(u) = (1Y (W), en( (W), Pns1 (P(w), - on (P (u))

S _

(%)
eRN-"

Affirmation : (Vo) = {(u,v) € Wy x RV"": v = h(u)} = I'j,. Preuve. En effet, tout v e Vj ala
forme ¥ (u) ©) o) = (u, h(u)) € Ty, et si (u,h(u)) ey = ue Wy et ® o((u)) = (u,h(u)) et
(u, h(u)) € ¢(Vo).
La preuve est terminée en prenant V = ¢(1)). O
Ezemple 20. Soit X = {(z,y,2) € R?2 x Rx¢ : 2% + y? = 2%} le cone. Soit 7 : R? — R?
la projection (x,%,z) + (x,y). On voit que 7 : X — R? est homéo; l'inverse est (u,v) >

(u,v,v/u? + v2). Par conséquent, X est homéomorphe & R?. On suppose que X est 2-variété.
Par Théoreme il existe U = X voisinage de (0,0,0), Wy = R? voisinage de (0,0), tels que

U= {(x,y,h(z,y)) : (x,y) € Wo},
U= {(x,h(z,2),2) : (z,z) € Wy},

U ={(h(y,2),y,2) : (y,z) € Wo}.

Dans le premier cas, il faudra que h(z,y) = /22 + y2, qui est impossible parce que h n’est pas

2 2

lisse. Dans le deuxieme cas, l'on a h(z,2)? = 22 — 22 pour (z,2) € Wy = h(g,0)? = —¢? =

absurde. De facon similaire, troisieme hypothese est fausse aussi.

Variétés de niveau ou implicites

Soit @ < RY ouvert et f: QO — R™ lisse.

Définition 21. Soit p € €.

(1) p est point régulier si
Df(p) : RN — R™ est surjectif.

(2) p est point critique si p n’est pas régulier.
(3) ce R™ est valeur critique si ¢ = f(p), avec p critique.

(4) ¢ e R™ est valeur régulier si c n’est pas critique.

Attention : Si ¢ ¢ Im(f), alors ¢ est automatiquement régulier.

Ezemple 22. Considérons f : R? — R donnée par f(z,y) = 22 + 32. Alors
Df(x,y) = [Q:E Zy] .

9



(i) (0,0) € R? est I'unique point critique.
(ii) O est I'unique valeur critique.
(iii) —1 est une valeur réguliere!

Théoréme 23. Soit f : Q0 — R™ lisse. Soit c € R™ valeur réguliére telle que X = f~1(c) # &.

Alors X est une variété de dimension N — m.

Interprétation : {f = c} signifie qu’on impose les restrictions fi(x) = c1,..., fm(T) = ¢y et
donc on introduit « m contraintes »pour arriver a seulement « N —m degrés de liberté ». Variétés

de niveau = ensembles soumis a des contraintes lisses.

Exemple 24. Soit f(z,y) = y> —23. On a Vf(z,y) = [—3302 Qy]. On voit que si ¢ # 0, alors

f~1(e) = {f = ¢} est une variété.

Démonstration. On écrit f = (f1,..., fm). Par définition, si p € X alors Df(p) : RV — R™
surjective = 01 f(p),...,0n f(p) engendrent R™. On suppose que 01 f(p), ..., 0m f(p) base.

Soit F : 2 — R™ x RN=™ définie par

T — (f(x), Taly « -« mN).
Alors

01F(p) = (é’i@,0,0,...,O)

eR™ eRN-m

OmI'(p) = (Omf(p),0,0,...,0)
—— ——

eR™ eRN-m

aerlf(p) = (am+1f(p)7 1a Oa s 70)
—_—

eR™ eRN-—m

aNf(p) = (aNf(p)v()?O?""l)

eR™ eRN-™
Ainsi {01 F(p),...,0nF(p)} est une base, donc DF(p) est inversible.

Par TIL, existe voisinage rectangulaire R x S de (¢, pp+1,--.,pN) = F(p) et voisinage U 3 p tel
que
F:U— RxS.

De plus,
F(XnU)={c} x5.

Soit G : R x S — U l'inverse de F et soit G.: S — U la fonction s — G(c, s). Alors

Ge:S— XnU

10



est un homéomorphisme (son inverse est F|x~y), qui est lisse (évident) et tel que DG, - RN=™

est un sous-espace de dimension N —m, i.e. DyG, : RV™™ — RM est injective. ]

Avec ce langage, on peut revenir sur le theme des fonctions implicites.

Définition 25. Soit © < RYN ouvert et soient fi,..., fm : & — R lisses. On dira que ces
fonctions sont fonctionnellement indépendantes quand V fi(p),...,V fm(p) sont linéairement

indépendants pour tout p € 2.

Exercice 26 (Théoreme des fonctions implicites). Soit @ = RN ouvert, fi,...,fm : U — R
lisses fonctionnellement indépendantes. Soit p 3 2, et soient ¢; = f;(p). Alors il existe un ouvert

Uy < RV~ un ouvert euclidien I 3 p dans € et une fonction lisse ¢ : Uy — U telles que :
(1) fi(p(u)) = ¢; pour tout i, et

(2) Si fi(x) = ¢;, pour tout i, et x € U, alors © = p(u) pour un certain u € Uy.

On termina en montrant que toute variété est finalement “implicite”.

Proposition 27. Soit X < RN une n-variété. Alors pour tout p € X, il existe un ouvert
euclidien U = RN contenant p et une fonction f : U — RN lisse, c € RN ™™ waleur réquliére,
telle que

Xnnld={f=c}

Démonstration. Exercice. O

11



Cours 4
(9 février 2026).

Théoréme 28 (Redressement). Soient X < RY wvariété de dimension n et codimension m, et
pe X. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage d’un voisinage de p ; on note pg le point o~ (p).
1l existe
(1) wvoisinage euclidien W tel que W n X c U,
(2) un pavé ouvert Ry centré en py contenu dans Uy,
(3) un pavé ouvert Sy < R™ centré en 0 et
(4) un difféomorphisme
U: W — Ry xSy

tels que

YW n X)= Ry x {0}

De plus, si V= v , ... ), alorsety:Wn X — Ry est la restriction de o=+ a W n X.
eRy eR™

Démonstration. On complete d1p(pog), ..., Onp(po) en une base en rajoutant S, ..., Bpy. Soit

d:Uyx R — RV, (u,y) — @(u) + 181 + -+ + YmBm-
—_——

cRN

Clairement D®(pp, 0) : RY — R est iso. TIL = il existe

e ouvert euclidien py € Vy < Uy,

e ouvert euclidien 0 € B < R™,

e ouvert euclidien p € Q ¢ RN
tels que @ : Vp x B — Q est difféo. Or, o(Vh) < X nQ est ouvert = p(Vp) = Vn X, avec V < .
De

VX =opl) =2V x0)
il suit
UY(VnX)=V x0.

On écrit, pour v eV :

U(v) = (b(w), ... ).
eV eR™

Si, de plus, ve V n X, l'on a ¥(v) = (¢»(v),0) et donc
v=0((v),0) = ¢y(v) = P) =y (v).

Pour terminer : Soit Ry x Sy < ¥(V) pavé centré en (pg,0) et W = &(Ry x Sp) < V. On vérifie
immédiatement que ¥(W n X) = Ry x {0}. O

12



Corollaire 29. Soit ¢ : Uy — U paramétrage. Pour tout p € U, il existe un ouvert euclidien
W 3 p et une fonction lisse 1 : W — Uy telle que ¥(x) = ¢~ 1(x) pour tout x € X n W. O

Corollaire 30. Soit Q = RF ouvert, f : Q — RN lisse telle que f(2) = X. Pour tout pa-

ramétrage @ : Uy — U, la fonction
-1
F10) LU £ U
est lisse. O

Démonstration. Soit p € f~1(U). Soit p € W voisinage euclidien et v : W — Uj lisse prolongeant
el X AW — Up. Alors, pour x € f~(W), l'on a o~ f(x) = ¥f(x) = ¢ 1f est lisse sur

FLow). =
Corollaire 31 (Changement de paramétrages). Soient ¢ : Uy — U, ¢ : Vo — V paramétrages.
Alors
-1
U V) ST U AY)
est un difféomorphisme ayant 1o~ pour inverse. ]

Corollaire [31| est fondamental par deux raisons : permet de faire de 'analyse sur les variétés et

explique comment traiter les variétés abstraites.

Ezemple 32. Soit B = {x € R? : |z| < 1}. Soit U = {z > 0} I'hémisphere nord de S?, qu’on

parametre par
0:B—U (u,v) — (u,v,V/1—u?—02).
Soit V' = {y > 0} ’hémisphere oriental qu’on parametre par
v:B—V (u,v)— (u,v/1—u?—v20).

Alors

v lop(u,v) = (u, V1—u?— v2)

est lisse sur ¢ 1 (U N V) = {(u,v) € B : v > 0}.

Fonctions lisses sur les variétés

X < RY est une n-variété.

Définition 33. Une fonction f : X — R est lisse autour de p € X il existe un paramétrage
¢ : Vo — U d’un voisinage de p tel que fop : Uy — R est lisse. f est lisse si elle est lisse autour

de chaque point.

Dans la Déf. il est question d’'un paramétrage ¢ : Uy — U. Le fait que les changements de

paramétrage soient des difféomorphismes permet de dire davantage :

13



Lemme 34. Si f : X — R lisse et ¢ : Vo — V paramétrage, alors f o1 lisse.
Coeur de la démonstration. En effet,

foh=Ffopo(ploy).
—_—
difféo

O]

Exercice 35. Montrer que si f : © — R est lisse sur un ouvert Q > X, alors la restriction

flx : X — R est aussi lisse.

Définition 36. Si f : X — R’ est lisse et ¢ : Uy — U paramétrage = fo : Uy — R’ est

expression locale de f.
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Cours 5
(17 février 2026).

Une autre conséquence du Thm. 28] est :

Corollaire 37. Soit X une variété. Soit f : X — RE lisse. Alors pour tout p € X, il existe
voisinage euclidien Q0 3 p et ]?: Q — R telle que ﬂxmg = flxnQ-

La preuve est laissé comme exercice.

Fonctions lisses entre variétés.

Définition 38. Soient Y < RY, X < RM des variétés.

1. Une fonction f : Y — X est lisse si la composée
Yy i} X inclusion RM

est lisse. Une fonction lisse est un morphisme de variétés.

2. f:Y — X est un difféomorphisme si f est bijective lisse, et son inverse g : X — Y est

aussi lisse.

3. f:Y — X est un difféomorphisme local si pour tout q € Y possede voisinage V < Y tel
que f(V) =U est un ouvert et f : V — U est un difféo.

Les difféomorphismes sont les “identifications” de la géométrie différentielle. Ils permettent

I’étude des variétés dans une classe de variétés difféomorphes.
Ezemple 39. (i) Si ¢ : Uy — U est un paramétrage, alors ¢ est un difféomorphisme. En effet,
Iinverse ¢ : U — Uy est lisse parce que 1 o ¢ : Uy — Uy < R est lisse
(ii) Soit f: R — S! définie par 6 — cyl(1,6) = (cos,sin@). Alors f est un difféomorphisme
local ; en effet, la restriction de f aux intervalles (a,a + 27) est un difféo. sur S' . f(a).
(iii) Si X <« R™, Y < RY sont des variétés, alors X x Y < RM*N est aussi une variété. On

peut alors essayer de factoriser “les variétés”, i.e., déterminer quand une variété s’écrit

comme un produit. Dans cette démarche, 'on a

Affirmation. Le tore T est difféomorphe & S' x S'. On construit
sxs' LT (09):i(1,0) — (24 )7, 2+ ), 5).

Dit autrement,
rotation

——
v —o 0 2+c



Clairement f est la restriction & S!' x S! d’une fonction lisse f : R* - R?. De plus,
par construction de T comme rotation d’un cercle, f est surjective. On montre que f est

bijective. Parce que (¢, s) — (2 +¢,0, s) est injective et R, , € SO3(R), alors
f : Sl X {(770—)} - R3

est injective aussi. Or, si (v,0) #+ (7/,0’), alors f(S* x {(7,0)}) n f(S* x {(v/,0')}) = @
parce que si p : R3 — R? est la projection sur les deux premieres coordonnées, alors
pf((e,s); (v,0)) = (24 )7, (2+ ¢)o) et pf((c, s); (7, 0") = (2 + )7, (2 + ¢)).

La preuve du fait que f~! est lisse est plus simple avec le théoréme d’inversion locale, qui

viendra apres.

Expression locale des morphismes de variétés

La définition de morphisme de variétés est trop dépendante de I’espace ambien RY. Il y a une

autre fagon plus intrinseque qui est souvent utile.

Définition 40. Soient X < RM et Y < RY des variétés. Une fonction f : Y — X est lisse
si pour tout ¢ € Y d’image p, il existe un paramétrage ¢ : Vj — V 3 ¢, un paramétrage
p: Uy — U 3 p, tels que

i) f(V)cU

(ii) l’expression locale de f dans les paramétrages ¢ et 1,

(&Oilflb :‘/0 I U07

est lisse.

Si (i)+(ii) = (V,U) sont paramétrages adaptés a f. (Terminologie non-traditionnelle.)

Equivalence entre Déf. @—(z) et Déf. . On suppose Y 1 x & RM lisse. Soit ¢ : Wy — W
paramétrage d'un ouvert de Y. Par définition, fi : Wy — RM lisse = continue. Soit U vois.
euclidien de p; on suppose de plus que U := U n X est paramétré par ¢ : Uy — U. Continuité de
f = (fv)~1(U) ouvert. Soit Vo = (f¢)~1(U) voisinage de go = 1" 1(q). Alors (V) =: V c Y
ouvert et f(V) < U et (i) suit. La condition (ii) est conséquence du Cor.

On suppose ¢ : Uy — U et 9 : Vy — V adaptés a f et I'on note F = o~ f1) : Vo — Uy. Par
définition fip = @F et
¢ o F :Vy— RM,
\ ) ——

lisse lisse

On arrive & la conclusion par Lemme [34] O

Ezemple 41. Soit
d:R?2— T,
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cosv —sinv 0\ 2+ cosu
(u,v) —> ((2 4 cosu) cosv, (2 + cosu)sinv,sinu) = [ sinv  cosv 0 0
0 0 1 sinu

On va construire N : T — S? lisse comme suit : La restriction de ® aux carrés (a — m,a + ) x

(b — m,b+ ) donne un paramétrage de T et ® est difféo. local.
On observe que

O (u,v) = d(u',v')

si et seulement si u —u’ € 27Z et v — v’ € 2wZ. Donc, si p = ®(z,y), alors @~ !(p) est I'ensemble

des translations (z,y) + (27k, 27¢). On observe que

cosv —sinv 0 —sinw
01P(u,v) = (sinucosv, —sinusinv,cosu) = | sinv cosv 0 0
0 0 1 coS U

et

—sinv —cosv 0 2+ cosu
02®(u,v) = (—(2 4 cosu)sinv, (2 + cosu) cosv,0) = | cosv —sinv 0 0
0 0 0 sin u

Les fonctions de T dans R?
@' (p) = 01®(point quelconque de ®~1(p))

et
®h(p) = 02®(point quelconque de ~*(p))

sont bien définies. Comme

& ®(u,v) = (sinucosv, —sinusinv, cosu),
et comme @ est paramétrage quand restreinte a des ouverts convenables, la Définition est
satisfaite et @] est lisse. Pareil pour ®,. De méme,

P} x P,

N=__17"2
|5 x @5

est lisse. (On se rappelle que 01®(u,v) et 02®(u,v) sont linéairement indépendants.) Comme
|N(p)] = 1, on obtient ainsi une fonction lisse N : T — S2. Cette fonction joue un réle fon-
damental en géométrie « métrique » car la variation de N permet de mesurer combien T est

courbée.

Exercice 42. Soient X Ly g lisses. Montrer que go f : X — Z est lisse.
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Cours 6
(23 février 2026).

Structures tangentes

X c RY est variété de dimension n.

Définition 43. Soit p € X. Un vecteur v € R est tangent & X en p s'il existe une courbe
a: (a,A) — X lisse telle que a(m) = p et o/(m) = v pour m € (a, A).
—

cR

Dans le contexte de la définition, on dit que « passe par p avec vitesse v au moment m.

On note
T,X = {ve RY : v est tangent & X en p}.

Lemme 44. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage, p € U, py = ¢~ '(p). Alors
T,X = Image Dp(po) : R" — RV,
En particulier dimg T, X = n.

Démonstration. Soit « : (a, A) — X une courbe lisse qui passe par p avec v = o/(m) & l'instant
m. On peut supposer que Image(a) = U (« est continue, donc a~!(U) est ouvert). Cor. m =

o toa: (a,A) — Uy est lisse. Par régle de la chaine :

v = a(m)
— (poa0)/(m)
= Dy(po) - ap(m)
€ Image Dy (pg).

Réciproquement, soit v = Dy(pg)-vp. On prend la courbe ag(t) = po+tvg (dans Up) et o = poay

passe par p avec vitesse v au moment m. ]

Exemple 45. Si P =p+ RpB1 + --- + RB, < RV, alors

T,P =RpB, + - + RB,.

Mise en garde : T, X est un sous-espace vectoriel. Ne pas confondre avec p + T, X, qui est un

plan affine.

Ezemple 46. Soit p € S™. On suppose p = (p1, ..., Pn+1)- Si pri1 > 0, on sait que

B"={ueR":|ul <1} 5 8"  wur—— (u,4/1— |ul?)
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est un paramétrage. En calculant d;¢(u), on déduit que

bi

V1= Juf?

T,S™ = engendré par e; — sppouri=1,...,n.

<<e,;, —m) y (uyA/1 — \u!2)> =u; —u; = 0.

Donc

T,S™ = p*.

L’espace tangent des variétés implicites

Proposition 47. Soit Q < RN ouvert. Soit f : Q — R™ lisse, soit c € f(Q) valeur régulicre
telle que f~1(c) + @. Alors X = f~1(c) = RN est une variété de dimension N —m et

T,X = kerDf(p).

Démonstration. On sait que dim 7, X = N —m. Comme c est valeur réguliere = Df(p) : RY —

R™ est surjective = Ker D f(p) a dimension N — m, qui est dim 7, X.
11 suffit de prouver 7, X < Ker Df(p). Cela se fait de maniere simple : Soit v € T, X. Il existe

une courbe lisse a : (—&, +e) — X avec «(0) = p, /(0) = v. De plus, foa: (—&,+&) — R™ est

constante (= ¢). Donc
(foa)(0) =Df(a(0))-a'(0) =0 = veKerDf(p).
0

Ezemple 48. On sait pour 8" = {f = 1} olt f(z) = 23+ --+22, ;. Donc Df(p) = (2p1, ..., 2Pp41) :
R""! - R. Donc

T,8" = {ve R"™ :Df(p) - v =0} = {ve R""! : (p,v) = 0}.

Le plan tangent est tres utile pour la

Optimisation sous contraintes

Soit © < RY ouvert et h : Q@ — R fonction. Soit C < Q un sous-ensemble, qu'on appel-
lera « ensemble de contraintes ». On souhaite étudier min,ec h(p) en employant la géométrie

différentielle.

Hypothése : C = {f; =--- = f,,, =0}, ot f1,..., fin : @ — R sont lisses.

Définition 49. p € C est régulier (pour C) si V f1(p),. ..,V fm(p) sont linéairement indépendants.
Clairement, aucun conflit de terminologie est a craindre :
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Lemme 50. p € C régulier < p n’est pas point critique de

Q f:(fl’“'vfm) Rm
Démonstration. p n’est pas critique < Df(p) : RV — R™ surjective
difilp) -+ Infi(p)
< rang : T : =m.
a1fm(p) ame(p)
Les vecteurs V f;(p) sont donc linéairement indépendants. O
On travaille dans la suite avec C' = {f; = --+ = f;, = 0} un ensemble n’ayant que des points

réguliers. En particulier, C' est une variété de dimension N — m.

Proposition 51. Soit h : Q& — R lisse. Si p € C est point de minimum local soumis aux
contraintes, alors
Dh(p) : RY — R s’annule sur T,C.

Démonstration. Soit U < ) voisinage de p tel que h(p) < h(x) pour tout =z € C nU. Soit

a: (—e,+¢e) — U une courbe lisse passant par p avec vitesse v € T,C' au moment 0, i.e.

Alors hoa : (—e,+¢) — R a un minimum en 0 =

(hoa)'(0) = Dh(a(0)) - &/(0) = 0.

Terminologie 52. p € C est point stationnaire si Dh(p) s’annule sur 7,,C.

Ezxemple 53. On souhaite déterminer le triangle de périmetre fixé p > 0 ayant la plus grande
aire. Soient a, b, ¢ les longueurs des cotés, de sorte que p = a+ b+ ¢. Soit 2 = Rio et f(a,b,c) =

a + b+ ¢ —p. On applique ici la formule de Héron pour le calcul de l'aire; si s = p/2, alors
s(s —a)(s —b)(s — ¢) = aire?.
Soit h: R3; — Ry définie par
h(a,b,c) = s(s —a)(s —b)(s — c).

Le systeme de contraintes est régulier parce que Vf = (1,1, 1). On déduit les points stationnaires

de h sous les contraintes C' : comme

~Vh(e,y.2) = (s(s — y)(s — 2), s(s — @)(s — 2), 5(s — y)(s — 2)),
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le point (z,y, z) est stationnaire <

—<Vh($,y, Z)v Vf(iﬂ,y, Z)> = 0.

Ceci signifie que (z,y, z) est stationnaire < Vh(x,y,z) L (1,1,1). Donc, (z,y, z) est stationnaire

< il existe A € R tel que
—Vh(z,y,z) = (M) = 2=y =z

Dongc, 'unique point stationnaire est (p/3,p/3,p/3) et les triangle équilatéral est mis sous la
lumiére. Notre raisonnement ne proue pas que (p,p,p)/3 est un point de minimum global, mais

avec un peu plus de travail ceci se démontre.
La Proposition [51] possede une formulation différente dans la literature, que voici.

Proposition 54 (Extrema liés). Soient Q@ = RYN ouvert, fi,..., fm,h : @ — R lisses. Soit
C={fi=: = fm =0} cQ un ensemble régulier de contraintes. Si p € C' est minimum local

= il existe uniques \i,...,\m € R tels que
Vh(p) = MV f1(p) + -+ + AnV fin(p)-
Démonstration. Si p est point de minimum local = Dh(p) - T,C = {0}. Or,

Dh(p) - v = (Vh(p), v).

Donc p minimum local = T,,C L Vh(p). Ensuite

V f1(p)

Jacy(f) = = T,C = (VAP A (Vimlp)*

V fm(p)

d’ott (V@) A+ (Vfn(p))*, ce qui équivaut, en prenant I'orthogonal, &
RVh(p) < Vect(Vfi(p),...,Vimn(p)).

L’unicité dans ’énoncé est une conséquence de I'indépendance des gradients. ]
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Cours 7
(9 mars 2026).

La dérivée d’une fonction lisse

Soient X ¢ RM une m-variété et Y < RY une n-variété, et f : X — Y lisse. Soit p € X et
f(p) = q. Soient v e T, X et a: I — X une courbe qui passe par p avec vitesse v a I'instant m,
ie. &/(tp) = v. Soit B(t) = f(a(t)). D’apres I'Exercice [§2] 8: I — Y est lisse et B(to) = q.

Définition 55. Df(p) - v = ['(to).
On doit vérifier que cette définition est indépendante de la courbe « choisie. Soient ¢ : Uy — U,

¥ : Vo — V des paramétrages adaptés aux points pg et qg et f, i.e. f(U) < V. Soit F: Uy — V

I’expression locale.

Proposition 56. Soit v € T,X. Soit vog € R™ tel que Dy(pg) - vo = v, ot pg = <,0_1(p). Soit
q= f(p) et gqo = tq. Alors
Df(p) - v =Dv¢(q) - wo

ot wy = DF(pg) - vo. Dit autrement : le diagramme

T,X Df(p) T,Y
Dso(po)T TDw(QO)
R DF(po) R

commute.

Dit autrement, D f(p) est « grosso modo » la dérivée d’une I’expression locale de f.

Corollaire 57. (1) Si o : (a,A) — X et a : (@, A) — X passent par p avec vitesse v aux
instants to et ty respectivement, alors 3 = fa et B := fa passent par f(p) avec vitesse

Df(p) - v auz instants ty et to.
(2) La dérivée Df(p) : T,X — Ty, Y est linéaire.

Démonstration de la Proposition [56, On se donne « : (a, A) — X passant par p avec vitesse v
au moment £o. La continuité de o permet de trouver (b, B) < (a, A) tel que a((b, B)) < U. Soit
ag = Loa: (bB)— Up; on sait que ag est lisse. De plus, pag = a = Dp(pg) - o/ (tg) = v et

Vo = Oé6(t0).

22



La regle de la chaine donne :

Df(p)-v = (f o) (to)
= (f(poap)) (to)
= (¢ o F o ag)'(to)
= Dy (Fao(to)) - DF (ao(to)) - (o)
= D¢)(qo) - DF (po) - a(to)
= Dtp(qo) - DF(po) - vo.

De plus,
Df(p) - v = Di(qo) - DF(po) - vo.

En effet o/(ty) = Dp(po) - og(to) et vo = a(to).
Donc : Df(p) : T,X — T,Y est linéaire. O

Avec cette définition, on peut prouver les 2 résultats fondamentaux pour la dérivée.

Théoréme 58 (Théoreme d’inversion locale). Soit f : X — Y lisse. On suppose que pourp € X,

la dérivée Df(p) : T,X — T,Y soit un isomorphisme, ot l'on a posé ¢ = f(p).
Alors il existe U € Bx(p), V € Vy(q) tels que f: U — V soit un difféEomorphisme, i.e. bijectif

et son inverse f~1 : V — U soit lisse.

Eléments de preuve. Soient p: Uy — U, v : Vg — V adaptées a f autour du point p € U.
Comme d’habitude, on écrit pg = o~ 'p et gy = ¥ ~'q. Alors

Df(po) : R™" — R"

est isomorphisme. Le TIL assure lexistence de Ujj € Uy (po) et Vy € Vrn(qo) telles que F(U)) =
Vo et Fly; : Uy = Vg. Soit G : Vg — U l'inverse de F|y;. Alors

—1_ OGO —1
W(vg) T2, o))
est lisse. O

De fagon similaire, on prouve :

Théoréeme 59 (Regle de la chaine). Soient X LY 5 7 lisses entre variétés. Alors

D(go f)(p) = Dg(q) - Df(p).

Ezxemple 60. Revenons a I’Exemple (iii); soit f : S' x 8! — T définie par

((¢,8), (v, 0)) = (2 + ¢)7, (2 + ¢)o, 5).
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On a déja vu que f est lisse et bijective et on veut vérifier que g := f~! est aussi lisse. 11 suffit
ainsi de montrer que g est localement lisse, et par le Théoreme d’inversion locale, il suffit de

prouver que
Df(p) : T,(S" x 8') —> Ty, (T)

est bijective pour p € S! x S'. Soient (cg, s9) = (costq,sintg), (70,00) = (cosBp,sinby). Soit
a(t) = (cost,sint,yo,00) € S! x S. Soient B(6) = (co, s0,cosd,sind) € S x St. On a

fa:t— ((2+4 cost)yo, (2 + cost)op,sint),
fB:0— ((2+co)cosh, (2+ cy)sinb, sg),

d’olt

(fa)(to) = (—s070, —$000, C0),

_/

~-
v

et
(fB) (60) = (—(2 + c0)o0, (2 + c0)0,0) .

_

~~
w

On observe que [v]? =1 et |w|?> = (24 ¢p)? # 0 et que v L w. Donc la dimension de 'image de

Df((co, s0), (70,00)) est au minimum 2.
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Cours 8
(16 mars 2026).

Le fibré tangent

X < RY une n-variété.

Définition 61 (Fibré tangent). TX = {(x,t)e X x RN : te T, X} <« RV,

En Physique, si X est I'espace de configurations d’un systéme (ou nos particules vivent) alors

TX est l'espace de phases (ou la position et la vitesse y sont).

Ezemple 62. T(RV) = RV x RV,

Proposition 63. T X est une variété de dimension 2n.

Démonstration. Soit o : Up — U un paramétrage local de U < X. Soit TU = {(z,t) e U x RV :
t € T, X}. Clairement TU = (U x RV) n T X est ouvert de TX. On sait que, pour z € U, alors

T.X = Dy(p Y(z)) - R™

Alors (z,t) € TU <t = Dp(p~!(z)) - tp pour un certain tq. Soit
¢:Up x R" —TU, (u,t) — (o(u), De(u) - ),

(U1, ... tp) — (gp(u), > dip(u) - ti> .
i=1

Cette derniere expression assure que ¢ est lisse. Elle assure également que D(¢)(u, t) est injective,
étant donné que

0ip(u,t) = (0;p(u), quelque chose)
et
Onvitp(u, t) = (0, dip(u))
pouri=1,...,n.

Si (u,t) = ¢(v,s) alors u = v (@ est injective) et Dp(u) -t = Dp(u) - s = t = s parce que
De(u) : R® > T, o(u)X est bijective. On vient de s’assurer que ¢ est injective. La surjectivité est

assez simple a vérifier.

b : Up x R™ — TU est notre candidate pour un paramétrage. On souhaite a présent prouver
¥ g

que (¢)~! est continue. On construira cette fonction & 'aide de Iinverse de .

Soit p € U fixé. Il existe W voisinage euclidien de p, Ry = Uy pavé ouvert de centre o~ 1(p), et
v W — Ry lisse tels que Wn X c U et

Y(z) = ¢ Hz) pour tout ze W n X.
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Soit (x,t) € TX tel que z € W. On construit, a 'aide de v, I’élément

bz, t) = ((x), Di(x) - £) € Ro x R™;
on affirme que ¥ (z,t) est ¢ (z,t).
Comme z € X n W, on sait que pi)(x) = z. De plus, si a: (—e, +&) = X n W passe par x avec

vitesse t au moment 0, 'on a py(a) = « et la régle de la chaine donne

Dy(¢(x)) - Dy (x) - o/(0) = o/(0)

Dit autrement,

& (V1)) = (2.0).

Comme 1/) est clairement continue, la continuité de ¢ est démontrée. O

Le fibré tangent en Physique

On se donne des particules Q1, . . ., Q, de masses myq, . .., m,, dans 'espace R? et une force conser-
vative —VU = F : R® — R3. On souhaite comprendre le mouvement des @;. La mécanique de

Newton nous dit que si ¢; : R — R3 est le mouvement de Q;, alors
mig; (t) = F(qi(t))-
Pour connaitre la trajectoire, il nous faudra ¢;(0) ainsi que ¢}(0), ainsi que déterminer les solutions

des équations différentielles.

On suppose maintenant que les particules satisfont des contraintes spatiales (dites holonomes) :
il existe des fonctions
hj:R3n—>R j=1,...,7

telles que hj(qi(t),...,qn(t)) = 0, i.e. pour tout ¢, le point q(t) := (qi(¢),...,qn(t)) appartient a
C = e R : hy(e) = - = hy(z) = 0}

Si Pensemble C' est une variété, alors (q(t),q'(t)) € TC.

Ezemple 64. On suppose que n = 2 et que @1 et Q2 sont liées par une barre de longueur £.
Donc, r =1 et

hi:R3xR3—R, (z,9)— |z—y/*-~2
Dans ce cas, C est difféomorphe & R? x S2. On doit alors comprendre des courbes dans T'(R? x

S?) = RS x T(S?).

Il y a une difficulté intrinseque ici. Les équations de Newton modélisent 1’évolution du systeme
dans 'espace, mais la présence des contraintes change le probleme. Il faut ainsi faire appel a la
mécanique de Lagrange, qui consiste a introduire une fonction L : TC — R. Plus de détails se

trouvent dans le chapitre 4 de [A].
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Cours 9
(23 mars 2026).

On continue notre étude du fibré tangent.
Exemple 65. On construit un difféomorphisme S! x R 5 T'S!.

On sait que T(QS)(Sl) =R(—s,c) = (c,8)*, i.e. tout vecteur tangent & S' au point (c, s) est de
la forme A(—s, ¢). Soit
s' xR-5 78!
—
cR2ZxR?
(¢, 8,\) —> (¢, 8,—As, Ac)

11 suit facilement que F est bijective.

Pour déterminer I'inverse, on observe que si (c, s, —As, Ac) € T'S!, alors
—s-(=As) +c-Ae= A\

Donc
G:R*xR?—R? xR, (c,s,uv)— (c,5,—5 u+c-v)

est telle que
G(F(c,8,)) = G(c,s,—)s,Ac) = (¢, 8,A8% + Ac?) = (¢, 8, \).

Donc F~! = G|q1 4R est continue.
La construction précédente était possible parce que

w:S' —R? (c¢,5)— (—s,0)
est une fonction lisse telle que w(p) € TpS1 pour chaque p.

Définition 66. Un champ de vecteurs sur une variété X est une fonction lisse v : X — R" t.q.

v(p) € T,X pour tout p e X.

Le champ de vecteurs w : S! — R? ci-dessus posseéde une propriété supplémentaire : w(p) n’est

jamais nulle.

Définition 67. Un point p € X est une singularité du champ v si v(p) = 0.

Si l'existence de champs de vecteurs lisses est suffisamment anodyne, la non-annulation possede

une racine profonde. En effet, on a vu que w : S — R? n’a aucune singularité, par contre :

Théoréme 68 (Théoreme de la boule chevelue). Soit v : 8™ — R™" un champ de vecteurs,

ou n est pair. Alors v posséde au moins une singularité.
Nous allons retourner a la théorie des champs de vecteurs plus tard.
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Valeurs régulieres et critiques. Immersions et submersions

On commence avec :
Ezemple 69. Soit
X = {(x,y, z)eR3: 2% = —0102}

ot ¢1(m,y) = 2? +y* —4 et ca(z,y) = 22 +9? — 1. (Géométriquement X est construit en gonflant
la couronne entre le cercle de rayon 1 et celui de rayon 2.) DESSIN On prouve que X est une
2-variété.

On coupe X avec le plan {z = )}, i.e., on considere X, := X n 7 1()\), o 7 : R® — R,
(z,y,2) — x.

« SiA=2= X, ={(20,0)

* Sid=1= X\ ={(1,y,2) : 22 +y*(y* —3) = 0} est un « 8 ».

* Si A= —1 = X, est encore un « 8 ».

* SiAe (—2,2)\{£1} = X, est une variété.

Pourquoi une telle distinction de cas? Soit D7(p) : T,X — R. On sait que D7(p) = 7|7, x. En

effet, si a: (—e,e) — X passe par p avec vitesse v au moment 0, alors
(ra)'(0) = Dr(p) - v = 7(v).

Donc
DT('(]_,0,0)(T(LO’())X) = 7T(R92 + Reg) =0.

Soient X et Y des variétés de dimension m et n respectivement.

Définition 70. Soient f: X — Y lisse, pe X et g€ Y.

(1) Le point p est régulier si Df(p) : T,X — Ty, Y est surjective.
(2) Le point p est critique quand il n’est pas régulier.

(3) Le point g est valeur critique quand il est I'image d’un point critique, et
(4)

4) q est valeur réguliere quand il n’est pas critique (en particulier, si ¢ ¢ f(X) alors ¢ est valeur

réguliere).

(5) Quand tout x € X est point régulier, on dit que f est une submersion.
Remarque 71. Si p est point régulier pour f: X - Y =dimX > dimY.

Théoréme 72. Soit g € Y une valeur réguli¢re. Alors f~1(q) est soit vide, soit une variété de

dimension dim X — dimY, contenue dans X.

Démonstration. On suppose q valeur réguliere. On doit montrer que f~1(q) est une variété. Soit
pe f1(q). Soient ¢ : Uy — U et 1) : Vy — V paramétrages adaptés a f, i.e. f(U) < V. On sait
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que F = po foy™!:Uj— V est lisse. De plus, on sait que

Df(p)

T,X 1Y
Dw(po)T TDw(qo)
DF(po)

commute. Il suit que DF(pg) est surjective : Si ¥ € R", alors on choisit ue T,X t.q. Df(p)-u =
D (q)v. Or, u = Dp(pg) - up = DF(pp) - up = v.

Donc F~1(gg) est une variété de dimension m — n contenue dans Up. Soit £ : Wy — W pa-
ramétrage d’un ouvert W < F~!(gy) contenant pg; on suppose de plus que W n F~1(qg) = W

avec W < Uy ouvert. On déduit facilement que
£ ® _ -1
Wo =W —oW)= oW) nf(q)

——

ouvert de X

est un paramétrage. O

Exemple 73. Soit m : S2 — R la projection vers la lére coordonnée. Alors tous les points de
S2\{(£1,0,0)} sont réguliers. En effet T(m,’z)S2 = (2,9,2)" et D74,z est la projection vers

la lére coordonnée. Donc, D7 0 seulement quand (z,y,2)" < {0} x R? & R(z,y,2) D

Tyz)
Re; < x = +1. On observe que 7 ()\) est un cercle de rayon 1 — \2.
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Cours 10
(30 mars 2026).

Forme locale des submersions

Toute submersion est localement (z1,...,%m) — (T1,...,Tp).

Précisément :

Théoréme 74. Soit f : X — Y submersion. Soit p € X et ¢ = f(p). Il existe paramétrages
adaptés a f, ¢ : Uy — U ety : Vo — V, tels que lexpression locale ¥ fo~' : Uy — Vy est la
projection

(T1,. .y Tm) — (T1, ..., Tp).

Démonstration. On commence avec des paramétrages adaptés :

f

P A Vv
T d I
Po A = Vo.

D’apres Prp. DF(pg) : R™ — R™ est surjective. On suppose en premier temps que DF (po) :
R"™ x {0} > R"™ est bijective.
Soit ®(x1,...,2m) = (F(x1,. .., Tm); Tmt1,---,Tm). Les dérivées partielles donnent :
01®(po) = (01F(po),0; . .-, 0)
-

m—-n

anq)(p(]) = (alF(pO)a (& . ?_9)

On+1®(po) = (qq chose, 1,0,...,0)
—_——

Om®(po) = (qq chose, 0,...,0,1).
—_——

m—-n

Ces derniers vecteurs étant linéairement indépendants, 'on déduit que D®(py) : R — R"

inversible.

Par le TIL, on peut remplacer Ay et A par des voisinages plus petits de pg p de sorte que
® : Ay — By est un difféomorphisme, avec By < R™ ouvert. Soit =01 =

Dod(by,...,bym) = (b1,...,bm).
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Par définition de @ :
Fo(by,...,by) = (b1,...,by). (%)

On arrive au diagramme

By
En prenant ¢ = o@, I’expression locale de f par rapport a ¢ et @ est F &), qui a la forme
souhaitée d’apres (x).

Suppression de l'hypothése. Soit K = Ker DF(pg) et C' un sous-espace complémentaire de K ;

clairement dim K = m—n et dim C' = n. Soit T': R™ — R linéaire et telle que T(R" x{0}) = C

tandis que T'({0} x R™™™) = K. On introduit le nouveau paramétrage

B=aT

T_l(Ao) A.
L’expression locale de f est
7 fB=FT
et
D(FT)(T~*(po)) = DF(po) - T.
Dans ce cas, D(FT)(T~!(po)) envoye R™ x {0} bijectivement sur R™. O

Corollaire 75. Soit f : X — Y wune submersion. Alors f est une fonction ouverte, i.e. pour
tout ouvert Q < X, f(Q) est ouvert dans Y.

Démonstration. Soit p € X. Par la forme locale, il existe des paramétrages ¢, : Uy, — U,

et ¥, : Vo, — V, tels que 'expression locale F), := w;lfgap : Uop — Wop soit la projec-
tion (x1,...,2m) — (z1,...,2y). Il est facile de voir que F), : Uy, — Vp, est ouverte, car si
(b1,...,bm) € Upyp, il existe € > 0 tel que le pavé [, (b; —e,bi +¢) < Uy p, et son image par F,

est [ [ (bi—e,b;i+¢). Donc f(Up) = ¢oFy(Upyp) est ouvert dans Y. Pour un ouvert quelconque
Q c X, on écrit Q) = UpeQUp N, et

F@=Jrw,ne

est union d’ouverts, donc ouvert. ]
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Théoreme de Brown-Sard
Une propriété fondamentale de la géométrie (différentielle, analytique ou algébrique) est que
I’ensemble de valeurs critiques est « petit ». Il peut-étre trés compliqué, néanmoins.

Sif: X — Y est lisse entre variétés, on écrit C'y pour désigner I’ensemble des points critiques

de f. L’ensemble de valeurs réguliers, qui est Y \ f(Cy), sera désigné par VR;.

Théoreme 76. Soit f : X — Y lisse. Alors f(Cy) a intérieur vide dans Y . (& VRy est dense.)

La preuve qui suit vient de [Holm].ﬂ Elle fait multiples usages des théoréemes de Baire et de

Lindel6f, que voici.

Théoréme 77 (Baire). Soient {F;}ien des sous-ensembles fermées et d’intérieur vide dans R™.

Alors | J; F; est d’intérieur vide.

Théoréme 78 (Lindelof). Soit S < R™ un ensemble quelconque et soit {U;}icr une famille

d’ouverts de R™ telle que | J;U; © S. Alors il existe un sous-ensemble dénombrable J tel que
U]EJ U] ) S.
La preuve du Thm |76 est conséquence d’un cas particulier, que voici.

Théoréme 79. Soit f: X — R" lisse. Alorsint f(Cy) = @ (< VRj est dense).

Thm.[79 = Thm.[76 Soit f : X — Y lisse, f(Cy) © V, avec V < Y ouvert non-vide. Soit
q eV et soit ¢ : Wy — W un paramétrage d'un W € By (q). Soit g := =L f : f=H W) — Wy. 1
suit que g(Cy) = Wy, en contradiction avec le Théoréme O

2. Elle est beaucoup plus compliquée que les résultats du présent cours ; pour cette raison, seulement une partie

de cette démonstration a été traitée.
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Cours 11
(10 avril 2026).

Démonstration du Thm. quand n = 1. La preuve se fait en quelques étapes.

E‘tape 1. Si Thm est vrai pour la I’hypercube ouvert B = (—1,+1)™, alors il est vrai pour
toute m-variété X.

Vérification. Soit {¢r : B — Uk}ren une famille de paramétrages couvrant X. Pour chaque
{ = 2, soit
— 1 ™
By=|-1+-,+1—-| .
= [egn=g]

Etant donné z € Cy, il existe k € N et £ € N* tels que z € ¢y (By). De plus,
dimDf(z) - ToX = dimD(fer) (" () - R™
et donc ¢} ' (z) € Cfy,. 11 suit que

f(@) € for (Crpp N Be) .

Conclusion :

F(Cp) & | for(Crey n Bo).
k>0
(52

: —= o ., Bai
Par hypothese, int for(Cryp,) = @ = for(Cryp, N By) est compact et d’intérieur vide ¢ f(Cy)
est d’intérieur vide.

Etape 2. On fait une récurrence sur m := dim X. Si m = 0 = X est un ensemble dénombrable =
f(X) est dénombrable = f(X) est d’intérieur vide (une boule ouverte n’est jamais dénombrable).
On suppose maintenant que m > 1 et que pour toute variété Z de dimension strictement
inférieure & m et toute fonction lisse h : Z — R, l'on a int h(C},) = @. Dans ce contexte, on

prouve :
Etape 3. Soit B = (—1,+1)™ et f : B — R lisse. Alors int f(C}) = .

Vérification. La preuve est basée sur une décomposition Cy = U?’;l C; et deux Lemmes, Lemme
et Lemme Soit

Cr:={xeB : 0y 0,f(xr) =0 pour ¢ < k}.
Comme Df(z) - R™ = {0} ou R, alors Cy = C. De plus :
Cyo2Cy> -

Clairement, chaque C} est fermé.

Lemme 80. int f(Cy \ Cx11) = @ pour chaque k > 1.
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Démonstration. Soit x € Cj, \ Ci41. Toutes les dérivées d’ordre < k de f s’annulent sur z, mais
il existe une dérivée d’ordre k + 1 qui ne s’annule pas. Dit autrement : Pour tout (iy,...,i) €
{1,...,m}* l'on a

Oiy -+ 0i, f(x) =0, sil<k,

mais il existe (j1,...,jk+1) € {1,...,m}**! tel que 0;, - - 0j f(x) + 0. Soit g = 0j, -+ 0j,,, f-
Comme 0;,g(x) + 0, il existe U € Vp(x) tel que 05, g(u) + 0 pour chaque u € U. Soit

Z:={uelU : g(u) =0}

c’est une (m — 1)-variété dans U. On remarque que Cx, " U < Z. De plus, si fz : Z — R désigne
la restriction de f & Z, alors pour chaque z € CpynU < Z,’onaDfz(2)-T.Z < Df(z)-R™ = {0}
et donc

Ck NnU c sz.

Etant donné que dim Z < dim X, I’hypothese de récurrence donne

fCynU) e f2(Cy,) (*)
—_—
intérieur vide
Soit K une boule fermée de rayon strictement positif, centrée sur = et contenue dans U. De ()
=

f(Cx n K;) est un compact d’intérieur vide.

En conclusion : Pour tout x € Cy ~ Ci11, il existe une boule compacte K,, centré sur x et
contenu dans B, telle que
int f(Cr, n K;) = @.

. Lindelof . .
Or, {int K;}sccpncy,, €St un recouvrement ouvert de Cp \ Cpyy = il existe {z;}ien <

Ci ~ Cg11 telle que
Cpy N Ciyq C UK%

Donc
J(Cr~ Cry1) © Uf(C’k nKy,).
<

intérieur vide

Lemme 81. int f(C,,) = @.

Démonstration. 11 s’agit d’une application intelligente de la formule de Taylor avec reste de

Lagrange.
Soit p € C,,. Soit



un cube ouvert contenant p et tel que @p c B. On montre que int f(Cy, N @p) = &. (Exercice :
Ceci prouve le Lemme.) On suppose autrement : il exite anisi un intervalle [a, 5] < f(Cp 0 Q,).
Soit

M = max Hé’“ s aimeH@p.

(il7~~~:i'm+1)€{1,~..,m}m+l

Soit d € N*; on décompose [a;,a; + ¢] en d intervalles :

-1
lai,a; + ¢] = [ai,ai—l—é] Ut {arl—dd,aﬁ-f]

de sorte que @, est décomposé en d™ cubes, a savoir

— —k1,..ka
Qp = U Qp :
(k1 ook )E{1,....d}™
7k17"~7km Ay 2 *kl,m,km P
Chaque hypercube @ est de coté £/d et donc pour chaque couple x,y € Q) ,'on a

|z —y| <

om
>z,

Par le théoreme des accroissements finis d’ordre m pour les fonctions réelles, I’'on a

D™ f(y) m , D"TLE(0) m+1
f(z) = f(y) =f(y)+Df(y)-(x—y)+-~+T-(y—x) +m‘(y—$)
ou 6 appartient au segment reliant x et y. Par conséquent :
M K\/ﬁ m+1
- <0+---40 . .
@)= fl <00+ 2 (B

Ceci signifie que f (@I;L“km A Cyp,) est contenu dans un intervalle fermé J*1*m qui a longueur
au plus

(m+1)! d '
Donc,

f(ép N Cp) < U Jhiehm,
(k15 km)E{l,....d}™
est contenu dans la réunion de d™ intervalles de longueur
M g\/m m+1

(m+1)! d '

Donc,
m+1
B a<dm M INGD 7
(m+1)! d

et ceci est impossible si d — 400. ]
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La preuve du Théoreme [79] dans le cas n = 1, suit finalement de I’ inclusion

f(Cr) = f(C1) = f(CLNCo) U U f(Crm1 N Cp) U f(Crp).

O]

Démonstration du Thm. quand n = 2. On fait une récurrence sur n. On sait que Thm.
vrai pour n = 1. On suppose n = 2 et soit 2 < R™ un ouvert non-vide. On doit montrer que
VR n Q4 @. 8i Q~ f(X) + @, on choisit y € Q \ f(X) et donc y ¢ f(Cy), i.e. y € VRs. On
suppose ainsi 2\ f(X) = @, i.e. Q < f(X). Soit 7 : R* — R ! la projection sur les premiéres

coordonnées. On sait que 7(£2) est ouvert PECULLENC 31 existe y € m(2) n VRys. Dit autrement, si
mf(x) =y =
R"™ = D(xf)(z) T, X
— Dr(f(x)) - Df(x) - T,X
=aDf(x) T, X
=

€e1,...,e,_1 € Df(aj) -T.X.

Soit Z = (mf)1(y); il s’agit d’'une variété de dimension m — (n — 1) < m — 1. On observe que
L :=7m"Y(y) = {y} x R est une droite et que Z = f~(L). De plus, L n Q # @. Soit g : Z — R"
la restriction de f a Z : il s’agit de la composition de fonctions lisses Z — X L R et g est
lisse. De plus, g(Z) € L = g: Z — L est lisse. Or, L = R et on peut faire appel au cas n =1 :
I’ensemble VR, < L est dense. Donc, il existe y € VR, dans I'ouvert L n ). Par définition de L,
lon a 7(g) = y. Soit x € X tel que f(x) = y. Donc x € Z et Dg(x) - T,Z = Rey, i.e. il existe
v eT,Z tel que Dg(z)-v =e,. Or, T, Z c T, X = e, € Df(x)-T, X. Donc {e;}!' , € Df(x)- T, X
= dimDf(z) - T, X =n = g e VR;. O
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Cours 12
(13 avril 2026).

Immersions

Définition 82. f: X — Y lisse est immersion si Df(p) : T, X — Ty, Y est injective pour tout
pe X.

Ezemple 83. Soit X une variété. ¢ : Uy — U < X paramétrage. Alors ¢ : Uy — R est une

immersion.
Ezemple 84. ¢ : R — S, (t) = (cost,sint) est une immersion.

Exemple 85. Soit f(t) = (t3,t> —t). DESSIN On a

Dﬂww=A< o >¢o

3t —1
et f est immersion.
On souhaite montrer que « Toute immersion est une inclusion d’un sous-espace vectoriel ».

Théoréme 86. Soit f : X — Y une immersion, p € X d’image q. Il existe paramétrages
p:Uy— U ety :Vy—V des voisinages adaptés a f : U — V telles que ’expression locale de
f est

(1, .y Zm) —> (X1, .., Tm, 0,...,0).

Démonstration. Soit ¢ : Uy — U et B : By — B adaptés. Soit F' 'expression locale. On voit que
DF(po) : R™ — R" est injectif. Soit
DF(pO) c€e1,... aDF(pO) “€m; Um+1y---,Un

base. Soit

F(x7tm+17 s 7tn) = F($) + tmt1Vmt1 + -+ ThUn.

On observe que DF(po, 0, . . ., 0) est un isomorphisme. Soit Ry — Uy voisinage de pg, S hypercube
de R™™™ centré & l'origine et Vy = By ouvert centré en qq := 87 1(q) tels que F:RyxSy—Vp

soit un difféfomorphisme. On introduit

(4

N

Ry x So ?Vo?ﬁ(vo)-
Comme BF = fp = pour tout r € Ry, 'on a
feo(r) = BE(r) = BF(r,0) = (r,0).
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B(Vo) = ¥(Ro x So)

Ro RO X So.

7 (r,0).

Question 87. Si f: X — Y est lisse, est-il vrai que f(X) est une variété ?

Voici une premiere réponse :

Corollaire 88. Soit f : X — Y immersion. Soit p € X. Il existe U € Ux(p) t.q. f(U) soit

variété de dimension dim X.
Démonstration. Thm. [86| = il existe paramétrages ¢ : Uy — U de X et ¢ : Vj —» V t.q.

A v

4T

U0T>V0

avec F(z1,...,2m) = (Z1,...,2m,0,...,0). Soit 7 : R® — R™ la projection. Il suit que
¥VJ
n—m

mF(ug) = ug. Soit Wy = {vg € Vy : w(vg) € Up} ouvert des points de V dont la projection

appartient a Uy ; m: Wy — Uy est surjective. Soit
§:Up — f(U)

ug — ¥ (up,0).
——
f(p(uo))

(i) & est lisse.

(i1) 01&(uo), ..., 0m&(up) sont Li. parce que les vecteurs 11 (ug,0), ..., dm1(ug,0) le sont.
(iii) £: Uy — f(U) est bijective (facile).

(iv) € Y(y) =m0y~ (y) et donc €71 : f(U) — Uy est continue.

On a déduit un paramétrage de f(U). O

Doit-on conclure que la réponse a la Question [87] est toujours « oui » 7

Ezemple 89. Soit f: R — R? t — (t2,t3 —t). On a DESSIN f est immersion car Df(t) - e; =

2t
<3t2 1> # 0. Mais f(R) n’est pas une variété!
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L’exemple précédent, contredit-il Cor.[88? Non ! En effet, si U = (0, +90) = f(U) est une variété.

Doit-on conclure que la réponse a la Question [87] est « oui » au moins quand f est injective? Dit

autrement, les réponses négatives a Question viennent-elles du défaut d’injectivité?

Ezemple 90. On garde les notations de I'exemple Soit I = (—1,+4); alors f : I — R? est
immersion injective et f(I) n’est pas une variété. En effet, si Q. = (1 —¢,4¢) x (—e¢, +¢) est
voisinage de f(1) = (1,0) on voit que Q. n f(I) n’est pas homéomorphe & un intervalle étant

donné que Q. n f(I) ~ {(1,0)} a au moins trois composantes connexes. DESSIN

Proposition 91. On suppose que f : X — Y soit une immersion injective telle que f : X —
f(X) soit un homéomorphisme (f(X) vient avec la topologie induite par Y < RN ). Alors

(1) f(X) est variété de dimension dim X

(2) et f: X — f(X) est un difféomorphisme.

Esquisse de preuve. (1) Soit g € f(X) 'image de p € X. Soit U € Ux (p) tel que f(U) soit variété
(cf. Cor. . Comme f est homéomorphisme, f(U) est ouvert dans f(X) = il existe V < RV
ouvert tel que f(U) = f(X) nV. Par définition de variété, il existe W € Vg~ (q) et paramétrage
E:Wo— fU)nW = f(X)n(VnW). Ceci montre que f(X) est variété.

(2) est laissé au lecteur. O

La proposition met sous lumieére une propriété importante.

Définition 92. f: X — Y est un plongement quand
(1) f est immersion et

(2) f:X — f(X) est homéomorphisme.

En utilisant le fait qu’une fonction continue et bijective entre espaces topologiques ¢ : S — T

est homéomorphisme < ¢ est ouverte < ¢ est fermée, on déduit :

Proposition 93. Soit f : X — Y immersion injective. Les affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) f est plongement

(2) f:X — f(X) est ouverte, i.e. si U = X est ouvert, alors f(U) est ouvert de f(X)E|

(3) f: X — f(X) est fermée, i.e. si F < X est fermé, alors f(F) est fermé de f(X)E|

Démonstration. (1)=(2). Comme X — f(X) homéomorphisme, son inverse g : f(X) — X est

continue. Soit U < X ouvert. Alors f(U) = g~'(U) est ouvert par continuité de g.

(2)=(3). Soit F' < X fermé et U = X \ F. Comme f est bijective, f(U) = f(X)~ f(F). Comme
f(U) est ouvert de f(X) = f(F) est fermé de f(X).

(3)=(1). Aussi facile. O

3. Mise en garde : ceci ne signifie pas que f: X — Y est ouverte.
4. Mise en garde : ceci ne signifie pas que f : X — Y est fermée.
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Corollaire 94. Soit X compact et f : X — Y immersion injective. Alors f est plongement et
X — f(X) est un difféomorphisme.

Démonstration. Si X est compact et F' ¢ X est fermé = F est compact = f(F') est compact

= f est fermée. 0

On souhaite maintenant utiliser la notion de plongement pour montrer que la dimension de

I’espace euclidien ot une variété habite peut étre controlée.

Théoréme 95 (Petit Théoreme de Whitney). X = n-variété compacte. Alors il existe plonge-
ment f: X — R?"+1,

Ceci sera conséquence du

Théoréme 96. X = n-variété. Soit f : X — R immersion injective. On suppose k = 2n + 1.
Alors il existe € € RF ~ {0} tel que si e RF — ¢+ = RF1 désigne la projection orthogonale,

alors m¢o f : X — RF1 est immersion injective.

Comme indique le dessin, I'idée derriere la preuve du Thm est le fait qu’on peut faire une

« radiographie » de notre variété! DESSIN
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Cours 13
(20 avril 2026).

Preuve du Théoréme[98. Soient
g: X x X xR—RF

(z,y,t) —>t- (f(z) — f(v))
et
h:TX — RF

(x,v) — Df(z) - v.

Affirmation. g et h sont lisses.

Vérification. On s’occupe seulement de h. On suppose X < RY. Soit ¢ : Uy — U paramétrage
d’un ouvert U < X. Soit
¢:Upx R" — TX n (U xRN)
(ug, €1y cn) — ((ug), c1d1(ug) + - -+ + cnlnp(ug)).
On sait que ¢ est paramétrage de TX n (U x RY) = TU, qui est ouvert de T'X.
Comme f: U — RF lisse = fo: U — R” est lisse, et

h(p(ug, ety cn)) = h <<P(u0)a > Cﬁj@(ﬂO))

j=1

LD f(p(up)) - (Z cg'ﬁjw(u()))

J=1

- i ¢ - Df(p(uo)) - 95¢(uo)

Cette derniere est une fonction lisse de (ug,cy,...,cy). Donc hg : Uy x R® — RF est lisse.

L’affirmation est vraie.

Onadim7X =2n <ketdimX x X xR =2n+1 < k. Donc, chaque (z,v) € TX est critique
pour h, et chaque (z,y,t) € X x X x R est critique pour g. Par le Théoréme de Morse-Sard =
g(X x X x R) U h(TX) sont d’intérieur vide = il existe € ¢ g(X x X x R) u h(TX) u {0}.

Affirmation : mef: X — ¢+ = RF! est immersion injective. (N.B. ker e = RE)
Vérification :

Injectivité : Simef(x) = mef(y) = f(x) — f(y) e RE = f(z) — f(y) = A pour \e R. Si A =0
= x =y, étant donné que f injective. Si A # 0 = & = A7 (f(z) — f(y)) € g(X x X x R), ce qui

est exclu. Donc z = y.
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« Imersivité » : Si D(mef)(x) -0 = 0 = 7¢(Df(x) -v) = 0= Df(x) -7 =X.Si A+ 0=
¢ =h(z,v/\) € h(TX), ce qui est exclu. Si A = 0, l'injectivité de D f(z) force ¥ = 0. O

Remarque 97. 1l existe une 2-variété compacte P2 qui ne peut pas étre plongée dans R3>.

Champs de vecteurs

Soit X < R¥ une variété.

Définition 98. Un champ de vecteurs v : X — R” est une fonction lisse telle que v(p) € T,X

pour tout p € X.

Ezemple 99. Soit X < R™ ouvert. Les fonctions x — e; sont des champs.

Ezemple 100. Sur S', nous savons que TpS1 — p*. Donc un champ tangent évident est :
0 1 .
v(p) = L 0 p = rotation de p d’un angle /2.

Ezemple 101. Soit ¢ : Uy — U une parametrisation locale de X. On définit les champs AY :
U — RN par

AY(p) = dip(¢ ().

Comme ﬁf(go(u)) = 0;p(u) = ﬁf op : Uy — RN est lisse = AY : U — R lisse. Ces
champs sont les « champs coordonnés » de ¢. Aprés un certain entrainement, on supprime

les « béquilles » et la notation préférée des géometres est tout simplement 0/du;, ott =t =

(ul, . .,un).

On voit facilement que si v et w sont des champs de vecteurs, alors v + w est aussi un champ
de vecteurs. L’ensemble des champs de vecteurs est ainsi un R-espace vectoriel. De méme, si

f: X — R est lisse, alors p — f(p)v(p) est aussi un champ.
Notation 102. T'(X) = {champs de vecteurs de X}. Il s’agit d’'un R-espace vectoriel.

Exercice 103. Montrer que I'(X) est finalement un C°(X)-module.

Localement, tous les champs sont décrits par les champs coordonnées AY.

Lemme 104. Soit v : X — RY un champ. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage. Alors il existe des

fonctions lisses ay,...,a, : U — R telles que pour tout p e U, l'on a
v(p) = a1(p) AT (p) + - + an(p) AL (p).

Démonstration. ¢ paramétrage = {A7(p)}7, def {0i0(¢™1(p))}™; est base de T}, X . L’existence

de fonctions a; telles que
a1(p) AT (p) + -+ - + an(p) A% (p) = v(p)
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en découle. On doit prouver que chaque a; est lisse, i.e. que a; o ¢ : Uy — R est lisse.

Soient pg € Uy et p = p(pg). Soit {w1,...,wny} < TpXL une base. Alors

{010(p0), - -, np(po), w1, - -, Wi}
est une base de RY. On considere la fonction B : Uy — RN*N définie par
B@) = (o1p(x) - dupla) wi ... wn).
On a det B(pg) # 0. Soit Vy < Uy l'ouvert ou det B # 0 et soit
A(x) = B(z)™!, pour z € Vp.

1
En employant la formule A(x) = mcom(B(az))T, on voit que A : Vo — RVN*N est lisse.
x

De plus,
a1p(x) arp()

B [ " | = vipta) = || = awview).

0 0
Il suit que les chaque a;¢ : Vo — RY est lisse parce que A : Vj — RV*N et v : Vy — R sont

lisses. O

Ezemple 105 (Coordonnées polaires). Soit v le champ de I'exemple Soit U < S! I’hémisphere
nord et ¢ : (—1,+1) — U la parametrisation u — (u,v/1 —u?). On a

d1p(u) = (_1u) .
Wie=rs

v(p(u) = ( - U2> =V1—u?-dip(u).

Donc

—Uu

Dit autrement : v(p) = y(p) - Af(p) ot y : S — R est la deuxieme coordonnée.
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Cours 14
(27 avril 2026).

La dérivée de Lie et ’espace tangent « algébrique »

On fixe X ¢ RY une n-variété, p un point de X et v € T,X. On fixe aussi ¢ : Uy — U un
paramétrage d’un voisinage de p et on écrit pg = ¢~ '(p). On adopte d’emblée la notation

A; = 0ip(po)-
DESSIN

Soient V € Ux(p) et f:V — R lisse. On obtient naturellement un réel :
Df(p)-veR.

Changement de mentalité : Penser a v comme un opérateur associant a toute fonction lisse un

réel : la dérivée directionnelle au point p.
Définition 106. La dérivée de Lie de f dans la direction v est Df(p) - v, et sera notée Ly (f).

Remarque 107. Df(p) : T,X — R est linéaire = Ly \w = Ly + ALy

Ezemple 108. Soit X ouvert de RY. Alors pour chaque p € X, on sait que {e;})¥ est base de
T,X. De plus, Le,(f) = 0if(p).

Exzemple 109. La dérivée de Lie n’est rien d’autre que « la dérivée directionnelle de ’expression
locale ». Examinons les détails. Soit f : U — R lisse, ayant expression locale f, : Uy — R. On a

D) - A

det d

dt

d
- te;

aifap(po)‘

. fo(po + te;))

I

. . . 71 _ . . . . . .
En particulier, si ¢7" = (u1,...,uy), il est clair que chaque u; est lisse puisque son expression

locale u; , n’est rien d’autre que la projection 7j : (z1,...,2,) — ;. Par conséquent,
{ 0, sii+j,

EAi(uj) = (1)

1, sii=j.
Pour cette raison, les géometres préferent souvent la notation

0

&ui

— LA,

@
p

De plus, siv =, c;A; =

L) = B eidom) = 52 ).

(c1y...,Cn
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Exercice 110. Soit v = Y, ¢;A;. Alors ¢; = Ly (u;), ot 1 = (uy, ..., up).

Définition 111. On note C;°(X) la R-algebre des fonctions f : X — R qui sont lisses sur un

voisinage de p.

Dans cette définition, rien est admis sur la nature de f en tant que fonction sur X ! Méme pas

sa continuité!

Lemme 112. (1) La fonction

est linéaire et

(2) satisfait la régle de Leibniz :

Ly(fg) =Ly(f) g(p)+ f(p) - Lv(g). (L)

Démonstration. (1) Soit o : (a, A) — X une courbe lisse qui passe par p avec vitesse v au
moment m. Par définition, Ly (f) = (fa)'(m). Soit A € R et soit h := f + Ag. L’on a ha(t) =
fa(t) + Aga(t) =

(ha) (m) = (o)’ (m) +2 (ga) (m).

— - e

Lyv(f+Ag) Lyv(f) Lv(9)
Ensuite, soit 7 = f - g. On a ma(t) = fa(t) - ga(t). La regle de Leibniz appliquée aux fonctions
réelles fa et ga donne :

(m)'(m) = (fa)'(m) - (ga)(m) + (fo)(m) - (ga)'(m) .
— —_— —

\——_\/__
Ly (m) Lyv(f) 9(p) f(p) Lv(g)
O
Définition 113. Une dérivation en p est un élément § € C;°(X)* satisfaisant (L). L’ensemble
des dérivations en p sera noté L, X ; c’est l’espace tangent algébrique de p.
Lemme 114. Soit § : C;(X) — R dérivation.

(1) Pour \ € R, soit ¢y la fonction constante cy(x) = X. Alors 6(cy) = 0. (< & annihile les

constantes ».)

(2) Sig,heDy(X) s’annulent sur p, alors 6(gh) = 0.
Démonstration. (1) ¢1-¢c1 = ¢1 = §(c1 - ¢1) = 6(c1) @ 20(c1) = 0(c1) = d(c1) = 0. Ensuite
ex=A-c1 = d(cy) = Ad(c1) = 0.

(2) C’est une conséquence directe de (L). O

Il n’est pas difficile de voir que L, X est un sous-espace de C;O (X)*. De plus,
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Lemme 115. La fonction
L:T,X — LyX, v+—L,

est un isomorphisme entre espaces vectoriels.

La preuve est laisse pour les compléments.

Compléments|[]

Démonstration du Lemme[I15. On a déja observé que w — Ly, est linéaire.

Injectivité. On suppose Ly(f) = 0 pour tout f € C;°(X). On écrit v = >, ¢;A; de sorte que
Ly =Y, ¢ La, (cf. Remarque [107)). Prenons comme dans ’exemple la notation

go_l = (U1, .., Up).

De plus, on interprete u; comme élément de Cp°(X) en choisissant u;(X \ U) = {0}. Par le

calcul de ce méme example, ’'on a
0= Ly(u;)
= i La(u)
i
= Cj.
Ceci montre que v = 0 et I'injectivité suit.

Surjectivité. C’est plus délicat a cause de l’analyse. Mais du point de vue algébrique, c’est assez

simple. Soit 0 € L, X. On souhaite montrer que § = ), ¢;La,. On écrit a nouveau

go_l = (U1, .., Up).

Pour alléger les notations, on va supposer de plus que wu;(p) = 0. On utilise le calcul fait a
I'exemple [109] :

Lo
La.(uy) ={ o el @

Donc, si 6 = Y, ¢;La,;, alors 0(u;) = c;. Il nous faut ainsi montrer que ¢ et
n
ni= Z d(ui)La,
i=1

ont le méme effet sur toutes les fonctions lisses. Griace au Lemme [[14] on voit que J et 7

annulent les constantes et les fonctions « qui s’annulent en deuxieme ordre », i.e. les fonctions
gh, ot g(p) = h(p) = 0. Grace a I'éq. (2)), l'on a

(uy) = n(uy), j=1,...,n.

5. Cette partie n’a pas été traitée en cours
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Il suit que n et § coincident sur les fonctions polynomiales en uyq, ..., uy, et en particulier
S(Atur + -+ Apuy) = n(Aur + - + A\pup)- (3)

Ceci fournit beaucoup d’évidence pour que la surjectivité soit vraie. Néanmoins, comme dit

avant, I’analyse demande plus d’explications, et on aura besoin du

Lemme 116 (Lemme de Hadamard). Soient B < R™ boule ouverte autour de lorigine et

f: B — R une fonction lisse qui s’annule sur 0. Alors
f(x) =x1F1(x) + - + x, Fy (),

ot chaque F; est lisse. Précisément : Pour x € B, on pose

1
Fi(z) = L of (t) dt.

Alors,
(1) chaque F; : B — R est lisse,

(2) pour tout x € B l'on a
f(z) =z1- Fi(x) + -+ zp - Fp(z).

On admet le Lemme de Hadamard et on continue la preuve. Soit B < Uy boule ouverte autour

de po = 0. Par le Lemme de Hadamard appliqué a f, = fy, pour x € B, 'on a
n
fo() :fgo(o)+233i‘Fi(x) (*)
i=1
ot chacune des fonctions F; est lisse sur B. Soit F; = Fjp~'. En récrivant () sur 'ouvert ¢(B) :

-

@
Il
_

f—flp)=

I
AM:

@
Il
—_

u; - Fi(p) + i U - (13'1 - Fl(p)) )
i=1

. ~ ~ Lem.
Or, u; s’annule sur p ainsi que F; — Fi(p) em:>m

5(f) = 8 ( > E«p)-ui).
=1

De méme,

et I’éq. termine la preuve.
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On termine avec la

Démonstration du Lemme[I16. Soit r > 1 tel que rz € B. Soit a : (—7,+7) — R la fonction
t — f(tx). La régle de la chaine donne o/(s) = Df(sx) -z = (Vf(sx),x). Par le théoreme
fondamental du calcul,

1
a(1) — a(0) :f (VI 2), 2 di
—_—— —— 0
RN

=Fi(x)z + -+ Fu(x) - 2.

Le fait que 0;, - - - 0;; F existent est une conséquence de la dérivation sous l'intégrale.
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