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Feuille d’exercices n° 4

La dérivé de I'application normale de Gauss

Exercice 1. Montrer quel'imagede X = {w € TS| |lwl| = 1} parIl, estl'intervalle [kmin(p), kmax(p)]-

Exercice 2. Montrer que la courbure et la courbure moyenne sont des fonctions différentiables
sur S.

Exercice 3. (a) Soit I I'intervalle (0, a) o sinh < 1. (Nous pouvons prendre a = log(1 + V2), mais

peu importe.) Définissons S comme la surface obtenue en tournant la courbe réguliére (quin’a

U
a:I->R3 ue (cosh(u), O,f \1- sinh?(7) d’c)
0

autour de I'axe z. Montrer que la courbure de Gauss de S est constante égale a —1.

qu’un paramétrage)

(b) Soit P la surface de rotation obtenue a partir de la courbe réguliere (qui n'a qu’un pa-
ramétrage)

U
B:(0,+0) — R um— (e_”,O,f V1 —e 27 d’l’).
0

Montrer que la courbure de Gauss de P est constante égale a —1. La surface réguliere P s’appelle
la pseudo—sphere.

Exercice 4. Soit 1 : Uy — R une fonction différentiable sur 'ouvert Uy C R?. La surface
S=1{(xy2) € Uy xR : z = h(x, y)} admet un unique paramétrage ¢ : (u,v) — (u,v, h(u,v)).
Calculer les coefficients de la deuxiéme forme fondamentale et la courbure comme fonctions de
Up en R.

Exercice 5. (a) Soit S C R?® une surface orientée par N: S — R3 et soit L =@+ R: R?> - R un
mouvement rigide. ! Soit S’ = L(S).

(a) Rappeler pourquoi S’ est aussi une surface réguliére. Montrer que L : S — S’ est une fonction
différentiable. Montrer que DL, : T,S — Tp(,S’ est la restriction de R a T, S.

(b) Soit N’ : S’ — R3 la fonction N’(p’) := R - N(L™'(p’)). Montrer que N’ est une orientation sur
S’

(c) Montrer que pour chaque point p € S, nous avons K(p) = K(L(p)).

1. C’est-a—dire, L(p) = @+ R(p), ot R : R® — R? est une isométrie linéaire.



Ficure 1 — La pseudosphere

Exercice 6. Soit S une surface réguliére connexe et orientée par le champ normal unitaire N. Un
point p € S est ombilical si les deux courbures principales kmax(p) et kmin(p) coincident.

(a) Montrer que si p est ombilical, alors DN(p) est un multiple A(p) de l'identité.

Nous supposons des maintenant que chaque point de S est ombilical.

(b) Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local, Uy connexe, et soient Ny := No g et Ag := A o ¢.
Montrer que A est différentiable et satisfait aux équations

duNo(u,v) = Ao(u,v) - dup(u,v),

1)
duNo(1,v) = Ag(u, v) - dpp(ut, v).

c) Montrer a I'aide des égs. (1) que dyAo - dpp = dpAg - du@. En déduire que A est constante.

e) Montrer que si A # 0, alors p — p — 1N(p) est constante égale & ¢, et que S est contenue dans

(
(d) Montrer que si A = 0, alors S est contenue dans un plan.
(
peR’: lp—ci=1/1Al%

Les géodésiques

Exercice 7 (Les géodésiques du cylindre). Soit C le cylindre {(x,y,z) € R3 : x> + y* = 1}.
(a) Montrer que les restrictions de

O:RXR—->C, (u,0) - (cos(B),sin(0),u)

aux ouverts R X (=, i) et R X (0, 27r) sont des paramétrages locaux de C.

(b) Montrer queles cercles y,,, : 6 — (cos(0), sin(0), up) et les droites dg, : u + (cos(0p), sin(Oy), u)
sont des géodésiques.

(c) Soit @ la restriction de ®@ a l'ouvert R X (—m, 7). Calculer E,F,G,e¢, f, g et les symboles de



Ficure 2 — Un hyperboloide

Christoffel T, Fgu, er, FSB, Pée' Fgg. (Ici, comme d’habitude, nous choisissons 1’orientation in-
duite par le paramétrage local.)

(d) A l'aide des équations des géodésiques, trouver toutes les géodésiques de C.

Exercice 8. (a) Soit C une courbe réguliere dans xz et soit & = (p, 0, () : [y = C un paramétrage.
Admettons que ||a’|| = 1. Montrer que, pour chaque 0 € R, les méridiens

ag(u) = (cos(0) - p(u),sin(0) - p(u), C(u))

sont des géodésique de la surface de rotation S = Rot(C).
(b) Montrer que, par contre, aucun paralléle

Ty : 0 (cos(0) - p(u),sin(0) - p(u), C(u)), pu)=e", C(u) = j(;u V1 —e27dt

de la pseudosphere P (voir exercice 3) est une géodésique de S.

(c) Remarquer que le fait constaté en (b) se généralise : Montrer qu'un paralléle (d"une surface de
rotation quelconque) 7, : 0 = (cos(0)- p(u), sin(0) - p(u), C(u)) est une géodésique si et seulement
sila tangente a o : [y — xz en u est parallele a I’axe z.

Exercice 9. Décrire quatre géodésiques différentes de 1’hyperboloide d"une feuille (voir Fig. 2)
H = {(x,y,z) eR3: x2+y2—z2 = 1}

qui passent par (1,0, 0).

Indications : Nous suggérons deux : sont des droites L1 et L, qui passent par (0,0,1) et sont
totalement contenues dans H. Nous indiquons aussi que H peut étre obtenue comme la rotation
de u — (V1 + 12,0, u) autour de I'axe z.



Exercice 10. Soit & : S — S une isométrie. Montrer que si y : (2, A) — S est une géodésique,

alorsy := hoy: (a,A) — S est aussi une géodésique. (Indication : D’apres la premire étape du

théoreme de Gauss sur la nature intrinseque de la courbure, les symboles de Christoffel I'};,,, I,

etc dépendent que de E, F, G et ses dérivées partielles.)

Exercice 11. Soit S une surface réguliere et N : S — S une orientation. On admet que chaque
géodésique de S est contenue dans un plan de R3. Le but de cet exercice est montrer que dans
ce cas, pour chaque p € S, DN(p) est un multiple de l'identité, i.e. kmax(p) = kmin(p)-

On fixe une géodésique y : (—¢,&) — S qui passe par p en t = 0 avec vélocité non-nulle, et on
note P le plan qui la contient. On pose N(t) := N(y(t)) (vous pouvez admettre que ¢ — N(t) est
différentiable.) Finalement, on écrit P = ¢ + V, o1 V est un sous—espace de R3.

1. On admet que y”’(0) # 0. Montrez que N(t) € V pour chaque t proche a zéro.

2. On admet que y”’(0) # 0. Montrez que {N(0),y’(0)} est une base de V.

3. On admet que y”’(0) # 0. Montrez que DN, -)’(0) = A-’(0), avec A € R. (A peut étre = 0.)
4. Montrez que si II,()’(0)) # 0, alors y”’(0) # 0. (Vous pouvez faire appel a une formule vue

dans le cours.)

On applique les questions précédentes pour montrer que kmin(p) = kmax(p). On fixe deux direc-
tions principales Wmin et Wmax associées aux courbures principales kmin(p) et kmax(p). On admet

en plus que [[@minll = [[@maxll = 1.
a) On admet que DN,, # 0. (Autrement la preuve est terminée!) On pose
0(0) = cos(0) - Winin + sin(O) * Wmax-
Montrez qu’il existe un intervalle ouvert non-vide I de [0, 27t] tel que
DN, - @(0) = Ag - W(0), VoOel

b) Montrez que kmin(p) = kmax(p)-
Exercice 12. (i) Soient S = {(x,y,z) € R> : x> + y? + 22 = 1} la sphere, et p = (0,0, 1). On identifie
T,S = R-é& + R - & avec R? de fagon naturelle. Soit (11,0) € R?\ {(0,0)}. En déduisez une
expression explicite pour la géodésique y,, : R — S qui passe par p avec vélocité (u,v) ent = 0.
(ii) Montrez qu’il existe un disque ouvert D centré a ’origine de R? et un paramétrage W : D — S

d’un voisinage ouvert de p tel que

Yup(1), ol y,, est comme en (i) si (1, v) # (0,0)

W(u,v) = { v, si (u,v) = (0,0).

(Indication : Vous pouvez utiliser que les fonctions
sin ( Vu? + 02 )

— Vi2 + 2
N , et gu,v) cos( u +v)

f(u; ) =



sont C* et que

f(O/ 0) =1,

g(O/ O) =1,
af _
E(Ol 0) =0,
af B
%(O, 0)=0,

dg
5(0, 0)=0,
dg
%(0, 0) =0,

pour vous aider dans les calculs. )

(iii) Soient hy,hy : S — S deux isométries. Montrez, a 'aide de (ii), que si hi(p) = ha(p) et
Dhi(p) = Dhy(p), alors hy = hp dans un voisinage ouvert de p.



