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Les mathématiciens sont si habitués a leurs symboles et s’amusent si volontiers au
jeu de ces symboles, qu’il faut peut-étre leur enlever leurs jouets pour les forcer
a penser.

Jules Tannery (cité par Emile Picard dans La vie et 'oeuvre de Jules Tannery).



1 Préliminaires et notations

1.1 Le produit vectoriel

Soient i = (u1, uz, u3) et ¥ = (v1, 02, v3) des vecteurs de R>. Leur produit vectoriel i x 7 est définit

par la formule
- - - - -
UXT = (U203 — Uzv2) - €1 + (U301 — U103) - €2 + (U102 — U201) - €3.
Une fagon plus mnémonique est d’interpréter i X ¥ comme un déterminant :
- - =
€1 €2 €3
Uxov=det| uy uy u3

U1 02 U3

1.2 Topologie

Soit X un espace topologique. Un voisinage d"un point p € X est un ouvert U de X qui contient
p.
Avertissement : Dans la littérature, les voisinages ne sont pas forcément ouverts, mais doivent

simplement contenir un ouvert.

Si S note un sous—ensemble de X, nous munissons S de la topologie induite : les ouverts de S
sont les sous—ensembles de S de la forme U N S, o1 U est un ouvert de X.

1.3 Préliminaires du calcul différentiel

Nous commengons les préliminaires avec un

Avertissement : Dans ce texte, une fonction i : U C R™ — R" est dite différentiable si elle est
de classe C*. Cette convention, étrange aux yeux d'un étudiant qui a récemment fait un cours

de Calcul différentiel, est usuelle en Géométrie différentielle.

Les théoremes suivants sont centraux dans 1’analyse mathématique. Leurs preuves peuvent

étre trouvés dans n’'importe quel livre sérieux sur ce theme.

Théoréme 1 (La regle de la chaine). Soient U C R™ et V C R" des ouvert des espaces euclidiens et
soient f: U — V, g: V — R des fonctions différentiables. Alors, g o f est différentiable en U, et, pour
chaque point p € U, la dérivée de g o f en p est la composition

Dg(f(p)) - Df(p) : R™ — R’

Ou, d’une fagon plus explicite,

Igiof), . o 98 ofi
a—xj(P) = Z =—(f(p) - &_xj(p)'



Une autre fagon fort commode d’écrire la regle de la chaine fait appel au concept de matrice
Jacobienne. Si f est comme dans le théoréme, la Jacobienne de f en p est la matrice

L) - L
Jac(f)(p) =] : oo
§—§Z(p) 3,{;’,@)

La Regle de la Chaine nous dit alors que

Jac(g o f)(p) = Jac()(f(p)) - Jac(f)(p)-

Théoreme 2 (Théoreme d’inversion locale). Soient U et V des ouverts de R" et soit h : U — V une
application différentiable. Si Dh(p) : R" — R" est un isomorphisme, alors il existe un voisinage Uy de p
en U et un voisinage Vo de h(p) en V tels que h|y, : Uy — Vo est un difféomorphisme. m]

Comme nous serons intéressés par des fonctions différentiables sur des ouverts de R2, nous

allons adopter la

Notation : Si /1 : U € R? — R" est une fonction différentiable d’un ouvert de R?, les dérivées
directionnelles Dh(p) - e; et Dh(p) - e seront notées d,h(p) et d,h(p) respectivement.

1.4 Les courbes dans R”

Le présent paragraphe est utilisé pour fixer des notations et de la terminologie autour du theme

des courbes.

Définition 3. (i) Soit I un intervalle ouvert de R. Une fonction différentiable (dans le sens adopté
plus haut!) @ : I — R" est appelée une courbe différentiable.

(ii) La vélocité de o au point g € I est le vecteur a’(t).

(iii) La vélocité scalaire de @ au point ¢y est le nombre réel ||a’(to)l|.

(iv) L" acceleration de a au point fg est le vecteur a”(¢o).

Sia,A] Cleta:I — R"estune courbe différentiable, la longueur de a entre a et A est le

nombre réel

A
LA() := f e’ ()| dr.



2 Surfaces régulieres

2.1 Définitions et exemples élémentaires

Définition 4. Un sous—ensemble S C R? est une surface réguliere s'il existe, pour chaque point
p € S, un homéomorphisme ¢ : Uy — U entre un ouvert Uy C R? et un voisinage (ouvert,
d’apres nos conventions) U C S de p tel que :

S1 L'application ¢ : Uy — R? est différentiable.
S2 La matrice Jacobienne de ¢ a rang deux en chaque point de Uy.

Nous appelons ¢ : Uy — U un paramétrage de U, ou un paramétrage local de S.
Nous remarquons que la condition S2 dans la définition est équivalente a < le produit vectoriel

Aup X dpp

est différent de O partout .

Exemple 5 (Le plan). Soient @y, @, € R3 des vecteurs linéairement indépendants. Le plan
Plan(p; @, @) =p+ R - W + R - @,

est une surface réguliere avec un seul paramétrage :

o(u,v) = p + uw + vy,

(Le lecteur est invité a montrer que dy@ X dy@ # 0.)

Exemple 6 (La sphere). C’est I'ensemble

S={xy2eR |+ +22 =1

Nous allons montrer que S est une surface réguliére par deux méthodes (qui utilisent des
paramétrages différents).

(1) Le paramétrage standard. Soit B la boule ouverte de R? centrée a l’origine et de rayon 1. Posons,
pour chaque (1,v) € B,

P=(u,0) = (u,v,i V1 —u2 - 02), Y. = (u,J_r V1 —u2 - vz,v), Er(u,v) = ( V1 —u2 - UZ,u,v).
Tout d’abord, nous remarquons que ces fonctions sont toutes différentiables. Soient
Hnord = {(x,y,z) €S | z> O} et Hsud = {(x,y,z) €S I z< 0}

Il est clair que
Tnord * Hnord = B, (%, Y, z) - (x, y)



est I'inverse de ¢,. Le méme peut étre dit a propos de
Tlgud - Hsud - B/ (X, Y, Z) = (x/ y)

et ¢_. Comme ¢ sont des fonctions différentiables (et a fortiori continues), il suit que ¢ et ¢_

sont des homéomorphismes sur Hyorq et Hgug. Exactement le méme raisonnement montre que
Yy :B—={(x,y,2)€S|y>0} Y- :B—={(xy,2)eS|y<0}

et
E+:B—-{(x,y,2)€S|x>0}, et &-:B—={(xy,2)€S|x<0}

sont deshoméomorphismes. (En fait, ¢, £+ sont déduites des . en permutant des coordonnées
de R3.) Pour confirmer que S est une surface, il suffit de prouver que le rang des matrices

Jacobiennes
Jac(p+), Jac(p-), Jac(y+), Jac(y-), Jac(E+), Jac(E-)

en chaque (1, v) € B est deux. Ce fait résulte d"un calcul direct :

*u +v

Vi—Z—2 N1-uw2 =2

(QuP+ X o )(u,v) = ( 1) #0,

(auﬂbi X av#’i)(”/ V) = ( i -1 hild ) # 0.

Vi—iZ—2 NT-uZ -2

et

(au};i X ayéi)(u, V) = (1/ +u ) +0 ) 20,
Vi—u2-v2 V1-u2 -2

Ficure 1 - La sphere

(2) Les projections stéreographiques. La projection stéreographique a partir du pdle nord (0,0, 1)
associe a chaque point p = (x,y,z) de S\ {(0,0,1)} un point du plan R? de la facon suivante.
Considérons la droite £, dans I'espace qui joint (0,0, 1) a p. C’est-a—dire, la droite

ty: A-(xyz-1)+(0,0,1), AeR.

La projection stéreographique de p (a partir de (0, 0, 1)) est le point 77, (x, y, z) ot £, coupe le plan
xy. (Voir figure 2.) Un calcul direct montre que

n+(x,y,z)=( al Y ,0).

1-z"1-2
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FiGure 2 — La projection stéreographique—Auteur : S. Martin

De fagon analogue, nous pouvons considérer la procédure inverse : trouver le seul point de
S\ {(0,0,1)} sur la droite

Myt W-Wm,0,-1)+(0,0,1), pelR
qui joint (0,0, 1) au point (1, v, 0). La réponse est

2u 2v w+vr -1
W+ +1 12 +02+1" 2 +02+1)

O+ (M, U) =

Al’aide des formules ci—dessus, nous concluons queoy : R? — S\{(0,0,1)} estun homéomorphisme.
Pour montrer que

rangJac(o4) = 2,

nous pouvons procéder par un calcul direct; mais une autre fagon plus nette est de remarquer
que 7, est une fonction différentiable de R? \ {z = 1} en R? et appliquer la regle de la chaine a
la formula 714 0 04 (1,v) = (1,v,0). Explicitement :

S = O

1
Jac(m4)(0+(u, 0)) - Jac(o+)(u,0) = | 0
0

Il est donc clair que rang Jac(o+)(u, v) = 2. Bien sir, nous pouvons appliquer la méme procédure
au pole sud (0,0, —1) et trouver des projections

n_(x,y,z):( il Y O)

1+z 1+2
et
2u 20 1—u? -2
o) = T T R en :
w+vc+1 we+ve+1 us+v-+1
Comme

(8\{(0,0,DH U (S\{(0,0,-1)}) =S,

nous avons montré que S est une surface réguliere.
u

L’exemple suivant, dont les détails sont laissés a la charge du lecteur, donne encore un autre
famille de paramétrages locaux de S.



Exemple7 (Un autre paramétrage de S). C’estle paramétrage par lalongitude (distance angulaire
entre un méridien et le méridien de Greenwich) et la latitude (la distance angulaire entre
I’équateur et un tropique). Définissons

p:RXxR—S, (u,0) (cosucosO,cosusin0,sinu).

C’est a dire, ¢(u, 0) est obtenu en tournant le point (cosu,0,sinu) d'un angle 0 (le sens anti-
horaire) autour de 1’axe z. Un calcul direct nous donne

Aup X dop = —¢(u, 0) cos u,

et par conséquent

||8u(p X 8gq0|| = Cos .

1l est possible de montrer que la restriction de ¢ a des carrés ouverts de R? convenablement
choisis définit un paramétrage local de S.

2.2 Les graphes

Soit 1 : Uy — R une fonction différentiable sur un ouvert Uy € R2. Le graphe de 1,
I'={(x,y,2) e Up xR |z = h(x,y)}
est une surface réguliére : un unique paramétrage est ¢ : Uy — I, our
ou,v) = (u,v,h(u,v)).

Vérifions cette derniere affirmation. Il est clair que ¢ est un homéomorphisme, car la restriction
de la projection (x, y,z) + (x, y) donne l'inverse de ¢. Comme

au(P X av@ = (1/ 0/ auh) X (O/ 1/ avh) = (_auh/ _avh/ 1) 7
il suit immédiatement que le rang de Jac(¢)(u, v) est toujours 2.
En fait, localement, une surface réguliére est toujours un graphe.

Proposition 8. Soit S une surface réguliere et p € S. Il existe une permutation des coordonnées de R3,
un voisinage V de p en S, un ouvert Wy de R?, et une fonction différentiable h : Wy — R telles que

V ={(x,y,h(x,y)) € Wo xR |z = h(x, y)}.

Démonstration. Soit ¢ = (¢1,92,¢3) : Uy — U un paramétrage de S tel que p € U, et soit
po = ¢~ }(p). Comme Jac(¢) est de rang deux en py, apres une permutation des coordonnées de
RR3, nous pouvons admettre que

au ay
det| 7“1 2PN (o) % 0.
au(PZ 8v(P2
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Par le théoreme d’inversion locale, la restriction de (g1, ¢2) a un certain voisinage Vy de po
définit un difffomorphisme sur un ouvert Wy de R2. Soit & : Wy — Vj le difféomorphisme
inverse. Pour chaque (s, t) € Wy, nous avons

@o&(s,t)=(p10&(s,t),p20&(s,t), @3 0&(s, 1)
= (s,t, 30 &(s, 1)) )
= (s, t, h(s, 1)).

Si (x,y,2) € R est tel que (x,y) € Wy et z = @3 o &(x, ), alors les équations (9) montrent que
(x,y,2) = @ o &(x, y) € p(V)). Réciproquement, si (x, y,z) = ¢(u,v) € p(Vp), nous pouvons écrire
(x,y,z) =@pol(st),doux=sy=tz=@s30&(xV)), et(x,y) € Wy. Nous avons prouvé que

(P(VO) = {(x/]//z) eWoxR|z= @30 5(3(/]/)}/

et la preuve est achevée en posant V = ¢(V)). m]

2.3 Les surfaces de niveau

Une classe importante d’exemples est donnée par les surfaces de niveau : c’est-a-dire, les
surfaces définies par les images inverses des valeurs régulieres.

Proposition 10. (a) Soit W C R3 un ouvert et f : W — R une fonction différentiable, et soit a € R tel
que

V f(p) = (9:f (), 0y f(0), 9= (p)) 0, ¥pe f(a).

(Un tel a est dit un valeur régquliere de f.) Alors S = f~1(a) est une surface réguliere.
Démonstration. Soitp € f~1(a). Admettons que % f(p) # 0 et considérons la fonction
Fx,y,2) = (x,y, f(x, y,2))-
I1 suit que det DF(p) # 0. Soit U voisinage de p et C un cube centré en (p1,p2,4) :
{En0 lE—pil<e In—pal<e [C—al <e}
tel que Fly : U — C soit un difféomorphisme. Notons G l'inverse de F. Nous affirmons que
Fflon)={En0eC: C=a),

c’est a dire, I'image de f~!(a) N U par F n’est rien d’autre que un plan. Pour chaque (&,7,4) € C,
il existe un (x,y,z) € U tel que F(x, y,z) = (£, n,a). Par définition de f, il suit que f(x,y,z) = a,
et donc F( f‘l(a) N U) contient {(§,7n,C) € C : C = a}. L'autre inclusion est encore plus facile.
Nous avons terminé la preuve de l'affirmation. Il est maintenant clair que f ~1(a) est une surface
réguliere, car le plan en est une et F est un difffomorphisme. m|

10



ATaide de la Proposition 10, nous pouvons construire plusieurs exemples de surfaces réguliéres.
D’apres ce point de vue, les surfaces réguliéeres les plus simples sont les plans (voir I’'Exemple
5), car ils peuvent étre décrits par des équations de la forme

ax +by+cz=a.

Soit Q un polyndme en x, y,z de degré deux. L'ensemble

Q10) = {(x,y,2) € R® : Qx,y,2) =0}

est appelé une quadrique. Si 0 est une valeur réguliére de la fonction Q, nous dirons que Q~10)
est une quadrique réguliere.

Exemple 11. (Voir fig. 3) Soient p,q,r des nombres réels tels que p* + g> + > > 0. L'ellipsoide
E(p, q,7) est la quadrique réguliére

2y 22
{(x,y,z)EIR3 : F+%+r—2:1}.

(Le lecteur est invité a montrer que E(p, q, r) est effectivement une quadrique réguliere.)

S

Ficure 3 — Un ellipsoide

Exemple 12 (Les hyperboloides). (Voir figs. 4 et 5) Soient p,q,r des nombres réels tels que
p? + g% + 12 > 0. L'hyperboloide dune feuille H(p, g, 7) est la quadrique

x2 yz 72
{(x,y,z)EIR3 : E+?—r—2:1},

(Le lecteur est invité a montrer que H(p, q,7) est une quadrique réguliere.) L'hyperboloide de
deux feuilles est la quadrique

2 2 2
3. Y _ Y [ F
{(x,y,Z)e]R .—r?—q—2+r—2_1}.

(Le lecteur est invité a montrer que c’est une quadrique réguliere.)

11



F1GURE 4 — Un hyperboloide d’une feuille : x*> + y? — z2 = 10

FiGure 5 — Un hyperboloide de deux feuilles : x? — y? — 2% =

2.4 Les surfaces de rotation

Les surfaces de rotation sont les surfaces régulieres obtenues a partir de la rotation d'une
courbe plane. Pour bien comprendre cette classes de surfaces, nous devons méditer un peu sur
le concept de < courbe >, qui différera de celle adopté dans le reste du texte. Plus précisément
nous exigeons que la courbe elle méme soit une espece de surface de dimension un.

Nous copions la définition de surface réguliere en changeant R? par R : Un sous—ensemble C C R3
(ou C C R?) est une courbe réguliére s'il existe, pour chaque point p € C, un homéomorphisme
a : Ip — I entre un ouvert Iy C R et un voisinage I C C de p tel que :

C1 L'application @ : [y — R3 est de classe C*.
C2 La derivée o’ est partout non—nulle.
Les fonctions a s’appellent paramétrages locaux.
Exemple 13. Soit
C={xy) eR?: x> +y* =1}

le cercle. Les fonctions
a = (cos, sin) : (-7, +7) — R?, B = (cos, sin) : (0,2m) — R?

sont des paramétrages locaux (utiliser les coordonnées polaires pour montrer que « et 5 sont des
homéomorphismes sur leurs images). Il suit que C est une surface réguliére. Le lecteur est aussi
invité a montrer que la projection stéréographique inverse o : R — C\ {(0, 1)} est également un
paramétrage.

Exemple 14. Soit h : (a,A) — R une fonction différentiable. Son graphe, I' C R?, est une courbe
réguliere ayant un seul paramétrage.

12



Soit alors C C R? une courbe réguliere entierement contenue dans le plan xz. Supposons, en
plus, que C ne coupe pas l'axe z. Définissons Rot(C) comme l’ensemble de points de R? de la
forme (p1 cos 0, p1sin 0, p3), ot (p1,0,p3) € Cet O € [0,2m). Si

a=(p,0,0):Ip—>I1cC
un paramétrage local de C et | un intervalle ouvert de longueur 27, nous écrivons

Py lox ] — R3, Pa,j(u, 0) = (p(u) cos(0), p(u) sin(0), C(u)).

Bien stir, le lecteur profitera de 1'usage des nombres complexes pour se rappeler de la définition

de (Pa,] :
Pa,j = (P(”) el C(“)) e CxR =R (15)

Lemme 16. Rot(C) est une surface réguliere et ¢ := @, j est un paramétrage local. En plus, nous avons
la formule

9w (e, 6) x dopp(u, O)||" = p2(w) - lla ).

Démonstration. Comme « est injective et | est ouvert de longueur 27, il est facile de conclure
que @ = g, est aussi injective. (Le lecteur devra faire un dessin, ou utiliser la formule (15).)

Pour montrer que rang Jac(¢) = 2, nous faisons un calcul direct :

Auplt, 6) = (o () cos(6), p/ () sin(6), ' (w);
Jop(i,0) = (~p(u) sin(0), p(s) cos(6), 0);
2 ’ ’
|9uip(u, 0) x Do, )" = p*(t) - (" (W) + T'(w)?).
Comme p(u) > 0 et ||’ W)||* = p’(w)? + C'(u)*> # 0 pour chaque u € Iy, il suit que 9, et dgp sont
linéairement indépendants.

La preuve de la continuité de ¢! est un simple exercice a 1'aide des coordonnées cylindriques.
Nous laissons cette partie comme exercice.

Comme chaque point de C appartient a I'image d’un paramétrage local, nous en déduisons
qu’un point arbitraire de Rot(C) appartient toujours a I'image d"un certain ¢, . m]

Voici quelques exemples.

Exemple 17. Soit C le cercle centré en (2,0,0) et de rayon 1 dans le plan xz. Il y en a deux
paramétrages locaux de C définis par la restriction a (-, 1) et a (0,2m) de

u - (2 + cos(u), 0, sin(u)).

Donc, nous avons besoin de quatre paramétrages locaux pour couvrir le tore T := Rot(C) (en
fait, nous sommes capables de le faire avec trois déja). Ils sont donnés par des restrictions de

(u, 0) > ((2 + cos(u)) cos(), (2 + cos(u)) sin(O), sin(u))

13



FiGure 6 — Le tore

(ou sous forme complexe (u,v) = ([2 + cos(u)] - exp(i0), sin(u)) € C X R) aux carrés

C=(-nn)x((-mmn), C+(0,n)= (-7 n) X (0,2n),
C+(m,0)=(0,2n) X (-, ), C+(m,m)=(0,2m) % (0,2m).

2.5 Les surfaces de niveau compactes et algébriques

Dans le présent paragraphe !, nous allons discuter comment construire de fagon trés simple des
surfaces régulieres (dans R®) et compactes. Un résultat que n’importe quel géometre connait
est la classification des surfaces régulieres compactes (orientables, voir §3.6) par leur genre.
Le genre d’une surface réguliere compacte est le nombre de < trous >que elle a (voir Fig. 7).
Il existe (heureusement!) une fagon plus précise de nuancer le contenu géométrique de la
derniére phrase, mais comme ce paragraphe est dédié aux exemples explicites, nous allons
nous contenter de donner trois références au lecteur qui souhaite s’approfondir : [5], [2] et [3].

Théoréme de classification. Soient S C R3 et S’ C R? des surfaces régulieres et compactes de genre
g. Alors S est difféeomorphe a S'. m]

Ficure 7 — Une surface compacte de genre 4

Notre but est d"utiliser la Proposition 10 pour construire la famille d’exemples suivante.

1. Le coeur est I'Exemple 18, qui m’a été communiqué par E. Brugallé.

14



FiGure 8 — Genre 5

Exemple 18. Soient (a1, b1),- -+, (ag, bg) des points de R2etry, ..., 1y des nombres réels strictement
positifs. Définissons des polynomes réels a deux variables comme suit

alx,y) = (=) + (y— ) -1,
et supposons que chacun des cercles
Cr = {(x,y) € R?| cilx, y) = 0

est contenu en dehors des autres, i.e. si (x, y) € C; alors (x — x)? + (y — yx)? > r]%. Soit maintenant
Cg+1 un cercle centré a l'origine et de rayon 7441 qui contient chacun des cercles Cy dans son
. L, . . . ) 2 2
intérieur (voir Fig. 9). Posons cg4+1(x, y) = Tes1 ~X Y

Ficure 9 —
Affirmation : Soit
P(xl ]/) = Cl(x/ ]/) o Cg(xl ]/) . Cg+1(x/ y)

Alors l’ensemble
S=1(xy,2 €R3 A2 =P(x,y)}, A#0

est une surface réguliére compacte et connexe avec g < trous >.
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La preuve, bien sir, utilise la Proposition 10. Soit & := P(x, y) — Az2. Nous voulons montrer que
sip=(&n,0) €S, alors Vh(E, n,C) # 0. Comme d;h = —2A(, il suit que Vi # 0si C # 0. Nous
supposons maintenant que C = 0. Pour que (¢, 1,0) soit dans S, il faut que P(&, 1) = 0; par
conséquent, il existeunk € {1, ..., g+ 1} tel que cx(&,17) = 0. Comme les cercles Cy sont disjoints,
(&, 1) peut appartenir a seulement un Cy,. Comme

dc dc 1
axh:a_;'c2"'cg+1+"'+cl"'cg' ;:

dcy (9Cg+1
ayh:—ay.Cz...cg+1+...+cl...cg. ay ,

nous concluons que

dc
dh(E,n) =c1(&n) - cy-1(&,1) - 7§£?(é,n)-6%0+1(£,n)---cg+1(é,n)

dc
Ou(E, 1) = 1(Em) i1 (€,1)+ 5 HEM i )+ g (&)

=£2(1 = Yk) Vs
avec y # 0. Une fois que le centre du cercle Cy, n"appartient pas a Cy,, il suit que Vh(&, 1) # 0.

Nous montrons maintenant que S est compacte. Si [|(€, )|]> > r¢+1,alors cg1(&, ) < 0 tandis que
cx(&,n) > 0 pour chaque k =1, ..., g. Par conséquent, P(, 1) < 0; il suit qu'un point (&,1,C) € S
doit forcement satisfaire &2 +1? < ri .1- Lenombre réel |AC| doit étre inférieur ou égal a une borne
supérieure de la fonction V|P]| sur l'intérieur de C ¢+1, et nous avons montré que S est compacte.
(Le lecteur remarquera aussi que il n’y a aucun point de S au—dessus d’un point a I'intérieur de
un des cercles Cy, ..., Cg, car le polynéme P est strictement négatif dans ces régions.) Comme
nous n’avons pas développé les outils mathématiques pour justifier soigneusement la derniere
affirmation dans I'énoncé, il est plus intéressant de laisser le lecteur avec I'exemple donné par la
Fig.8:c’estlecas g = 5, (a1,b1) = (=2,0), (a2, b2) = (2,0), (a3, b3) = (0, -2), (a4, bs) = (0,2), (a5, bs) =
(0,0)avecr; =---=ry=1/2, 15,1 = V8 et A = 100.
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3 Le calcul différentiel sur les surfaces

3.1 Différentiabilité d’une fonction a valeurs réelles

Lebut du présent paragraphe est définir les fonctions différentiables entre les surfaces régulieres.
La clé pour cette définition est la proposition suivante.

Proposition 19. Soient S une surface, ¢ : Uy — U un paramétrage local et f : V C R" — R3 une
fonction différentiable telle que f(V) C U. Alors

plof: VU
est différentiable.

Démonstration. Soit p = ¢(pg). Comme rang Jac(¢)(po) = 2, nous pouvons supposer que

au(Pl av§01
det #0
[ dupr oo J(Po)

Dong, par le Théoréme de I'inversion locale, il existe un voisinage ouvert D de py out
((Pll (PZ) :D— IR'Z

définit un diffSomorphisme sur son image E C R?. On note (¢, ;) : E — D son inverse. Pour
chaque (w, z) € E, nous avons

Y (1P1 (w, Z)/ 1PZ(z’Ul Z)) = (w/ z, (P3(¢1(w/ Z)/ ¢2(w/ Z)));

autrement dit,

W1(w, 2), Pa(w,2)) = ¢~ (w, 2z, P3(Y1(w, 2), Ya(w, 2))).
Si f(x) = (fi(x), f2(x), f3(x)) € (D), il existe un point (w, z) € E tel que

f(x) = (P(Ebl(w/ Z)/ #JZ(wl Z))
= (w,z, 903(1#1 (w, z), ’7b2(w/ z))).

Par conséquent, pour chaque x € f~(¢(D)), nous en déduisons
f3(0) = p3(1(f1(x), f2(%)), P2(f1(%), fa(x))),

et

¢~ (f(@) = 97 (A, L2(x), ()
= 1(A(), 2(0)), P2(f1(x), f2(x))).

Comme chacune des f; : V — TR est différentiable, il suit que ¢! o f est différentiable en
Y (@(D)). Une fois que p € (D) est arbitraire, ¢! o f est différentiable. m]
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Corollaire 20 (Tres important!). Soient ¢ : Uy — U et ¢ : Vo — V des paramétrages locaux de S.
Alors
Vv lop:p(UNV) -y lUNV)

est un difféomorphisme.

Démonstration. Le role de ¢ et de ¢ est interchangeable et ¢! o ¢ est la fonction inverse de
Y71 o . Dong, il suffit de prouver que ™! o @ est une application différentiable. Mais, par
définition d’un paramétrage, ¢ : Uy — R> est une fonction C* et le la proposition nous montre
que la restriction =1 o ¢ est de classe C* ot elle est définie. m|

Exemple21. Soient ¢, : B — {(x,y,z) € S|z > 0}ety, : B — {(x,y,2) € S|y > 0} les paramétrages
locaux définis dans ’Exemple 6—(1) :

P+(u,v) = (u,v, V1 —u2 - 02), Yi(u,v) = (u, V1 —u? - vz,v).

(B est 1a boule ouverte de rayon 1 centrée a l'origine en R2.) Alors
o' ({(x, v,2) € Sly,z > 0}) = {(u,v) € Blv > 0},
et le changement de paramétrage est
1,[1;1 oy (U,v) (u, m)
|

Le Corollaire 20 possede une importance théorique considérable. Il nous permettra de définir
plus loin les variétés différentielles abstraites. Pour l'instant, il nous permet de définir les
fonctions différentiables.

Posons—nous le probleme de définir une fonction différentiable f : S — R”" sur une surface
réguliere. Comme nous le savons du calcul différentiel, une fonction est différentiable si, et
seulement si, elle est localement différentiable, ce qui nous permet de nous concentrer dans la
définition de différentiabilité autour d’un point p € S. Une fois que le principe fondamental
de la Géométrie différentielle est qu'une surface est localement <« décrite >par un paramétrage

local, nous pouvons avancer :

Définition 22. Soit S une surface réguliere. Une fonction f : S — R” est différentiable autour
du point p s’il existe un paramétrage ¢ : Uy — U, U un voisinage de p, tel que f o ¢ : Uy — R”"
est différentiable.

Il'y a, a priori, un défaut avec la Définition 22 : nous avons fait un choix d"un paramétrage local
@. Mais le Corollaire 20 enléve toute ambiguité, car

feo@=foyeo G op) () (23)
|
difféomorphisme
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pour tout g dans un voisinage de p. Il suit que si f : S — R”" est différentiable, les expressions
locales

foy Voo R"
sont différentiables pour n'importe quel paramétrage ¢ : Vo — V C S.

Le lecteur peut maintenant fabriquer une quantité de fonctions différentiables sur une surface
SCR3a partir des fonctions coordonnées x : S - R,y : S - Retz: S — R; aucune difficulté
doit surgir dans la preuve du

Lemme 24. Soit hi : R® — R une fonction différentiable. Alors sa restriction a S est aussi une fonction
différentiable. ]

3.2 Différentiabilité des fonctions entre deux surfaces

Nous considérons maintenant des fonctions a valeurs dans une autre surface réguliére et nous
posons la question de définir raisonnablement la différentiabilité.

Définition 25. Soit f : S — S’ une fonction entre deux surfaces régulieres. Nous dirons que f
est différentiable si la fonction évidente F : S — R3 déduite de f l'est.

Il y en a un coté positif et un négatif — comme dans la plupart de nos actions d’ailleurs —
dans la définition. Le coté positif est clair : c’est I’économie ; nous avons utilisé un minimum de
technique et jargon. Le coté négatif est plus difficile & comprendre, mais il est sérieux : il met
trop d’importance sur le role joué par R3. C’est une attitude nocive pour les développements
futurs de la Géométrie différentielle < abstraite >.

Nous avangons alors une autre définition :

Définition 26. Soient S et S’ des surfaces régulieres et soit f : S — S’ une fonction. Nous
disons que f est différentiable si, pour chaque point p € S, il existe des voisinages paramétrés
p:Up—>UCSetg :Uy— U C S tels que

a)pel,

b) f(U) € U’ et,

) 'l o fop: Uy — U est différentiable.

Dans la définition précédente, nous avons supposé l'existence de un couple de paramétrages
@:Uy - Uetq' : U) — U tels que (¢’)"! o f o ¢ soit différentiable. Le Corollaire 20 (encore
une autre fois!) garantit que le méme peut étre dit de n’importe quel autre couple ¢, ¢’ de
paramétrages locaux; la preuve est obtenue aisément a partir de 1'égalité

Ylofoyp= ¢log o @lofop o gloy

~—— N— ——— N ——
difféomorphisme expression locale de f  difféomorphisme

La Définition 26 doit étre poétisé de la facon suivante : Une fonction f : S — S’ est différentiable
quand, lue localement sur les paramétrages de S et S’, elle est différentiable.
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Bien siir, nous avons

Proposition 27. Les définitions 25 et 26 équivalent.

Démonstration. Soit f : S — S’ une fonction entre deux surfaces régulieres.

Supposons que f est différentiable au sens de la Définition 25. Ceci veut dire que la fonction F : S — R?
déduite de f est différentiable. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S. Par définition (voir
Définition 22), Fo ¢ : Uy — R3 est une fonction différentiable. Comme F o p(Up) € S, nous en

déduisons de la Proposition 19 que

@' oFogp
est différentiable pour n'importe quel paramétrage local ¢’ : Uj — U’ de S’ dont I'image U’
contient F o p(Up). Comme U est arbitraire, les conditions de la Définition 26 sont satisfaites.

Supposons que f est différentiable au sens de la Définition 26. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage
local de S; nous voulons montrer que F o ¢ est différentiable. Prenons py € Uy quelconque et
fixons un paramétrage local ¢’ : Uy — U’ de S’ dans les conditions de la Définition 26 : (a)
Fflp(po)) e I, (b) fF(U) S U et(c) ¢’ Lo fop:Uy— Uj est différentiable. Comme ¢’ : Up — R3
est différentiable,

Fop=q'og ™ ofop

N—————
différentiable

'est également. ]

Exemple 28. Soit S une surface réguliere et soit i : R> — R une application différentiable. Alors
la restriction de & a S est une application différentiable de S en R3, car, pour n’importe quel
paramétrage ¢ : Uy — U de S, la fonction o ¢ : Uy — R? est différentiable. Si, en plus, il existe
une surface réguliere S’ C R? telle que h(S) C &, il suit directement de la Définition 25 que
h:S — S est différentiable.

Définition 29. (a) Une fonction différentiable f : S — S est un difféomorphisme s’il existe une
fonction différentiable g : S — S telle que go f(p) = p et f o g(p’) = p’ pour chaque p € S et
chaquep’ € §'.

(b) Une fonction f : S — S’ est un difféomorphisme local si, pour chaque point p € S, il existe

des voisinages U dep et U’ dep’ tels que flir : U — U’ est un difféomorphisme entre les surfaces
UetU'.

Les difféomorphismes forment une des < équivalences »de la Géométrie différentielle. Il existe
d’autres, plus fines, qui nous étudierons plus tard (les isométries, voir Définition 59). Les
difféfomorphismes permettent d’affirmer que les propriétés liées au Calcul différentiel sont

transportées sans aucune perte d’information d"une surface a I’autre. Néanmoins, les propriétés
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métriques (comme la longueur des courbes, les aires etc) d"une surface, ne sont pas préservées par
cette classe de fonctions.

Exemple 30. Un ellipsoide E(p, g, r) (voir 'Exemple 11) est toujours difféomorphe a la sphere :
un difféomorphisme étant la restriction (voir 'Exemple 28) a S de 1'application h(x,y,z) =

N

(rx,qy,rz). Cependant, le lecteur est invité a montrer que la longueur de l'équateur 0
(cos(0), sin(0), 0) n’est pas préservé par h en général.

De facon analogue, chaque hyperboloide d"une feuille (voir 'Exemple 12) est difféomorphe a
H(1,1,1). (Il est clair qu'un hyperboloide n’est jamais difféomorphe a un ellipsoide.)

3.3 L’espace tangent

Définition 31. Soit S une surface reguliere et p € S. Un vecteur tangent a S en p est un vecteur
dela forme a’(m) € R3, ot1a : (a,A) — R3 est une courbe différentiable dont 'image est contenu
en S et qui passe par p en t = m. Le sous—ensemble de R? constitué par les vecteurs tangents est
appelé I’espace tangent a S en p et est noté T),S.

Mise en garde : La notion intuitive et naturelle d’espace tangent n’est pas celle de la Définition 31
(techniquement plus commode). L'espace tangent qui touche le point p est la translation p + T},S.

Le lemme suivant montre que T,S est un sous—espace vectoriel de R? et nous permet de lui
associer une base naturelle.

Lemme 32. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage de S et soit p = @(po). Alors
T,S = De(po) - R*.

En particulier, T,S est un sous—espace vectoriel de R? et {9, (po), du(po)} est une base.

Démonstration. Prouvons que T,S C D¢(po) - R2. Soit a : (1,A) — R3 une courbe différentiable
dont l'image est dans S et qui passe par p en t = m. Nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, que Im(a) C ¢(Up). D’apres la Proposition 19, la fonction ag = gt o a : (2, A) — R?
est différentiable. Par la régle de la chaine :
o (m) = (¢ © ap)’ (m)
= Do(ao(m)) - ay(m) € Dg(po) - R>.
Prouvons que TS 2 De(po) - R?. Soit v € R? quelconque et soit agp(f) := t - v + po. Si |¢| est

suffisamment petit, alors ag(t) € Up et a := ¢ o ag est une courbe différentiable qui passe par p
ent = 0. Comme

Dg(po) - v = Do(po) - ay(0)
= (¢ o ap)’(0)
= a’(0),
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il suit que D@(po) - v est un vecteur tangent. ]

Nous essayons maintenant de décrire les espaces tangents dans quelques exemples.

Exemple 33. Soit C C xz une courbe réguliere et a = (p, 0, C) : [ — C un paramétrage local de C.
Soit p = (cos(0p) - p(uo), sin(Op) - p(up), C(11p)) un point de Rot(C). Comme

@(u, 0) = (cos(0) - p(u),sin(0) - p(u), C(u))

est un paramétrage local de Rot(C) (0 doit appartenir a un intervalle ouvert précisé, mais ici les
calculs sont locaux, voir §2.4), I'espace tangent est engendré par les vecteurs

du(uo, o) = (p’(uo) - cos(p), p’ (uo) - sin(6), C' (140))
dog(uo, Oo) = (=p(uio) - sin(Oo), p(uo) - cos(6o), 0).
Il est clair que ces vecteurs sont les vecteurs tangents aux courbes différentiables
i+ (p(u) - cos(0o), p(u) - sin(Op), C(w)
0 = (p(uo) - cos(0), p(uo) - sin(0), C(uo))-
|

Exemple 34 (L'espace tangent a une surface de niveau). SoitF : R? — R une fonction différentiable
et c € R une valeur réguliere, de sorte que S = F~1(c) est une surface réguliere. Sia : (2, A) - R3
est une courbe différentiable dont I'image est contenue dans S, nous avons

(&' (t), VF(a(t))) = 0;

il suit que, pour chaquep € S, T,,S est contenu dans le plan orthogonal au vecteur VF(p). Comme
dim T,S = 2, il suit que T},S coincide avec (VF(p))*. En particulier, 'espace tangenta p € S est le
complément orthogonal du vecteur p.

3.4 Ladérivée d’'une application différentiable entre surfaces

Soit f : S — S’ une fonction différentiable entre surfaces régulieres (Définition 26); fixons
p € Setv € T,S. Prenons une courbe différentiable a : (a,A) — S (ie, a : (@, A) — R3 est
différentiable et son image est contenue en S) qui, en t = m, passe par p avec a’(m) = v. Prenons
I = (m—e,m+e) C (a,A) tel que a(I) est contenu dans I'image d"un paramétrage local ¢ : Uy — U.
D’aprés la Proposition 19, ¢~ o a : I — Uy est différentiable. Etant donné que f o ¢ : Uy — R3
est aussi différentiable (Définitions 22 et 25), nous en concluons que

foa=(fog)o(pToa): >R
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est différentiable et son image est contenue dans S’. Nous pouvons ainsi considérer le vecteur
tangent

(f o a)’(m) € Tf(p)S’.

Le lemme suivant montre que 'association a’(m) — (f o a)’(m) a une nature intrinseque.

Lemme 35. Soient
p:Uy—> U et U, - U

des paramétrages tels que f(U) € U’. Si ¢~ (p) =: po, soit vg € R? tel que v = Dep(po) - vo (nous
appliquons le Lemme 32) ; posons F = ¢’ o f o . Alors

(f o @)’ (m) = Do’ (F(po)) - DF(po) - vo. (36)

En particulier, si p : (b, B) — S est une autre courbe différentiable qui, en t = n, passe par p avec vélocité

v, alors (f o aY (m) = (f o BY (n).

Démonstration. Rappelons que ag := ¢! o a : (a,A) — Uy est différentiable (Proposition 19) et
que a(m) = vg (car Dep(po) - ay(m) = v et Dp(po) est injective). Nous avons

foa:(p’ogo'_lofO(po@_loa
= @' o Foay.

Le lemme suit immédiatement de la regle de la chaine. m|

Définition 37. Le vecteur tangent (f o)’ (m), qui est indépendant de la courbe a choisie (d"apres
le lemme), sera noté Df(p) - v. L'application

Df(p): T,S — Ty'S
est appelée la dérivée de f en p.

La formule (36) pour la dérivée de f montre que Df(p) est une application linéaire. Une autre
conséquence de la preuve du lemme est la suivante. Choisissons des paramétrages locaux

p:Uy—>U ete U, —>U
tels que f(U) C U’ et notons ¢~!(p) par po et '~ (f(p)) par py- Alors,
Corollaire 38. La matrice de D f(p) par rapport aux bases évidentes
{9up(po), dop(po)l, et {9ug’(py), Do’ (pp)}
est la Jacobienne de F = ¢’ o f o ¢ en po.

En fait, telle remarque nous permet de donner une autre définition de la dérivée Df(p) : T,S —
T¢(,)S’, comme le lecteur peut établir sans difficulté :
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Exercice 39. Soient ¢ : Uy — U ety : Vo — V des paramétrages locaux des voisinages U et
V de p. Soient ¢’ : U] — U et ¢’ : V| — V’ des paramétrages des voisinages U’ et V' de
p’ = f(p) tels que f(U) € U’ et f(V) C V'. Notons par F = (Fy, F3), respectivement G = (G, G2),
la composition ¢’~! o f o @, respectivement ¢! o f o 1. Montrer, par un calcul explicite, que les
applications linéaires

9 (97 () > fi;( )0 (¢70) + 22 (97 0) - dug (¢ 0)

ou
o (7)) 257( ) dug’ (971 0)) + i,(w‘lﬁﬂ)-8v¢’(¢”*(PU)
et
0.0 (17 @) = B (7 0) - aut! (97 0) + B2 (3 ) - o (9 0)
ap (67 0)) = S (47 0) -0t (97 0) + B2 (47 ) - o ()
coincident.

La preuve du résultat suivant est une application immédiate du Théoréme d’inversion locale
pour les ouverts des espaces euclidiens.

Théoreme 40 (d’inversion locale). Soit f : S — S’ une application différentiable dont la dérivée
Df(p) : TpS — Tg(,)S est un isomorphisme. Alors, il existe un voisinage U de p en S et un voisinage
U’ de f(p) en S’ tels que fly : U — U’ est un difféomorphisme (voir Définition 29). m]

3.5 Champs de vecteurs

Ici, S note une surface réguliere.

Définition 41. Soit U C S ouvert. Une fonction X : U — R? est appelée un champ de vecteurs.
Le champ est dit tangent si, pour chaque p € U, X(p) € T,S. Dans le cas ot X est continue (respec-
tivement différentiable) nous dirons que le champ est continu (respectivement différentiable).

Soit ¢ : Up — U <€ S un paramétrage local. Il existe des champs de vecteurs tangents
différentiables évidents sur U :

Pup) = 00 (07 (1)), @ulp) = Do (97" (p)). (42)

Exercice 43. Assurez—vousd’avoir bien compris pourquoiles champs ¢, et ¢, sont différentiables.

Il y a aussi, un troisieme champ de vecteurs, cette fois normal :

Pu(p) X @u(p)
llpu(p) X Po(p)Il-

Lemme 45. Le champ Ny, : U — R3 est différentiable.

No(p) = (44)
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Démonstration. Si ¢ = ((pl,(pz, (p3), alors

Pu = (99", 9u?,0u0°) (7' D)) et 9o = (9o’ 9o9?, 909°) (¢ ().

Dong,

Pu(p) X Po(p) = (up*0o9® = 0up®0o?, 0u9°00p" — ' 3u”, 0! Do — 049?300 ) (97 (1))

Il en résulte que ¢, X @, est une fonction différentiable sur U, et, en plus, est toujours non—-nulle

(par définition d"un paramétrage); il suit que

p = ||lpu(p) x potp)||

est différentiable sur U. O

En fait, les champs ¢,, ¢, et N, < engendrent >tous les champs de vecteurs différentiables sur

un petit ouvert de S.

Proposition 46. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S et X : U — R3 un champ de vecteurs. Il
existe des fonctions différentialbles X,,, X, et Xy telles que, pour chaque p € U, nous avons

X(p) = Xu - pu(p) + Xo(p) - @o(p) + Xn(p) - Nop(p)

Démonstration. Soiente; = (1,0,0),e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1) les champs de vecteurs constants
sur U. Comme X est par définition différentiable, nous savons que X = Xj -e; + Xy -, + X3 - €3,
ou X; sont différentiables sur U, et par conséquent, pour montrer 1'existence des fonctions
envisagées dans 1’énoncé, il est suffisant de le faire dans le cas X = ;. Ecrivons Qy = (go},, (pfl, gof,),
¥o = (L, @2, ¢3) et Ny, = (N, N2, N°). Alors la matrice

s @y N
M=| ¢i 95 N?
vy @3 N°

est inversible et chaque entrée est une fonction différentiable sur U. Par définition

Xy
M- XU = 6.
XN
Comme les entrées de M~! sont aussi des fonctions différentiables, la preuve est achevée. m]

Dans un moment d’inattention, le lecteur peut avoir I'impression que la Proposition 46 nous
aide a comprendre tous les champs de vecteurs sur une surface. Une telle idée est loin d’étre
vraie : la proposition est d"une nature strictement locale. En fait, la preuve du résultat suivant
n’est pas triviale.
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Théoreme 47. Soit X un champ tangent continu sur S. Alors il existe au moins un p € S tel que
X(p) = 0. |

Dans une direction plus positive, nous avons l'exemple suivant.

Exemple 48. Soit T le tore construit dans I'Exemple 17. Soit ¢ : R* — T définie par
(u, 0) — ((2 + cos(u)) cos(0), (2 + cos(u)) sin(0), sin(u)).

Nous savons déja que les restrictions de ¢ a des carrés convenables sont des paramétrages. Il
n’est pas difficile de montrer que pour chaque p € T et chaque couple antécédents po, p1, nous

avons
dup(po) = dup(p1) et dup(po) = do@(p1).

Ceci montre que
X : p — dyp(antécédent arbitraire de p)

et
Y : p = dyp(antécédent arbitraire de p)

sont des fonctions bien définies. En plus, X et Y sont des champs tangents différentiables tels
que {X(p), Y(p)} est une base de T, T pour chaque p € T. En particulier, ni X, ni Y s’annule. (Les

détails sont laissés comme exercice.)

3.6 Les champs normaux et l’orientation

Soit S C R3 une surface réguliere.

Définition 49. Une orientation sur S est la donnée d'un champ de vecteurs différentiable et
normal N : S — R3 tel que, en plus, [IN]|| = 1. Si un tel champ de vecteurs existe, la surface S est
dite orientable. Une fois choisie une orientation sur S, nous dirons que S est orientée.

Exemple 50. (a) Le champ normal N : p € S  p € R3 (voir exemple 34) sur la spheére S est une

orientation.

(b) Les surfaces de niveau S = f~!(a) (voir §2.3) sont toujours orientées par le champ

_ V)
[vswl

Un résultat trés intéressant, mais plus difficile, est que chaque surface orientée de R? est en fait

N(p)

une surface de niveau. Voir 2.7, [1].

(c) LesgraphesT = {(x,y,z) € R3|z = h(x, y)} sont toujours orientés, car ils peuvent étre couverts
par un seul paramétrage.
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Le lemme suivant montre que la différentiabilité d"un champ continu et normal est automatique.

Lemme 51. Soit N: S — R3 un champ de vecteurs continu, normal, et de norme constante égale a 1.
Alors N est différentiable.

Démonstration. Une fonction h : S — R" est différentiable si, et seulement si, pour chaque
paramétrage ¢ : Uy — U, la fonction ho ¢ : Uy — R" l'est. Soit ¢ un tel paramétrage,
et supposons, en plus, que Uy est connexe. Comme dimg TS = 2, il suit que, pour chaque
(u,v) € Uy, il existe un e(u,v) € {-1,1} tel que

N(p(,0)) = £(1t,0) - Ny 0 ¢(11,0).

La fonction ¢ est continue, car finalement ¢ = <N, N(p>. Il suit que ¢ : Up — {-1,1} est une
fonction constante, et la différentiabilité de N est une conséquence de la différentiabilité de
N m|

Il est clair que chaque surface réguliere est localement orientable. Nous observons que si N est

une orientation sur S, alors —N est une autre orientation, appelée 1’orientation opposée.

La notion d’orientation posséde un intérét intuitif : sur une surface orientée, nous pouvons
distinguer <l'intérieur »et «'extérieur ». Elle a aussi une importance technique, car 1’orientation
joue un role dans l'intégration.

Définition 52. Un paramétrage local ¢ : Uy — U est compatible avec une orientation N si
N = N, (voir éq. (44)) sur l'ouvert U.
Soient @ : Up — U ety : Vo — V des paramétrages tels que U NV # (. Ecrivons

plog=(fg), Cestadire ¢(u,0)=yY(f,0) g, v).
La regle de la chaine nous donne

d
%2 u,0) = 220,20, 800,00 2 1, + 22 (), 500, 2 0,0

et

%2 1,0) = 22,9, 80,0) 2

sur l'ouvert o~ 1(U N V) C Up. Il suit que

af o d
@wx%@@m)(%-f—;ﬁ—%(v)@¢x%wuwwgwm>

= det (]ac(gb o)(u, v)) (Qup X ) (f(u, ), g(u, v)).

(u, ) +2 (f(u v), 8(u, U)) (u v)

(53)

Par conséquent
det Jacp ™ o @)@ (p))
det Jac( 0 @)@ (o)

Cette équation acheve la preuve du lemme suivant :

Ne(p) = Ny(p), YpelUnV. (54)
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Lemme 55. Une surface régquliere S est orientable si, et seulement si, il existe des paramétrages locaux
i UY — U tels que

1. YUY = Set

2. det ]ac((p]Tl o ;) > 0.

3.7 Complément : les structures de surface de Riemann
Pour mieux comprendre I'importance théorique du Corollaire 20
< le changement de paramétrage Y~ o ¢ est de classe C™ »,

et aussi jeter un coup d’oeil sur une des plus belles théories mathématiques, nous allons essayer
de définir une fonction holomorphe sur une surface réguliere S. Soit alors h : S — C une
fonction. Essayons la suivante : < La fonction /1 est holomorphe si, pour chaque point p € S, il
existe un paramétrage local d"un voisinage U, de p, disons ¢, : Uy, — Up, tel que la fonction
hog, - Uy, — C soit holomorphe 2. »La définition ici n’est pas indépendante du paramétrage
¢p choisi — car la formule (23)

foe@=fopo @ op) (g

~———
difféomorphisme

ne peut pas nous aider comme avant — ce qui est assez problématique. Ace point nous voyons
I'importance du Corollaire 20, parce que la dépendance du paramétrage choisi sera surmonté
par 'hypothése < 1)1 o ¢ est une fonction holomorphe > (il suffit d’appliquer ’équation (23)).
Une surface réguliere S telle que, dans la conclusion du Corollaire 20, nous pouvons toujours
prendre holomorphe a la place de différentiable est un cas particulier d"une surface de Riemann.
Plus précisément, une structure de surface de Riemann sur une surface réguliere S C R3 est
un choix d’"une famille de paramétrages locaux

g Uy — u®

tels que :

(i) uiu =S, et

(ii) (P1:1 o ¢; est une fonction holomorphe sur 'ouvert (pJTl(U(f) N U®) pour chaque couple j k.
Iciil estimportant de voir que la structure de surface de Riemann est quelque chose supplémentaire
a la structure de surface réguliere. Un exemple simple, mais non trivial, est le suivant. Soit

2. Rappelons que une fonction différentiable (f, g) : Uy — R? = C est holomorphe si et seulement si les équations
de Cauchy-Riemann
auf = avg/ avf = _aug~

sont vérifiées.
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p : B2 > R? la conjugaison complexe (1,v) — (u,—v); si o, et o_ notent les projections
stéréographiques, il suit que 0, 0 p : R? — Seto_ : R> — S définissent une structure de surface
de Riemann sur S (exercice). Par contre les paramétrages standards n’ont pas cette particularité,
car

Yilog. s (,0) - (1, V- 12 - 12)

n’est pas une fonction holomorphe (voir I'Exemple 21).
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4 Longueurs et aires : la métrique

Dans cette partie du texte, nous commencons vraiment 1’étude de la Géométrie différentielle,
au moins, si nous prenons par définition de Géométrie celle donnée par une partie de son

étymologie (en grec < gé > signifie < terre » et < metrie > est associée a < mesurer >).

Dans le texte qui suit, S notera une surface réguliere S C R3.

4.1 La premiere forme fondamentale

Définition 56. La premiere forme fondamentale au point p € S est la restriction a T),S du
produit interne naturel de R? et est notée

I, =(,): TS X T,S — R.

Nous allons maintenant utiliser les paramétrages pour manipuler la premiere forme fondamen-
tale. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S. A un tel paramétrage, nous pouvons associer
des champs de vecteurs ¢, et ¢, sur U (voir égs. (42)). Définissons les fonctions suivantes sur
u:
Ep ={pupu), Gp={Po, P}, Fo={Pu ¢o).

S’il n’y a aucun risque de confusion, nous écrivons simplement E, F, G au lieu de Eg, Fp, Gg.
Nous allons également commettre ’abus de confondre E,F,G avec Eo ¢ !,Fo p~!,Go p~! (qui
sont des fonctions sur Up). D’apres la Définition 22, il est clair que E, F, G sont des fonctions
différentiables. 11 est aussi clair que E et G sont fonctions strictement positives.

Définition 57. Les fonctions E,F et G sont appelées les coefficients de la premiére forme
fondamentale.

La matrice symétrique associée a la premiere forme fondamentale par rapport a la base
{ou), po(p)} de TS est
[ E(p) F(p) ]
F(p) G@p) )
C’est a dire,

- up) + 0 - o®)||* = Lt - pu(p) + 0 - Pulp))

(i @)'(Ew) F(p))'[gz]' 58)
F(p) G(p) (4

= E(p) - t* + 2F(p) - 1o + G(p) - 0°.

4.2 Les isométries

Comme nous sommes intéressés par 1’étude des longueurs, il est vital d’isoler les applications
entre des surfaces qui préservent la premiere forme fondamentale.
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Définition 59. Soit S’ une autre surface réguliere. Un difféomorphisme i : S — S’ est dit une
isométrie, si pour chaque point p € S et chaque couple &, n € T),S, I'égalité

(&), = (Dh(p) - & Dh(p) - )y

est vérifiée. Dans le cas ot1 /1 est simplement un difféomorphisme local et Dh(p) satisfait1’équation
ci-dessus pour chaque p et chaque &, n, nous dirons que & est une isométrie locale.

2
Comme ||§ + r]” — &I = > = 2(&,7n), il suit quun difffomorphisme & : S — S est une
isométrie si et seulement si

|Dh(p) - &]| = 1€l

pour chaque p € S et chaque & € T,S. Il faut aussi remarquer que la les isométries locales
préservent la longueur des courbes : si a : (a, A) — R est une courbe différentiable contenue dans
S,h:S — S est une isométrie locale, et [b, B] C (a, A) alors

L)(a) = LP(hoa).

Exemple 60. Soit S = {(x,y,z) € R3|x% + y2 =1, x > 0} le demi—cylindre et B = (-m/2, +1/2) X
R x {0}. Considérons le paramétrage de S

@:(-1/2,+1/2) xR =S, (u,v) — (cos(u),sin(u),v).

(L'inverse de ¢ est (x,y,z) + (arcsin(y), z).) Soit Y (u,v) = (u,v,0) le paramétrage béte de B. Il
suit que

h:B—S, (x,y,0) (cos(x),sin(x), y)

est un difffomorphisme et, que pour chaque point p € B, nous avons

Dh(p) - Yu(p) = pu(h(p)), et Dh(p) - o(p) = @o(h(p)).

Comme
Ey=Ep=1, Fy=Fy,=0, Gy=Gyp=1,

une application directe de la formule (58) montre que / est une isométrie.
|

L’exemple précédent possede une généralisation facile; la preuve est un exercice laissé au
lecteur.

Lemme 61. Soient ¢ : Uy — U et ¢’ : Uy — U’ des paramétrages locaux de S et S’. Alors
h:=q@ 0@t :U— U est une isométrie si et seulement si E, = Egr, Fp = Foy et Gy = G
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4.3 Les aires

Soit Q) € U un sous—ensemble. L'aire de () par rapport a ¢ est définie par
Aire,(Q) = f ||o7ug0 X 8y(p|| dudv,
Q)

si intégrale existe. Comme pour chaque couple de vecteurs de R?® nous avons la formule

1€ Xl + (&, n)* = IE? - i, (62)

il suit que

Aire,(Q) = f VEG — F2 dudv.
(%)

En fait, pour que la théorie de I'intégration marche proprement, nous devons imposer quelques
conditions sur 'ensemble Qy := ¢~!(Q). La meilleur facon d’aborder un tel probléeme nous
amene a une théorie trop importante pour étre traitée de facon marginale. Nous allons nous
contenter de prendre simplement (g compact tel que dQ est de mesure nulle > : cette hypothese
garantit que l'intégrale de Riemann sur )y d’une fonction continue existe. Le lemme suivant

montre que Aire,(Q2) est indépendante du paramétrage.

Lemme 63. Soit QO C U un sous—ensemble compact tel que 8((p‘1(Q)) est de mesure nulle. Soit
Y : Vo — V un autre paramétrage de S tel que (1 C V. Alors

Airey(Q2) = Airey(Q).
Démonstration. C’est une conséquence facile de la formule de changement de variables pour les
intégrales multiples. Rappelons que sio : A — B est un difffomorphisme entre deux ouverts de

R" alors, pour chaque sous-ensemble compact K C A dont le bord JK a mesure nulle, et pour
chaque fonction continue g : B — R, le bord do(K) = 0(JK) a mesure nulle et

f gZIgOG'IIthIaC(G)H.
a(K) K

o= ¢_1 op: (p_l(u nv)—- l,b_l(u nv);

Soit

d’apres le Corollaire 20, o est un difféomorphisme et donc
Airey(Q) = f 0wt x 9op|| = f |04t x || 0 & - || det Jac(o)I]. (64)
Y Q) (S
D’apres I'équation (53), le coté droit de 1’équation (64) est

f 190 x 20| = Atrey ().
(%)

O

3. Un sous—ensemble E C R" est de mesure nulle si, étant donné un ¢ > 0, il existe une famille dénombrable de
cubes fermés C, = [a1,4, b10] X -+ X [A0, by o] tels que UC, 2 Eet ), volC, < &.
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Pour calculer l'aire d’'un compact quelconque, il faut introduire les partitions de 1'unité. La
théorie prend alors une direction trop technique étant donné nos objectifs, et nous nous arrétons

ici.

4.4 Les angles

Définition 65. Soient &, 7 € T,,S. L'angle /(&, 1) entre & et 1) est le seule nombre réel dans [0, 7]

tel que
<£/ T]>P

€08 £(& 1) = i

Il est clair que si ¢ : Uy — U est un paramétrage local, alors le cosinus de 1’angle entre les
vecteurs 1 - d,(po) + 0 - dp@(po) et ii - dup(po) + U - dup(po) est
E-wii+F-it-9+F-ii-0+God
(E-i2 +2F -0+ G-0?)? - (E-il2 + 2F -ii + G - 12)/*

(66)

Sih:S — S’ estun difffomorphisme local entre deux surfaces réguliéres, nous dirons que h est
conforme si, pour chaque p € S, la dérivée

Dh(p) : T,,S - Th(p)S’
préserve les angles.

Lemme 67. Soit h: S — S’ un difféomorphisme local. Les deux conditions suivantes équivalent.
(i) h est conforme ;
(ii) il existe une fonction A : S — R différentiable telle que

(Dh(p) - & Dh(p) - )y = APYE, M-

Démonstration. (i)=(ii). Nous montrons d’abord l'affirmation suivante : Soit T : R?> — R? un
isomorphisme linéaire qui préserve les angles. Alors* il existe un A # 0 tel que (Tx, Ty) = A%{x, y).
Nous remarquons que Te; et Te; sont orthogonaux. Prenons (¢, s) € R? de norme 1 avec ¢ # 0.
Alors

c=((c,s),e1)
_{c-Tey +s-Tep, Teq)

IT(c, s)Il - I Ter ]
_,. ITel
IT(c, s)ll
Il suit que [[Teq|| = ||T(c, s)||. Le méme raisonnement montre que [|Tez|| = [|T(c, s)|| pour chaque
(c,s) de norme 1 tel que s # 0. Dong, |[Te|| = ||Te;|| =: A. Par conséquent

(T(c,s), T(c',s")) = A% - (cc’ +55") = A% -{(c,s),(c’,5")).

4. L'affirmation reste vraie méme en dimension supérieure.
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De l'affirmation, nous obtenons 1'existence d'une fonction A : S — R telle que, pour chaque
couple &, 1 € T,S, I'équation

(Dh(p) - & Dh(p) - Yy = Ap)YHE, Mp-

est vérifiée. Le fait que A soit différentiable est facile et nous laissons comme exercice au lecteur.

(i))=(i). C’est facile, car

(Dh(p) - & Dh(p) - Yy
1) - &l - [PRG) -l
B /\(P)Z . <é/ T]>p

= AR - 1IEl, - il

= cos £(&,n).

cos £ (Dh(p) - £, Dh(p) - ) =
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5 L’application normale de Gauss

Dans tout ce paragraphe, S notera une surface réguliére orientée (voir §3.6) par un champ
normal N : S — R?. En utilisant la Définition 25 (et la Proposition 27), nous garantissons que

N:S—S

est en fait une application différentiable, que nous appelons I’application normale de Gauss.
L’étude de la dérivée
—DN(p) : T,,S - TN(p)S

est central dans le Géométrie des surfaces.

5.1 Ladeuxieme forme fondamentale et la courbure de Gauss : propriétés basiques

Proposition 68. (i) Les espaces vectoriels Ty,S et Tn)S coincident.

(ii) Pour chaque couple &, 1 € T,S, nous avons I'égalité

(DN(p) - &,1) = (& DN(p) - 1) - (69)

Dit autrement, DN, : T,S — T),S est symétrique.

(iii) L'espace vectoriel TyS = Tn)S posséde une base orthonormale formée par des vecteurs propres de
DN(p).

Démonstration. (i) Par définition, I'espace T),S est le complément orthogonal de N(p). D’apres
I'exemple 34, Ty S est le complément orthogonal de N(p), d’oti le résultat.
(i) Soit ¢ : Uy — U C S un paramétrage local compatible avec |’orientation (voir Définition 52).
Notons par Ny 'application différentiable N o ¢ : Uy — R3 . Par définition,

<au§0, N0> =0= <8vgo, N0> sur Uo,‘ (70)
il suit que
0= av <au§0/ NO> = <avu§0/ NO> + <au(Pr avN0> (71)
et que
0= au <8U(P/ NO> = <auv(P1 NO> + <av(P/ auN0> . (72)

Un instant de réflexion montre que

DN(¢(po)) - dup(po) = duNo(po),
DN(¢(po)) - dvp(po) = duNo(po)-

35



Par conséquent, les équations (71) et (72) donnent

(2up(po), DN(¢(po)) - dvp(p0)) = — (Fuu(po), N(@(po)))
= - <‘9uv§0/ N(@(pO)»
= (dvp(po), DN(¢(po)) - dup(po)) ,

pour chaque pg € Uyp. L'égalité cherchée en résulte car {d,¢(po), dop(po)} est une base de Ty p,)S.

(iii) C’est de 1’ Algebre linéaire : si V est une espace vectoriel de dimension finie et
(,): VXV ->R

est un produit interne non-dégénéré, tout opérateur linéaire A : V — V symétrique (i.e.
(A-&,n)=(& A1) pour tout &, 1 € V) possede une base orthonormale formé par des vecteurs
propres. i

Définition 73. (i) La deuxieme forme fondamentale est la forme bilinéaire symétrique
I, : T,SXTp,S - R
définie par (Attention au signe!)

II,(&, 1) = (&, ~DN(p) - ).

Comme d’habitude, la forme quadratique associée a II,, &  II,(, &), sera notée de la méme
maniere.

(ii) Si @ : Uy — U C S est un paramétrage local, les coefficients de la deuxieme forme fonda-
mentale sont les fonctions différentiables

e(p(P) = HF’((Pu(p)/ Pu(p)), f(p(p) = Hp((Pu(p)r Po(p)), 8<p(P) = Hp((Pv(p)z Po(p))-

Dit autrement, la matrice de II, associée a la base {¢,(p), p.(p)} est

( eo(p)  folp) )
fo®)  So(p)

(Nous abuserons la notation et oublierons, par fois, 'indice “¢”.)

La deuxieme forme fondamentale n’est pas simplement une forme bilinéaire sur T, S, mais elle
est définie par une application linéaire symétrique —DN(p) : T,S — T,S. Les invariants usuels
del’algebre linéaire associés a —DN(p) forment une grande source d’informations géométriques.

Définition 74 (Les courbures). Soitp € S.

(i) Les valeurs propres de l'application linéaire symétrique
—DN(p) : T,S — T,,S
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sont appelés les courbures principales de S en p et sont notées kmin(p) < kmax(p). Un vecteur
propre de —DN(p) est appelé une direction principale.

(ii) Le déterminant de —DN(p) : T,S — T,S est appelé la courbure (de Gauss) de S en p.
p):tp p PP p

(iii) La moitié de la trace de ~DN(p) : T,S — TS est appelé la courbure moyenne de S en p.

Exemple 75. 11 est clair que la courbure d’un plan P C R3 est partout nulle, une fois que N
est une fonction constante et par conséquent —DN = 0. Réciproquement, si —-DN = 0, alors
S est forcément un (morceau de) plan, car I'application N est constante. Le lecteur peut alors
comprendre la raison pour laquelle les invariants ci—dessus s’appellent des < courbures ».

Exemple 76. Soit
C={(x,y,2) € R3 : &2 +y2 =1}

le cylindre. Il s’agit de la surface de rotation obtenue en tournant la droite D = {(1,0,u) : u € R}
autour de l'axe z. Par conséquent,

p:Rx(-m,+n) - C, (u,0) (cosO,sin0,u)

est un parmétrage local. Orientons C par N(x,y,z) = —(x,y,0); un calcul direct montre que
N o ¢ = dyp X dg. Fixons py = (19, Op) € R X (=7, +71) et p = ¢(po). Alors =DNy, - d,¢(po) = 0 et
—DN,, - dgp(po) = do@(po). Les directions principales sont alors d,,¢(po) et dgg(po) ; la courbure
principale dans la direction de d,¢(po), respectivement dg¢(pp), vaut 0, respectivement 1.

I est fructueux de répéter qu’il existe un couple de directions principales orthogonales,
comme nous garantit la Proposition 68—(iii). En plus, si v1,v, € T,S sont des directions prin-
cipales de norme 1 correspondent aux valeurs propres kmin(p) et kmax(p), ce qui veut dire que
—DN(p) - v1 = kmin(p) - v1 et =DN(p) - v2 = kmax(p) - v2, alors

I1,(a101 + 4202) = @5 kenin(p) + B5Kkmax (). (77)
De (77) nous en tirons
kmin(p) < I (w) < kmax(p), w € TS, |lwl|l = 1. (78)
C’est a dire :

Lemme 79. Le réel kmin(p), respectivement kmax(p), est le minimum, respectivement le maximum, de la
restriction de 11, aux vecteurs de T,S de norme un.

37



5.2 La détermination < mécanique >des courbures a partir des deux formes fonda-
mentales

Nous allons dans ce paragraphe déterminer des expressions pour les courbures en termes
des coefficients des formes fondamentales. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage compatible avec
I'orientation (voir Définition 52).

L’Algebre linéaire nous laisse exprimer les courbures (Définition 74) en termes des deux formes

ajx ai
a1 a

la matrice de —DN(p) par rapport a la base {¢.(p), p.(p)}. D’apres la théorie des formes bi-

fondamentales. Soit

linéaires, nous avons 1'égalité 5
E F
e f _ | 4 a2 ' (80)
f g F G az1 a

[+ ¢

est inversible — son déterminant est EG — F? = ||8uq0 X az,go||2 d’apres la formule (62) — nous

Comme la matrice

obtenons

ail ar _ E F _1' e f N a1 a12 _ 1 G -F ) e f
day1 A |\ r G f g a1 ax EG-F?| -F E f 8 .

Il en résulte que

e~ f*
K=z (81)
Ge-2Ff+E
Hp = 2 ), )

et

kmin(p) = H(p) = \JH(P)? = K(p),  kmax(p) = H(p) + \/H(p)* - K(p). (83)

(Pour vérifier la formule (83), le lecteur peut se rappeler que kmin(p) et kmax(p) sont des racines
de I'équation X2 — 2H(p)X + K(p).)

5. Soient E un espace vectoriel sur un corps K, & = {e;, ..., ¢,} unebasedeE, (e, ®) : EXE — K une forme bilinéaire
symétrique, Q un endomorphisme de E, et (e,0)o : E X E — K la forme bilinéaire associée a Q : (x,y)o = (x,Qy).
Alors

(e, €j)q = (e;,€)) - (matrice associée a Q).
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5.3 Quelques exemples et méthodes calculatoires

Le lemme suivant est utile dans les calcules.

Lemme 84. Soit ¢, le champ de vecteurs p v+ d,,(p~'(p)) ; admettons des notations analogues pour
Quo et Quy. Alors les formules suivantes sont vraies

ep(p) ={PuuPL NP, foP) = {PuoP), NP}, 8o(p) = {Poo(p), N(p)) -
Démonstration. Soit Ny := N o ¢p. Comme (d,, ¢, N o ¢) = 0 partout, il suit que

<auu(P1 N0> == <au(P1 auN0> .

Un instant de réflexion montre que 8uN0((p‘1(p)) = DN(p) - pu(p) et donc ep = (@uu,N). La
preuve des autres identités est analogue. m|

Exemple 85. Soit
@:(n/2,/2)x(b-m,b+m)—S, (u,0) (cosucos0,cosusin0,sin u)
le paramétrage local défini dans I'Exemple 7. Alors

Puu = —¢Q,
@ue = (sin(u) sin(0), — sin(u) cos(0), 0),
@oo = —(cos(u) cos(0), cos(u) sin(0), 0).

Donc
e=1, f=0, g=cos*(u).

Comme cos?(u) = |9u(p X do@ > EG - F?,1a formule (81) nous donne K = 1.
|

Exemple 86. Prenons C une courbe réguliere contenue dans le plan xz de R3. Soit a = (p,0,0) :
Iy — C un paramétrage local de C et soit

p:lox] =S, (u,0) - (p(u)cos(0), p(u)sin(6), C(u))

un paramétrage local de S = Rot(C) (voir §2.4). Alors
_ pN'C,_PI'CN

[l

C-p

lla’l

7 f = 0/
et
E=||?, F=0, G=p>

Il suit que
_ C/ (p/ 'C” _p// C/)
p - lla’ll?
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Un cas particulierement intéressant arrive quand lla’|I? = (a’,a’) est constante égale a 1. Dans
cecas,p’-p”’ =—-C-C" etdonc

Exemple 87. Nous utilisons les formules précédentes pour étudier la fonction K : T — R sur
le tore. Rappelons que (voir 'Exemple 17) les paramétrages de T sont obtenus a partir des

restrictions de la fonction
@(u, 0) = (2 + cos(u)) - cos(0), (2 + cos(u)) - sin(0), sin(u)).

Il suit que

_ cos(u)
K(p(u,v)) = @+ cos@)’

Soit C = {(x, 0,2)|(x —2)* + 22 = 1} le cercle qui engendre T. Sip et p’ sont obtenus par la rotation
d’un méme point de C, il suit que K(p) = K(p’). Soit L C xz la droite donnée par x = 2, et soient
Cdroite, yegp. C8auche Je demi-cercle ouvert de C a droite de L, resp. a gauche de L.

Alors
K(p) = 0 sip est obtenu en tournant (2,0, 1) ou (2,0, -1).
K(p) > 0 sip est obtenu en tournant un point de Cdrite,

K(p) < 0 sip est obtenu en tournant un point de C82uche,
|

Nous allons maintenant utiliser des courbes dans la surface S pour calculer la courbure en
p € S.Soit a : (a,A) — U une courbe différentiable contenue dans 'image d'un paramétrage
@ : Up — U. Comme la fonction différentiable (le lecteur devra se certifier qu’il a compris
pourquoi cette fonction est différentiable)

u e (@ (), N o a(u))
est identiquement nulle, nous en déduisons que

(@ (u), N o a(u)) = (a’(u), =(N o a)’ (u))
= (&’ (u), ~-DN(a(w)) - & (u)) (88)
= Ha(u)(a’(u))-

A l'aide de I’équation (88) et des inégalités (78), pouvons remarquer le fait suivant :

Lemme 89. Soit a : (a,A) — S une courbe différentiable qui passe par p en u = ug. Si &’ (ug) € TS
(un cas typique étant o'’ (ug) = 0), alors K(p) < 0. En particulier, sil existe une droite contenue en S qui
passe par p, alors K(p) < 0.
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Démonstration. D’apres (88), I,(a’(u)) = 0. D’apreés (78), kmin(p) < 0 et kmax(p) = 0 donc, K(p) =
kmin(p) : kmax(p) <0. O

L’équation (88) possede encore une autre application dans la détermination géométrique de la
courbure. Soit v € T,S tel que [v| = 1, et soit

Py,:=p+R-v+R-N(p).

Il existe alors un voisinage U de p et une courbe différentiable o : (4, A) — S, dont la vélocité
ne s’annule jamais, tels que P, N U = Im(a). Admettons que a passe par p en u = ug, et que sa
vélocité scalaire est constante égale a un. Une fois que a’(up) appartient a T,S = N(p)* et au plan
R-v+ R-N(p), il suit que

a’(ug) = +v.

Comme a”(up) € R-v+R-N(p) et 2(a’,a”’) = 0, il en résulte que
a’ (uo) = =la”’ (uo)l - N(p).
La formule (88) nous donne alors

I (0) = lla” (uo)l. (90)

5.4 Le signe de la courbure

Pour meilleur comprendre 1'importance géométrique de la deuxieme forme fondamentale et
de la courbure, nous commengons la discussion suivante. Fixons d’abord p = ¢(ug, vp), ot
@ : Up — U est un paramétrage local. Considérons maintenant (1o + r,vp + s) € Up. La distance
entre le plan

p+T,S

et p(ug + 1,0 + s) est exactement la valeur absolue de
dp(r,5) = {p(uo + 1,00 +5) — p,N(p)) .

Par la formule de Taylor et les formules du Lemme 84, nous pouvons écrire

dy(r,s) = <(Pu(P) T Po(p) s + % (Pualp) - 7+ 20u0(p) - 75 + Puop) - %) + R, N(P)>

= %«Puu(p),N(p» P+ %<<Pw(r?), N(p)) - s* + {Puo(p), N(p)) - 15 + (R, N(p)) o
= 2eo0) P+ 28y + fylp) 15 + (R NG))
= %Hp (r@u(p) + spo(p)) + (7 +5%) - €(r,9),

lim &(r,s) =0.
(r,5)—(0,0)
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Le plan P := p + T,,S < divise >R® en

Pt = {q e R3[| {g-p,N(p)) > O} et P”= {q eR?| {g-p,N(p)) < 0}.
Le signe de K(p) permet de déterminer si, proche a p, S est contenue dans un seule coté de R3.

Proposition 92. (i) Si K(p) > 0, il existe un voisinage U C S de p totalement contenu dans P* ou P~.

(ii) Si K(p) < 0, n"importe quel voisinage de p en S possede des points dans P* et P~.
Démonstration. Posons

1

Qr,5) := 3T (rpulp) + 59o(p))
1 1
= 5¢(p) 7" + 58p(P) 5" + fp(p) -1,
et
Qo(x) = Qx, 1),  Qu(x) = Q(L,x).
Alors la formule (81) donne
(Eo®)Go(®) — Fop)?) - K(p) = (ep )30 0) — fo0)?)

= —discriminant Qg

= —discriminant Q.

Si K(p) > 0, les polyndomes Qp, Q1 ne possédent pas des racines réelles; si r # 0, respec-
tivement s # 0, nous obtenons que Q(r,s) = r*Q(1,s/r) = r*Qq(s/r) # 0, respectivement
Q(r,s) = s2Q(r/s, 1) = s?>Qo(r/s) # 0. Il suit que Q s’annule que en (0,0). Alors, l'intervalle
fermé

Q({(r,s) eR?: 2+ = 1}) cR

ne peut pas contenir 0. Comme conséquence nous obtenons que, sur le cercle {(7,s) € R?|r?+s> =
1}, la forme Q satisfait Q > 6 > 0,o0uQ <6 <0, d’ou

dy(r,s) = (1% +5%) {Q(HE:' z;”) + &(r, s)}

a toujours le méme signe si 0 < [|(r, s)|| est petite.
Si K(p) < 0, le polynome Qg possede des racines réelles différentes. Alors il existe 7., 7_ tels que
Q(r-,1) <0etQ(rs,1) > 0. Par conséquent,
dp(p-1+,0)=Q(p-714,p) + p2 . (Ti +1)-e(p-r+,p)
= (QUre, )+ (2 +1) - e(p- 14, 0))

est strictement positif si p est petit. Le méme argument nous amene a en déduire qu’il y a des
valeurs de (p - 7—, p) pour lesquels d, est strictement négatif. m]

42



Comme application, le lecteur peut se convaincre trés rapidement que chaque point d'un
ellipsoide a courbure positive.

Finalement, nous terminons avec une proposition qui est restreint beaucoup le comportement

global de la courbure d"une surface réguliere compacte.

Proposition 93. Si S est compacte, alors il existe un point p tel que K(p) > 0.

Démonstration. Soit m € S un point de S ot la fonction
S—R, pe lplP

atteint un maximum (un tel point py existe, car S est compacte). Nous allons montrer que
K(m) > 0. D’abord, remarquons que m L Tp,S :sia : (3,A) — R est une courbe différentiable
contenue dans S qui passe par p en t = tg, alors (&’ (tp), a(tp)) = 0, car la fonction t - (a(t), a(t))
possede un maximum en t = ¢y. Nous concluons que si N est une orientation sur un voisinage
U de m, alors
N(m) = +
[l

La formule (88) affirme que si a : (1, A) — U est une courbe différentiable qui en t = t; passe
par p avec vélocité w, alors

I, (w) = {&" (tg), N(m))

+1 (94)

—(a’ (to), m);
iy (4 (0D )

Comme t = ty est un maximum pour la fonction t — la(t)|?, nous en déduisons que

(@’ (to), a(to)) +{a’(to), a’(to)) < 0.

Dong,
(" (to), my < =l . (95)

Maintenant (95) et (94) ensemble impliquent que soit IL,,(w) < —||wl|/||ml||, soit 1L, (w) > |[w]|/||m]|.

O

5.5 Le théoreme de Gauss sur la nature intrinseque de la courbure

Gauss lui méme a baptisé le Théoréme 96 ci-dessous <« egregium > ; en Latin, cet adjectif signifie
approximativement® < illustre. Il nous permet de dire que la courbure est quelque chose
completement déterminée par la premiere forme fondamentale. Dit autrement, nous aurons pu
définir K sans parler du champ normal N. La preuve que nous donnons du Théoréme 96 est
basée sur une coincidence mystique—c’est le Lemme 102—et le lecteur est invité a oublier un
tel accident, ou, meilleur encore, approfondir ses études de Géométrie pour comprendre les
autres preuves, qui sont plus conceptuelles.

6. Du Latin, « Ex >= hors, et < grex >, ou < greg >, signifie troupeau.
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Théoreme 96. Soit h: S — S’ une isométrie locale. Alors pour chaque point p € S, nous avons
K(h(p)) = K(p)-

Démonstration. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S et soient E, F,G : Uy — R les coeffi-
cients de la premiere forme fondamentale (voir Définition 57). Nous allons montrer 'affirmation

suivante :

Affirmation : La fonction K := Ko (p‘l peut s’écrire en terme des fonctions E, F, G et ses dérivées

partielles.

Une fois prouvée telle affirmation, le Théoreme en découle, carsi h : U — U’ est une isométrie
entre des ouverts, alors ¢’ = ho @ : Uy — U’ est un paramétrage local de S’ et (Ey, Fyr, Gyr) =
(Ep,Fy,Gy). La preuve de l'affirmation se fait en deux étapes.

Premiere étape : Posons No := N o ¢. Pour chaque py € Uy, les vecteurs d,¢(po), do¢(po), No(po)
forment une base de R3. Il suit que
Quup =Ty, - dup + T, - I + Ay - No
O =Ty - du + Ty - 3o + Ay - No (97)
Foo = Iy - Oup + Iy - o + Avo - No,
ol les fonctions I' et A sont différentiables en Up. En fait, d’apres le Lemme 84,

Auu=e, Ny = f/ et Ay = 8. (98)

Pour obtenir plus d’information sur les fonctions I', nous prenons des produits scalaires :

(Quu@, dup)y =T4,-E+TY,-F

99
<9uu(P/ 3v(P> =TI, -F+IY,-G, (99)
(Ouop, dup) =Tip E+T},-F (100)
(P, dvp) =T -F+TY -G,
et
<avv(Pr au(P> =Ly E+T5 - F (101)

(O, dpp) =T4 -F+T5 -G.

Une fois que E = (9@, dup) , F = (du@, dp@) et G = (I, dpp), il suit que

3HE = 2<8uu(p, 8u(p), avE = 2<8uv(P1 au(P>/
auG = 2<8m,(p, 8v(p), avG = 2<avv(Pr av(P>/
OuF = (D@, Do) + %avE, IoF = (oo, dup) + %%G-

Comme le déterminant de chacun des systémes linéaires (99)-(101) est EG — F?, les fonctions T,
qui sont des solutions de ces systemes, peuvent toujours étre écrites comme

Polynome en E, F, G et ses dérivées partielles
EG-F? '
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Deuxieme étape : D’apres la premiére étape, il suffit de prouver le lemme suivant.

Lemme 102. La fonction K : Uy — R est égale a

1

E (avrfm + FZuFZU + rzliurgv - aHFZU - FZvrfm - FZUFZU) . (103)
Démonstration. D’apres (97) et (98),

ayrzu . augo + FZU . auygo + avrzu . av(P + rzu . ayvgo + ave . NO +e- a'UNO = av(auuqo)
= au(auv(P) (104)
=l 0up + Ty Quup + Al - do + Ty, - dou + 9y f - No + f - 34 No.

ail ai
a1 a

la matrice de —DN par rapport a la base {d,@, dy@}, c’est a dire

Comme dans la section 5.2, soit

—duNo = a11 - du@ + a1 - Ao
—duNo = a12 - u@ + ax - dy.

En utilisant les formules (97), nous obtenons

Aol - 0up + Ty Qun + 35, - dup + 15, - D + dve - No + e - dyNp =

(105)
= Iy, —e-an+ 10,0, +1T0,15.) - dvp + W- 3y + X - Ny,
et, par une procédure analogue
Al dup + Ty - Quup + 3 I5, - Ao + Ty, - doup + duf -No + f - duNp = (106)
=0y, — fran+ T, +T.150) - dvp+Y - dup+Z-Np
Les équations (105) et (106) nous permettent d’en tirer de (104) que
aUFZu —e-ap+ rZuer + rZurzzjv = aMFZU - f a1 + FZUFZLt + FZUFZU (107)

Maintenant nous utilisons I"équation (voir §5.2)

[ e )
fg F G dar1  apo ’

Par conséquent,
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En récrivant I'équation (107), et utilisant

- eg— f*

Y (voir (81))

nous obtenons

Aol + Tl oy + T Loy — (@l + Tou o + T Thy) = eazn — fay = EK

uu

O
Nous avons donc prouvé le lemme, et, par conséquent, le Théoréme de Gauss. O

Il est important de remarquer que méme si la courbure de Gauss est invariante, la courbure
moyenne, et a fortiori les courbures principales, ne le sont pas. C’est la raison d’étre de 'exemple
suivant.

Exemple 108. Reprenons les notations et définitions de 1’'Exemple 60. Nous allons montrer que
I'isométrie i : B — S ne préserve pas la courbure moyenne :

H(p) = 0 # H(p(p)).

Comme l'application normale de Gauss B — R3 est constante (égale a (0,0, 1)), il est clair que
H(p) = 0 pour chaque p. De l'autre coté,

dy dy
N, (p(1, 0)) = MM v)

= (cos(u), sin(u), 0).
Munissons S avec l'orientation Ny,. Il suit que

—DN(p(u,v)) - dup(u,v) = =dyp(u,v) et —DN(p(u,v))- dpp(u,v) =0.

[0 o)

et la courbure moyenne est constante égale a —1/2.

Par conséquent, la matrice de —DN est
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6 Les géodésiques

Dans ce paragraphe, nous fixons S une surface réguliere munie d'une orientation N : S — R?.
Comme d’habitude, ¢ : Uy — U note un paramétrage local de S.

6.1 Définition

Définition 109. Soit y : (a, A) — S une courbe différentiable. Nous dirons que y est géodésique
en u = ug siy”(up) est orthogonal a T),,,)S. La courbe y est une géodésique si y est géodésique
en chaque ug € (a, A).

Exemple 110. (a) Il est clair que si y est une droite, c’est a dire " = 0, alors y est toujours une
géodésique.

(b) Soit yo : R = S, u > (cos(u),0,sin(u)). Alors y; = —yp et donc yp est une géodésique.
Puisque les autres grands cercles de la sphere S sont obtenus par des rotations de yy, il suit que
chaque grand cercle est une géodésique.

(c) Soit S = C x R, ot1 C est une courbe réguliere en R? (S est un cylindre généralisé, voir Fig.
10).

Ficure 10 — Cylindre.

Les droites u +— (p1,p2,u) sont clairement des géodésiques (car 1’accélération est nulle); une
famille de géodésiques plus intéressante est donnée par les sections :

7/(1/[) = (0(1 (M), 0(2(14), C),

avec a = (a1, a2) : (a,A) — C un paramétrage local de C tel que a possede vélocité sca-
laire constante. En fait, soit & un tel paramétrage; la fonction ¢(u,v) = (a1(u), azx(u),v) est un
paramétrage local de S et

O puoyy=af-aj+a}-a, =0 et (Y, p,0y)=0.

Une propriété élémentaire des géodésiques est la suivante.
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Lemme 111. Soit y : (a, A) — S une géodésique. Alors sa vélocité scalaire est constante.
Démonstration. Nous laissons la preuve comme exercice au lecteur. m|

Le lemme nous dit que nous ne pouvons pas changer le paramétrage d'une géodésique de
facon arbitraire sans perdre la propriété d’étre une géodésique. Un exemple tres simple de

I'importance du paramétrage est donné par
y:R—-xy, te(00)

qui n’est pas une géodésique de R? = xy, tandis que son image est I'image d"une géodésique.

6.2 Les équations des géodésiques

Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S et soit (u,v) : (a, A) — Up une courbe différentiable.
Nous voulons déterminer quels sont les conditions imposées sur u et v pour que t — @(u(t), v(t))
soit une géodésique. Comme pour chaque pg € Uy I'ensemble {d,¢p(po), du@(po), N(po)} est une
base de R3, nous pouvons exprimer les vecteurs 0y, @, duo® = douP, dvpP comme suit :

auu(P = rZu : au(p + rfm : 8U(P + Auu -N
Ouv@ =Ty - du@ + 10, - 9o + Ay - N

(112)
Iou =Ty - Qup + T, - o + Ay - N

ayv(p = ]'—‘I"Z)lv * 81[@ + rgv * aygo + Avy * N.

Les fonctions I' : Uy — R dans (112) sont appelées les symboles de Christoffel. Elles ont déja
intervenu dans la preuve du théoreme de Gauss, Théoreme 96. 11 est facile de voir que

coeff. de )/H par rapport a au§0 —u + rZu . u/Z + ZFZU W+ FZU . 0/2 (113)
coeff. de )/// par rapport a 9U§0 =" + rgv . 012 + zrzv 'Y+ rfm . u/2

Nous rassemblons nos élaborations dans une

Proposition 114. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage local de S et soient T les fonctions déterminées par
le systeme d’équations (112). Alors une courbe a(t) = @(u(t), v(t)) est une géodésique si, et seulement s,
les fonctions u, v satisfont le systéme d’équations différentielles

{ w” + T4 w4+ 2T ' +T4 - v2 =0 (115)

v’ + 1Y, v +2T9, - u'v' +T9,-u? =0.

Remarques 116. Une mnémonique pour les équations des géodésiques est donnée par les ma-
l—vu — ( er{ ]'_‘lljv J l—vv — ( FZT/I rzv ]
lw T D T
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Les équations des géodésiques sont alors

(117)

Un des résultats fondamentaux des Mathématiques est le suivant.

Théoreme 118 (Théoreme d’existence et unicité des EDOs). Soient I un intervalle ouvert et U C R"
un ouvert. Soit H : I x U — R" une fonction différentiable. Etant donné un to € I et un py € U, il existe

un intervalle ouvert | C I contenant t et une fonction différentiable x : | — U telle que
x'(t) = H(t, x), x(to) = po- (119)
De plus, six : T — U est une autre fonction différentiable satisfaisant les équations (119), alors x = x en
JnJ.
Corollaire 120. Soit p € S quelconque et soit w € T,,S. Alors il existe une unique géodésique
yi(-g,€)—S

qui en t = 0 passe par p avec vélocité w.

Démonstration. Prenons, comme avant, un paramétrage local ¢ : Uy — U; nous écrivons
po = (p‘l(p) etwy = (Dgo(po))‘1 -w. Considérons les fonctions Hy, Hy : Up X R? —» R

Hi(u,v,1,9) =T% -0+ 2T% -0+ T4 - 92,

Hy(u,v,1,9) = T2, - 9% + 2I% - + Y, - 1.

(Les fonctions I';, : Up — R dans les équations précédentes sont celles obtenues en (112).)
Posons

H:Rx Uy xR?) - R, (tu,v,u,0) — (11,9, —Hi(u,v,1,0), —Ha(u,v,1,70)).
Six=(u,0,1,0):(1,A) = Uy x R? est telle que
X'(t) = (' (1), 0" (1), ' (t), 0" (1)) = H(u(t), v(t), u(t), o(t)),

il suit que 1’ = 11 et v’ = v. Par conséquent, t — (u(t), v(t)) est solution du systeme (115). C’est a
dire, y : t = @(u(t), v(t)) est une géodésique de S. Si en plus, nous imposons

x(to) = (po,wo) € Uy X R?,

il suit que
(u(to), v(to)) = po, et (u'(to), ' (to)) = wo.
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Donc
y(to) = @(po) = p
et
V' (to) = 1 (to) - dup(po) + ' (to) - dop(po) = w.

O

Exemple 121. Nous pouvons utiliser la partie sur 'unicité des géodésiques pour montrer que
toutes les géodésiques de S sont des (morceaux des) grand cercles. Nous rappelons qu'un grand
cercle est une courbe différentiable

o:R—S

ayant la forme”’

R-(cos(r-t+s),sin(r-t+s),0), r,s€RetR une rotation de R3.

Siy:(a,A) — S est géodésique qui en t = ty passe par p avec vélocité w, alors nous pouvons
trouver un grand cercle o qui en t = fj passe par p avec vélocité w : une fois que y et o sont des
géodésiques qui passent par p avec méme vélocité, il suit que y = o.

6.3 La minimisation des distances

Considérons le probleme suivant. Fixons b <a <A <B € R, p,q € S, et notons
Qy4(a,b,A,B)

I'ensemble des courbes différentiables « : (b, B) — S qui, ent = a passent par p, etent = A par
g. Nous pouvons nous demander quelles sont les courbes a € € 4(a, b, A, B) qui minimisent la

fonction

A
L:Qy,b,A B) > Ry, a longueur = f |’ ()| d.
a

(En fait, rien garantit qu’il existe une courbe qui minimise ladite fonction.) En suivant le principe
du Calcul différentiel, nous allons fixer un élément y € Qplq(a, b, A, B) et étudier des petites
variations de . Il sera plus commode de considérer 1’énergie ®, au lieu de L. Posons

A
E(a) = f o’ ()% d.

7. Cette convention, surtout la présence de la constante s, est un peut étrange, mais elle sert a nos envies.
8. Cette terminologie est expliqué par le concept mécanique d’énergie cinétique.
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Figure 11 — Variation IT'.

Définition 122. Soit (b, B) un intervalle ouvert contenant l'intervalle [a, A]. Soit y : (b,B) = S
une courbe différentiable qui en t = 4 passe par p eten t = A passe par 4. Une variation de y est
une fonction différentiable
I:(-¢e)x®,B)— S
telle que
1. T(0,t) = y(t),
2. I'(s,a) =petI(s,A) =q.

L’énergie d'une variation est la fonction
4 2
B = [ 13 off de
a

Il est clair que 1’énergie est une fonction différentiable de (—¢, €) en Rxo.

Théoreme 123. Prenons ¢ : Uy — U un paramétrage local de S et soit I une variation de y dont
l'image est contenue en U. Alors

y est géodésique en [a, A] & E’(0) = 0.

Démonstration. Nous pouvons dériver sous le signe d’intégration car la fonction (s, 7) +
(9iI'(s, 1), 0:I'(s, 7)) est de classe C* sur (—¢, €) X (b, B) :

A
E’ = 2[ <859t1“, 8t1“> dt

A
= Zf (8t851“, 8t1") dt
a (124)

A 0 A
= 2[ - (8SF, 8,}F> dt — 2f (QSF, 8t8tF) dt
a ot a
A
= 2(dI'(-, A), 0T (-, A)) = 2(0sI'(-, ), I, L'(-, a)) — 2 f (95, 00T d.

Comme s - I'(s,a) et s — I'(s, A) sont constantes, il suit que d;I'(-,a) = d;I'(, A) = 0 et donc

A
E, = —Zf (QSF, 8ttF> . (125)
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Ficure 12 - La fonction p, I = (-1, 1).

Siy =TI(0,-) est une géodésique, il sui que d4I'(0,-)LTr(,yS. Comme J;I'(0,t) € Tt S, il suit
que E’(0) = 0. L'implication “=" est prouvée.

Abordons alors “<”. Supposons que y n’est pas une géodésique en [2, A] ; nous allons construire
une variation I' de y telle que E’(0) # 0. Posons yq := (1,v) := ¢! oy et soient C,, Cy : (b,B) - R
les fonctions différentiables définies par

Cyu(t) = coeff. de y”'(t) par rapport a d,p(y(t)),
Cy(t) = coeff. de y”(t) par rapport a d,@(y(t)).

(L’expression de C, et C, est explicitée par les éqgs. (113), mais ce n’est pas important.) D’apreés
notre supposition, il existe un intervalle ouvert I C (g, A) tel que

(Cu(t), Co(t)) #(0,0), Vtel

Soit p : R — Ry une fonction différentiable telle que

>0, sitel
p(t)={

0, sinon.
(L'existence de p n’est pas difficile a établir. Voir Fig. 12.)

Prenons
Lo(s, 1) = (u(t) +s- p(t) - Cult), v(t) + s - p(t) - Co(t)),
etI' = ¢ oI'g. Une fois que p(a) = 0 = p(A) et T'(0,-) = y, I est bien une variation de y. Il suit que

dsT'(0,t) = Dp(T'o(0, 1) - (p(t) - Cu(t), p(t) - Co(t))
= p(t) - dup(To(0, 1)) - Cu(t) + p(t) - dop(T'0(0, 1)) - Co(t)
= p(t) - projection de )" (t) sur T, S.
D’apres 1'égalité d4I'(0, ) = "/ (:) et la formule (125), la dérivée de 1’énergie en s = 0, E’(0), est

A A
3 7 1 : 4 2
-2 f p(t)2~<pr0].)/ (H) sur TypS, ¥ (t)> dt = =2 f p(t?|[proj. y”(t) sur T, S| dt

A 2
= -2 f P12 - ||Cut) - pu(y(8)) + Colt) - oy ()| it

#0.
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Donc, nous avons construit une variation de y avec E’(0) # 0. O

Nous allons maintenant montrer que si y : (b, B) — S minimise la longueur des courbes entre
deux de ces points y(a) et y(A), alors y est forcement une géodésique (en [a, A]). Les définitions
suivantes font partie des outils techniques qui formalisent la derniere affirmation.

Définition 126. Une courbe différentable par parties est une application continue
a:[r,R] - R"
pour laquelle il existe une partition
r=rp<---<ry=R
ayant la propriété suivante : la restriction
a: [rgreal > R”

est différentiable.” (Voir Fig. 13)

Comme avant, une courbe différentiable dans S est une courbe différentiable dans R? dont
I'image est contenue dans S.

Nous dirons que la courbe différentiable par parties a dans S joint le point p € S au pointg € S

si a(r) = p et a(R) = q. L'ensemble des courbes différentiables par parties (toujours dans S) qui
joignent le point p au point g est noté (2, ;.

Sia:[r,R] — S est une courbe de Q, 5, nous définissons sa longueur (entre p et g) comme étant

1 R
L(a) ::f ||a’(’c)||d’c+~~+f |’ (7)|| dt.

u-1
(Une fois que la restriction de a a I'intervalle [r;, 7;.1] est différentiable, la fonction 7 — |a’(7)| est
continue et a fortiori intégrable.) Cette définition nous permet aussi de formaliser une notion

qui s'impose par l'intuition.
Définition 127. La distance entre p et g est le nombre réel

ds(p,q) = inf L(a).

P4

9. Nous rappelons ici le concept de différentiabilité sur un intervalle fermé. Soit [4, b] un intervalle fermé de R et
soit a : [4,b] —» R" une fonction. Nous dirons que « est de classe C! si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Les dérivées o’ (x) existent pour chaque x € (a, b) ainsi que les dérivées latéraux o’ (a+) et o’ (b—).

(ii) La fonction
a’(x), sia<x<b
a :x-Q aa+), six=a
a’'(b-), six=b
est continue.
Une fonction «a : [2,b] — R” est dite de classe C* si elle est de classe C' et o’ est de classe C¥~!. La fonction « est
différentiable si elles est de classe C* pour n’importe quel k > 1.
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Ficure 13 — Une courbe différentiable par parties

Il n’est pas tres difficile de vérifier que ds satisfait

D1 ds(p,q) = ds(q,p);

D2 ds(p,q) = O sietseulementsip =g;

D3 ds(p,q) < ds(p, 1) +ds(r, 9)-
Le Théoreme 123 a la conséquence suivante.
Corollaire 128. Soit y : (b, B) — S une courbe différentiable qui en t = a passe par p, en t = A par q,
et qui satisfait [y’ (t)| = const. pour chaque t € [a, A]. Si y minimise la fonction L : Qp; — R, c'est a
dire,

ds(p,q) = L(y),

alors y est géodésique en [a, A].
Démonstration. Nous commengons par remarquer que y minimise aussi la fonction
t
L) : Q17,)/(1‘0) = Rxo,

qui que ce soit {y € (a, A]. Autrement, il existe une courbe différentiable par parties a € Q1)
telle que
L7 (@) <LY();

il suit que la concaténation de « et apres y|, 4] est une courbe différentiable par parties entre
p et g avec une longueur strictement inférieure a L (y) = L(y). Par conséquent, nous pouvons

supposer que p, g4 sont contenus dans I'image U d"un paramétrage local ¢.

Pour appliquer le Théoréme 123, nous devons montrer que y minimise aussi E. L'inégalité de
Cauchy-Schwarz nous donne

A
uaf=(fﬁnwamdﬂ
A A
s(f 1m)(jﬁnwamﬂ

= (A —a) - E(a).

2
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(0,0) (1,0)

FiGure 14 -

Et, en plus, I'égalité est achevée si, et seulement si |a’| est constante. Donc,

L(a)?
E >

(@) = A-a

2

5 LOY

A—-a
Comme nous avons supposé [[)’|| constante en [a, A], il suit que L(y)?> = (A - a)E(y), et nous
avons terminé. O

Remarques 129. (i) Comme nos remarques apres le Lemme 111 indiquent, 'hypothese ||”||

const. dans I"énoncé du Corollaire n’est pas superflue : en effet, si y minimise la fonction L, le
méme peut étre dit de la courbe y o p, ot1 p est un diffomorphisme croissant entre un intervalle
ouvert et (2 — ¢,A + ¢) C (b, B). Le Lemme 111 interdit que y o p soit une géodésique si p’ est
arbitrairement choisie.

(ii) L'énoncé du Corollaire 128 n’est pas le plus général possible, car nous admettons que la
courbe minimisante est déja différentiable. Ceci n’est pas nécessaire, car les courbes minimi-
santes sont toujours différentiables ! Pour arriver a ce niveau de généralité, il fallait introduire

des paramétrages géodésiques et la fonction exp, : D € T,5 — S.

Le Corollaire 128 nous dit qu'une courbe différentiable qui minimise la longueur des courbes
différetiables par parties est une géodésique. Dans le lignes a suivre, nous essayons de réveiller
I'imagination du lecteur pour bien comprendre ce que le Corollaire peut dire.

Il n’est pas vrai qu'une courbe minimisante existe toujours : Les exemples abondent et le plus simple
est, peut-eétre, S = R? \ {(0,0)}. Comme la droite qui joint p = (—1,0) a g = (1,0) n’est pas dans
S, il est possible de trouver une famille de courbes différentiables par parties a;, : [0,1] — S qui
joignent p a q telles que

L(a1) > L(ag) > - > L(ay) > 2. (voir Fig. 14)
Il n’est pas toujours vrai qu'une géodésique minimise la distance entre les points de son image : Soient

p=(1,0,0) et g=(0,0,1)
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des points sur S. L'arc de grand cercle, qui est une géodésique d’apres I’'Exemple 110,

3
V1t (—e, 7“ + e) — S, > (cos(—t),0,sin(—t))
passeparpent = Oetpargent = 37" ; sa longueur (entre p et g) est 37" Néanmoins, 1’arc de
grand cercle

Y2 (‘ng + e) — S, t(cos(t),0,sin(t))

passeparpent = Oetpargent = 7; salongueur est 7. Le lecteur pourra se convaincre que
y1 minimise la distance entre p et les points de la forme y1(t), avec t € [0, —7). Il suit qu’il existe
des géodésiques qui arrétent de minimiser la distance a partir d’un certain instant. Le lecteur
géométriquement sensible aura remarqué qu’un tel phénomene est lié au fait que la sphere est
< suffisamment courbée vers l'intérieur ». Une telle intuition est mathématiquement justifiable
al’aide dela courbure de Gauss! Pourtant, I’exploration de la derniere affirmation nous cofitera
trop, et nous nous contentons de suggérer le chapitre 5 du livre [1].
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7 Variétés abstraites

7.1 Les outils du calcul différentiel

Etant admise une certaine maturité de 1’esprit mathématique, le début de la théorie des variétés
différentielles est une traduction des résultats du calcul différentiel. En fait, étant donnée la pro-
fondeur que nous avons en téte, cette méme phrase reste proche de la vérité en remplagant < cal-
cul différentiel »par < théoreme d’inversion locale ». Les définitions sont faites pour atteindre
tel immédiatisme. Ceci dit, nous rappelons quelques corollaires clés du théoréeme d’inversion
locale que nimporte quel étudiant sérieux doit connaitre.

Corollaire 130. < Chaque immersion est localement une inclusion. » Soient U un ouvert de R™,
f: U — R™ X R" une fonction différentiable, et a € U un point. Admettons que

Df(a) : R™ — R™ x R" est injective.
Alors il existe un voisinage ouvert B @ € R" X R" de f(a), des voisinages ouverts V, C R™ de a,
Wo € R" de 0, et un difféomorphisme
(2 V. x Wy S Bf(a)

tels que f(x) = ¢(x,0).
u inclusion V, % WO

b

Bfw
Corollaire 131 (Forme locale des submersions). < Chaque submersion est localement une projec-
tion. > Soient U € R™ X R"™ un ouvert, f : U — R" une fonction différentiable, et (a,b) € U un point.
Admettons que
Df(a,b) : R™ x R" — R" est surjective.
Alors il existe des voisinages ouverts Vo, C R™ de a, Wy € R" de f(a,b), By € U de (a,b), et un
difféomorphisme

(2 Va X Wf(a,b) ;) B(a,b)
tels que f(p(x,y)) = y.

B(ap) Va X W)
jprojection
Wia,by
Corollaire 132 (Théoreme des fonctions implicites). Soient U € R™ X R" un ouvert, f : U — R"
une fonction différentiable, et (a,b) € U un point. Admettons que

f(a,b) =c, et Df(a,b) : R™ x R" — R" est surjective.

Alors il existe un voisinage B(, ) de (a,b), V, € R"™ de a, et une fonction différentiable g : V, — R" tels
que (x, g(x)) € By et f(x, g(x)) = c pour chaque x € V.
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7.2 Définitions et exemples de base

Définition 133. (1) Soit M un espace topologique et U un ouvert de M. Un paramétrage de U
est un homéomorphisme ¢ : Uy — U, ot Uy est un ouvert d'un espace euclidien R". L'ouvert
U est dit un ouvert paramétré. Une variété topologique est un espace topologique M ot1 chaque
point possede un voisinage (ouvert) paramétré.

(2)Sip:Uy— Uety: Vo — V sont des paramétrages tels que U N V # @, nous appelons
YplopipUNV) >y i UNY)

le changement de paramétrage.

(3) Un atlas différentiable 1° &7 de dimension 1 sur M est un ensemble de paramétrages
%Z{(piZUOi—)Ui : iEI}

satisfaisant les deux propriétés suivantes : (a) UjefU; = M et (b) les changements de paramétrage
sont toujours des difféomorphismes entre des ouverts de R".

(4) Un atlas &7 est dit maximal si & C &' = o = &/’.

(5) Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique M muni d’un atlas
différentiable maximal de dimension #. Notation : (M, ).

Remarques 134. (a) (Trés important.) La condition (5) ci-dessus est purement technique. Elle
existe pour éviter que la théorie soit importunée par des petits problemes. En effet, si¢p : Uy — U
est un paramétrage appartenant a un atlas <7, rien garantit que le paramétrage obtenu de ¢ par
restriction a un ouvert plus petit de Uy soit aussi dans <. Le lemme suivant est une application
facile du Lemme de Zorn.

Lemme 135. Soit .o/ un atlas différentiable sur I'espace topologique M. Alors il existe un atlas maximal
</ qui contient <f . Et, en plus, I'atlas différentiable o/ est I'unique atlas différentiable avec une telle
propriété. 0

Les professionnels ne font pas attention au atlas maximal, mais simplement a [’existence d"un
atlas différentiable.

(b) Aulieu de considérer des paramétrages, la plupart des mathématiciens parle des «cartes.»Une
carte est simplement l'inverse d'un paramétrage, c’est-a—-dire, un homéomorphisme ¢ : U —
¢@(U) entre un ouvert de M et un ouvert de R".

(c) (Sur la topologie d'une variété.) Deux propriétés qui sont normalement incluses dans la
définition d’une variété différentielle sont (1) que I'espace topologique M soit séparé, et que (2)
il existe une base dénombrable pour la topologie de M. Nous avons choisi de omettre ces deux
conditions topologiques dans la définition pour simplifier 1’enseignement.

10. sous—entendu de classe C*
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(d) Dans la définition de variété il n’est pas nécessaire d’inclure que M soit un espace topolo-
gique. En effet, soit M est un ensemble et soient ¢; : Up; — U; des bijections ayant les propriétés

suivantes :
1. Up; est un ouvert de R".
2. (pi‘l(lli N Uj) est un ouvert de Up; pour chaque j.
3. (p}?l o @; est un homéomorphisme entre ¢;!(U; N U)) et (pjfl(lli Nnuj).
4. M =UU;.

Alors I'ensemble
T = {V sous—ensemble de M tel que (pl._l(V N U;) est ouvert de Up; pour chaque i}

définit des ouverts d"une topologie sur M.

Exemple 136. Chaque ouvert U de R" posséde un atlas différentiable de dimensionn: (id : U —
U). Donc chaque ouvert de R" est une variété différentiable (de dimension n).

Exemple 137. Soit S € R? une surface réguliére munie de la topologie induite par R>. Si &/ =
{p : Upi = U; : i € I} est un ensemble de paramétrages tel que UjU;, alors o7 est un atlas
différentiable comme nous montre le Corollaire 20. Il suit que S a une structure de variété
différentielle.

Exemple 138. Soit
$'={reR™ : x| =1;

nous donnons a cet ensemble la topologie induite par R"*!. Comme pour n = 2, nous définissons
les deux projections stéreographiques

iy : ST\ {N} » R"
a partir du pélenord N = (0, ...,0,1), et
nie:S"\{-N} - R"

a partir du pole sud —N. Les formules pour ;. ainsi que pour leurs inverses o, sont tout a fait

analogues aux formules en dimension deux :

X1 Xn
PR
l_xn+1 1_xn+1

), (X1, ..., Xp41) = (

X1 Xn
;

7T+(X1,---,Xn+1):( m,---,m
n+ n+

1 2 1 2
e ) = —— s 2y ylE =), o—(, e ) = —— (2y1, - 200, 1 = .
Yo ) = T (2yn 20 WP =1), o1, ) 1+|y|2( Y1 2y 1= yP)
Un calcul direct montre que

n_oo4+(y) = lz/ iy 00-(y) = lz, Yy e R"\ {0}.
Iyl Iyl
Il suit que 74 et m_ définissent un atlas différentiable & sur S". L'espace topologique S" avec

l’atlas maximal «/* engendré par </ sera appelé «la sphere de dimension 7. >
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Exemple 139. Un des avantages du point de vue abstrait c’est de vérifier que certains ensembles
qui apparaissent naturellement dans la géométrie sont des variétés différentiables. Soit

RP" = {droites de R"*! qui passent par l'origine}.

Nous allons donner a RP" un atlas différentiable. Traitons d’abord le cas n = 1 et, pour chaque
vecteur non-nul (x, ), notons (x : y) l'unique droite qui passe par l'origine et par (x, y). D’apres
la figure 15, a chaque droite D autre que 1’axe x, nous pouvons associer un point p sur la droite
{y = 1} et réciproquement.

J

Ficure 15 — Des droites de R?.

Il est alors naturel de considérer la fonction
(p:IR—>]RP1, u- (u:1).

Nous vérifions aisément qu'il s’agit d"une bijection entre R et RP! \ {I’axe x}. Le méme raison-

nement, maintenant avec {x = 1} a la place de {y = 1}, nous meéne a considérer la fonction
v:R—RP, v (1:0).

Clairement, n'importe quelle droite de R? (passant par l'origine) est dans la réunion Im(¢p) U
Im(). Puis, il est clair que si D n’est aucun des axes de R?, alors la coordonnée u de D par
rapport & ¢ et la coordonnée v par rapport a ¢ sont liées par v = u~!. C’est-a-dire, ! o p est la

fonction u — u~ L.

Maintenant nous traitons le cas de dimension supérieure. (L'étudiant souhaitant un exemple
visuel dans le cas 1 = 2 pourra bénéficier du dessin de Diirer, 16 plus bas.) Pour chaque vecteur
(x0,---,xy) € R™! non-nul, notons (xp : - : x,) la seule droite qui passe par l'origine et par
(x0,...,xy). I suit quesiA € R*, alors (A-xg -+ : A -x,) = (x0: -1 xp). Ecrivons :

~_ | droites qui ne sont pas contenues
771 dans le hyperplan H; := {x; =0}
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Chaque droite de U; a la forme (xp : - - : x;;) avec x; # 0. Définissons maintenant la bijection
pj:R" - U, (X0, Xj-1, Xja1, 0, Xn) P (X0 st Xyt Ly e i X).

Soit j < k.Six = (xo,...,Xj-1,Xj+1,---,Xn) € R" est tel que x; # 0, il suit que

-1 -1 . . 1. . .
P opi) =@ (o rxjor T ixje it xy)
Y O i N .
ko oo X X C Xk
Donc
Xi-1 1 Xju1 Xp—1 X X
1 X0 ] ] k=1 Xk+1 n
(Pk O(Pj(x()/'"/xj—llxj+1/"~/xl’l): ARV, 7 JERRY 7 JEREEY AN V]
Xk Xk Xk Xk Xk Xk Xk

qui est différentiable sur I'ouvert {x; # 0} de R". Un raisonnement similaire montre que (plzl o
est aussi différentiable si j > k. Il suit que RP" possede une structure de variété différentielle.
Plus précisément, nous munissons RP" de la topologie suivante : V' C RP" est ouvert &
gojTl(V N Uj) est ouvert de R". Voir la remarque 134(d) pour plus de détails. La variété RP"
s’appelle l'espace projectif réel de dimension n. Il n’est pas tres difficile de se convaincre que
la projection naturelle 7 : S" — RP", (xo,...,xs) = (xo : --- : X,) est continue et surjective,
ce qui montre que RP" est compacte. Il est trés important de comprendre les variétés RP"
comme étant des < compactifications >de R". En effet, nous savons que ¢g : R" — Uy est un
homéomorphisme et, en plus, RP" \ Uy est un ensemble fermé dont l'intérieur est vide.

FiGure 16 — A. Diirer, Dessin a la fin de Underweysung der Messung, Niirnberg 1525

L'importance de RP" (et ses variantes) est extreme dans la géométrie. Ils sont des < compactifica-
tions > naturelles des espaces euclidiens car ils possedent la remarquable propriété de donner un
sens précis a l'idée géométrique < qui va vers 'infini ». Plus précisément, prenons {p = (x; = 0) et
{1 = (x1 = 1) des droites paralleles dans R? avec coordonnées x1, x;. A laide de Qo : R% — RP?,
les droites ¢y et {1 sont maintenant les sous—ensembles Ly = @o(fp) = {(1:0:¢t) € RP? : te R)
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etLi=@i(t1)={(1:1:t)€ RP? : t € R}). Clairement, Ly N L1 est encore vide, mais la cloture de
Lo dans RP?,

E():{(X()le ZXz)GIRPZ :x1 =0}
et la cloture de Lq

L= {(x0 : x1 : x2) € RP? : x1 = xp}
se coupent en (0 : 0 : 1). Le lecteur qui veut présenter ses respects aux personnes qui ont
commencé, d"une fagon trés subtile, toute cette histoire, devra consulter le chapitre III de [4].

Exemple 140. Soit n > 3. Nous allons généraliser I’'Exemple 139. Soit
G(2,1) = {ensemble des plans de R"*! qui passent par l'origine}.

A chaque matrice (n +1) X 2
Xo Yo
X=F )=
Xn  Yn
dont les colonnes sont 1.i., nous pouvons associer le plan [ X] € G(2, n) engendré par les colonnes.
Il n’est pas tres difficile de se convaincre que I'ensemble des matrices dont les colonnes sont 1.i.
forme un ouvert ()(2, n) dans I'espace Euclidien Mat ;4 1)x2(R) = R2+D : cestle complémentaire

ﬂ {X € Mat(,11)x2(R) : det[ X Yi ] = 0}.
x. .

i<j i Yi

du fermé

Comme dans le cas de RP", ol nous avons travaillé avec les matrices (1 + 1) X 1, nous pouvons

considérer, les ensembles
Xi Vi .
Qij ={Xe Mat(n+1)x2(R) : det[ J 0%, i<j,
XjYj
et
Uij={[X]€G@2,n) : XeQyl, i<].

Il est clair que U;;U;; = G(2,n). Il est aussi clair que une méme matrice X € ();; peut déterminer
a B
Y

le méme plan de R"*! :si g = [ ) est une matrice 2 X 2 qui est inversible, alors

(- X+y-y B-X+0-))=X-g,

et donc [X] = [X- g]. En plus, si [X] = [X’], nous pouvons trouver une unique matrice inversible
2x2telleque X' =X -g.

Par conséquent, chaque plan P € U;; est égal a [X], ou X est telle que

xiyi_lo
yioyp) L0 1)
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Plus précisément, si P est un plan engendré par les colonnes de X = (¥ ) € Qjj et

-1
“(33)
Xj Yj

alors X - g a la forme voulue. Ainsi, I'application évidente
@ij : Mat_1)a(R) = R — Uy,

définit une bijection entre R?"~2 et Uj;. Le lecteur pourra vérifier que les ¢;; donnent a G(2, ) une
structure de variété différentielle de dimension 2n — 2. En plus, comme chaque plan P € G(2, n)
peut étre engendré par les deux premiers vecteurs d’une base orthonormale de R"*!—il suffit
de trouver une base orthonormale de P et apres compléter—, il suit que

O(n+1,R) — G(2,n), g plan engendré par les deux premieres colonnes de g

est surjective (et continue) et donc G(2, 1) est compacte. Les variétés G(2,n) sont des cas parti-
culieres des variétés de Grassmann G(k, 1) qui sont des variétés de k-hyperplans dans R"*!.

7.3 Les applications différentiables

Les définitions dans le cas des variétés abstraites sont exactement les mémes que dans le cas de

surfaces réguliéres (voir Définition 26).

Définition 141. Soient (M, o) et (N, %) des variétés de différentielles de dimension m et n
respectivement. Une fonction f : M — N est différentiable si, pour chaque point p € M, il existe
des ouverts paramétrés ¢ : Ug —» U CMet1): Vg — V C N tels que

a)pel,

b) f(U) C Vet,

o) lo fog:Uy— Vyestdifférentiable.

La fonction entre deux ouverts Uy — V) est appelée 1'expression locale de f par rapport aux
paramétrages ¢ et 1.

Dans la définition 141 nous avons supposé qu’il existe un couple de paramétrages ¢ : Uy — Uet
Y : Vo — V tels que I'expression locale de f soit différentiable. La définition d"un atlas garantit
que le méme peut étre dit de n'importe quel autre couple ¢, " de paramétrages locaux et la
justification est est la méme que celle trouvé dans §3.2.

Définition 142. Un difféomorphisme f : M — N est une bijection différentiable dont I'inverse
est aussi différentiable. Une application différentiable f : M — N est un difféomorphisme local
si, chaque point p € M possede un voisinage U tel que f|y; induit un difffomorphisme entre U
et un ouvert de N.
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7.4 Les vecteurs tangents

Dans la théorie des surface régulieres, nous avons vu que l’espace tangent a une telle surface S en
p est le sous—espace de R> engendré par la 'image de la dérivée Dp(p~1(p))- R?, ot ¢ : Uy — U
est un paramétrage d’un voisinage de p. Par conséquent, un vecteur tangent & € T),S a toujours
la forme & = Dp(¢~'(p)) - 7, T € R2. Pour fixer les idées, nous allons dire que (¢, ) est une
expression de &. La regle de la chaine nous garantit que si (i, @) est une autre expression de &,
alors
@=D(y o) (@ '(p)- T

Cela induit une relation d’équivalence sur les couples formés d'un paramétrage d’un voisinage
de p et un vecteur de R? : (¢,9) ~, (¢, @) © Do(p~'(p)) - 7 = Dy(y~1(p)) - @. La définition

suivante s'impose naturellement.

Définition 143. Soit (M, </) une variété différentielle de dimension n et p € M. Considérons

’ensemble . (p) des couples (¢ : Uy — U, 0) € o/ X R" tels que p € U. Nous dirons que

(@D~ @@ o  B=D(p " op)ep)- 7.

Le lecteur vérifiera sans probleme que < ~, »est une relation d’équivalence. La classe d"équivalence
d’un couple (@, ?) € .#(p) est notée [, T],, ou simplement [, 7]. Une classe d’équivalence est
appelée un vecteur tangent a p. L'ensemble des vecteurs tangents a p sera noté T, M.

Remarques 144. La définition ici est la méme que dans [3]. Une autre définition tres répandue

dans la littérature fait appel aux dérivations.

Lemme 145. Soit ¢ : Uy — U un paramétrage d’un voisinage ouvert U de p € M.
(a) L'application
Ap:TeR" - [o,7],

définit une bijection entre R" et T,M.
(b) Si ¢ : Vo — V est un autre paramétrage d'un voisinage de V de p, alors

(Ap) ™ o Ay : R" — R"

est 'application linéaire définie par la matrice Jacobienne du difféomorphisme @' o 1 en ¥~ (p). En
particulier, c’est un isomorphisme linéaire.

(c) L'ensemble T,M possede une structure de R—espace vectoriel telle que pour chaque paramétrage
comme @, Ap : T+ [, 0], est un isomorphisme linéaire.

Démonstration. (a) Soit [¢, W] un vecteur tangent a p, ou ¢ : Vy — V est un paramétrage d’'un
voisinage de p. Comme ¢ "L o : o H(UNV) = ¢~ (U N V) est un difféomorphisme, il existe un
unique 7 € R" tel que

D(v™" o) (@ (p) - 7=
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Plus précisément, la regle de la chaine nous permet d’en déduire que

G=D (Y™ o) @) (D(¢p™ o) @) w),
ce qui implique que
[, @] =[p,D(p™ o v) ™' () - @] (146)
Nous avons prouvé que Ag est surjective. Que Ag est injective est facile et nous laissons les

détailles a la charge du lecteur.
(b) D’apres 1’équation (146), nous savons que

Ap (D (97 0 ) W7\ (p) - @) = AP(@).

Etant donné que Ag est une bijection, nous obtenons que

(Ap)™ o AY(@) = D (¢ o y) (7' (p)) - .

(c) Soient A, u € Reet & := [, 7], C := [p, W] des vecteurs tangents. Nous définissons
A&E+p-C=[pA-T+p-w@].

Compte tenue de (a) et (b), cette formule définit une structure de R—espace vectoriel sur T,M
qui est indépendante du choix du paramétrage ¢. m|

Pour faire des calculs, les abréviations

dj(p) = Jjp(p) = [p;ejlp (147)

sont fort commodes.

7.5 La dérivée

Soit f : M — N une application différentiable entre deux variétés différentiables. Soient p € M
et g son image dans N.

Proposition 148. Soient

p:Uy—->UCM Y:Vo—>VCN
(p':U6—>U'QM I,D'ZV(')—>V/QN

des paramétrages des voisinages U, U’ de p et V, V'de q. Admettons que f(U) C Vet f(U") C V'. Notons
F, respectivement F’, I'expression locale de f par rapport a ¢ et ¢, respectivement ¢’ et \’. Posons
po =@ petpl = 'p. Alors, si & = [@;al, = [¢,a']y € T,M, I'égalité

[¢; DF(po) - al; = ["; DF'(py) - 'l

est vérifiée.
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Démonstration. Posons qo = Y~'q et 9 = '~ 1q. Uégalité [p;al, = [¢’;a'], nous dit que
@ =D(p"" o p)(po) -a *)
Par définition, prouver que [; DF(po) - al; = [{"; DF'(p]) - a’]; équivaut a vérifier
DF(pp) -’ = D' o )(qo) - {DF(po) - a},
qui, a I'aide de (*) est une conséquence directe de la regle de la chaine appliquée a

@ ofop )o@ op)=@ T o) oW o fop).
———— ———
F F

Cette proposition nous permet de faire la définition suivante.

Définition 149. Soient f : M — N une application différentiable entre variétés différentielles,

p un point de M, g son image dans N, ¢ : Uy — U un paramétrage d"un voisinage U de p,

et  : Vo — V un paramétrage d'un voisinage V de g. Supposons que f(U) € V. Alors la

dérivée de f en p est 'application linéaire qui a chaque [p;a], € T,M associe le vecteur tangent

[; DF(p~'p) - al,, out F est I'expression locale de f par rapport aux paramétrages ¢ et 1.

Le corollaire suivant résulte de la définition.

Corollaire 150. Soient

O ={19(p), ..., dmpp)} et W ={1yY(@),..., oY@}

des bases de T,M et T;N. Alors la matrice de D f(p) par rapport a ® et \V est la Jacobienne de I'expression

locale de f en o~ (p).

7.6 Les sous—variétés

Soit (M, &) une variété différentielle de dimension # et o7 1’atlas maximal.

Définition 151. Un sous—ensemble S C M est une sous—variété de dimension s si pour chaque

p € Silexiste p : Uy — U € & tel que
1. pel;

2.5NnU=¢|UyNR x {0} x---x{0}]
N——
n-s

Un paramétrage comme ¢ est appelé une rectification locale de S.
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Proposition 152. Soit S une sous—variété de dimension s de M. Munissons S de la topologie induite et
considérons l'ensemble <7 (S) des paramétrages ¢ : Uy — U de <7 qui sont des rectifications locales de
S. Pour chaque ¢ € </ (S), soient Uy s = Uy N (R® X {0}) — que nous regardons comme un ouvert de R®
— et @g la restriction de ¢ a Uy s. Alors

s ={ps:Ups > UNS : ¢ €.(S)}

est un atlas différentiable de dimension s. L'inclusion i : (S, /) — (M, <) est différentiable.

Démonstration. Par définition, chaque point de S appartient a I'image d’un paramétrage ¢ :
Up — U de #/(S). Pour montrer que <% est un atlas différentiable, il suffit de prouver que

1. pour chaque ¢ € (S), ps : Ups — U N S est un homéomorphisme, et
2. pour chaque couple ¢ : Uy — U, ¢ : Vo — V de #(S), le changement

Yslops st UNVNS) -y (UNVNS)

est un difféomorphisme.
Prouvons (1). Comme ¢g est bijective et continue, une condition nécessaire et suffisante pour
que @s soit un homéomorphisme est que ¢s soit une application ouverte. Prenons alors G un
ouvert de Uy s ; par définition G = G N (R® X {0}), ot G est un ouvert de Up. Il suit que
Ps(G) = ps(G N (B x {0}))

= (G N (B x {0))

= ¢(G) N p(R* x {0})

=p(G)NS.
Etant donné que ¢(G) est un ouvert de U, il suit que s est une application ouverte. Prouvons (2).
Soitp € UNV NS. Par définition, il existe un unique (x, 0) € Uy s tel que ¢(x,0) = p, etun (y,0) €

Vo,s tel que ¢(y,0) = p. A fortiori, Ps(y, 0) = p et s(x,0) = p. Donc 5 (ps(x,0)) = ¢~ 0 p(x,0).
Cela prouve que 1,051 o@s est simplement la restriction de " topa L (UNVNS) = (pgl Uunvns),
qui est une fonction différentiable. m]

Exemple 153. Soit S C R® une surface réguliere. Nous avons vu que étant donné un point
p € S, il existe un ouvert W C R? et une fonction différentiable i : W — TR tels que, aprés une

permutation convenable des coordonnées de R?,
SNWXxR)={(xy,2z) e WXR : z=h(x,y)}.

Posons
(PIWXRQWXIR, (P(X,]/,Z):(xzyzh(x/]/)—z)-

I1 suit que (W x {0}) = S N (W X R). En plus, comme
(P_l:WXR_)WX]R‘/ (élnIC)H(é/n/h(éln)_C)/
il suit que ¢ est un difféomorphisme, et a fortiori, un paramétrage de W x R. Par conséquent,

c’est une rectification locale de S.
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7.7 Le théoréme d’inversion locale et ses conséquences

Une conséquence immédiate du théoreme d’inversion locale (Théoreme 2) et du Corollaire 150

est le théoréme suivant.

Théoreme 154 (d’inversion locale). Soit f : M — N une application différentiable entre deux variétés
différentielles de méme dimension. Soit p € M tel que Df(p) : T,M — Tg,)N est un isomorphisme
linéaire. Alors il existe U un voisinage de p et V un voisinage de q tels que fly : U — V est un
difféomorphisme. m]

Définition 155. Soit f : M — N une application différentiable et p un point de M. Nous dirons
que f est une immersion (respectivement une submersion) en p si Df(p) : T,M — Tg,)N est
injective (respectivement surjective). Nous dirons que f est une immersion (respectivement une

submersion) si f est une immersion (respectivement submersion) en chaque p € M.

Théoreme 156 (La forme locale des immersions). Soit f : M — N une immersion en p € M (donc
dimM < dim N). Alors il existe des paramétrages ¢ : Uy — U d’un voisinage de p et p : Vo —» V
d’un voisinage de f(p) tels que

1. fU)cV, et
2. ¢ 1o fopx) = (x,0).

Démonstration. C’est un exercice facile a ’aide du Corollaire 130. O

Théoreme 157 (La forme locale des submersions). Soit f : M — N une submersion en p € M (donc
dim M > dim N). Alors il existe des ouverts Vo de R", Co de R™™" , des paramétrages ¢ : VoxCo — U
d’un voisinage de p et \ : Vo — V d’un voisinage de f(p) tels que

1. fU)CV, et
2.y lofop(x,y)=x(xeR" ety € R"™).

Démonstration. C’est un exercice facile a I’aide du Corollaire 131. m]

Corollaire 158. Soit f : M — N une application différentiable entre des variétés de dimension m et n
respectivement. Soit q € N tel que pour chaque p € f~1(q), f soit une submersion en p. Alors I'ensemble
£~1(q) est une sous—variété de M de dimension m — n. Pour chaque p € f~1(q), l'espace tangent a f=1(q)
en p est le noyau de la dérivée Df(p) : T,M — T;N.

Démonstration. D’apres le Théoreme 157, il existe des paramétrages ¢ : Vo — V d'un voisinage
deg,etp: VyxCyp— Udun voisinage de p tels que

1. f(U)cV,et
2. ¢~1o fop(x,y) = x, pour chaque x € V.
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'DI.S 0.‘5
FiGure 17 — Les valeurs de la fonction ¢ — (£ — t,1?) pour t € R.

Par conséquent,

e,y € f(@) efleky) =1

eyTlofoplry =yT(@ (159)
e x =197
1 suit que f~1(g) N U est I'image de {¢"1(9)} X Cy par ¢ et donc c’est une sous—variété. m]

Le langage suivant permet d’évoquer le Corollaire 158 de fagon trés simple. Soit f : M — N
différentiable. Un point g € N est une valeur critique s'il existe un p € f~(g) tel que Df(p) :
TyM — TyN n'’est pas surjective. Un point q € N qui n’est pas une valeur critique est une valeur
réguliere . Le Corollaire 158 dit que I'image réciproque d'une valeur réguliere est une sous—variété.

7.8 Les plongements

Imaginons que nous disposons d"une immersion injective f : M — N. Dans un cours de théorie
des ensembles, nous aurions le droit d"identifier M et son image f(M). Mais, en topologie (et par
conséquent dans la géométrie différentielle), nous ne pouvons pas faire une telle identification
car la topologie de f(M) (induite par N) n’est pas forcement la méme que celle de M. Dans le

cas ol une telle coincidence se produit, nous avons un nom a donner.

Définition 160. Une immersion f : M — N est un plongement si f : M — f(M) est un
homéomorphisme.

La définition englobe deux propriétés additionnelles importantes de I'immersion f : (a) I'injec-
tivité de f et (b) le fait que la topologie de f(M) induite par N soit la méme que la topologie
intrinseque de M.

11. Par définition, si f~1(q) = @, alors g est une valeur réguliere.
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0.‘2 0.‘4 A
F1GURE 18 — Les valeurs de la fonction t - (> — t,1?) pour ¢ < 1.

Exemple 161. Soit f : R — R? la fonction t - (t* — t,t?). L'image de f est esquissé dans la figure
17. 11 est tres facile de vérifier que f est une immersion. Cependant, f n’est pas injective, donc
f ne peut pas étre un plongement. Prenons maintenant la restriction de f a I = (—oo, 1). (Voir
tigure 18). Elle est clairement injective, mais elle n’est pas encore un plongement! Le probléme
se passe au niveau topologique : f(I) ne posséde pas la méme structure topologique que I. En
effet, chaque boule ouverte B centrée en f(—1) possede un point ayant la forme f(1 —1/n).

Théoreme 162. Soit f : M — N un plongement. Alors f(M) est une sous—variétédeNet f : M — f(M)
est un difféomorphisme.

Démonstration. Soit p € M. D’apres le Théoreme 156, nous pouvons trouver des paramétrages
p:Uy—>UCMetp:Vy— VCNtelsque (1) f(U) S Vet (2) Lo fopx) = (x,0). Il suit
que f(U) NV = ¢(Up x {0}). Etant donné que f(U) est un ouvert de f(M), il existe un ouvert G
de N tel que f(U) = f(M)NG.Soit V' =GNV, ety : V) — V' la restriction de ¢ a ¢~1(V). 1l
suit que f(U) C V', que f(U) NV’ = f(M) NV’ et, par conséquent, f(M) N V" = y’"(U] X {0}), ot
Uj est I'intersection de Vj avec Uy X {0}. Donc f(M) est une sous-variété de N. |
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