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Consignes : – Les documents et outils électroniques sont interdits.

– Le devoir a un total de 24 points. Les notes ě 20 seront considérées comme 20.

– Vous devez justifier vos réponses au maximum.

– Les affirmations irresponsables vous font perdre la confiance du correcteur : Il faut les

éviter à tout prix.

– La bonne compréhension et interprétation des questions fait partie du devoir.

– Le barème est donné à titre indicatif.

Convention. Dans la suite, G désigne un groupe.

Exercice 1 (Question de cours). (5 pts) Soit X un G-ensemble n’ayant qu’une seule

orbite. Montrer qu’il existe un sous-groupe H de G, que l’on spécifiera, et une bijection

entre G-ensembles G{H Ñ X.

Exercice 2. (9 pts)

1) Soit G “ GL2pF2q. En déterminant une action de G sur un ensemble, montrer que

G » S3.

Correction. On laisse P être le sous-ensemble des droites vectorielles de F2
2 qui passent

par l’origine. Clairement, P “ tF2~e1,F2~e2,F2p~e1 ` ~e2qu “ t1, 2, 3u. On obtient une

action de G sur P et un morphisme T : G Ñ S3. Or, G est un groupe avec p4 ´

1q ¨ p4 ´ 2q “ 6 éléments. Clairement, T

˜

1 1

0 1

¸

“ p23q et T

˜

0 1

1 1

¸

“ p123q. Donc

l’image de T possède plsu de 3 éléments ñ elle doit être S3.

2) Soit maintenant G “ GL2pF3q et soit H “

#˜

λ 0

0 λ

¸

: λ P F˚3

+

le sous-groupe dis-

tingué des homothéties. En déterminant une action de G sur un ensemble, montrer

que G{H » S4

Correction. Ensuite, on prendra P les droites vectorielles de F2
3. Il est facile de les

compter : on a tF3~e1,F3~e2,F3p~e1 ` ~e2q,F3p2~e1 ` ~e2qu. Ceci donne un T : G Ñ S4.

Clairement, H Ă KerT . En fait, si x “

˜

a b

c d

¸

fixe F3~e1 et F3~e2, alors x “

˜

λ

µ

¸

,

1



et une telle matrice ne peut pas fixer F3p~e1 ` ~e2q, sauf quand λ “ µ. Donc kerT “ H

et G{H » Im. Or, l’image possède 24 éléments.

Exercice 3. (10pts) On suppose G fini. Soit H ă G un sous-groupe et T : GÑ BijpG{Hq

le morphisme associé à l’action de G sur G{H. Le coeur de H, désigné par CH dans la

suite, est le sous-groupe KerT .

1) (3 pts) Montrer que si N ŸG est contenu dans H, alors N Ă CH .

Correction. En effet, si n P N et gH P G{H, on voit que n˚gH “ gg´1ngH “ gn1H “

gH. Donc N Ă KerT .

2) (3 pts) Exprimer CH en fonction des conjugués tgH : g P Gu.

Correction. On sait que SteH “ H et que StgH “ gSteH “ gH. Donc, x P CH si et

seulement si x P
Ş

g
gH. Donc ker “

Ş

g
gH.

3) (4 pts) Soit p le plus petit premier qui divise |G|. Montrer que si p “ rG : Hs, alors

H ŸG. (Indication : L’entier p! s’écrit comme pˆm, où pgcdpp,mq “ 1.)

Correction. Soit T : G Ñ Sp. On sait que G{ ker T est isomorphe à un sous-groupe

de Sp. Donc rG : CHs divise p ¨m. Or, rG : Hs ¨ rH : CHs “ pk avec k diviseur de |G|

et k | m. Mais si ` est un diviseur premier de k, on sait que ` ě p et donc ` ne peut

pas diviser m. Par conséquent, k “ 1.
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