
L’objectif des notes suivantes est de donner une idée de l’évolution du cours de Master

1 Groupes finis et leurs représentations délivré à la Sorbonne Université et d’expliquer

quelques compléments ; elles seront publiées sur

https://webusers.imj-prg.fr/~joao-pedro.dos-santos/Enseignement.html

après chaque cours. Ces notes ne se substituent pas à la présence (virtuelle même. . . ),

où les idées essentielles seront présentées. Pour les preuves et énoncés détaillés, le lecteur

devra consulter la référence [Dat] ou [Malliavin].

Programme approximatif

1) Conventions, notations, préréquis et exemples de base (les groupes cycliques Z{n,

diédral D2n, symétriques Sn, linéaires GLn). Action d’un groupe sur un ensemble.

Actions qui préservent une structure. Stabilisateur, orbite, formule de classes.

2) Produit semi-direct.

3) Le groupe GLnpKq. Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures B (ou “le”

Borel). Décomposition B “ U¸T . Espaces projectifs et drapeaux. Matrices de permu-

tation, transvections et sous-groupes de racines, décomposition de Bruhat. Propriétés

basiques des groupes GLnpFqq, SLnpFqq et PSLnpFqq.

4) p-groupes. Théorèmes de Sylow et ses applications.

5) Groupes nilpotents. Série centrale ascendante. Exemple : Un. Théorème de Burnside-

Wielandt.

6) Représentations linéaires. Représentations de permutation. Sous-représentations, quo-

tients, noyau, représentations simples et semi-simples. Représentations de dim 1. Exemples

S3, D8, Z{n.

7) Le produit tensoriel. La rep. V bW . Exemples et calculs.

8) La “moyenne” et théorème de Maschke. Caractères. Formule “basique” dimV G “

x1, χy et théorème d’orthogonalité.

9) Les égalités

| tclasses conjugaisonu | “ |IrrpGq|

et

|G| “
ÿ

V PIrrpGq

dimpV q2.

10) Table de caractères : plusieurs exemples.

11) Thème avancé variable.
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Cours 1
(15 Janvier 2021).

1 Théorie de groupes : prérequis

Notation pour le cours. G est toujours un groupe !

Définition 1. Les définitions suivantes doivent être connues. (Elles ont été rappelées en

cours.)

(1) L’ordre d’un élément g. Notation : ordpgq.

(2) H Ă G est sous-groupe. Notation : H ă G.

(3) H Ă G est sous-groupe distingué : notation H ŸG.

(4) f : GÑ G1 est un morphisme ou un isomorphisme.

(5) Ker f et Im f pour un morphisme f .

(6) Si g P G, on note xgy le sous-group tgn : n P Zu. Il est le sous-groupe engendré par

g.

Les résultats suivants doivent être connus.

Théorème 2 (Théorème de Lagrange.). Soit G groupe fini. H ă G. Alors |H| divise |G|.

Proposition 3 (Sur l’ordre). Soit g P G.

1) Si ordpgq “ m, alors xgy est sous-groupe d’ordre m.

2) Si gn “ e, alors m divise n.

3) Si ordpgq “ m, alors ordpgnq “
m

pgcdpm,nq
.

Théorème 4 (Sous-groupe quotient). Soit HŸG. On introduit sur G la relation d’équivalence

g ” g1 mod H ðñ g´1g1 P H et on note G{H l’ensemble quotient. Alors la loi

G{H ˆG{H ÝÑ G{H, gH ¨ g1H ÞÝÑ gg1H

est bien définie et induit sur G{H une structure de groupe. En plus, la projection G Ñ

G{H naturelle est un morphisme surjectif.

Théorème 5 (Théorème du noyau et de l’image). Soit f : G Ñ G1 morphisme. Alors

Ker f ŸG et G{Kerpfq » Impfq.

Exemple 6. Soit S1 le cercle dans C˚ ; il est un sous-groupe. Soit f : RÑ S1 le morphisme

de groupes définit par x ÞÑ cosp2πxq ` i sinp2πxq. Alors R{Z est isomorphe à S1 car

Ker f “ Z et f est surjectif.

Exemple 7. Soit µn “ tζ P C
˚ : ζn “ 1u. Alors f : Z Ñ µn définie par k ÞÑ e2iπk{n est

un morphisme surjectif de noyau nZ. Par conséquent, Z{n » µn.
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2 Exemples fondamentaux

Les exemples suivants doivent être connus.

Exemple 8. Les groupes Z{n avec l’addition modulaire. Le groups µn “ tz P C : zn “ 1u

avec la multiplication de nombres complexes. On a µn » Z{n.

Exemple 9. Le groupe Sn des bijections t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu avec la loi de composi-

tion σ ˝ τ : k ÞÑ σpτpkqq. Révision : Propriétés basiques de Sn. (Détailles dans 1.2.4 de

[Dat].)

Exemple 10 (Les groupes linéaires généraux). Si K est un corps, alors GLnpKq est un

groupe avec la multiplication de matrices. Let groupes GLnpFpq sont une importante

source d’exemples.

Exemple 11 (Les groupes diédraux). Soit n P Nz0. On pose

R “

˜

cos 2π
n

´ sin 2π
n

sin 2π
n

cos 2π
n

¸

,

c’est la rotation d’un angle
2π

n
centrée à l’origine. Soit S la refléxion sur l’axe des x,

i.e. Spx, yq “ px,´yq. Alors tI, R, . . . , Rn´1u Y tS,RS, . . . , Rn´1Su est un sous-groupe de

GL2pRq, le groupe diédral S2n. (Voir l’exercice 12.) On note que chaque élément de D2n

est écrit comme RiSε où i P t0, . . . , n´ 1u et ε P t0, 1u.

Exercice 12. Soit R et S comme dans l’Exemple 11.

1) Montrer que pour chaque k P Z, on a SRkS “ R´k. En déduire que tI, R, . . . , Rn´1uY

tS,RS, . . . , Rn´1Su est stable par composition.

2) Montrer que pRkSq2 “ I pour chaque k P Z. En déduire que tI, R, . . . , Rn´1u Y

tS,RS, . . . , Rn´1Su est un sous-groupe de GL2pRq.

3) Quel est le cardinal de D2n ?

4) Montrer que xRy » Z{n et que xRy ŸD2n. Ensuite, montrer que D2n{xRy » Z{2.

Remarques 13. Attention : dans [Dat], D2n est noté Dn.

3 Actions

Définition 14. Soit X ensemble. Action (à gauche !) de G sur X est une fonction :

GˆX ÝÑ X, pg, xq ÞÝÑ g ˚ x
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telle que

e ˚ x “ x, et pghq ˚ x “ g ˚ ph ˚ xq.

La donnée d’une action de G sur X sera notée par G ö X et x sera appelé un G-ensemble.

Si G ö X et G ö Y , alors une fonction f : X Ñ Y telle que fpg ˚ xq “ g ˚ fpxq est dite

équivariante.

Exercice 15 (Simple mais important). G ö X. Alors T : G Ñ BijpXq, définie par Tg “

g ˚ x est un morphisme de groupes. Réciproquement, si T : G Ñ BijpXq est morphisme,

alors g ˚ x :“ T pgqpxq est action.

Remarques 16 (Vocabulaire). Souvent on dit que Tgpxq “ g ˚ x est la translation associée

à g.

Exemple 17. Le groupe Sn agit de façon évidente sur l’ensemble t1, . . . , nu. Le groupe

GLnpKq agit de façon évidente sur Kn. Le groupe dihédral D2n agit sur l’ensemble de

racines n-èmes de l’unité t1, . . . , ζn´1u, où ζ “ e2iπ{n.

Exemple 18. Soit H ă G. On introduit sur G{H l’action g˚pxHq “ pgxqH ; elle s’appelle

l’action naturelle par translation.

Souvent l’action doit préserver une autre structure de X.

Définition 19. Soit Γ un groupe et G ˆ Γ Ñ Γ une action. On dit que G agit par

homomorphismes si g ˚ pγγ1q “ pg ˚ γqpg ˚ γ1q pour tout g P G et γ, γ1 P Γ. Dit autrement,

Tg est toujours un morphisme de groupes. Dit autrement, T : G Ñ BijpXq prend ses

valeurs dans le sous-groupe des isomorphismes de groupes.

Exemple 20. G agit sur lui même par g ˚ x “ gx. Cette action n’est pas une action par

morphismes si |G| ą 1 : en effet, si g ˚ pxyq “ g ˚x ¨ g ˚ y, alors gxy “ gxgy et donc x “ xg

et g “ e. Par contre, si on donne à Kn la structure évidente de groupe, alors GLnpKq agit

sur Kn par morphismes.

Exercice 21. L’action de D2n sur les racines de l’unité µn, est-elle une action par mor-

phismes de groupe ?

Une autre source importante de structures algébriques préservés par une action est la

suivante :

Définition 22. Soit X un espace vectoriel sur corps K et G ˆ X Ñ X une action. On

dit que cette action est linéaire si Tg est toujours une application linéaire.

Exemple 23. Le groupe dihédral D2n agit linéairement sur R2. En effet, D2n est un

sous-groupe de GL2pRq.
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Définition 24. G ö X. Soit x P X. Le stabilisateur de x P X est Gx “ tg P G : gx “ xu.

(Parfois on écrira Stabx, ou Stx si la notation Gx s’avère encombrante.)

L’orbite est le sous-ensemble Opxq “ tgx : g P Gu. Il est clair que Gx est un sous-

groupe et que Opxq est stable par G (vérifiez !).

Un x P X est point fixe si gx “ x pour tout g P G ; l’ensemble des points fixes est noté

XG.

On dit que l’action est transitive si pour un certain x P X on a X “ Opxq. Dans ce

cas, X est appelé aussi un espace homogène, ou un G-ensemble connexe.

On dit que l’action est libre si pour tout x P X on a Gx “ teu.

Un espace homogène principal, aussi appelé un torseur, est un espace homogène dont

l’action est libre.

Voici quelques illustrations de la définition 24.

Exemple 25. Soit X l’ensemble de racines primitives n-èmes de l’unité. Le groupe pZ{nq˚

agit sur X par k ˚ z “ zk. (Le lecteur devra vérifier que cela définit bien une action.) Il

n’est pas difficile de voir que cette action est libre et transitive.

Exemple 26. GL2pKq ö K2 de façon standard. Alors Ope1q “ K2zt0u et Op0q “ t0u.

L’action est transitive sur K2zt0u. On note que le stabilisateur de e1 est le groupe des

matrices inversibles de la forme
˜

1 b

0 d

¸

, d “ 0.
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Cours 2
(22 Janvier 2021).

Lemme 27. G ö X. Soit x P X.

1) La fonction ϕx : gGx ÞÑ gx est bien définie et induit une bijection G{Gx Ñ Opxq.

2) On laisse G agir sur G{Gx par translations à gauche (voir Exemple 18), et sur Opxq

de façon naturelle. Alors la bijection ϕx est G–équivariante.

3) Les stabilisateurs dans une même orbite sont conjugués : Ggx “ gGxg
´1.

Démonstration. Évidente, mais on l’a fait pour aider à retenir les définitions.

1. Soit gGx “ g1Gx. Alors g1 “ gs où s P Gx. Donc, g1 ˚ x “ g ˚ ps ˚ xq “ g ˚ x. Alors la

fonction est bien définie. Elle est surjective par définition d’orbite. Elle est injective car

ϕxpgGxq “ ϕxpg
1Gxq ðñ g ˚ x “ g1 ˚ x ðñ g´1g1 P Gx ðñ gGx “ g1Gx.

2. ϕxph ¨ pgGxqq “ ϕxphgGxq “ hg ˚ x “ h ˚ pϕxpgqq.

3. Pour le lecteur.

Corollaire 28. Soit X un espace homogène, c’est-à-dire, X n’a qu’une seule orbite. Alors

il existe une bijection G-équivariante ϕ : G{H Ñ X.

Démonstration. On choisit x P X et on applique le Lemme 27.

Corollaire 29 (Formules de classe). G et X finis. G ö X.

1. Pour chaque x P X, on a

|Opxq| “ rG : Gxs.

2. Soit Opx1q, . . . , Opxqq les orbites distinctes. Alors

|X| “
q
ÿ

i“1

|Opxiq| “
q
ÿ

i“1

|G|

|Gxi |

Démonstration. 1. La fonction gGx ÞÑ gx induit une bijection entre G{Gx et Opxq. Donc

|G{Gx| “ |Opxq|. Or, |G{Gx| n’est rien d’autre que rG : Gxs.

2. L’ensembleX est réunion disjointe des orbitesOpxiq. Donc |X| est
ř

|Opxiq|. Chaque

Opxiq possède rG : Gxis “ |G{Gxi | éléments.

Exemple 30. Soit K un corps et P l’ensemble des droites vectorielles de K2. Le groupe

GL2pKq agit transitivement sur P . Puis, le stabilisateur de la droite K~e1 est le sous-groupe

des matrices triangulaires supérieures

B “

#˜

a b

0 d

¸

: ad “ 0

+
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et obtient une bijection GL2{B Ñ P en utilisant le Lemme 27.

Le cas où K “ F2 est particulièrement intéressant. On a P “ tF2e1,F2e2,F2pe1` e2qu

et on arrive à un homomorphisme ρ : G Ñ BijpP q » S3. Clairement, ρ est injectif car

chaque droite n’a que deux éléments. Puis ρ est surjectif car son image est un sous-groupe

de S3 contenant au moins quatre éléments, à savoir, les images de id,

˜

1 1

0 1

¸

,

˜

1 0

1 1

¸

et

˜

0 1

1 0

¸

.

Exemple 31. Soit p un premier et G d’ordre pn. On note Z son centre. On laisse G agir

sur G par conjugaison : g ˚ x “ gxg´1. On note Clpxq l’orbite de x P G ; c’est la classe de

conjugaison de x. Si |G|{|Gx| ą 1, alors |G|{|Gx| ” 0 mod p. Si |G|{|Gx| “ 1, il suit que

Clpxq “ txu et donc x P Z. La formule de classes implique :

|G| ” |Z| mod p.

Par conséquent, |Z| ” 0 mod p ; en particulier |Z| “ 1.

De façon plus générale, soit G encore un groupe d’ordre p et X un G-ensemble fini. Si

|Opxq| ą 1, alors |Opxq| ” 0 mod p et on déduit que

|X| ” |XG
| mod p.

Ceci fournit un critère très simple pour l’existence de points fixes.

4 Les produits semi-directs

Les produits semi-directs sont une façon de réduire l’étude d’un groupe à l’étude d’un

couple de sous-groupes.

Exemple 32. Soit A le groupe des transformations affines de R Ñ R, c’est-à-dire, les

fonctions ayant la forme x ÞÑ λ ¨ x ` a, où λ P R˚ et a P R. Si fpxq “ λ ¨ x ` a et

gpxq “ µ ¨ x` b, alors

gfpxq “ λµ ¨ x` µa` b.

Parmi les transformations affines, les translations ta : x ÞÑ x ` a et les dilatations δλ :

x ÞÑ λ ¨ x sont plus maniables. En fait, T “ ttranslationsu et D “ tdilatationsu sont des

sous-groupes de A et tout f P A s’écrit comme taδλ. (On a T » R et D » R˚) Par contre,

ptbδµq ˝ ptaδλq “ ptatbq ˝ pδµδλq ! La bonne formule vient du fait que T Ÿ A parce que

δµtaδ
´1
µ “ tµa
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et

ptbδµq ˝ ptaδλq “ tb ˝ δµtaδ
´1
µ ˝ δµδλ

“ tbtµaδµδλ.

Définition 33. Soit G un groupe, K et Q des sous-groupes avec KŸG. On dit que G est

le produit semi-direct de K et Q si Chaque élément de G s’écrit de façon unique comme

produit k ¨ q, où k P K et k P K. On écrit 1 G “ K ¸Q.

Lemme 34. Soit G un groupe, K et Q des sous-groupes avec K ŸG. Alors :

1. L’ensemble KQ “ tkq : k P K, q P Qu est un sous-groupe de G.

2. On a G “ K ¸ Q ô K X Q “ teu et chaque g s’écrit comme kq, avec k P K et

q P Q.

3. Si G est fini, alors G “ K ¸Q si et seulement si K XQ “ teu et |K| ¨ |Q| “ |G|.

Démonstration. 1) Il suffit de noter que

kqk1q1 “ kqk1q´1
loomoon

PK

qq1 et pkqq´1
“ q´1k´1q
looomooon

PK

q´1.

2) “ñ” Soit g P K X Q ; on l’écrit comme kq où k P K et q P Q. Or, g “ g ¨ e avec

g P K et e P Q. Donc q “ e. De même, g “ e ¨ g avec e P K et g P Q, et donc k “ e.

Ceci donne g “ e. Réciproquement, on suppose que K XQ “ e. Soit kq “ k1q1. Il suit que

k´1k1 “ q1´1q P K XQ. Donc q “ q1 et k “ k1.

3) On doit montrer que chaque élément de G s’écrit comme produit kq. Or, mais la

fonction K ˆ Q Ñ G pk, qq ÞÑ kq est injective parce que k1q1 “ k2q2 implique k´1
2 k1 “

q2q
´1
1 , d’où k1 “ k2 et q1 “ q2.

Exemple 35. Soit D2n le groupe diédral (Exemple 11). Clairement xRy ŸD2n, et D2n “

xRy ¨ xSy. Puis, comme xRy X xSy “ e, on voit que D2n “ xRy ¸ xSy.

Exemple 36. Soit g P GL2pCq et δ tel que δ2 “ det g. Alors

g “

«˜

1{δ

1{δ

¸

¨ g

ff

¨

˜

δ

δ

¸

;

il suit que GL2pCq “ SL2pCq ¨Z, où Z sont les matrices diagonales. Par contre, GL2 n’est

pas un produit semi-direct de SL2pCq et Z parce que SL2pCqXZ “ e. Pouvez-vous trouver

Q ă GL2pCq tel que GL2pCq “ SL2pCq ¸Q ?

1. Dans les textes plus anciens, on trouve la notation G “ K ¨ Q ; quoique imprécise, cette notation

donne la bonne idée derrière le produit semi-direct.
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Soit G “ K ¸Q. Pour chaque q P Q, on note cq : GÑ G la conjugaison par q. On a

cqpghq “ cqpgqcqphq et cqq1 “ cq ˝ cq1 .

En particulier, Q agit sur K par des morphisms de groupe et la composition dans G s’écrit

à l’aide de cette action comme dans l’exemple, à savoir :

kqk1q1 “ kqk1q´1qq1

“ kcqpk
1
qqq1.

Ceci donne lieu au théorème suivant.

Théorème 37. Soit K et Q des groupes. On se donne une action de c : Q Ñ AutpKq.

(C’est-à-dire, Q agit par morphisme de groupes.)

1. En munissant K ˆQ de la loi

pk, qq ‚ pk1, q1q “ pk ¨ cqpk
1
q, qq1q

on obtient un groupe, noté K ¸c Q. L’identité de K ¸c Q est pe, eq et pk, qq´1 “

pcq´1pk´1q, q´1q.

2. Soit k P K et q P Q. Alors

pk, eq ‚ pe, qq “ pk, qq et pe, qq ‚ pk, eq ‚ pe, qq´1
“ pcqpkq, eq.

3. Soit K “ K ˆ teu et Q “ teu ˆQ. Alors K et Q sont des sous-groupes de K ¸c Q et

les fonctions

iK : K ÝÑ K, k ÞÝÑ pk, eq

iQ : Q ÝÑ Q, q ÞÝÑ pe, qq

sont des isomomorphismes.

4. Le sous-groupe K est distingué et K ¸c Q est produit semi-direct de K et Q.

5. La projection π : K ¸c Q Ñ Q est un morphisme de groupes surjectif et K ˆ teu est

son noyau.

Démonstration. 1 a été faite en cours. Les autres sont des exercices faciles.

Exemple 38. Soit D2n le groupe dihédral (voir Exemple 11). Soit K “ xRy le sous-

groupe engendré par la rotation et Q “ xSy le sous-groupe engendré par la réflexion

S. Alors D2n “ Z{n ¸ Z{2 où Z{2 Ñ AutpZ{nq est déterminé par l’automorphisme

c : Z{nÑ Z{n, cpkq “ ´k. En effet,

SRS´1
“ SRS

“ R´1.

De plus, on peut même construire un diédral infini : D8 “ Z ¸ Z{2 où Z{2 agit sur

Z via k ÞÑ ´k.
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Cours 3
(05 février 2021).

5 Quelques groupes de matrices

On fixe un corps K et on écrit GLn au lieu de GLnpKq. On étudie quelques actions et

sous-groupes fondamentaux de GLn.

Définition 39. 1. On note Pn´1 l’ensemble des droites de Kn qui passent par l’origine :

c’est l’espace projectif. On note que GLnpKq ö Pn´1 de façon naturelle g ˚D “ gpDq.

2. On note Grk,n´1 l’ensemble de k-plans de Kn qui passent par l’origine. C’est la grass-

mannienne des k-plans. On note que GLnpKq ö Grk,n´1.

3. Un drapeau dans Kn est une famille de sous-espaces vectoriels 0 “ F0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fm,

où les inclusions sont strictes. Un drapeau est complet si dimFi “ i. L’ensemble des

drapeaux complets est noté Drap. On note que GLnpKq ö Drap.

Exemple 40. Soit Ck “ vectp~e1, . . . , ~ekq si k ą 0 et C0 “ t0u. Alors C “ C0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Cn

est un drapeau ; qu’on appelera le drapeau complet canonique.

Définition 41. On note Bn “ tpbijq P GLn : bij “ 0 si i ą ju. C’est l’ensemble des

matrices triangulaires supérieures.

Dans la suite on fixe n et on écrit B au lieu de Bn.

Lemme 42. Soit C le drapeau canonique de Kn. Alors B est le stabilisateur de C pour

l’action naturelle de GLn sur Drap. En particulier, B est un sous-groupe.

Démonstration. On montre B Ă StpCq. Soit b “ pbijq P B. Alors

bej “
n
ÿ

i“1

bij~ei

“

j
ÿ

i“1

bij~ei P Cj.

Par conséquent, bpCjq Ă Cj et comme la dimension est la même, bpCjq “ Cj.

On montre StpCq Ă B. Soit s P StpCq. Alors sej “
ř

sij~ei appartient à Cj. Donc,

sij “ 0 si i ą j.

On écrit

Tn “

$

’

&

’

%

¨

˚

˝

t1
. . .

tn

˛

‹

‚

: ti P K
˚

,

/

.

/

-

, et Un “ tpbijq P Bn : bii “ 1u .
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Comme avant, on fixe n et on écrit T et U à la place de Tn et Un.

Un calcul simple montre que la fonction 2

p : B ÝÑ T,

¨

˚

˝

b11 ˚ ˚

. . . ˚

bnn

˛

‹

‚

ÞÝÑ diagpb11, . . . , bnnq

est un morphisme entre B et T . Son noyau est U , d’où U ŸB.

Proposition 43. Le groupe B est le produit semi-direct entre U et T .

Démonstration. On doit montrer que chaque b “ pbijq s’écrit de façon unique comme

produit ut, où u P U et t P T et pour cela on fait appel à p : B Ñ T décrite avant. Si

b P B, alors u :“ bpppbqq´1 est tel que ppuq “ ppbqppbq´1, et donc u P U . Puis, b “ b ¨ ppbq.

Pour montrer que la décomposition est unique, on note que U X T “ I.

Exercice 44. Montrer que U2 » pK,`q et que T2 » K˚ ˆ K˚. Calculer explicitement

l’action de T2 sur U2. Est-elle linéaire ?

On étudie maintenant quelques sous-groupes importants de GLn.

Définition 45. Pour chaque couple i, j P t1, . . . , nu 1 ď i ď j ď n, on note Eij la matrice

pEijqk` “

#

1, si pi, jq “ pk, `q,

0, autrement.

Si i “ j, on écrit Xijpλq “ I ` λEij ; il s’agit d’une transvection 3.

On note que Eijp~ekq “ 0 si k “ j et Eijp~ejq “ ~ei.

Lemme 46. Soit i, j, k et ` des entiers de t1, . . . , nu. Alors

EijEk` “

#

Ei`, si j “ k,

0, autrement.

Démonstration. On admet que j “ k. Donc, EijEk`p~e`q “ Eijpekq “ 0. Puis, Ek`p~eλq “ 0

si λ “ `. Ensuite, EijEj`p~e`q “ ei et EijEj`p~eλq “ 0 si λ “ `.

Corollaire 47. Pour chaque i “ j, Xij : KÑ GLnpKq est un morphisme.

Démonstration. Facile étant donnée EijEij “ 0 car i “ j.

2. Si c1, . . . , cn P K, on note diagpc1, . . . , cnq la matrice qui a des zéros partout, sauf sur la diagonale,

et l’entrée pi, iq est ci.

3. Cette application linéaire laisse inchangé chaque vecteur de vectp~e1, . . . , ~ej´1, ~ej`1, . . . , ~enq et si

~v “
ř

vk~ek, alors Xijpλq~v “ ~v ` λvj~ei est une translation de ~v dans la direction de ~ei.

10



Définition 48. Les sous-groupes XijpKq seront appelés les sous-groupes de racines. 4

Tous ceux ayant fait un cours d’algèbre linéaire élémentaire ont rencontré les groupes

XijpKq en faisant échelonnant des matrices. Dans la suite, on écrit Li pour la i-ème ligne,

et Cj pour la j-ème colonne.

Lemme 49. Soit M P MnpKq. Alors

CkpMXijpλqq “

#

CkpMq si k “ j,

CjpMq ` λCipMq, si k “ j.

De même,

LkpXijpλq ¨Mq “

#

LkpMq si k “ i,

LipMq ` λLjpMq, si k “ i.

Dit autrement,

multiplication à droite

par Xijpλq
“ Cj Ñ Cj ` λCi

multiplication à gauche

par Xijpλq
“ Li Ñ Lj ` λLj

Démonstration. La preuve est très simple, mais on la fera pour retenir les notations. Soit

Mk “Mp~ekq la k-ème colonne de M . La j-ème colonne de MXijpλq est

MXijpλq ¨ ~ej “Mp~ej ` λ~eiq

“Mj ` λMi

“ CjpMq ` λCipMq.

Puis, si k “ j, alors

MXijpλq~ek “Mk.

Pour la deuxième affirmation, on fait appel à la transposée. Clairement, Xijpλq
t “

Xjipλq. On a

LipXijpλq ¨Mq “ CipM
tXjipλqq

“ CipM
t
q ` λCjpM

t
q

“ LipMq ` λLjpMq.

4. Cette terminologie n’est pas courante en Français, où on dit plutôt “groupe vectoriel associé à la

racine.”
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Puis, si k “ i, alors

LkpXijpλq ¨Mq “ CkpM
tXjipλqq

“ CkpM
t
q

“ LkpMq.

Corollaire 50. Soit λ “ 0. Si A P GLn commute avec chaque Xijpλq pour i “ j, alors A

est un multiples de l’identité.

Démonstration. Soit i “ j. On sait que

LipXijpλqAq “ LipAq ` λ ¨LjpAq et CipAXijpλqq “ CipAq.

Donc, pXijpλqAqii “ aii ` λaji et pAXijpλqqii “ aii. Puisque λ “ 0, il suit que aji “ 0.

Comme i et j sont arbitraires, A est diagonale. Ensuite, comme

LipXijpλqAq “ LipAq ` λ ¨LjpAq et CjpAXijpλqq “ CjpAq ` λCipAq,

on déduit que pXijpλqAqij “ aij`λajj tandis que pAXijpλqqij “ aij`λaii. Par conséquent,

aii “ ajj.

Pour énoncer le Corollaire suivant, on se rappelle que µnpKq “ tc P K
˚ : cn “ 1u.

Corollaire 51. Le centre de GLn, respectivement SLn, est K˚ ¨I, respectivement µnpKq¨I.

Démonstration. Soit X P ZpGLnq. Alors X commute avec Xijp1q pour tout i “ j et donc

X est un multiple de l’identité.

Si X P SLn commute avec tout élément de SLn, alors X commute avec chaque Xijp1q P

SLn. De ce fait, X est aussi un multiple de l’identité. Comme detpcIq “ cn, on voit que

c P µn.

On montre maintenant comment re-construire U à partir des groupes X1,2pKq, X13pKq,

etc. Comme la notation devient légèrement compliqué, on commence avec

Exemple 52. On écrit Xpaq “

¨

˚

˝

1 a 0

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

, Y pbq “

¨

˚

˝

1 0 b

0 1 0

0 0 1

˛

‹

‚

et Zpcq “

¨

˚

˝

1 0 0

0 1 c

0 0 1

˛

‹

‚

.

Alors

ZpcqY pbqXpaq “

¨

˚

˝

1 a b

0 1 c

0 0 1

˛

‹

‚

.

En particulier, le groupe U est engendré par XpKq, Y pKq et ZpKq.
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La généralisation est maintenant simple.

Lemme 53. (a) Soit i P t1, . . . , n´ 1u fixé. Alors pour tout ui,i`1, . . . , ui,n de K, on a

I ` ui,i`1Ei,i`1 ` ¨ ¨ ¨ ` ui,nEi,n “ Xinpuinq ¨ ¨ ¨Xi,i`1pui,i`1q
loooooooooooooomoooooooooooooon

n´i

.

(Le lecteur devra écrire cette dernière équation en terme de matrices !)

(b) Soit u “ puijq P U . On pose pour chaque i P t1, . . . , n´ 1u,

ui “ Xinpuinq ¨ ¨ ¨Xi,i`1pui,i`1q.

Alors

u “ un´1 ¨ ¨ ¨u1.

En particulier, la fonction

Knpn´1q{2
ÝÑ U,

puijq ÞÝÑ Xn´1,npun´1,nq ¨ ¨ ¨X12pu12q ¨ ¨ ¨X1npu1nq

est bijective et U est engendré par les sous-groupes tXijpKquiăj.

Démonstration. (a) On montre par récurrence sur k P ti` 1, . . . , nu que

I ` ui,i`1Ei,i`1 ` ¨ ¨ ¨ ` ui,kEi,k “ Xikpuikq ¨ ¨ ¨Xi,i`1pui,i`1q.

Le cas k “ i` 1 n’étant que la définition de Xi,i`1, on suppose que

I ` ui,i`1Ei,i`1 ` ¨ ¨ ¨ ` ui,k´1Ei,k´1 “ Xi,k´1pui,k´1q ¨ ¨ ¨Xi,i`1pui,i`1q.

Donc, en utilisant que Eik ¨ Ei,j “ 0 parce que k ą i, on a

Xikpuikq tXi,k´1pui,k´1q ¨ ¨ ¨Xi,i`1pui,i`1qu “ pI ` uikEikq ¨ tI ` ui,i`1Ei,i`1 ` ¨ ¨ ¨ ` ui,kEi,k´1u

“ I ` ui,i`1Ei,i`1 ` ¨ ¨ ¨ ` ui,kEi,k´1`

` uikEik.

(b) La preuve est similaire à la preuve de (a).

Exemple 54. Le groupe U3pF2q a cardinal 8 et R “

¨

˚

˝

1 1 1

0 1 1

0 0 1

˛

‹

‚

est un élément d’ordre

4 : en effet, R2 “ X13p1q et X13p1q
2 “ X13p2q “ I (puisque 2 “ 0 en F2). Soit S “ X12p1q,

qui est d’ordre 2 et n’appartient pas à xRy (justifier !). De ce fait, xRy X xSy “ I. Comme

xRy est d’indice 2, il est distingué et on déduit que U3pF2q “ xRy ¸ xSy. Un calcul simple

montre que SRS “ R3, d’où U3pF2q » D8.
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Cours 4
(12 février 2021).

6 La décomposition de Bruhat de GLn

Définition 55. Soit σ P Sn. On définit wσ : Kn Ñ Kn par wσp~ejq “ ~eσpjq. Une transfor-

mation linéaire de la forme wσ est dite une matrice de permutation.

Exemple 56. Soit n “ 2. Alors S2 “ te, p12qu et w est déterminée par wp12q “

˜

0 1

1 0

¸

.

Lemme 57. La fonction w : Sn Ñ GLnpKq définit un morphisme injectif de groupes.

Démonstration. On a

wτ ¨ wσp~ejq “ wτ p~eσpjqq

“ eτσpjq

“ wτσp~ejq,

ce qui prouve être w un morphisme. Puis, si wσ est l’identité, on voit que wσp~ejq “ ~ej et

donc ~eσj “ ~ej ; ceci implique que σj “ j, et σ “ id.

Définition 58. Le sous-groupe W :“ wpSnq ď GLnpKq est le groupe de Weyl (de

GLnpKq).

Théorème 59. Pour w P W , on note BwB le sous-ensemble des matrices ayant la forme

b1wb2, avec b1 et b2 dans B. Alors on a la décomposition de Bruhat 5

GLnpKq “
ğ

wPW

BwB.

La preuve de l’existence de la décomposition de Bruhat fait intervenir l’action de

GLnpKq sur les drapeaux. On commence par comprendre quelle est la relation entre les

drapeaux et les bases ordonnées.

Définition 60. Soit F “ t0 “ F0 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fnu un drapeau complet. Une base ordonnée

f “ r~f1, . . . , ~fns est adaptée à F si ~fj P Fj pour chaque j. Soit f P GLnpKq et soit
~fj “ f ¨ ~ej. On dira que f est adaptée à F si r~f1, . . . , ~fns est adaptée à F .

Lemme 61. Soient F un drapeau complet et f P GLnpKq. On désigne par f la base

ordonnée r~f1, . . . , ~fns, où ~fj “ f~ej.

5. Le symbole
Ů

signifie “réunion disjointe.”
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1) La base f est adaptée à F ô ~fj P FjzFj´1 pour chaque j “ 1, . . . , n.

2) La matrice f est adaptée à F ô fC “ F . (Ici, C est le drapeau canonique.)

Démonstration. 1) (ñ) Par définition fj P Fj. Si fj P Fj´1, alors tf1, . . . , fju est contenu

dans Fj´1, qui a dimension j ´ 1 et tf1, . . . , fju ne peut pas être libre.

(ð) Direct de la définition.

2) pñq On a fCj Ă Fj et comme dim fCj “ dimFj, l’égalité est immédiate. (ð) Si

fCj Ă Fj, alors fej P Fj.

Maintenant la décomposition de Bruhat prend une forme plus maniable.

Théorème 62. Soient F et G deux drapeaux complets. Alors il existe

1. une permutation σ P Sn et

2. une base ordonnée f “ r~f1, . . . , ~fns adaptée à F

telles que r~fσ1, . . . , ~fσns soit adaptée à G.

L’existence de la décomposition de Bruhat. Soit g P GLnpKq et G “ gC le drapeau as-

socié. Soit f “ r~f1, . . . , ~fns une base ordonnée associée à C et σ P Sn tels que r~fσ1, . . . , ~fσns

soit associée à G (dont l’existence suit du Théorème 62). Soit f la matrice dont la j-ème co-

lonne est ~fj. Il suit que la j-ème colonne de fwσ est ~fσj et la base ordonnée r~fσ1, . . . , ~fσns

est simplement la base associée à fwσ. Le Lemme 61 montre que fwσC “ gC. Par

conséquent, w´1
σ f´1g P StpCq “ B et donc g P fwσB. Or, mais f P B car fC “ C. Ceci

prouve l’existence de la décomposition.

Preuve du Théorème 62. On fixe i P t1, . . . , nu et on construit un τF,Gpiq P t1, . . . , nu.

Il existe un unique j P t1, . . . , nu tel que

Fi´1 `Gj´1 “ Fi `Gj´1 et Fi´1 `Gj “ Fi `Gj. (*)

On arrive à une fonction τF,G : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu. On affirme que τG,F ˝ τF,G “ id.

Soit ainsi τF,Gpiq “ j, on veut montrer que τG,F pjq “ i, qui se traduit par

Fi´1 `Gj´1 “ Fi´1 `Gj et Fi `Gj´1 “ Fi `Gj. (**)

On considère

Fi `Gj

Fi´1 `Gj

codim ď 1

Fi `Gj´1

codim 1

Fi´1 `Gj´1.
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Il suit que Fi`Gj´1 “ Fi`Gj et que Fi´1`Gj´1 “ Fi´1`Gj, et l’affirmation est prouvée.

On construit maintenant la base f . Pour simplifier la notation, on écrit τ au lieu de

τF,G. Le fait que

dimFi XGτi “ dimFi ` dimGτi ´ dimpFi `Gτiq

“ 1` dimFi´1 ` dimGτi ´ dimpFi´1 `Gτiq

“ 1` dimpFi´1 XGτiq,

donne l’existence d’un
~fi P Fi XGτi r Fi´1;

il suit que r~f1, . . . , ~fns est une base ordonnée adaptée à F . Puis, si σ “ τ´1, alors fσi P Gi.

De ce fait, r~fσ1, . . . , ~fσns est base ordonnée adaptée à G.

Corollaire 63. GLn est engendré par les groupes tXijpKq : i “ ju et Tn.

Démonstration. Voici les grandes lignes de la preuve : Soit G ă GLn un sous-groupe

contenant Tn et les groupes de racines. Donc G contient Bn. On doit vérifier maintenant

que W ă G. Il suffit de montrer que wpijq P G pour chaque couple i “ j. Or,

Xjip1qXijp´1qXjip1qp~eiq “ ~ej

Xjip1qXijp´1qXjip1qp~ejq “ ´~ei

Xjip1qXijp´1qXjip1qp~ekq “ ~ek.

Donc,

wpijqXjip1qXijp´1qXjip1qp~eiq “ ~ei

wpijqXjip1qXijp´1qXjip1qp~ejq “ ´~ej

wpijqXjip1qXijp´1qXjip1qp~ekq “ ~ek.

Ceci signifie que wpijqXjip1qXijp´1qXjip1q est diagonale.

On montre maintenant que la décomposition de Bruhat est unique, c’est-à-dire, que

la réunion dans le Théorème 59 est en effet unique. Tout dépend du calcul suivant :

Exercice 64. Soit A P MatnpKq et σ P Sn. Alors

CjpA ¨ wσq “ CσpjqA, et Lipw
´1
σ ¨ Aq “ LσpiqA.

Lemme 65. Soit v et w dans W et β dans B. Si w´1βv appartient à B alors v “ w. En

particulier, si BvB XBwB “ ∅, alors v “ w.

16



Démonstration. Or, un calcul direct montre que

pw´1Xqij “ xwpiq,j, et pXvqij “ xi,vpjq.

Donc,

pw´1βvqij “ βwpiq,vpjq.

Par conséquent, βwpiq,vpiq n’est jamais nul car pw´1βvqii “ 0. Comme β P B, il suit que

wpiq ď vpiq pour chaque i. En faisant l’argument avec l’inverse de w´1βv, qui est v´1β´1w,

on voit que vpiq ď wpiq, et donc v “ w.

Pour démontrer la dernière affirmation, on suppose que b1vb2 “ c1wc2, où b1, b2, c1

et c2 appartiennent à B. Donc, w´1pc´1
1 b1qv “ c2b

´1
2 et la première partie de la preuve

montre que w “ v.

Quelques propriété des groupes GLnpFqq, SLnpFqq, etc

On fixe un corps fini Fq avec q éléments.

Lemme 66. Les égalités suivantes sont vraies :

1. |GLnpFqq| “ pq
n ´ 1qpqn ´ qq ¨ ¨ ¨ pqn ´ qn´1q “ q

npn´1q
2 pq ´ 1q ¨ ¨ ¨ pqn ´ 1q.

2. |UpFqq| “ q
npn´1q

2 et T pFqq “ pq ´ 1qn.

3. |BpFqq| “ pq ´ 1qnq
npn´1q

2 .

Démonstration. 1. La formule est évidemment vraie pour n “ 1. On fait une récurrence.

On laisse GLnpFqq ö Fnq . Soit

H “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 a1 ¨ ¨ ¨ an´1

0
... GLn´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

le stabilisateur de e1. On a qn ´ 1 “ |Fnq zt0u| “ rGLnpFqq : Hs. Clairement,

|H| “ |GLn´1| ¨ q
n´1

“ qn´1
¨ pqn´1

´ 1q ¨ ¨ ¨ pqn´1
´ qn´2

q
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

n´1

“ pqn ´ qqpqn ´ q2
q ¨ ¨ ¨ pqn ´ qn´1

q.

Donc |GLnpFqq| “ pq
n ´ 1q ¨ |H| donne la formule souhaitée. Puis,

pqn ´ 1qpqn ´ qq ¨ ¨ ¨ pqn ´ qn´1
q “ pqn ´ 1qqpqn´1

´ 1qq2
pqn´2

´ 1q ¨ ¨ ¨ qn´1
pq ´ 1q

“ qpn´1qn{2
pqn ´ 1qpqn´1

´ 1q ¨ ¨ ¨ pq ´ 1q.
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2. Faciles.

3. Suit du fait que en tant qu’ensembles, B “ U ˆ T .

Remarques 67. Le calcul de |GLnpFqq| se fait également de la façon suivante. Pour choisir

la première colonne X1 d’une matrice X P GLnpFqq, on a |Fnq zt0u| “ qn ´ 1 choix. La

deuxième colonne, X2, appartient à Fnq zFqX1, qui est un ensemble de qn´ q éléments. La

troisième doit appartenir à Fnq zFqX1`FqX2, qui a qn´q2 éléments, etc. Donc, |GLnpFqq| “

pqn ´ 1qpqn ´ qq ¨ ¨ ¨ pqn ´ qn´1q.

Corollaire 68. 6|SLnpFqq| “ qnpn´1q{2pq2 ´ 1q ¨ ¨ ¨ pqn ´ 1q.

Démonstration. On considère le morphisme det : GLnpFqq Ñ F˚q . Il est surjectiv. Donc,

|GLnpFqq|{|SLnpFqq| “ q ´ 1.

7 p-groupes et Théorèmes de Sylow

On peut utiliser la théorie des groupes linéaires pour prouver élégamment les théorèmes

de Sylow.

Définition 69. On dit que G est un p-groupe si |G| est une puissance de p. On dit qu’un

P ă G est un p-sous-groupe de Sylow, ou p-Sylow, si p divise |G|, si P est un p-groupe,

et si |G|{|P | est premier à p.

Exemple 70. D’après le Lemme 66, UnpFpq ă GLnpFpq est un p-Sylow. En fait, si q “ pe,

alors UnpFqq est un p-Sylow de GLnpFqq.

6. Cet exemple n’a pas été traité en cours.
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Cours 5
(19 Février 2021).

On suppose que

G a cardinal prm où m ı 0 mod p.

Lemme 71. Soit X un G-ensemble fini. Si |X| est premier à p, alors il existe une orbite

dont le cardinal est premier à p.

Démonstration. Soient X1, . . . , Xm les orbites distinctes. On suppose que |Xi| ” 0 mod p

pour tout i. Alors |X| “
ř

i |Xi| ” 0 mod p, absurde.

Corollaire 72. On suppose que G est sous-groupe d’un groupe fini G. Si P ă G est un

p-Sylow, alors pour un certain g P G, gPg´1 XG est p-Sylow.

Démonstration. G agit sur G{P par translation : g ˚ gP “ ggP . Clairement, StpgP q “

gPg´1 XG. Si G ˚ pgP q est une orbite dont le cardinal, qui est |G|{|StpgP q|, est premier

à p, alors gPg´1 XG est un p-Sylow.

On continue la discussion sur les sous-groupes de Sylow. On suppose que

G a cardinal prm où m ı 0 mod p.

Théorème 73 (Les théorèmes de Sylow). Les affirmations suivantes sont vraies.

i) Le groupe G possède un p-Sylow.

ii) Deux p-Sylows sont toujours conjugués.

iii) Si H ă G est un p-groupe, alors H est contenu dans un p-Sylow.

iv) Si np note le nombre de p-Sylows de G, alors np|m

v) Si np est comme avant, alors np ” 1 mod p.

Démonstration. (i) Tout groupe est sous-groupe d’un Sn, et Sn est isomorphe au sous-

groupe de Weyl de GLnpFpq. On applique ainsi le Corollaire 72 avec G “ GLnpFpq et

P “ UnpFpq.

(ii) Soient P et Q des p-Sylows. Par le Corollaire 72, il existe ainsi un g P G tel que

gPg´1 XQ est un p-Sylow de Q, donc gPg´1 “ Q.

(iii) Même argument que pour (ii).

(iv) Soit X l’ensemble des p-Sylows de G sur lequel G agit par conjugaison. D’après (ii),

si P P X, alors X “ G ˚ P et StP “ NGpP q, le normalisateur de P . Donc,

|X| “ rG : NGpP qs “
rG : P s

rNGpP q : P s
“

m

rNGpP q : P s
,
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et |X| divise m.

(v) On conserve les notations de l’item précédent. Soit P P X un p-Sylow ; on laisse P agir

sur X. Clairement OpP q “ tP u. Ensuite, soit P 1 “ P . On sait que |OpP 1q| est diviseur de

|P |, soit |OpP 1q| ” 0 mod p, soit |OpP 1q “ 1. Si |OpP 1q| “ 1 alors P Ă NGpP
1q. Comme

P 1 est l’unique p-Sylow de NGpP
1q, ceci montre que P “ P 1, une contradiction. Donc

|OpP 1q| ” 0 mod p. La conclusion suit de la formule |X| “ |OpP q| `
ř

P 1 “P |OpP
1q| “

1`multiple p.

8 Groupes nilpotents

Comme d’habitude, G note un groupe.

Définition 74 (Groupe des commutateurs). 1. Si h et k appartiennent à G, on écrit

rh, ks “ hkh´1k´1. (Attention : Dans [Dat] on trouve la notation rh, ks “ h´1k´1hk.)

2. Si H et K sont des sous-groupes de G, note rH,Ks le sous-groupe de G engendré

par l’ensemble trh, ks : h P H, k P Ku.

Définition 75 (La série centrale descendente). On pose C0G “ G et Ck`1G “ rG,CkGs.

On dit que G est nilpotent si CkG “ e pour un certain k. Le plus petit k tel que CkG “ e

est appelé la classe de nilpotence de G. (Assez souvent dans la littérature on trouve une

définition décalée C1 “ G.)

Exemple 76. Classe de nilpotence 0 ô trivial. Classe 1 ô abélien.

Exemple 77. Étudions la nilpotence des groupes D2n. On a rRi, Rjs “ I,

rRiS,Rj
s “ RiSRjSR´iR´j

“ RiR´jR´i´j

“ R´2j,

et

rRiS,RjSs “ RiSRjSSR´iSR´j

“ Ri´jRi´j

“ R2pi´jq.

D’où, rRj, RiSs “ R2j, et on déduit C1pD2nq “ xR2y. De même, rRiS,R2js “ R´4j et

rRi, R2js “ I montre que C2pD2nq “ xR
4y, et en général on a CkpD2nq “ xR

2ky. Or,

|xR2k
y| “ ordpR2k

q

“
n

pgcdpn, 2kq
.
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Il suit que si n n’est pas une puissance de 2, alors pgcdpn, 2kq “ n et D2n n’est pas

nilpotent. Par contre, si n “ 2k, alors D2n est nilpotent.

Exemple 78. Une autre classe importante d’exemples de groupes nilpotents sont les

groupes UnpKq ; la vérification de ce fait est l’objet des lignes suivantes. Pour simplifier

la notation, on écrira U “ UnpKq.

Soit N le sous-espace vectoriel de MnpKq définit par

N “ tx P MnpKq : xij “ 0 si j ´ i ď 0u.

Dit autrement, N est l’ensemble des matrices triangulaires supérieures dont la diagonal

est nulle et de ce fait, pour chaque u P U , l’on a u´ I P N . Or, en écrivant

Cj “

#

vectt~e1, . . . , ~eju si j ą 0

t0u si j ď 0,

on déduit que

N “ tx P MnpKq : @j, xCj Ă Cj´1u

De façon analogue, on introduit, pour chaque p ě 0, le sous-espace

Np
“ tx P MnpKq : xCj Ă Cj´1´pu

Par exemple, si n “ 4 alors

N1
“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 a b

0 0 0 c

0 0 0 0

0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

: a, b, c P K

,

/

/

/

.

/

/

/

-

, N2
“

$

’

’

’

&

’

’

’

%

¨

˚

˚

˚

˝

0 0 0 b

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

: b P K

,

/

/

/

.

/

/

/

-

.

En particulier, N0 “ N et Nn´1 “ 0. De plus, les affirmations suivantes sont vraies (et

leur démonstration est simple) :

(1) Pour chaque p et q, on a Np ¨N q Ă Np`q`1.

(2) Si x P N0 “ N , alors pI ´ xq´1 “ I ` x` ¨ ¨ ¨xn.

(3) Si u P U et x P Np, alors xu et ux appartiennent à Np.

Ces informations permettent maintenant de montrer que U est nilpotent de classe

ď n´ 1. On écrit

Up
“ I `Np
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de tel forme que U0 “ U . Pour x P Np et y P N q, l’on a

rI ` x, I ` ys “ pI ` x` y ` xy
looooomooooon

u

qpI ` x` y ` yx
looooomooooon

v

q
´1

“ pI ` uqpI ´ v ` v2
´ ¨ ¨ ¨ q

“ I ´ v ` v2
´ ¨ ¨ ¨ ` upI ´ v ` v2

´ ¨ ¨ ¨ q

“ I ´ v ¨ pI ´ v ` v2
´ ¨ ¨ ¨ q ` u ¨ pI ´ v ` v2

´ ¨ ¨ ¨ q

“ I ` pu´ vq ¨ pI ´ v ` v2
´ ¨ ¨ ¨ q

“ I ` pxy ´ yxq ¨ pI ´ v ` v2
´ ¨ ¨ ¨ q

“ I ` élément de Np`q`1.

Il suit que

rUp, U q
s Ă Up`q`1.

En particulier,

C1U “ rU0, U0
s Ă U1,

C2U “ rC1U0, U0
s Ă U2

... Ă
...

CpU Ă Up,

et Cn´1U Ă Un´1 “ tIu.

En fait, la classe de nilpotence de U est exactement n´1, ce que se voit par l’argument

suivant. Si n “ 2, alors U » K et la classe de nilpotence est 1, puisque U est abélien. On

suppose ainsi n ě 3. Un calcul direct montre que

rXijpλq , Xjkpµqs “ Xikpλµq pourvu que i, j et k soient distincts.

D’où

rX12p1q , X23p1qs “ X13p1q P C
1U

rX13p1q , X34p1qs “ X14p1q P C
2U

... “
...

rX1,n´1p1q , Xn´1,np1qs “ X1np1q P C
n´2U

et Cn´2U “ tIu.

Voici quelques propriétés structurelles des nilpotents.

Lemme 79. 1) G nilpotent ñ ZpGq “ 1.
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2) Un sous-groupe ou un quotient d’un nilpotent est nilpotent.

3) Soit π : G Ñ Q un morphisme surjectif tel que Kerpπq est contenu dans ZpGq. Si Q

est nilpotent de classe ď s, alors G est nilpotent de classe ď 1` s.

Démonstration. 1) Soit n la classe de nilpotence : rCn, Gs “ 1. Alors Cn´1G “ 1 et Cn´1G

est dans le centre.

2) Simple.

3) On voit facilement que πpCnGq “ CnQ. Comme CsQ “ teu, on voit que CsG Ă

Kerpπq Ă ZpGq et rCsG,Gs “ teu.

Corollaire 80. Soit P un p-groupe. Alors P est nilpotent.

Démonstration. Si |P | “ p, alors P est abelian ñ nilpotent. On suppose que groupe

d’ordre ď pn est nilpotent. Soit P d’ordre pn`1 ; son centre, notons-le Z, n’est pas trivial

(voir Exemple 31) et G{Z est un p-groupe d’ordre ď pn. Soit π : P Ñ P {Z la projection.

Comme Z est nilpotent, on déduit que P est nilpotent par le lemme.

Corollaire 81. Soient p1, . . . , pr des nombres premiers distincts et, pour chaque i, soit

Pi un pi-groupe. Alors P1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Pr est nilpotent.

Lors du prochain cours, on vera que tous les groupes nilpotents finis sont de la forme

décrite au corollaire précédent.
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Cours 6
(5 mars 2021).

On étudie les groupes nilpotent finis. On aura besoin de la

Définition 82. Un sous-groupe H de G est maximal si H “ G et si de plus le seul

sous-groupe H 1 de G contenant strictement H est G lui même.

On note que siG est fini, alors tout sous-groupe propreH est contenu dans un maximal.

En effet, on considère l’ensemble fini F des sous-groupes propres de G qui contiennent

H et on choisit un élément dont le cardinal est maximal. Par contre, ceci est faux si

l’hypothèse de finitude est abandonnée.

Théorème 83 (Burnside–Wielandt). Soit G fini. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. G est nilpotent.

2. Si H est un sous-groupe propre , alors H est un sous-groupe propre de NGpHq. (Les

normalisateurs grandissent.)

3. Soit M ă G maximal. Alors M ŸG. (Les maximaux sont distingués.)

4. Soit P ă G un Sylow. Alors P ŸG. (Les Sylows sont distingués.)

5. G est un produit de p-groupes.

La preuve aura besoin du

Lemme 84 (L’argument de Frattini). Soient G fini, D Ÿ G et P ă D un Sylow de D.

Alors, dans la notation du Lemme 34, l’on a DNGpP q “ G. (Attention : pas forcément

un produit semi-direct !)

Démonstration. Soit g P G. Alors gPg´1 est un Sylow de D (Corollaire 72). Donc dPd´1 “

gPg´1 pour un certain d P D. Il suit que d´1g P NGpP q ñ g P DNGpP q.

Démonstration. 1.ñ 2. Soit H š G. Soit n P N tel que Cn`1G ă H mais CnG n’est pas

contenu dans H. Comme rCnG,Hs ő rCnG,Gs ő Cn`1G, on voit que rCnG,Hs ő H.

Donc, si c P CnG et h P H, on a chc´1h´1 P H et donc chc´1 P H, c’est à dire, CnG ő

NGpHq.

2.ñ 3. Trivial.

3. ñ 4. On suppose l’existence d’un Sylow P qui n’est pas distingué. Dans ce cas,

NGpP q “ G. Soit ainsi M š G maximal contenant NGpP q. Par hypothèse M Ÿ G. L’ar-

gument de Frattini (Lemme 84) montre que MNGpP q “ G. Par conséquent, M “ G, ce

qui est contradictoire.
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4.ñ 5. On e que si H et K sont des sous-groupes distingués tels que HXK “ e, alors

rH,Ks “ e ; il suffit de remarquer que pour h P H et k P K on a rh, ks “ hkh´1
loomoon

PK

k´1 “

h kh´1k
loomoon

PH

; d’où rh, ks “ e. Ceci étant, si P est un p-Sylow et Q un q-Sylow avec p “ q, il

suit que rP,Qs “ e. Soit |G| “ pe11 ¨ ¨ ¨ p
er
r avec pi premier. Soient Pi un pi-Sylow associé.

Alors

φ : P1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Pr ÝÑ G, px1, . . . , xrq ÞÑ x1 ¨ ¨ ¨ xr

est un morphisme car rPi, Pjs “ e. Il est un morphisme injectif : si x1 ¨ ¨ ¨ xr “ e et si

qi “ |G|{p
ei
i , alors

px1 ¨ ¨ ¨ xrq
q1 “ xq11 ¨ ¨ ¨ x

q1
r “ xq11 “ e.

Or, mais ordpxq11 q “ ordpx1q, et donc x1 “ e. Par récurrence on voit que xi “ e pour tout

i.

5.ñ1. Facile.

9 Représentations linéaires

G est un groupe. On fixe un corps de base K.

Définition 85. Une représentation linéaire 7 est la donnée d’un espace vectoriel V et d’un

action linéaire Gˆ V Ñ V ; dit autrement, g ˚ pλv ` wq “ λ ¨ g ˚ v ` g ˚ w.

Il est clair qu’une représentation linéaire sur V est la même chose qu’un morphisme

de groupes % : G Ñ GLpV q. Dans la suite, si nécessaire, on dira que pV, %q est une

représentation de G.

Exemple 86. 1. La representation triviale est la rep. de G sur l’espace K donnée par

g ˚ c “ c. Elle sera notée 1.

2. Si G ő GLn, alors le morphisme id : GÑ GLn définit la rep. “standard”.

3. Soient V et W des représentations de G. Alors l’espace vectoriel V ‘W avec l’action

gpv, wq “ pgv, gwq est une rep. linéaire dite la rep. somme directe.

4. Soient V et W des représentations de G et soit H “ HomKpV,W q. Alors pour

chaque φ : V Ñ W et chaque g P G on pose

gφ : v ÞÑ gφpg´1vq.

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une représentation de G.

7. Bientôt “linéaire” sera omis !

25



5. Si dans le cas précédentW “ 1, alors HomKpV,W q “ V ˚ est appelée la représentation

duale (ou contragrédiente !) de V .

6. Soit X un ensemble. On note F pX,Kq l’espace vectoriel des fonctions φ : X Ñ K.

Si G ö X, alors F pX,Kq admet une représentation définie par

gφpxq “ φpg´1xq.

Cette rep. est dite la représentation de permutation associée à X.

7. SiG agit sur lui même par translations à gauche, la représentation F pG,Kq construite

avant est appelée la représentation régulière (à gauche).

Définition 87. 1. Soient V et W des représentation de G. Une application linéaire

G-equivariante φ : V Ñ W est dite un morphisme de représentations.

2. Soit V une rep. de G. Un sous-espace W Ă V est dit une sous-représentation quand

gpW q Ă W pour tout g P G. (On dit aussi : W est invariant par G, V est stable par

G.)

Exemple 88. Soit G “ Z. Si V est un espace vectoriel, alors une représentation de G

sur V est la donnée d’un A P GLpV q : en effet,

ρpkq “ Ak

définie un morphisme ZÑ GLpV q.

Exemple 89. Soit n P Nz0. Alors pour chaque racine nème de l’unité ζ, on obtient une

représentation de Z{n sur C par

ρpk mod nq “ ζk.

(Ici, ζk est vue comme application linéaire de C dans C par multiplication.) En fait, une

représentation de Z{n sur Kr est déterminée par une matrice A d’ordre n.

Exemple 90. Soit V une représentation de G. Alors V G “ tv P V : gv “ vu est

l’ensemble des vecteurs invariants ; clairement V G est une sous-représentations.

Si Wi sont des sous-reps de V alors
ř

Wi est également une sous-rep. de G.

Exercice 91. Soit φ : V Ñ W un morphisme de reps. de G. Alors Kerpφq est une sous-rep.

de V et Impφq est une sous-rep. de W .
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Définition 92. Soit V une rep. de G. On dira que V est simple, ou irréductible, si

V “ t0u et les seules sous-représentations de V sont t0u et V elle même. On dira que V

est semi-simple si V peut-être engendré par des sous-représentations simples. 8

Exemple 93. Toute représentation de dimension un est simple.

Exemple 94. Soit n ą 2 et σ : D2n Ñ GL2pRq la rep. standard. On affirme que σ est

simple. En effet, si L Ă R2 est une sous-représentation, différente de t0u ou R2, alors L

est une droite et SpLq “ L. Donc L est l’axe des x ou des y. Mais R ne preserve pas l’axe

des x, car R n’est pas la rotation de π.

Exercice 95. Soit n ą 2. On considère la représentation tautologique de τ : D2n Ñ

GL2pCq ; c’est-à-dire, τ est la composition

D2n
σ
ÝÑ GL2pRq

incl.
ÝÑ GL2pCq.

Montrer que τ est simple.

Exemple 96 (Représentations simples d’un abélien). SoitG abélien et pV, %q une représentation

complexe simple de dimension finie. Soit g P G et soit λ un valeur propre de g. Alors l’es-

pace propre Epλ, gq “ tv P V : gv “ λvu est stable par G : si h P G et v P Epλ, gq

alors

gphvq “ hgpvq

“ hpλvq

“ λhpvq.

Comme V est simple, Epλ, gq “ V et g “ λI. Comme g est arbitraire, on voit que pour

chaque h P G, on a hv “ λh ¨ v pour un certain λh P C
˚. Or, il est clair que dans ce cas,

la simplicité force dimV “ 1.

8. Dans les notes de cours précédentes, il avait une erreur dans la définition de semi-simplicité, comme

m’a averti Shunan Sun, qui est vivement remercié. J’ai fait confusion entre “V est engendré par les sous-

représentations simples” et “V est réunion des représentations simples”. Il est assez facile de voir que

si S et T sont des reps simples non-isomorphes de G, alors pour chaque couple s P Szt0u et t P T zt0u,

l’élément s` t P S ‘ T n’appartient pas à une sous-rep simple ! En effet, soit X Ă S ‘ T sous-rep simple

contenant s` t. On considère les projections πS : X Ñ S et πT : X Ñ T , qui sont non-nulles. Par Schur,

X » S et X » T !
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Cours 7
(12 mars 2021).

Voici quelques remarques qui n’ont pas été traités à la fin du dernier cours.

Exemple 97. Soit G “ Z{4 et soit % : GÑ GL2pRq la rep. définie par

%p1q “ Rπ{2 “

˜

0 ´1

1 0

¸

.

Elle est simple, mais de dimension 2, donc dans l’exemple 96 il faut en effet prendre des

reps complexes.

Remarques 98 (Mise en garde). Soit V une rep. de G. Soit v P V non-nul. Alors

xGvy :“ Vecttgv : g P Gu

est clairement une sous-rep. Même si xGvy semble être simple, il n’est pas forcément

comme montre l’exemple 99.

Exemple 99. Soit G “ Z, on considère la rep. en C2 définie par

k ÞÝÑ

˜

1 k

0 1

¸

.

Alors V n’est pas semi-simple. En effet, Ce1 est une sous-rep. Puis, on voit que si W est

une sous-rep. contenant e2, alors 1 ˚ e2´ e2 “ e1 implique que e1 P W et donc e2 n’est pas

contenu dans une sous-rep. simple.

On fera maintenant un brève étude de la semi-simplicité suivant [Lang]. Avant de

commencer, le lecteur doit se certifier d’être capable de faire l’exercice suivant :

Exercice 100. Soit V une rep de G et soient S et W des sous-reps de V . On suppose

que S est simple. Montrer que W X S “ 0 ou S Ă W .

Pour développer la théorie de la semisimplicité, on aura besoin des rappels suivants :

Définition 101 (Rappel). Soit V un espace vectoriel et tWiuiPI une famille de sous-

espaces. On définit
ř

iWi comme étant le sous-espace vectoriel de V engendré par la

famille tWiu : un élément v P V appartient à V si et seulement si il existe un sous-

ensemble fini I0 Ă I et, pour chaque i P I0, un élément wi P Wi tel que v “
ř

iPI0
vi.

On dira que la somme
ř

Wi est directe, si pour chaque sous-ensemble fini I0 Ă I et

chaque famille twi P Wi : i P I0u, l’équation
ř

iPI0
wi “ 0 force wi “ 0. Si la somme est

directe, alors on écrit
À

Wi au lieu de
ř

Wi.
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On note que
ř

iPIWi est directe si et seulement si, pour chaque i P I, on a

Wi X
ÿ

iPIztiu

Wi “ 0.

Avec cette définition, on a la réformation suivante de la définition de semi-simplicité.

Soit V une rep. de G. On note tSi : i P Iu le sous-ensemble des sous-représentations

simples et non-nulles de V . Alors V est semi-simple si et seulement si V “
ř

i Vi. En fait,

on a :

Théorème 102. Soit V une rep. de G et tSi : i P Iu la famille des sous-reps simples de

V . Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. V est semi-simple.

2. Pour un certain sous-ensemble M Ă I, on a V “
à

mPM

Sm. (Dit autrement, V “

ÿ

mPM

Sm et la somme est directe.)

3. Si W Ă V est une sous-représentation, il existe une autre sous-rep. C Ă V telle que

V “ W ‘ C.

Démonstration. On fera la preuve que dans le cas dimV ă 8. Si J Ă I, on écrit SJ “
ř

jPJ Sj.

1. ñ 2. Soit D le sous-ensemble de parties de I formé par D Ă I tel que la somme
ř

dPD Sd est directe. (Clairement chaque tiu P D .) Pour chaque D P D , la dimension

dimSD est bornée par dimV , et on choisit M P D tel que dimSM soit maximale. On

montre que V “ SM . Pour cela, on doit montrer que pour chaque i P I, le sous-espace

Si est contenu dans SM . Soit, par absurde, i P I tel que Si n’est pas contenue dans SM .

Clairment i R M . Comme Si X SM “ Si, la simplicité de Si entraine Si X SM “ 0. Or,

dans ce cas, la somme Si ` SM est directe et dimSi ` SM ą SM . Contradiction.

2.ñ 3. On suppose W “ V (autrement il n’y a rien à prouver). Soit

D “ tD ĂM : la somme W ` SD est directeu.

On note que si Si n’est pas contenu dans W , alors tiu P D . Donc D “ ∅. Soit N P D tel

que dimSN est maximale. Par construction, W ` SN est directe.

Affirmation. V “ W ` SN .

On doit montrer que Sm Ă W`SN pour chaque m PM . Soit ainsi m PM . Si Sm Ă SN

il n’y a rien à faire. Donc, on suppose Sm`SN “ SN (en particulier m R N). Dans ce cas,

N Y tmu ne peut pas appartenir à D et la somme W ` pSm ` SNq n’est pas directe. Il

existe ainsi w P W , sm P Sm, un sous-ensemble fini N0 de N et une famille tsn : n P N0u

ayant les deux propriétés suivantes :
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— Au moins un éléments de tw, smu Y tsn : n P N0u est non-nul et

— w ` sm `
ř

nPN0
sn “ 0.

Si sm “ 0, alors le fait que W `SN soit directe montre que w “ sn “ 0, une contradiction.

Donc sm “ 0. Par conséquent, Sm X pW ` SNq “ 0 et on déduit Sm Ă W ` SN .

3.ñ 1. On montre d’abord que chaque sous-rep non-nulle W Ă V contient une sous-

rep simple non-nulle : en effet, on considère l’ensemble

tdimX : X Ă W est une sous-représentation non-nulleu.

Si dimX est minimale, alors X est simple. On considère la sous-rep. SI de V . Par

définition, SI ‘ C “ V pour une certaine sous-rep C de V . Or, si C “ 0, il existe un

i P I tel que Si Ă C, et donc la somme n’est pas directe.

Remarques 103. Il est intéressant de voir que M “ I dans (2). En effet, si G “ e et

V “ C2, alors chaque droite vectorielle de V est une sous-rep. et clairement V n’est pas

la somme directe de toutes ses droites vectorielles.

Remarques 104. Soit V une rep et tSiuiPI l’ensemble des sous-reps simples de V . La somme
ř

Si est une rep semi-simple de V connue comme la socle (notation socpV q) de V .

Remarques 105. La propriété (3) décrite dans le Théorème 102 a eu une importance dans

la célèbre théorie des invariants. (Beaucoup étudié au XIX et au XX et responsable pour

pas mal de résultats d’Algèbre moderne.) Si G ă GLnpCq est un sous-groupe, on peut

considérer l’action de G sur les polynômes Crxs “ Crx1, . . . , xns définie par

gP px1, . . . , xnq “ P

˜

n
ÿ

i“1

gi1xi, . . . ,
n
ÿ

i“1

ginxi

¸

et se demander quelle est la nature de l’anneau CrxsG “ tP P Crxs : gP “ P u. L’exis-

tence des compléments permet de construire une fonction Crxs Ñ CrxsG.

Exercice 106. Soit A P GLnpCq et % : ZÑ GLnpCq la rep. de Z naturelement déduite :

%pkq “ Ak. Montrer que % est semi-simple si et seulement si A est diagonalisable.

Lemme 107. Soit V rep. semi-simple de G. Soit i : U Ñ V une sous-rep. Alors U est

semi-simple. Soit π : V Ñ Q une rep. quotient. Alors Q est semi-simple.

Démonstration. Soit U 1 Ă U une sous-rep et soit C Ă V un complément G-invariant de

U . Si u P U , alors on écrit u “ u1` c avec u1 P U 1 et c P C. Dans ce cas, u´u1 “ c P CXU

et U “ U 1 ‘ pU X Cq.

Ensuite, soit S Ă V une rep simple. Alors πpSq est soit nulle, soit simple (vérifiez).

Comme π p
ř

i Siq “
ř

πpSiq, on voit que Q est semi-simple.
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Le Théorème 102 dit qu’une représentation semi-simple est isomorphe à une somme

directe de représentations simples. Rien, à priori, assure que cette décomposition est bien

déterminée. On travaillera maintenant pour comprendre cette situation en prouvant le

théorème suivant qui conduira à la définition 111 plus bas.

Théorème 108. Soient S1, . . . , Sm des représentations simples de dimension finie non-

isomorphes deux-à-deux et a1, . . . , am des entiers strictement positifs. Soient T1, . . . , Tn

des représentations simples de dimension finie non-isomorphes deux-à-deux et b1, . . . , bn

des entiers strictement positifs. Soit

ϕ :
m
à

i“1

Saii
„
ÝÑ

n
à

j“1

T
bj
j

un isomorphisme entre représentations. Alors

1) Les entiers m et n coincident.

2) Il existe σ P Sn telle que Si » Tσpiq, et

3) ai “ bσpiq.

La preuve aura besoin du Lemme de Schur et de son Corollaire.

Lemme 109 (Lemme de Schur). Soient S et T reps. simples.

1. Si ϕ : S Ñ T est morphisme de G-reps non-nul, alors ϕ est iso.

2. Si K est algébriquement clos, alors chaque morphism u : S Ñ S est un scalaire upsq “

λs.

Démonstration. (1) On regarde Kerpϕq et Impϕq et on employe la définition de simplicité.

(2) Soit λ une valeur propre de ϕ. Alors ϕ ´ λI : S Ñ S est un morphisme de

représentations. Comme ϕ ´ λI n’est pas iso. (car le noyau est non-nul) on voit que

ϕ “ λI.

Corollaire 110. Soient S et T simples. Si ϕ : Sa Ñ T b est un morphisme non-nul, alors

S » T .

Démonstration. Soit pi : T b Ñ T la i-ème projection et uj : S Ñ Sa la j-ème inclusion.

Alors piϕuj est un iso. ou est nulle. Si elle est nulle pour tout i et j alors ϕ est nulle. Pour

un certain couple i, j il suit que pjϕui “ 0 et on conclut par le Lemme de Schur.

Démonstration du Théorème 108. Pour chaque i P t1, . . . ,mu et chaque j P t1, . . . , nu,

soit ui : Saii Ñ
À

k S
ak
k l’inclusion et pj :

À

T bkk Ñ T
bj
j la projection. Alors pjϕui : Saii Ñ

T
bj
j est morphisme de représentations.
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Soit i P t1, . . . ,mu fixé. Si j P t1, . . . , nu est tel que pjϕui “ 0 alors Si » Tj (Corollaire

110). Si pjϕui “ 0 pour tout j P t1, . . . , nu, on voit que ϕui “ 0, ce qui est impossible car

ϕ est injective. Il existe ainsi un j P t1, . . . , nu tel que

pjϕui “ 0

et donc Tj » Si. En plus, j est l’unique k P t1, . . . , nu tel que pkϕui “ 0 comme garantit

le Corollaire 110 et le fait que les T1, . . . , Tn sont non-isomorphes deux-à-deux.

On obtient alors une fonction

σ : t1, . . . ,mu ÝÑ t1, . . . , nu

avec les propriétés suivantes :

a) pσpiqϕui “ 0,

b) Si » Tσpiq et

c) pjϕui “ 0 si j “ σpiq.

Par (b), on déduit dimSi “ dimTσpiq. Par (c), on déduit que ϕpSaii q Ă T
bσpiq
σpiq : ceci montre

que ai ď bσpiq et que σ est surjective car

ϕ

˜

m
à

i“1

Saii

¸

Ă

m
à

i“1

T
bσpiq
σi .

Puis, si σpiq “ σpi1q alors (b) prouve que Si » Si1 et donc i “ i1 par hypothèse : σ est in-

jective. Pour terminer, l’inégalité ai ď bσpiq est une égalité car autrement
řm
i“1 ai dimSi ă

řm
i“1 bσi dimTσpiq.

Une 9 conclusion importante de ce résultat est la suivante. Soient V une rep. semi-

simple (dimension finie) de G et X une rep simple de G. On écrit V »
Àm

i“1 S
ai
i , où

chaque Si est simple, chaque ai es strictement positif, et Si n’est pas isomorphe à Si1 si

i “ i1. On définit

pV : Xq :“

#

ai, si Si » X

0, si X n’est pas isomorphe à un des Si.

Par le théorème, le naturel pV : Xq est indépendant du isomorphisme S »
Àm

i“1 S
ai
i

choisi.

Définition 111. Soit V une rep. semi-simple de dimension finie deG etX une représentation

simple. L’entier pV : Xq est dit la multiplicité de X dans V et un isomorphisme V »
Àr

i“1 S
ai
i , où tSiu

r
i“1 sont simples et deux-à-deux non isomorphes, est appelé une décomposition

isotypique de V .

9. Cette partie va être traitée dans la prochaine séance.
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Cours 8
(19 Mars 2021).

Le principal cas où toutes les représentations sont semi-simples est :

Théorème 112 (Maschke). Soit V une représentation de dimension finie du groupe fini

G. On suppose que l’entier |G| est inversible dans le corps K. Alors V est semi-simple.

On donnera deux preuves. La première, très simple, suppose K “ R ou C.

Démonstration. On fera le cas K “ C. ϕ : V ˆ V Ñ C une forme hermitienne définie

positive. Par exemple, on peut choisir une base tv1, . . . , vnu et décréter ϕpvk, v`q “ 0 si

k “ ` et 1 si k “ `.

Alors

ψpv, wq “
1

|G|

ÿ

gPG

ϕpgv, gwq

est une forme bilinéaire, symétrique et invariante, i.e. ψpgv, gwq “ ψpv, wq. En plus, ψ

est définie positive aussi car

ψpv, vq “
1

|G|

ÿ

gPG

ϕpgv, gvq.

Si U est sous-rep., alors UKψ est sous-rep. également (si ψpv, uq “ 0 pour tout u P U ,

alors ψpgv, uq “ ψpv, g´1uq “ 0. Or, comme UK ‘ U “ V , la preuve est terminée.

L’autre preuve est aussi très utile. On employe :

Théorème 113 (L’opérateur de moyenne). Soit V une représentation de dimension finie

de G. On suppose que |G| est inversible dans K. Alors la fonction

M : V ÝÑ V, v ÞÝÑ
1

|G|

ÿ

gPG

gpvq

est telle que

(1) MpV q Ă V G,

(2) pour chaque v P V G, Mpvq “ v, et

(3) M est équivariante.

Dit autrement, M : V Ñ V G est un projecteur équivariant.
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Démonstration. (1) Soit v P V et h P G. On a

h pMpvqq “
1

|G|
¨ h

˜

ÿ

gPG

gpvq

¸

“
1

|G|

ÿ

g

hgpvq

“
1

|G|

ÿ

g1

g1pvq

“Mpvq.

On déduit Mpvq P V G.

(2) Si v P V G, alors Mpvq “
1

|G|

ÿ

g

gpvq “
1

|G|

ÿ

g

v “
1

|G|
¨ |G|v.

(3) On a

Mphvq “
1

|G|

ÿ

g

ghpvq

“
1

|G|

ÿ

g1

g1pvq

“Mpvq

“ hMpvq.

Remarques 114. L’idée de “faire la moyenne” est très utile. Dans la théorie des groupes

de Lie, on remplace 1
|G|

ř

gPG par une “intégrale invariante”
ş

G
. Voir §VIII du Chap. V de

[Chevalley]. Cette idée a été aussi employée pour étudier les groupes de Lie qui ne sont

pas compacts mais qui “possèdent un sous-groupe compact suffisamment grand.” Voir par

exemple la Section 4.11 du livre [Varadarajan].

Avant de donner notre deuxième preuve du Thm. de Maschke, on propose au lecteur

de prendre le temps et de faire le

Exercice 115. Soient V et W des reps de G. Rappeler que H “ HompV,W q est natu-

rellement une rep de G et prouver que HG est exactement le sous-espace des morphismes

G-équivariants HomGpV,W q.

Deuxième preuve du théorème de Maschke. Soit U Ă V invariant. Soit p : V Ñ U un

projecteur arbitraire, c’est-à-dire, ppuq “ u pour tout u. On interprète p comme un élément

de H “ HompV, Uq. Soit Mp sa moyenne ; il s’agit d’un élément de HomKpV, Uq
G “
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HomGpV, Uq. Pour u P U , on a gu P U , et donc ppguq “ gu, qui montre que

Mppuq “
1

|G|

ÿ

gPG

gppuq

“
1

|G|

ÿ

gPG

gppg´1uq

“
1

|G|

ÿ

gPG

u

“ u.

Par conséquent, Mp : V Ñ U est un projecteur G-équivariant. Soit U 1 “ KerpMpq. Alors

si v P V , on a

v “ v ´Mppvq
looooomooooon

PU 1

`Mppvq
loomoon

PU

.

Donc, V “ U ` U 1. Puis, si u P U X U 1 alors u “ Mppuq “ 0 et donc la somme est

directe.

Reps de dimension 1

Définition 116. Le groupe quotient G{rG,Gs est appelé l’abélianisé de G et est notée

Gab. (Le lecteur doit se rappeler que rG,Gs ŸG.)

Exercice 117. Soit A un groupe abélien. Alors chaque morphisme % : G Ñ A s’écrit

de façon unique comme %π où % : Gab Ñ A est un morphisme et π : G Ñ Gab est le

morphisme quotient. Dit autrement,

HompGab, Aq ÝÑ HompG,Aq, ϕ ÞÝÑ ϕπ

est bijective.

Une représentation de dimension un de G est dite un caractère. Soit pL, χq une telle

représentation. Si ` P Lz0 alors on peut écrire χpgq` “ χg ¨ `. Si `1 est un autre vecteur

non nul, alors on voit facilement que χpgq`1 “ χg`
1 (pas de faute de frappe : c’est le même

χg). Ceci étant, on a une bijection

#

classes d’isomorphismes

de caractères de G

+

ÝÑ HompG,K˚q.

En particulier, l’ensemble des caractères (à isomorphisme près) est un groupe avec la

multiplication

θ1 ˚ θ2pgq “ θ1pgqθ2pgq.
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Ce groupe sera noté XpGq. D’après l’exercice 117, le morphisme évident de groupes

XpGab
q ÝÑ XpGq, θ ÞÝÑ θ ˝ π

est un isomorphisme.

Exemple 118. On sait que rD2n,D2ns “ xR
2y (Exemple 77). Il suit que

#rD2n,D2ns “

#

n, si n ” 1 mod 2,

n{2 si n ” 0 mod 2.

Si n est impair, alors Dab
2n » Z{2. Si n est pair, alors Dab

2n est un groupe abélien d’ordre 4.

Comme il est engendré par (les classes de) R et S, on voit que dans Dab
2n il n’existe aucun

élément d’ordre 4, et ceci signifie que

Z{2ˆ Z{2 ÝÑ Dab
2n , pi, jq ÞÝÑ RiSj

est un isomorphisme. Ceci étant, autre le caractère trivial, on a 3 caractères de D2n. Le

premier θ1 : D2n Ñ K˚ satisfait θ1pRq “ ´1 et θpSq “ 1, le deuxième θ2pRq “ 1 et

θ2pSq “ ´1, et le troisième est leur “produit” θ1θ2.

Représentations de permutation

Soit X un G-ensemble fini. On étudie davantage F pX,Kq. Soit δx : X Ñ K la fonction

de “Dirac” associée au point x P X : δx “ 0 sauf sur x, où δx vaut 1. Clairement, tδxuxPX

est une base de F pX,Kq et on souhaite déterminer la matrice de g P G associée à cette

base. On a

gδxpyq “ δxpg
´1yq

“

#

1 if gx “ y,

0 autrement.

“ δgxpyq.

Donc

gδx “ δgx .

En écrivant

gδy “
ÿ

xPX

gxy ¨ δx,

on déduit que

gxy “

#

1 si gy “ x,

0 autrement.
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On remarque que F pX,Kq possède toujours une sous-représentation isomorphe à 1

définie par K1 (les fonctions constantes). Il est aussi possible de voir la rep 1 comme

quotient de F pX,Kq via

Σ : F pX,Kq ÝÑ 1, ϕ ÞÝÑ
ÿ

xPX

ϕpxq.

Le noyau de Σ est une sous-rep de F pX,Kq et sera noté IpX,Kq. Voici quelques propriétés

de IpX,Kq.

Lemme 119. Si |X| est inversible dans le corps K (c’est-à-dire, si la caractéristique de

K ne divise pas |X|) alors la rep F pX,Kq s’écrit comme somme directe des sous-reps

IpX,Kq et K1.

Démonstration. Il suit facilement que 1X IpX,Kq “ 0 car Σpc1q “ c ¨ |X|.

Tout comme F pX,Kq vient avec une base canonique tδxu, IpX,Kq peut être muni

d’une base qui dépend du choix d’un point de base x0 P X0, ou d’un ordre dans X.

Lemme 120. Soit x0 P X. Alors tδx ´ δx0 : x “ x0u est une base de IpX,Kq. Si X est

en bijection avec t1, . . . , nu, alors δ2 ´ δ1, . . . , δn ´ δn´1 est aussi une base.

Démonstration. Soit ϕ P IpXq. Alors ϕpx0q “ ´
ř

x “x0
ϕpxq. Donc, comme ϕ “ ϕpx0qδx0`

ř

x “x0
ϕpxqδx on a ϕ “

ř

x “x0
ϕpxqpδx ´ δx0q.

Pour prouver la deuxième affirmation, on note que δi´δ1 “ pδi´δi´1q`pδi´1´δi´2q`

¨ ¨ ¨ ` pδ2 ´ δ1q.

Mais il ne faut pas croire que ses bases doivent toujours être préférées :

Exemple 121. Soit G “ D8 ; il agit sur X “ te1, e2,´e2,´e2u (quatre côtés d’un carré).

On souhaite déterminer la décomposition isotypique de F pXq “ F pX,Cq. En numérotant

les sommets de façon anti-horaire, on trouve une base ε1 “ δe1 , ε2 “ δe2 , ε3 “ δ´e1
et ε4 “ δ´e2 . On jette C1 et on se concentre sur I “ IpX,Kq, qui a dimension 3. On

aura besoin ainsi de trouver des sous-espaces invariants, et la géométrie nous suggère de

travailler avec des arêtes du carré. En écrivant εij “ εi´εj, on munit I de la base ordonnée

tε13, ε24, ε12u. (Le lecteur doit vérifier que ε13, ε24 et ε12 est une base de I.) Par ce choix,

V “ vectpε13, ε24q est clairement une sous-rep. En fait, par rapport à la base tε13, ε24, ε12u,

on voit que

R ÞÝÑ

¨

˚

˝

0 ´1 1

1 0 0

0 0 ´1

˛

‹

‚

et S ÞÝÑ

¨

˚

˝

1 0 0

0 ´1 1

0 0 1

˛

‹

‚

.
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Ainsi, V est la rep standard définie par

R ÞÝÑ

˜

0 ´1

1 0

¸

S ÞÝÑ

˜

1 0

0 ´1

¸

.

Quel est son complémentaire ? On choisit p : I Ñ V la projection orthogonale à ε12 et on

fait la moyenne

Mp : I ÝÑ V, Mppvq “
1

8

3
ÿ

i“0

RipR´ipvq `RiSpRiSpvq.

Or, on sait que Mp : I Ñ V est un projecteur et dont pour le calculer explicitement il

nous manque Mppε12q. À l’aide des équations

ppε12q “ 0

ppε13q “ ε13

ppε14q “ ε24,

on trouve

Mppε12q “
1

2
pε13 ´ ε24q.

Le noyau de Mp est ainsi engendré par v “ 2ε12´ε13`ε24 et Rv “ ´v tandis que Sv “ v.

Donc, le complémentaire de V est le caractère θ1 de l’exemple 118.
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Cours 9
(26 mars 2021).

On termine en regardant l’une des reps de permutation les plus utiles : la rep. régulière

à gauche. (Voir l’exemple 86.)

En fait, pour donner une preuve plus claire, on fera appel à la rep. régulière à droite.

On suppose G fini ; si ϕ : GÑ K est une fonction, alors on définit

%dpgqpϕq : G ÝÑ K par x ÞÝÑ ϕpxgq.

Clairement, ceci est la rep de permutation où on laisse G agir sur G non par translations

à gauche, mais par translations à droite :

g ‹ x “ xg´1.

La représentation ainsi déduite est la représentation régulière à droite. On va la noter par

FdpG,Kq et on reserve le symbole F pG,Kq pour la rep. régulière à gauche (voir exemple

86). Rien de vraiment nouveau a été crée car :

Lemme 122. La fonction

σ : F pG,Kq ÝÑ FdpG,Kq, ϕ ÞÝÑ px ÞÑ ϕpx´1
qq

définit un isomorphisme entre la rep. régulière à gauche et la rep. régulière à droite.

Démonstration. Soient x, g P G et ϕ P F pG,Kq. Alors

rσpgϕqspxq “ rgϕspx´1
q

“ ϕpg´1x´1
q

“ ϕppxgq´1
q.

Puis,

r%dpgqpϕqspxq “ ϕpxgq

“ rσϕsppxgq´1
q.

Finalement on peut montrer que la rep. régulière (droite ou gauche !) “contient toutes

les reps”.

Proposition 123. Soit V une rep de G de dimension finie. Soit FdpG, V q l’espace des

fonctions GÑ V muni de l’action

%dϕ : x ÞÝÑ ϕpxgq.
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1) Avec la définition précédente, G agit linéairement sur FdpG, V q.

2) Si dimV “ n, alors il existe un isomorphisme de reps FdpG, V q » FdpG,Kq
n.

3) Si dimV “ n, alors il existe un isomorphisme de reps FpG, V q » FpG,Kqn.

4) La fonction

orb : V ÝÑ FdpG, V q, v ÞÝÑ orbv : g ÞÑ gv,

est linéaire injective et équivariante.

Démonstration. (1) Facile.

(2) On choisit une base de V .

(3) On utilise que FdpG,Kq » F pG,Kq.

(4) Linéaire : Facile. Injectivité : orbv “ 0 implique que v “ orbvpeq “ 0. Équivariance :

On veut montrer que g orbv “ orbgv. Soit ainsi x P G. On a

pgporbvqq pxq “ orbvpxgq

“ xg ¨ v

“ xpgvq

“ orbgvpxq.

Corollaire 124. Soit G fini tel que |G| est inversible dans K. Soit S une rep. simple de

dimension finie et soit

FdpG,Kq » Sa11 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Samm

une décomposition isotypique. Alors S » Si pour un certain i. En particulier, il n’existe

que un nombre fini de classes d’isomorphisme de représentations simples de G.

Démonstration. Si dimS “ s, alors on a une fonction équivariante et injective :

orb : S ÝÑ FdpGq
n.

Clairement, une décomposition isotypique de FdpGq est Sna11 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Snamm . Alors S » Si

pour un certain i par le Corollaire 110.

Le produit tensoriel

Une façon très importante de construire des nouvelles représentations est le concept

de produit tensoriel. La construction d’un produit tensoriel n’appartient pas vraiment à

un cours de théorie des représentations, mais il s’agit d’une partie de l’algèbre linéaire qui

demande plus de maturité pour être comprise par l’étudiant.
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Soient 10 M , N et P des espaces vectoriels (sur le corps K). On veut construire un

K-espace M bK N ayant la propriété que les applications K-bilinéaires sont simplement

les applications linéaires M bK N Ñ P .

La construction emploie la notion d’espace libre sur un ensemble. Soit X un ensemble

arbitraire. On note KpXq le K-espace des fonctions X Ñ K qui sont nulles sauf pour un

nombre fini d’éléments de X. Une base de KpXq est tδxuxPX , où δx est la “fonction de

Dirac” définie par δxpyq “ 0 si y “ x et δxpxq “ 1.

Proposition 125. Soient M et N des K-espaces vectoriels.

(1) Il existe un K-espace M bK N et une application bilinéaire

‚ b ‚ : M ‘N ÝÑM bK N, px, yq ÞÝÑ xb y

tels que :

(T1) Si β : M ‘N Ñ P est bilinéaire, alors il existe une application linéaire

β˚ : M bK N ÝÑ P

telle que pour tout x PM et y P N on l’a

β˚pxb yq “ βpx, yq.

Dit autrement, le diagramme suivant est commutatif :

M bN

β˚

��
M ‘N

b

55

β
// P

(T2) Si β: : M bN Ñ P satisfait aussi β:pxb yq “ βpx, yq, alors β˚ “ β:.

(G) Si txiu est une base de M et tyju est une de N , alors txi b yju est une base de

M bN .

(2) Si b : M ˆN ÑM bN jouit de (T1) et (T2) alors il existe un unique isomorphisme

u : M bN ÑM b N tel que upxb yq “ upxqb upyq.

Démonstration. (1) Dans KpMˆNq, on considère le sous-espace vectoriel R engendré par

les ensembles suivants :

A1 “ tδpx`x1,yq ´ δpx,yq ´ δpx1,yq : x, x1 PM, y P Nu.

A2 “ tδpx,y`y1q ´ δpx,yq ´ δpx,y`y1q : x PM, y, y1 P Nu

L1 “ tδpλx,yq ´ λδpx,yq : x PM, y P N, λ P Ku

L2 “ tδpx,µyq ´ µδpx,yq : x PM, y P N, µ P Ku

10. Cette partie est presque copiée du livre “Commutative Algebra” de M. Atiyah et I. G. Macdonald.
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Dit autrement,

δpx`x1,yq ” δpx,yq ` δpx1,yq mod R,

δpx,y`y1q ” δpx,yq ` δpx,y1q mod R,

δpλx,yq ” λδpx,yq mod R,

δpx,µyq ” µδpx,yq mod R.

On pose

M bK N “ KpMˆNq{R

ainsi que

xb y “ classe de δpx,yq modulo R.

On note que KpMˆNq est engendré librement par tδpx,yqupx,yqPMˆN ; donc M bK N est

engendré par xb y. En plus, pour tout x, x1 de M , y, y1 de N et λ, µ de K, on a

px` x1q b y “ xb y ` x1 b y,

xb py ` y1q “ xb y ` xb y1,

pλxq b y “ λ ¨ pxb yq

xb pµyq “ µ ¨ pxb yq,

et b est bilinéaire.

(T1) Soit β : M ˆN Ñ P bilinéaire. On définit une application linéaire

β˝ : KpMˆNq ÝÑ P

par β˝pδpx,yqq “ βpx, yq. Ceci est clairement possible car KpMˆNq est libre de base tδpx,yq :

px, yq P KpMˆNqu. Or,

β˝pδpx`x1,yq ´ δpx,yq ´ δpx1,yqq “ βpx` x1, yq ´ βpx, yq ´ βpx, yq

“ 0

β˝pδpx,y`y1q ´ δx,y ´ δpx,y`y1qq “ βpx, y ` y1q ´ βpx, yq ´ βpx, y1q

“ 0

etc.

Donc β˝pRq “ 0 et on arrive à la définition de β˚ : KpMˆNq{R Ñ P . Comme la classe de

δpx,yq en KpMˆNq{R est xb y, on voit en plus que

β˚pxb yq “ βpx, yq.

(T2) Comme M bN est engendré par l’image de b : M ˆN Ñ M bN , on déduit que

β˚ : M bN Ñ P est unique.
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(G) On laisse au lecteur la preuve du fait que txi b yju est une famille génératrice et on

montre qu’elle est libre. Soit ainsi

ÿ

iPI 1

jPJ 1

λij ¨ pxi b yjq “ 0,

où I 1 et J 1 sont finis et λij n’est jamais nul. Soient k P I 1 et ` P J 1. On construit une

application bilinéaire β : MˆN Ñ K telle que βpxi, yjq “ 0 si pi, jq “ pk, `q et βpxk, y`q “

1, c’est-à-dire,

β

˜

ÿ

i

aixi ,
ÿ

j

bjyj

¸

“ akb`.

(Ou encore, si tφiu, resp. tψju, est la base duale à txiu, resp. à tyju, alors βpx, yq “

φkpxq ¨ ψ`pyq.) Soit ainsi β˚ comme dans (T1). On a :

0 “ β˚

¨

˚

˝

ÿ

iPI 1

jPJ 1

λij ¨ pxi b yjq

˛

‹

‚

“
ÿ

λijβ
˚
pxi b yjq

“
ÿ

λijβpxi, yjq

“ λk`.

Une contradiction.

(2) Soit maintenant b : M ˆ N Ñ M b N une autre fonction bilinéaire jouissant

de (T1) et (T2). Ceci étant, il existe des fonctions linéaires v : M b N Ñ M b N et

u : M bN ÑM b N telles que

vpx b yq “ xb y et upxb yq “ x b y.

(En plus, u et v sont uniques à avoir cette propriété.) Donc,

uvpx b yq “ x b y et vupxb yq “ xb y.

Or, on sait déjà que la fonction id : M b N ÑM bN est telle que idpx b yq “ x b y, et

par unicité, il faut que uv “ id. De même, vu “ id.

Remarques 126. Souvent, l’étudiant se dit : alors M b N “ M ‘ N ! Déjà, ceci est faux

car si les dimensions sont finies, alors dimM bN “ dimpMq ˆ dimpNq.

Exemple 127. Soient X et Y des ensembles finis. Si ϕ : X Ñ K et ψ : Y Ñ K sont

des fonctions, on construit la fonction produit X ˆ Y Ñ K par ppϕ, ψqpx, yq “ ϕpxqψpyq.
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Clairement : p : F pXqˆF pY q ÝÑ F pX ˆY q est bilinéaire et obtient, via la propriété T1

une application linéaire

p˚ : F pXq b F pY q ÝÑ F pX ˆ Y q

telle que p˚pϕbψq “ ppϕ, ψq. Or, p˚pδxb δyq “ ppδx, δyq et ppδx, δyq est simplement δpx,yq.

Donc, p˚ est isomorphisme puisque l’image d’une base correspond à une base. (Un résultat

similaire peut être donné pour des ensembles infinis : mais il faut remplacer F pX,Kq par

F0pX,Kq, le sous espace des fonctions avec support fini.)

Exercice 128. Soit C0pRq, resp. C0pR2q, l’espace vectoriel des fonctions continues RÑ

R, resp. de R2 Ñ R. On considère l’application bilinéaire évidente m : C0pRq ˆC0pRq Ñ

C0pR2q définie par mpϕ, ψqpx, yq “ ϕpxqψpyq. L’application m˚ : C0pRq bR C
0pRq Ñ

C0pR2q est-elle un isomorphisme ?

Soient U et V des reps d’un groupe G. On considère alors βg : U ˆV Ñ U bV définie

par βgpu, vq “ gub gv ; il s’agit d’une application bilinéaire U ˆ V Ñ U b V et ainsi est

de la forme

β˚g pub vq “ βgpu, vq

pour une certaine βg : U b V Ñ U b V linéaire. On montre que β˚gh “ β˚g ˝ β
˚
h . Pour

chaque u P U et v P V , on a

βghpu, vq “ ghpuq b ghpvq

“ βgphu, hvq

“ β˚g phub hvq

“ β˚g pβ
˚
hpub vqq

“ β˚g ˝ β
˚
hpub vq.

Donc, β˚g ˝ β
˚
h satisfait la propriété (T1) caractérisant β˚gh, d’où, par (T2), on a

β˚gh “ β˚g ˝ β
˚
h .

Ceci montre que g ÞÑ β˚g définit un morphisme de groupes GÑ GLpU b V q.

Définition 129. La représentation de G sur UbV construite ainsi est appelée la rep. pro-

duit tensoriel. Si % : GÑ GLpUq et σ : GÑ GLpV q sont les morphismes correspondants,

on trouvera utile d’écrire aussi %b σ pour parler de la rep. produit tensoriel.

Le produit tensoriel permet de donner une nouvelle interprétation à la structure de

groupe de l’ensemble XpGq (voir p. 35).

44



Exemple 130. Si pL, θq et pL1, θ1q sont des caractères de G, alors L b L1 est aussi un

caractère car dimLbL1 “ 1 ¨ 1. Puis, ` P L et `1 P L1 sont des bases telles que θpgq` “ θg`

et θpgq`1 “ θ1g`
1, alors pθ b θ1qpgq` b `1 “ θg` b θ1g`

1, et ce dernier est θgθ
1
g ¨ p` b `1q car

´b´ : Lˆ L1 Ñ Lb L1 est bilinéaire. Ceci montre que la structure de groupe sur XpGq

construite précédemment à l’aide de d’une bijection XpGq Ñ HompG,K˚q est intrinsèque.
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Cours 10
(02 avril 2021).

Une propriété importante du produit tensoriel qui sera employée dans la suite est la

suivante. Soient U et V des espaces vectoriels. Pour chaque couple 11 pǔ, vq P Ǔ ˆ V , on

obtient une application linéaire

cǔ,v : U Ñ V, u ÞÑ ǔpuqv.

Clairement, c : Ǔ ˆ V Ñ HompU, V q est bilinéaire. Soit c˚ : Ǔ b V Ñ HompU, V q ainsi

définie.

Lemme 131. Si U ou V sont de dimension finie, alors c : Ǔ b V Ñ HompU, V q est un

isomorphisme.

Éléments de preuve. Soient tui : i P Iu et tvj : j P Ju des bases de U et V . Soit tǔiu la

base duale : ǔipui1q “ 0 si i1 “ i et 1 autrement. Soit cij : U Ñ V définie par cǔi,vj . On

montre que tciju est une base de HompU, V q.

Caractères (de Frobenius)

On ne parlera maintenant que des représentations complexes de dimension finie d’un

groupe fini G. L’idée fondamentale de Frobenius est la suivante : Soit % : G Ñ GLpV q

une rep. Étudier toutes les matrices t%pgq : g P Gu est très compliqué et on peut tirer

beaucoup d’information en passant à l’étude des nombres complexes Trp%pgqq.

Définition 132. Soit pV, %q une rep de G. On défini son caractère (de Frobenius) χV

comme étant la fonction g ÞÑ Trp%pgqq.

Si V est une rep, on note que χV satisfait

χV pxgx
´1
q “ χV pgq

pour tout g, x P G. De plus on note que pour g P G, l’automorphisme gV : V Ñ V

satisfait gnV “ id pour un certain n et par conséquent le polynôme minimal divise λn´1 “
śn

k“0pλ´ e
2πik{nq. Ceci implique que gV est diagonalisable et que ses valeurs propres sont

des racines de l’unité.

Lemme 133. Soit V et W des représentations de G. Alors

(1) χV‘W “ χV ` χW .

11. Pour éviter des confusions, on écrira Ǔ pour le dual de U .
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(2) χVbW “ χV ¨ χW .

(3) χV ˚ “ χV .

Démonstration. On fixe g P G et on note λ1, . . . , λm et µ1, . . . , µn les valeurs propres

de gV et gW . Alors les valeurs propres de gV‘W sont tλj, µku. Donc, λ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λm `

µ1 ` ¨ ¨ ¨ ` µn “ χV pgq ` χW pgq. De même, les valeurs propres de gVbW sont tλjµk :

1 ď j ď m, 1 ď k ď nu, et donc leur somme est
ř

j,k λjµk. Or, ceci n’est rien d’autre

que p
ř

j λjqp
ř

k µkq “ χV pgqχW pgq. Finalement, les valeurs propres de gV ˚ sont tλ´1
j u, et

comme chaque λj est une racine de l’unité, on a λ´1
j “ λj.

Soit pL, θq une rep. de dimension 1. Alors il est clair que la fonction θg définie à la

page 35 est le caractère de L. Par contre, si dimV ě 2, le lien entre χV , son caractère,

n’a pas un lien explicite avec un morphisme GÑ C˚.

Définition 134. Soit ϕ, ψ P F pG,Cq. On écrit

xϕ, ψy “
1

|G|

ÿ

gPG

ϕpgqψpgq.

Le lecteur n’aura aucune difficulté à vérifier :

Exercice 135. La fonction x´,´y est un produit hermitien positif défini sur F pG,Cq.

Théorème 136 (Orthogonalité). Soient S et T simples. Alors

xχS, χT y “

#

1, si S » T ,

0 sinon.

C’est une conséquence du

Lemme 137. Soit V une rep de G. Alors xχV , 1Gy “ dimV G.

Démonstration. Soit M la moyenne :

M “
1

|G|

ÿ

gPG

gV : V ÝÑ V.

On se rappelle que M est un projecteur sur V G. Donc, dimV G “ TrpMq (cela suit de la

décomposition V “ V G ‘ KerpMq et du fait que pour calculer la trace, toutes les bases

sont bonnes). Mais

TrpMq “
1

|G|

ÿ

gPG

TrpgV q

“
1

|G|

ÿ

gPG

χV pgq

“ xχV , 1Gy.
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Preuve de l’orthogonalité. Soit H “ HompS, T q. On sait que HG est simplement le sous-

espace des morphismes équivariants. Ensuite, le Lemme de Schur garantit que

dimHG
“

#

1 si S » T ,

0 autrement.

D’après le Lemme 137, on sait que dimHG “ xχH , 1Gy. Or, mais en tant que reps, on a

H » S˚ b T (voir le Lemme 131), d’où

xχH , 1Gy “ xχS˚bT , 1Gy

“
1

|G|

ÿ

g

χS˚bT pgq

“
1

|G|

ÿ

g

χSpgqχT pgq

“ xχT , χSy.

Pour la suite, soient

S1, . . . , Sr des reps simples, non-isomorphes deux-à-deux

telles que chaque rep simple soit isomorphe à une de ces dernières.

(Il en a que un nombre fini. Pourquoi ?) On écrira χi au lieu de χSi .

Théorème 138 (Calcul de la multiplicité). Soit V une rep de G. Alors la multiplicité de

Si en V se calcule de ainsi :

pV : Siq “ xχV , χiy.

Démonstration. On pose V » Sm1
1 ‘¨ ¨ ¨‘Smrr . Alors χV “

ř

miχi et donc, l’orthogonalité

donne mi “ xχV , χiy.

Le résultat suivant—qui est complètement spectaculaire !—suit sans effort :

Corollaire 139. Soient V et W des reps. Si χV “ χW , alors V » W .

Démonstration. On a V » Sm1
1 ‘ ¨ ¨ ¨Smrr et W » Sn1

1 ‘ ¨ ¨ ¨Snrr avec mj, nj des entiers

positifs. Donc
ř

jmjχj “ χV “ χW “
ř

j njχj. Par orthogonalité, mj “ nj.

Corollaire 140. Soit V une rep. Alors V est simple si et seulement si }χV }
2 “ xχV , χV y “

1.

Démonstration. Si V est simple, alors le resultat est partie de la relation d’orthogonalité.

On suppose }χV }
2 “ 1. Si V »

À

i S
mi
i , alors χV “

ř

imiχi. Donc, 1 “ }χV }
2 “

ř

m2
i . Il

suit que pour un certain j, on a mj “ 1 et mi “ 0 si i “ j. Dit autrement, V » Sj.
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On étudie les caractères des reps de permutation.

Théorème 141 (Le caractère des reps de permutation). Soit X un G-ensemble fini ; on

écrira χX au lieu de χF pX,Cq.

1. Pour g P G, χXpgq “ |Fixpgq|.

2. Le nombre d’orbites de G est égal la multiplicité de 1 dans F pX,Cq. Ce dernier est

aussi xχX , 1Gy.

3. On a la formule de Burnside :

#orbites “
1

|G|

ÿ

g

|Fixpgq|.

Démonstration. 1) Pour g P G, on écrit

gpδyq “
ÿ

xPX

gxyδx.

Or, mais gpδyq “ δgy. On voit que

gxy “

#

1 si gy “ x,

0 autrement.

Donc, gxx “ 1 si gx “ x et gxx “ 0 sinon. La formule en découle.

2) On suppose que G agit transitivement sur X. Soit ϕ : X Ñ C une fonctions G-

invariante, c’est-à-dire, gϕ “ ϕ pour tout g P G. Alors, ϕpg´1xq “ ϕpxq ; par conséquent,

ϕ est constante. On en déduit dimF pXqG “ 1. En général, soient X1, . . . , Xq les orbites.

On voit facilement que

R : F pXq ÝÑ F pX1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ F pXqq

ϕ ÞÝÑ pϕ|X1 , . . . , ϕ|Xqq

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, R est clairement G-équivariante. Il

suit que dimF pXqG “ q, car dimF pXiq
G “ 1. Finalement, la multiplicité de 1 n’est rien

d’autre que dimF pXqG.

3) On a

#orbites “ xχX , 1y

“
1

|G|

ÿ

g

χXpgq

“
1

|G|

ÿ

g

Fixpgq.
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On écrit χreg pour le caractère de la rep. régulière (à gauche).

Corollaire 142. Les affirmations suivantes sont vraies :

1) Soit V une rep. Alors dimV “ xχreg, χV y.

2) Si

F pG,Cq » Sm1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Smrr ,

alors mi “ dimSi.

3) On a
r
ÿ

i“1

pdimSiq
2
“ |G|.

Démonstration. 1) Par le Théorème 141, on a

χregpgq “

#

0 si g “ e,

|G| si g “ e.

Il suit que xχreg, χV y “ χV peq “ dimV .

2) On sait que la multiplicité de Si dans F pG,Cq est xχreg, χiy. Grâce à (1), le produit

interne xχreg, χiy vaut dimSi.

3) On fait la somme des dimensions.
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Cours 11
(09 avril 2021).

Le nombre de représentations simples et les classes de

conjugaison

On rappelle les notations et conventions pour cette partie : G est fini et une rep. de

G est toujours une rep sur un C-espace vectoriel de dimension finie. De plus, on fixe des

reps simples

S1, . . . , Sr

telles que chaque rep. simple soit isomorphe à seulement une parmi tSiu. On écrira χi au

lieu de χSi .

On souhaite étudier le nombre r. Pour cela, on introduit :

Définition 143. Une fonction ϕ : G Ñ C est centrale si ϕpghg´1q “ ϕphq pour tout

h et g. Le sous-espace vectoriel de F pG,Cq formé par les fonctions centrales sera noté

F centpG,Cq.

Remarques 144. On montre facilement que ϕ : GÑ C est centrale si et seulement si

ϕpghq “ ϕphgq

pour tout g, h P G.

Les caractères sont l’exemple le plus évident de fonctions centrales. Notre objectif

maintenant c’est de montrer qu’ils sont essentiellement les seuls.

Théorème 145. Les fonctions tχiu
r
i“1 forment une base de F centpG,Cq.

La preuve fait appel à :

Lemme 146. Soit ϕ P F centpGq. Pour chaque rep. V , on considère la moyenne pondérée :

MV
ϕ : V ÝÑ V, v ÞÝÑ

1

|G|

ÿ

g

ϕpgq ¨ gpvq.

Alors

(1) MV
ϕ est equivariante.

(2) Si U Ă V est G-invariant, alors pour tout u P U on a MU
ϕ puq “MV

ϕ puq.

(3) Si V est simple, alors

MV
ϕ “

xϕ, χV y

dimV
idV .
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Démonstration. La preuve de (2) est simple ; on se concentrera sur (1) et (3).

(1) On a

MV
ϕ phvq “

1

|G|

ÿ

g

ϕpgq ¨ ghpvq

g1“gh
“

1

|G|

ÿ

g1

ϕpg1h´1
q ¨ g1v

“
1

|G|

ÿ

g1

ϕph´1g1q ¨ g1v

g“h´1g1
“

1

|G|

ÿ

g

ϕpgq ¨ hgv

“ h
`

MV
ϕ pvq

˘

.

(3) Si V est simple, alors le Lemme de Schur dit que MV
ϕ “ λid. Comme

TrMV
ϕ “

1

|G|

ÿ

g

ϕpgq ¨ χV pgq

“ xϕ, χV y,

on déduit λ dimV “ xϕ, χV y.

Démonstration du Théorème 145. On montre qu’une fonction centrale qui est orthogo-

nale à chaque χi est nulle. Soit ainsi ϕ P F cent telle que xϕ, χiy “ 0 pour tout i.

D’après le Lemme 146-(3),

MSi
ϕ “

xϕ, χiy

dimV
idSi

et par conséquent MSi
ϕ “ 0.

Soit V une rep arbitraire et S Ă V une sous-rep simple. Donc,

0 “MS
ϕ pϕqpvq

“MV
ϕ pvq

pour tout v P S. Comme V est engendré par ses sous-représentations simples, on déduit

que pour chaque rep. V l’endomorphisme MV
ϕ est nul.

On applique ce résultat à la rep régulière :

0 “M
F pGq
ϕ pδeq

“
1

|G|

ÿ

g

ϕpgqδg,

et on déduit que ϕpgq “ 0 pour chaque g puisque tδgugPG est une famille libre.
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Dans la suite, ClpGq note l’ensemble des classes de conjugaison de G.

Corollaire 147.

r “ |ClpGq|.

Démonstration. Soit C une classe de conjugaison et δC sa fonction caractéristique :

δCpgq “ 1 si g P C et δCpgq “ 0 sinon. Il est clair que tδC : C P ClpGqu est une

base de F centpG,Cq et le Théorème 145 nous donne le résultat.

La méthode pour prouver le Lemme 146 a une conséquence importante qu’on isole ici.

(Il s’agit d’une amplification du Théorème 113.)

Proposition 148. Soit V une rep. et V “ Sm1
1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Smrr . Soit i P t1, . . . , ru. Alors

pdimSiq ¨M
V
χi

: V ÝÑ V

est le projecteur sur Smii orthogonal à
À

j “i S
mj
j .

Démonstration. Si v P Sj alors le Lemme 146 montre que

MV
χi
pvq “M

Sj
χi
pvq

“
xχi, χjy

dimSj
v

“
xχi, χjy

dimSj
v.

Donc, si i “ j, on voit que MV
χi
pvq “ 0. Ensuite, si v P Si, alors

MV
χi
pvq “

1

dimSi
v.

Le résultat suit.

Tables de caractères

Les notations sont comme avant. En plus, on pose

ClpGq “ tC1, . . . , Cru.

On note que si C P ClpGq et V est une rep, alors χV pgq “ χV pg
1q pour n’importe

quel couple g, g1 de C. Ceci étant, on écrit χV pCq pour la valeur de χV sur un élément

quelconque de C.
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La matrice suivante est la table de caractères de G.

C1 ¨ ¨ ¨ Cr

χ1 χ1pC1q ¨ ¨ ¨ χ1pCrq
...

...
...

...

χr ¨ ¨ ¨ χrpCrq

En utilisant les relations d’orthogonalité, on arrive à

Lemme 149 (Orthogonalité des colonnes). Pour chaque couple i, j P t1, . . . , ru, on écrit

χij “ χipCjq. Alors
r
ÿ

k“1

χkiχkj “

#

0, si i “ j,

|G|{|Ci|, si i “ j

Dit autrement, si X “ pχijq, alors

X t
¨X “ diag

ˆ

|G|

|C1|
, . . . ,

|G|

|Cr|

˙

.

Démonstration. D’après les relations d’orthogonalité, on sait que

ÿ

gPG

χipgqχjpgq “

#

0, si i “ j,

|G|, si i “ j

Or,

ÿ

gPG

χipgqχjpgq “
r
ÿ

k“1

ÿ

gPCk

χipgqχjpgq

“

r
ÿ

k“1

|Ck| ¨ χikχjk.

Soient ainsi D “ diagp|C1|, . . . , |Cr|q et X “ pχijq. On voit que XDX
t
“ |G| ¨ Id. Par

conséquent, X´1 “ pD{|G|q ¨X
t
. Donc, pD{|G|q ¨X

t
¨X “ Id, d’où X

t
¨X “ |G| ¨D´1. Ce

qui est la formule souhaitée après conjugaison.

Exemple 150. SoitG “ S3. Soient C1 “ teu, C2 “ tp12q, p13q, p23qu et C3 “ tp123q, p132qu

les classes de conjugaison. Soit S1 “ 1. Soit ε : S3 Ñ C˚ la signature vue comme mor-

phisme de groupes : ceci nous donne une rep. simple S2 dimension 1. Nous avons encore

une autre rep simple S3 telle que 6 “ 12` 12`pdimS3q
2. Par conséquent, dimS3 “ 2 ; en

particulier χ3peq “ 2. Voici la table à présent :

C1 C2 C3

χ1 1 1 1

χ2 1 ´1 1

χ3 2 α β
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En utilisant l’orthogonalité des colonnes, on voit que α “ 0 et β “ ´1. On note ici que

malgré le fait que χ3 soit numériquement déterminée, on n’a pas beaucoup d’information

à propos de S3.

Exemple 151. Soit G “ D10. On pose C1 “ teu. Puis, on note que tS,RS, . . . , R4Su

forme une seule classe de conjugaison car RiS ¨ S ¨ SR´i “ R2iS et chaque Rj est de

la forme R2i car xRy » Z{5. On note cette classe C2. Ensuite, Ri ¨ Rj ¨ R´i “ Rj et

RiS ¨Rj ¨ SR´i “ R´j. On conclut que Ri et R´i sont dans la même classe. Soient

C3 “ tR,R
4
u, C4 “ tR

2, R3
u.

Donc, G possède 4 classes de conjugaison et par conséquent 4 reps simples. Soit χ1 le

caractère trivial. Puis, d’après l’Exemple 118, rD10,D10s “ xR2y “ xRy et Dab
10 » Z{2.

On obtient ainsi une rep non-triviale de dimension 1 : on note χ2 son caractère. Comme

10 “ 1` 1` pdimS3q
2 ` pdimS4q

2, on voit que dimS3 “ dimS4 “ 2. Or, on connait déjà

une rep simple de dimension 2, qui est la standard. Elle est donnée par

R ÞÝÑ

˜

cos 2π
5
´ sin 2π

5

sin 2π
5

cos 2π
5

¸

, S ÞÝÑ

˜

1 0

0 ´1

¸

On note χ3 son caractère. Donc,

C1 C2 C3 C4

χ1 1 1 1 1

χ2 1 ´1 1 1

χ3 2 0 2 cos 2π
5

2 cos 4π
5

χ4 2 α β γ

On utilise l’orthogonalité des colonnes pour conclure que α “ 0, β “ ´1 ´ 2 cos 2π
5

et

γ “ ´1´cos 4π
5

. (En utilisant les racines de l’unité on voit que β “ 2 cos 4π
5

et γ “ 2 cos 2π
5

.)

Exemple 152. On note que la connaissance d’un caractère ne conduit pas immédiatement

à une description de la rep y attachée. En effet, d’après l’Exemple 150, on connait les

caractères de S3, mais on n’a pas beaucoup plus d’informations sur la rep S3 dont le

caractères est χ3. Dans ce cas précis, voici comment la construire.

Le groupe S3 agit sur X “ t1, 2, 3u et on obtient ainsi une rep de G dans F pXq ; soit

IpXq “ tϕ : G Ñ C :
ř

xPX ϕpxq “ 0u. Clairement IpXq Ă F pXq est invariant et de

dimension deux. Une base de IpXq est u :“ δ1 ´ δ2 et v “ δ2 ´ δ3. Dans cette base, on a

p12q ÞÝÑ

˜

´1 1

1

¸

p123q ÞÝÑ

˜

0 ´1

1 ´1

¸
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Si C1, C2 et C3 sont comme dans l’Exemple 150, alors

χIpXqpC1, C2, C3q “ p2, 0,´1q.

D’après la table de caractères, Exemple 150, IpXq est la seule rep. simple de dimension

ą 1.
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Les cours suivants on été proposés comme complément dans les années précédents.
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Cours 11 (moitié) et cours 12
(5 et 12 Avril 2019).

Induction

12 Comme avant, G note un groupe fini. Toutes représentations sont complexes et de

dimension finie.

Si W est un C-espace, on obtient par oubli de structure une structure de R-espace

sur W : elle s’appelle la restriction de scalaires. Cette idée a déjà apparu dans l’étude des

représentations : des reps d’un groupe donnent lieu à des reps d’un sous-groupe naturel-

lement.

Par contre, si V est un R-espace, il n’est pas en général possible de lui donner une

structure de C-espace. Or, si iV note un autre copie de V , alors W “ V ‘ iV vient avec

une structure de C-espace : pa` ibq ¨ pv` iwq “ av´ bw` ipaw` bvq. En plus, il est clair

que si V “ Rn, alors V ‘ iV n’est rien d’autre que Cn. Cette idée apparâıt également en

théorie des représentations. 13

Dorénavant, H note un sous-groupe de G et on écrit G{H “ ttH1, . . . , tnHu. Soit W

une rep. de H.

Lemme 153. On note F pG,W q l’espace des fonctions GÑ W .

1. La fonction

H ˆ F pG,W q ÝÑ F pG,W q, ph, ϕq ÞÝÑ p x ÞÑ hpϕpxhq q.

est une rep de H.

2. La fonction

Gˆ F pG,W q ÝÑ F pG,W q, pg, ϕq ÞÝÑ p x ÞÑ ϕpg´1xq q.

est une rep de G.

3. Le sous-espace F pG,W qH est invariant par l’action de G induite dans l’item (2).

Les vérifications sont triviales (une fois qu’on sait comment fixer les choses). En plus,

on note que

F pG,W qH “

#

ϕ : GÑ W :
pour tout g P G et h P H,

on a ϕpghq “ h´1ϕpgq
.

+

12. Dans cette partie j’ai suivi les notations et conventions du livre “Representations of algebraic

groups” de Jantzen. Elles diffèrent des conventions de [Dat].

13. En fait, elle apparâıt beaucoup en mathématiques et son nom technique est “adjonction catégorique.”
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Il suit ainsi que

IndpW q ÝÑ W n, ϕ ÞÝÑ pϕpt1q, . . . , ϕptnqq

est une application injective et dim IndpW q ď n dimW .

Définition 154. La représentation F pG,W qH est dite la rep. induite et sera notée par

IndGHpW q.

Exemple 155. Si W “ 1, alors Ind “ F pG{H,Cq. En effet, une fonction ϕ : G Ñ W

appartient à IndpW q si et seulement si ϕpghq “ ϕpgq, et donc IndpW q est le sous-espace des

fonctions constantes sur les classes gH, qui est F pG{H,Cq. On note que dim IndpW q “ n.

Exemple 156. Soit G “ D2n et H “ xRy. Comme H » Z{n, on obtient une rep. de H

en C en posant Rp1q “ ω, avec ω “ e2πi{n. On note que la fonction δ : GÑ C définie par

δpRk
q “ ω´k, et δpRkSq “ 0

appartient à IndpCq. (C’est la fonction “fonction indicatrice” de la classe H.) Soit δ1 :“

Spδq. Il suit que

δ1pRk
q “ 0 et δ1pRkSq “ ωk;

en particulier, δ1 R Cδ. Il suit que tδ, δ1u est une base de IndpCq. On a

RpδqpRk
q “ δpR´1`k

q “ ω1´k et RpδqpRkSq “ δpR´1`kSq “ 0,

d’où Rpδq “ ωδ. Puis,

Rpδ1qpRk
q “ δ1pRk´1

q “ 0 et Rpδ1qpRkSq “ δ1pRk´1Sq “ δpR1´k
q “ ωk´1,

d’où Rpδ1q “ ω´1δ1. Dit autrement, a matrice de R dans la base tδ, δ1u est

˜

ω 0

0 ω´1

¸

.

De façon analogue, la matrice de S dans la base tδ, δ1u est

˜

0 1

1 0

¸

.

Par conséquent, IndpCq est isomorphe à la rep. standard de G (Exercice).

Le dernier exemple montre que la clé pour bien comprendre l’induite est d’employer

“la fonction caractéristique” de H et ses images par les éléments t1, . . . , tn. Voici cette

idée en généralité :
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Lemma. 1. Pour chaque w P W , on définit δw : GÑ W par

δwpgq “

#

g´1w, si g P H,

0, si g R H.

Alors δw P IndGHpW q et l’application

δ : W ÝÑ IndGHpW q

est H-équivariante. (δw est l’unique fonction de IndpW q qui vaut w sur e et 0 sur le

complémentaire G´H.)

2. Pour chaque ϕ P IndpW q on a

ϕpgq “
n
ÿ

j“1

δϕptjqpt
´1
j gq.

3. Soit tjW l’image de δpW q par tj : IndpW q Ñ IndpW q. Alors

IndpW q “
n
à

j“1

tjW.

En particulier,

dim IndpW q “ rG : Hs ¨ dimW

On démontre

Lemme 157. 1. Pour chaque w P W , on définit δw : GÑ W par

δwpgq “

#

g´1w, si g P H,

0, si g R H.

Alors δw P IndGHpW q et l’application

δ : W ÝÑ IndGHpW q

est H-équivariante et injective. (δw est l’unique fonction de IndpW q qui vaut w sur

e et 0 sur le complémentaire G´H.)

2. Pour chaque ϕ P IndpW q on a

ϕpgq “
n
ÿ

j“1

δϕptjqpt
´1
j gq.
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3. Soit tjW l’image de δpW q par tj : IndpW q Ñ IndpW q. Alors

IndpW q “
n
à

j“1

tjW.

En particulier,

dim IndpW q “ rG : Hs ¨ dimW

Démonstration. 1. Soit g P H. Alors, pour tout h P H on a

δwpghq “ h´1g´1
pwq

“ h´1
pδwpgqq.

Si g R H alors gh R H et donc δwpghq “ 0 “ hpδwpgqq.

Il est clair que δ est linéaire et on montre l’équivariance. Soit h P H. Alors

δhwpgq “

#

g´1hpwq, si g P H

0, si g R H

“

#

δwph
´1gq, si g P H

0, si g R H

“

#

hpδwqpgq, si g P H

0, si g R H.

2. Soit g “ tkh. Alors

ϕpgq “ h´1
pϕptkqq

“ h´1
pδϕptkqpeqq

“ δϕptkqphq

“ δϕptkqpt
´1
k gq.

Si j “ k, alors

δϕptjqpt
´1
j gq “ δϕptjqpt

´1
j tkhq

“ 0,

parce que t´1
j tkh R H. D’où la formule. L’injectivité est conséquence de δwpeq “ w.

3. La formule précédente s’écrit comme ϕ “
řq
i“1 tipδϕptiqq.

Exercice 158. Montrer que l’évaluation

ε : IndGHpW q ÝÑ W, ϕ ÞÑ ϕpeq.

est H-équivariante.
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Proposition 159 (Réciprocité de Frobenius). L’évaluation

ε : IndGHpW q ÝÑ W, ϕ ÞÑ ϕpeq.

est H-équivariante.

Si V est une rep. de G, alors

E : HomGpV, IndGHpW qq ÝÑ HomHpV,W q, Φ ÞÝÑ ε ˝ Φ

est bijective.

La preuve est triviale et difficile à suivre !

Démonstration. On note que

EpΦq : v ÞÑ rΦpvqs peq.

Soit Ψ P HomHpV,W q. On introduit

DpΨq : V ÝÑ F pG,W q,

par

rDpΨqpvqs pgq “ Ψpg´1vq.

Affirmation : La fonction DpΨqpvq : GÑ W appartient à IndpW q.

En effet,

rDpΨqpvqs pghq “ Ψph´1g´1vq

“ h´1
 

Ψpg´1vq
(

“ h´1
trDpΨqpvqs pgqu .

Affirmation : Si v, v1 P V et λ P C, alors

DpΨqpλv ` v1q “ λDpΨqpvq `DpΨqpv1q.

Donc, DpΨq : V Ñ IndGHpW q est linéaire.

La vérification ne pose aucun problème.

Affirmation : La fonction DpΨq : V Ñ IndpW q est G-équivariante.

Si g P G alors

DpΨqpgvqpxq “ DpΨqpx´1gvq.

Puis,

pgDpΨqpvqqpxq “ Ψpvqpg´1xq

“ Ψpx´1gvq.
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Affirmation : DpEpΦqq “ Φ pour chaque Φ P HomGpV, IndpW qq. Soit v P V . On a

rDpEpΦqqspvq : g ÞÑ rEpΦqspg´1vq

“ rΦpg´1vqspeq

“ rg´1
pΦpvqqspeq

“ rΦpvqspgq.

Affirmation : Pour chaque Ψ P HomHpV,W q on a EpDpΨqq “ Ψ.

On a

EpDpΨqq : v ÞÑ pDpΨqpvqqpeq

“ Ψpevq.

Corollaire 160. Soit V une rep de G et W une rep de H. Alors

xχV , χIndpW qyG “ xχrespV q, χW yH .

Démonstration. Suit directement du Théorème et du fait que dim HomGpX, Y q “ xχX , χY y

(Exercice !).

On étudie maintenant les caractères induits.

Théorème 161. On a

χIndpW qpgq “
ÿ

iPt1,...,nu

gPtiHt
´1
i

χW p t
´1
i gti
loomoon

PH

q

On aura besoin du Lemme suivant dont la preuve est laissée au lecteur.

Lemme 162. Soit V “ V1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vn un espace vectoriel ; on note ui : Vi Ñ V l’injection

et pj : V Ñ Vj la projection. Si A : V Ñ V est une application linéaire, alors

TrpAq “
n
ÿ

i“1

TrppiAuiq

“
ÿ

iPt1,...,nu
ApViqĂVi

TrppiAuiq

Démonstration du Théorème 161. Soit g P G. Si i P t1, . . . , nu est fixé, il existe un unique

j tel que gti P tjH. Soit ainsi gti “ tjh. On a

gptipδwqq “ tjhpδwq

“ tjpδhpwqq

P tjpW q.
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Il suit que gptiW q Ă Wi si et seulement si gtiH “ tiH, i.e. si et seulement si g P tiHt
´1
i .

Donc,

Tr gIndpW q “
ÿ

iPt1,...,nu

gPtiHt
´1
i

Tr pg : tipW q ÝÑ tipW qq .

Or, mais si g “ tiht
´1
i avec h P H, alors

gptipδwqq “ tihpδwq

“ tipδhpwqq.

Par conséquent,

tipW q
g // tipW q

W

ti

OO

h
//W

ti

OO

on voit que

Tr pg : tipW q ÝÑ tipW qq “ Tr h : W ÝÑ W.

Donc,

Tr pg : tipW q ÝÑ tipW qq “ χW phq.

Exemple 163. Soit G “ D10 et H “ xRy. Si ω est une racine 5-ème de l’unité ; on obtient

une rep de H en C via Rkp1q ÞÑ ωk ; clairement son caractère, notons le ζ, est la fonction

Rk ÞÑ ωk. On note V l’induite.

Prenons te, Su comme “système transversal” et utilisons les classes

C1 “ teu,

C2 “ tS,RS, . . . , R
4Su,

C3 “ tR,R
4
u

C4 “ tR
2, R3

u,

déterminées par l’Exemple 151 pour calculer explicitement χV . Soit g P G. Alors g P G.

Si g R H, alors g R SHS et donc χV pgq “ 0. Si g P H, alors

χV pgq “ ζpgq ` ζpSgSq.

Donc,

χV pC1, . . . , C4q “ p2, 0, ω ` ω
4, ω2

` ω3
q

“ p2, 0, ω ` ω, ω2
` ω2

q.

Ceci nous montre que si ω “ e2πi{5, alors V est la rep S3 déterminée dans l’Exemple 151,

et que si ω “ e4πi{5, alors V est S4.
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Une autre façon d’écrie la formule dans le Théorème 161 est la suivante. Si ζ P

F centpH,Cq on note ζ0 : GÑ C son extension par zéro, à savoir

ζ0
pgq “

#

ζpgq si g P H

0 si g R H.

On définit

IndGHpζqpgq “
1

|H|

ÿ

xPG

ζ0
px´1gxq.

Clairement, ζ0phgh´1q “ ζ0pgq si h P H, et donc

Indpζqpgq “
1

|H|

n
ÿ

i“1

ÿ

xPtiH

ζ0
px´1gxq

“
1

|H|

n
ÿ

i“1

ÿ

hPH

ζ0
pptihq

´1gptihqq

“
1

|H|

n
ÿ

i“1

ÿ

hPH

ζ0
pt´1
i gtiq

“

n
ÿ

i“1

ζ0
pt´1
i gtiq

“
ÿ

iPt1,...,nu

t´1
i gtiPH

ζpt´1
i gtiq.

Remarques 164. Soit g P G ; on note par σg : Sn Ñ Sn la permutation définie par

gtiH “ tσgpiqH. On fixe i, et on écrit gti “ tjh. Donc,

gptiδwq “ tjδhw.

Puis, on note que

gδwpxq “

#

0, x R gH,

x´1gpvq x P gH.

Exercice 165. On suppose que % : H Ñ GLr est injective. Montrer que Indp%q : G Ñ

GLnr est aussi injective.
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Cours 12
(3 avril 2020).

G est fini ; toutes les reps sont complexes et de dimension finie. On désigne par ClG

l’ensemble des classes de conjugaison de G. On souhaite montrer :

Théorème 166. Soit S une rep simple de G. Alors dimS divise |G|.

Notre preuve aura besoin du concepte de entier algébrique. Voici une brève digression.

Digression sur les entiers algébriques.

Un θ P C est dit un nombre algébrique s’il est solution d’un équation polynomiale

θn ` an´1θ
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a0 “ 0 où aj P Q. Le complexe θ est dit un entier algébrique s’il

est solution d’une équation polynomiale comme avant où, de plus, chaque aj est entier.

L’ensemble des nombres algébriques est normalement noté Q. Celui des entiers algébriques

est noté Z.

Exemple 167. Chaque rationnel est un nombre algébrique. Chaque entier est un entier

algébrique. Les racines
?

2,
?

3, etc sont des entiers algébriques. Les racines de l’unité

ζ “ e2πik{n sont toutes des entiers algébriques car ζn´ 1 “ 0. En particulier, pour chaque

représentation ρ : G Ñ GLnpCq de G et chaque g P G, les valeurs propres de ρpgq sont

des entiers algébriques.

Donner des exemples de nombres complexes qui ne sont pas des nombres algébriques

est assez difficile (π en est un). De l’autre côté, il est très simple de donner des exemples

de complexes qui ne sont pas des entiers algébriques.

Lemme 168. Soit θ P QX Z. Alors θ est un nombre entier.

Démonstration. On suppose que θ n’est pas entier : θ “ r{s avec s ą 1 et pgcdpr, sq “ 1.

Si θn `
řn´1
i“1 aiθ

i “ 0, on a
řn´1
i“0 air

isn´i “ ´rn. Soit p un diviseur premier de s. Le fait

que n´ i ě 1 pour chaque i P t0, . . . , n´ 1u prouve que p |
řn´1
i“0 air

isn´i ñ p | rn, ce qui

est impossible.

Une autre propriété remarquable des entiers algébriques est la suivante :

Théorème 169. Soient α et β des entiers algébriques. Alors α` β et αβ sont aussi des

entiers algébriques.

La preuve de ce résultat qui consiste à trouver une équation algébrique pour α ` β

(ou αβ) à partir des équations algébriques de α et β n’est pas évidente. Mais en faisant

un peu plus de théorie, on est vite amené à un concept qui permet de gagner du terrain.

Dans la suite, pour θ P C donné, on écrit Zrθs “ tP pθq : P P ZrXsu. Il s’agit clairement

d’un sous-anneau de C.
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Théorème 170. Soit θ P C. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1) θ est entier algébrique.

2) Le groupe abélien Zrθs possède un nombre fini de générateurs.

3) Il existe un sous-groupe A Ă C ayant un nombre fini de générateurs tel que θ ¨A Ă A.

Démonstration. 1q ñ 2q. Par définition, il existe des entiers ai tels que θn “ an´1θ
n´1 `

¨ ¨ ¨ ` a0. Il suit que Zrθs “ Z ¨ 1` ¨ ¨ ¨ ` Z ¨ θn´1.

2q ñ 3q. On prendra A “ Zrθs.

3q ñ 1q. Soient α1, . . . , αn des générateurs de A. On déduit que

θα1 “ a11α1 ` a12α2 ` ¨ ¨ ¨ ` a1nαn
... “

...

θαn “ an1α1 ` an2α2 ` ¨ ¨ ¨ ` annαn,

avec aij P Z. Ceci s’écrit comme

paijq ¨

¨

˚

˝

α1

...

αn

˛

‹

‚

“ θ

¨

˚

˝

α1

...

αn

˛

‹

‚

;

d’où θ est une valeur propre de la matrice paijq. Il suit que P pXq “ detpX´aijq “ Xn`¨ ¨ ¨

s’annule en X “ θ.

Preuve du Théorème 169. D’après le Théorème 170, il existe A etB des sous-groupes de C

qui sont engendrés chacun par un nombre fini d’éléments, et tels que α¨A Ă A et β ¨B Ă B.

Soit AB “
Ť

sta1b1 ` ¨ ¨ ¨ ` asbs ai P A, bi P Bu. Si tαiu engendre A et tβju engendre

B, alors tαiβju engendre AB. Donc AB est engendré par un nombre fini d’éléments.

Clairement, si a P A et b P B, alors α ¨ pabq “ pαaq ¨ b P AB et βpabq “ apβbq P AB.

Donc, αβpABq Ă αpABq Ă AB et pα` βqpABq Ă AB. On conclut à l’aide du Théorème

170.

Exemple 171. Soient α “
?

2 et β “
?

3. On écrit A “ Z` Zα et B “ Z` Zβ. Il suit

que α ¨ A Ă A et β ¨ B Ă B. Soit AB “ Z ` Zα ` Zβ ` Zγ, où on a posé γ “ αβ. On

considère ε “ 1` α ` β. Donc

ε ¨ 1 “ 1` α ` β ` 0γ,

ε ¨ α “ 2` α ` 0β ` γ

ε ¨ β “ 3` 0α ` β ` γ

ε ¨ γ “ 0 ¨ 1` 3α ` 2β ` γ,
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et ε est valeur propre de la matrice

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 1 0

2 1 0 1

3 0 1 1

0 3 2 1

˛

‹

‹

‹

‚

,

et on voit que son poly caractéristique s’annule en ε, c’est-à-dire, ε4´4ε3´4ε2`16ε´8 “ 0.

Les caractères comme entiers algébriques

Dans la suite, on fixe une représentation simple S de caractère χ. L’idée fondamen-

tale derrière la preuve du Théorème 166 est la famille de nombres complexes tλCuCPClG

construite dans la suite.

Pour chaque C P ClG, soit δC : GÑ C la fonction centrale définie par

δCpgq “

#

1, si g P C,

0, si g R C.

On sait, d’après la Proposition 146 que

ÿ

gPC

gS : S ÝÑ S

est un endomorphisme G-équivariant (il s’agit de |G| ¨MS
δC

) et donc

ÿ

gPC

gS “ λC idS

où λC est un nombre complexe. En fait, prenant la trace :

λC ¨ dimS “ TrpλC idSq

“
ÿ

gPC

TrpgSq

“ |C|χpCq

En particulier, λC ¨ χpCq “
|C|

dimS
et donc

Proposition 172. On a
ÿ

CPClG

λC ¨ χpCq “
|G|

dimS
.
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La preuve tu Théorème 166 viendra ainsi en démontrant que
ÿ

CPClG

λC ¨ χpCq est un

nombre entier. Ceci sera obtenu en montrant que λC est un entier algébrique.

Si B P ClG alors l’ensemble

CB :“ tcb : c P C, b P Bu

est stable par conjugaison (vérifiez !) et on obtient

CB “
ğ

APClG
AĂCB

A.

Soit

m : C ˆB ÝÑ CB, pc, bq ÞÑ cb

la multiplication.

Lemme 173. Si A P ClG et A Ă CB, alors pour n’importe quel deux éléments a, a1 P A,

on a

#m´1
paq “ #m´1

pa1q.

Démonstration. On écrit x ÞÑ gx pour la conjugaison par g : il s’agit d’un morphisme de

groupes. Donc, si a1 “ ga alors

g
p´q : m´1

paq ÝÑ m´1
pa1q

est une bijection.

Ceci étant, on écrira

mApC,Bq

pour le cardinal de m´1paq Ă C ˆB pour n’importe quel a P A.

Lemme 174. La multiplication par le nombre complexe λC préserve le sous-groupe abélien
ÿ

APClG

ZλA. Plus précisément,

λC ¨ λB “
ÿ

APClG
AĂCB

mApC,Bq ¨ λA.
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Démonstration. On a

λCλB idS “
ÿ

cPC

cS
ÿ

bPB

bS

“
ÿ

pc,bqPCˆB

pcbqS

“
ÿ

APClG
AĂCB

ÿ

pc,bqPm´1pAq

pcbqS

“
ÿ

APClG
AĂCB

ÿ

aPA

ÿ

pc,bqPm´1paq

pcbqS

“
ÿ

APClG
AĂCB

ÿ

aPA

#m´1
paq ¨ aS

“
ÿ

APClG
AĂCB

mApC,BqλA idS.

Via le Théorème 170, on déduit :

Corollaire 175. Pour C P ClG, le nombre λC est un entier algébrique.

Preuve du Théorème 166. Pour chaque g P G, les valeurs propres de gS sont des racines

de l’unité et par conséquent χpCq P Z. Donc,
ÿ

C

λC ¨ χpCq P Z. Mais on a vu que

ÿ

C

λC ¨ χpCq “
|G|

dimS
est rationnel. Par le Lemme 168,

|G|

dimS
est entier.
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