L’objectif des notes suivantes est de donner une idée de I'évolution du cours de Master
1 Groupes finis et leurs représentations délivré a la Sorbonne Université et d’expliquer

quelques compléments ; elles seront publiées sur
https://webusers.imj-prg.fr/~ joao-pedro.dos-santos/Enseignement.html

apres chaque cours. Ces notes ne se substituent pas a la présence (virtuelle méme. .. ),
ou les idées essentielles seront présentées. Pour les preuves et énoncés détaillés, le lecteur

devra consulter la référence [Dat] ou [Malliavin].

Programme approximatif

1) Conventions, notations, préréquis et exemples de base (les groupes cycliques Z/n,
diédral P, symétriques .7, linéaires GL,). Action d'un groupe sur un ensemble.

Actions qui préservent une structure. Stabilisateur, orbite, formule de classes.
2) Produit semi-direct.

3) Le groupe GL, (K). Le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures B (ou “le”
Borel). Décomposition B = U xT'. Espaces projectifs et drapeaux. Matrices de permu-
tation, transvections et sous-groupes de racines, décomposition de Bruhat. Propriétés
basiques des groupes GL,(F,), SL,,(F,) et PSL,(F,).

4) p-groupes. Théorémes de Sylow et ses applications.

5) Groupes nilpotents. Série centrale ascendante. Exemple : U,,. Théoréeme de Burnside-

Wielandt.

6) Représentations linéaires. Représentations de permutation. Sous-représentations, quo-
tients, noyau, représentations simples et semi-simples. Représentations de dim 1. Exemples

8% 3, @87 Z/ n.
7) Le produit tensoriel. La rep. V ® W. Exemples et calculs.

8) La “moyenne” et théoréme de Maschke. Caractéres. Formule “basique” dim V¢ =

(1, x) et théoreme d’orthogonalité.
9) Les égalités
| {classes conjugaison} | = |Irr(G)|

et
Gl = > dim(V)%.

Velrr(G)
10) Table de caracteres : plusieurs exemples.

11) Theme avancé variable.



Cours 1
(15 Janvier 2021).

1 Théorie de groupes : prérequis

Notation pour le cours. G est toujours un groupe!
Définition 1. Les définitions suivantes doivent étre connues. (Elles ont été rappelées en
cours.)
1) L’ordre d’un élément g. Notation : ord(g).
2
3

) H < G est sous-groupe. Notation : H < G.
)

4) f: G — G est un morphisme ou un isomorphisme.
)
)

H < G est sous-groupe distingué : notation H < G.

5

6) Si g € G, on note (g) le sous-group {g" : n € Z}. Il est le sous-groupe engendré par

(
(
(
(
(5) Ker f et Im f pour un morphisme f.

(

g.

Les résultats suivants doivent étre connus.

Théoréme 2 (Théoreme de Lagrange.). Soit G groupe fini. H < G. Alors |H| divise |G|.
Proposition 3 (Sur lordre). Soit g € G.

1) Siord(g) = m, alors {g) est sous-groupe d’ordre m.

2) Sig" = e, alors m divise n.

3) Siord(g) = m, alors ord(g") = i

pged(m,n)’
Théoréme 4 (Sous-groupe quotient). Soit H<G. On introduit sur G la relation d’équivalence

g=¢g mod H < g 'g € H et on note G/H I’ensemble quotient. Alors la loi

G/H x G/H — G/H, gH - ¢H — gg'H
est bien définie et induit sur G/H une structure de groupe. En plus, la projection G —
G/H naturelle est un morphisme surjectif.

Théoréme 5 (Théoreme du noyau et de l'image). Soit f : G — G’ morphisme. Alors
Ker f <G et G/Ker(f) ~ Im(f).

Exemple 6. Soit S! le cercle dans C* ; il est un sous-groupe. Soit f : R — S! le morphisme
de groupes définit par x — cos(2mz) + isin(27z). Alors R/Z est isomorphe a S' car
Ker f =7 et f est surjectif.

Exemple 7. Soit u, = {( € C* : (" = 1}. Alors f : Z — p,, définie par k — e2imk/n ogt

un morphisme surjectif de noyau nZ. Par conséquent, Z/n ~ p,.
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2 Exemples fondamentaux

Les exemples suivants doivent étre connus.

Exemple 8. Les groupes Z/n avec I'addition modulaire. Le groups p,, = {z € C : 2" = 1}

avec la multiplication de nombres complexes. On a p, ~ Z/n.

Exemple 9. Le groupe ., des bijections {1,...,n} — {1,...,n} avec la loi de composi-
tion o o7 : k — o(7(k)). Révision : Propriétés basiques de .7,. (Détailles dans 1.2.4 de
[Dai].)

Exemple 10 (Les groupes linéaires généraux). Si KK est un corps, alors GL,(K) est un
groupe avec la multiplication de matrices. Let groupes GL,(IF,) sont une importante

source d’exemples.

Exemple 11 (Les groupes diédraux). Soit n € IN\0. On pose
27 s 27
cos &L —sin ¢
R = . 2n 2 "l
sin <% cos =¢

2
c’est la rotation d'un angle 2T centrée I'origine. Soit S la refléxion sur 'axe des =,
n
ie. S(z,y) = (z,—y). Alors {I,R,...,R" '} U{S, RS, ..., R"" 1S} est un sous-groupe de
GL3(R), le groupe diédral #%,,. (Voir I'exercice [12}) On note que chaque élément de %,
est écrit comme R'S® ot i € {0,...,n — 1} et € € {0, 1}.
Exercice 12. Soit R et S comme dans I"Exemple |11}

1) Montrer que pour chaque k € Z, on a SR¥S = R~*. En déduire que {I, R,..., R" '} U
{S,RS,..., R""1S} est stable par composition.

2) Montrer que (R*S)? = I pour chaque k € Z. En déduire que {I,R,...,R" '} u
{S,RS,..., R""15} est un sous-groupe de GLy(R).

3) Quel est le cardinal de %, 7
4) Montrer que (R) ~ Z/n et que (R) <1 Z,,,. Ensuite, montrer que %y, /{R) ~ 7./2.

Remarques 13. Attention : dans [Dat], %, est noté D,,.

3 Actions

Définition 14. Soit X ensemble. Action (a gauche!) de G sur X est une fonction :

GxX— X, (g,x) —> g=x



telle que
exx=ux, et (gh)rxz=g=(hxx).

La donnée dune action de G sur X sera notée par G O X et z sera appelé un G-ensemble.
SiGO X et GOY, alors une fonction f: X — Y telle que f(g=*z) = g+ f(x) est dite

équivariante.

Exercice 15 (Simple mais important). G O X. Alors T : G — Bij(X), définie par T, =
g * x est un morphisme de groupes. Réciproquement, si T': G — Bij(X) est morphisme,

alors g = x := T'(g)(z) est action.

Remarques 16 (Vocabulaire). Souvent on dit que T, (z) = ¢ * = est la translation associée
ag.
Exemple 17. Le groupe S, agit de fagon évidente sur 'ensemble {1,...,n}. Le groupe

GL,(K) agit de fagon évidente sur K". Le groupe dihédral %, agit sur I'ensemble de

racines n-e¢mes de 'unité {1,...,¢" '}, on ¢ = ¥/,

Exemple 18. Soit H < G. On introduit sur G/H l'action g+ (zH) = (gx)H ; elle s’appelle

I’action naturelle par translation.
Souvent 'action doit préserver une autre structure de X.

Définition 19. Soit I' un groupe et G x I' — I' une action. On dit que G agit par
homomorphismes si g = (vv') = (g =)(g *+') pour tout g € G et ,~" € I'. Dit autrement,
T, est toujours un morphisme de groupes. Dit autrement, 7' : G — Bij(X) prend ses

valeurs dans le sous-groupe des isomorphismes de groupes.

Exemple 20. G agit sur lui méme par g * x = gx. Cette action n’est pas une action par
morphismes si |G| > 1 : en effet, si g= (xy) = g=x - g=y, alors gry = grgy et donc z = xg
et g = e. Par contre, si on donne a K™ la structure évidente de groupe, alors GL, (K) agit

sur IK™ par morphismes.

Exercice 21. L’action de %, sur les racines de l'unité pu,, est-elle une action par mor-

phismes de groupe ?

Une autre source importante de structures algébriques préservés par une action est la

suivante :

Définition 22. Soit X un espace vectoriel sur corps K et G x X — X une action. On

dit que cette action est linéaire si T, est toujours une application linéaire.

Exemple 23. Le groupe dihédral %, agit linéairement sur R?. En effet, %, est un
sous-groupe de GLy(R).



Définition 24. G O X. Soit x € X. Le stabilisateur de x € X est G, = {9 € G : gx = x}.
(Parfois on écrira Stab,, ou St, si la notation G, s’avere encombrante.)

L’orbite est le sous-ensemble O(x) = {gz : g € G}. 1l est clair que G, est un sous-
groupe et que O(x) est stable par G (vérifiez!).

Un z € X est point fixe si gr = x pour tout g € G ; I'ensemble des points fixes est noté
X€,

On dit que P'action est transitive si pour un certain € X on a X = O(x). Dans ce
cas, X est appelé aussi un espace homogéne, ou un G-ensemble conneze.

On dit que laction est libre si pour tout z € X on a G, = {e}.

Un espace homogéne principal, aussi appelé un torseur, est un espace homogene dont

I’action est libre.
Voici quelques illustrations de la définition [24]

Exemple 25. Soit X l'ensemble de racines primitives n-émes de 1'unité. Le groupe (Z/n)*
agit sur X par k * z = z¥. (Le lecteur devra vérifier que cela définit bien une action.) Il

n’est pas difficile de voir que cette action est libre et transitive.

Exemple 26. GLy(K) O K? de fagon standard. Alors O(e;) = K*\{0} et O(0) = {0}.

L’action est transitive sur IK?\{0}. On note que le stabilisateur de e; est le groupe des

10
(), o

matrices inversibles de la forme



Cours 2
(22 Janvier 2021).

Lemme 27. GO X. Soit v € X.
1) La fonction ¢, : gG, — gx est bien définie et induit une bijection G/G, — O(x).
2) On laisse G agir sur G/G, par translations & gauche (voir Ezemple[18), et sur O(x)

de facon naturelle. Alors la bijection ¢, est G—équivariante.

3) Les stabilisateurs dans une méme orbite sont conjugués : Gy, = gGrg ™"

Démonstration. Evidente, mais on I’a fait pour aider a retenir les définitions.

1. Soit gG, = ¢'G,. Alors ¢’ = gsou s € G,. Donc, ¢ *x = g= (s*x) = g=x. Alors la
fonction est bien définie. Elle est surjective par définition d’orbite. Elle est injective car
0:(9G:) = pu(dGy) == gra=gs1 —= g g eG, = ¢G, =G,

2. @u(h - (9Ge)) = 0a(hgG.) = hg * v = h = (¢.(9))-
3. Pour le lecteur. O

Corollaire 28. Soit X un espace homogéene, c’est-a-dire, X n’a qu’une seule orbite. Alors

il existe une bijection G-équivariante ¢ : G/H — X.
Démonstration. On choisit z € X et on applique le Lemme O

Corollaire 29 (Formules de classe). G et X finis. G O X.

1. Pour chaque x € X, on a

0(2)| =[G : G.].

2. Soit O(z1),...,0(x,) les orbites distinctes. Alors

x| = Z|o z:)| =

i MQ

Démonstration. 1. La fonction gG, — gz induit une bijection entre G/G, et O(x). Donc
|G/G,| = |O(z)]. Or, |G/G,| n’est rien d’autre que [G : G,].

2. L’ensemble X est réunion disjointe des orbites O(z;). Donc | X| est Y |O(z;)|. Chaque
O(z;) possede |G : G,,] = |G/G,,

éléments. O]

Exemple 30. Soit K un corps et P I'ensemble des droites vectorielles de KK?. Le groupe
GLy(K) agit transitivement sur P. Puis, le stabilisateur de la droite KKé) est le sous-groupe

des matrices triangulaires supérieures

(s e
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et obtient une bijection GLy/B — P en utilisant le Lemme [27]
Le cas ou K = Iy est particulierement intéressant. On a P = {[Fyeq, Faea, Fa(eg + e5)}
et on arrive & un homomorphisme p : G — Bij(P) ~ .%5. Clairement, p est injectif car

chaque droite n’a que deux éléments. Puis p est surjectif car son image est un sous-groupe

11 10
de .3 contenant au moins quatre éléments, a savoir, les images de id, (O 1) , (1 1)

01
et .

Exemple 31. Soit p un premier et G d’ordre p™. On note Z son centre. On laisse G agir
sur G par conjugaison : g =z = grg~ . On note Cl(z) l'orbite de z € G'; c’est la classe de
conjugaison de z. Si |G|/|G.| > 1, alors |G|/|G,| =0 mod p. Si |G|/|G,| = 1, il suit que

Cl(z) = {z} et donc x € Z. La formule de classes implique :
|G| =1|Z| mod p.

Par conséquent, |Z| =0 mod p; en particulier |Z| £ 1.
De facon plus générale, soit GG encore un groupe d’ordre p et X un G-ensemble fini. Si
|O(z)| > 1, alors |O(z)] =0 mod p et on déduit que

|X| =|X% mod p.

Ceci fournit un critere tres simple pour l'existence de points fixes.

4 Les produits semi-directs

Les produits semi-directs sont une facon de réduire ’étude d’un groupe a I’étude d’un

couple de sous-groupes.

Exemple 32. Soit A le groupe des transformations affines de R — R, c’est-a-dire, les
fonctions ayant la forme z — A-x +a, ot A € R* et a € R. Si f(z) = A-2 +a et
g(x) = p-x + b, alors

gf(x) = A -z + pa +b.

Parmi les transformations affines, les translations t, : * — x + a et les dilatations dy :
x +— A -z sont plus maniables. En fait, 7" = {translations} et D = {dilatations} sont des
sous-groupes de A et tout f € A s’écrit comme ¢,0,. (Ona T ~ R et D ~ R*) Par contre,
(t60,) © (ta0x) + (taty) © (6,0x) ! La bonne formule vient du fait que 7"< A parce que

-1
Sutaby = tha




et

(tbéu) @) (taé,\) = tb o) 5,uta6;1 @) 5M5)\
= 15l a0,0x.

Définition 33. Soit G’ un groupe, K et () des sous-groupes avec K <1G. On dit que G est
le produit semi-direct de K et ) si Chaque élément de G s’écrit de facon unique comme
produit k- ¢, ot k€ K et ke K. On écrit[] G = K x Q.

Lemme 34. Soit G un groupe, K et () des sous-groupes avec K < G. Alors :

1. L’ensemble KQ = {kq : k€ K, g€ Q} est un sous-groupe de G.

2.0naG=KxQ < KnQ = {e} et chaque g s’écrit comme kq, avec k € K et
q€Q.
3. Si G est fini, alors G = K x Q si et seulement si K nQ = {e} et |[K|-|Q| =|G]|.

Démonstration. 1) 11 suffit de noter que

kak'q = kak'q " aq' et (kq)™ =q 'k 'qq
_;;(_ eK

2) “=” Soit g € K n @Q; on Iécrit comme kq o k € K et ¢ € Q. Or, g = g - e avec
ge Ketee @ Doncg=ce Deméme, g =c-gavecee K et ge (@, et donc k = e.
Ceci donne g = e. Réciproquement, on suppose que K nQ = e. Soit kq = k'q’. 1l suit que
k' =q¢lqe KnQ.Donc qg=¢q et k=FK.

3) On doit montrer que chaque élément de G s’écrit comme produit kg. Or, mais la
fonction K x Q — G (k,q) — kq est injective parce que kiq; = koqo implique ky 'k =
q2q1_1, d’ou k1 = ko et ¢1 = qo. O

Exemple 35. Soit %, le groupe diédral (Exemple . Clairement {(R) <t Py, €t Dy, =
(R) - {S). Puis, comme (R) n {S) = e, on voit que %y, = (R) x {S).

Exemple 36. Soit g € GLy(C) et d tel que §? = det g. Alors

[0

il suit que GLy(C) = SLo(C) - Z, ot Z sont les matrices diagonales. Par contre, GLy n’est
pas un produit semi-direct de SLy(C) et Z parce que SLy(C) nZ & e. Pouvez-vous trouver
Q < GLy(C) tel que GLy(C) = SLy(C) x Q7

1. Dans les textes plus anciens, on trouve la notation G = K - ) ; quoique imprécise, cette notation

donne la bonne idée derriere le produit semi-direct.



Soit G = K x . Pour chaque ¢ € ), on note ¢, : G — G la conjugaison par ¢. On a

cq(gh) = cq(g)cg(h) et oy = cqocq.

En particulier, Q) agit sur K par des morphisms de groupe et la composition dans G s’écrit
a l'aide de cette action comme dans ’exemple, a savoir :

kak'q = kqk'q~"qq’

= key(K)qq'.
Ceci donne lieu au théoreme suivant.

Théoreme 37. Soit K et () des groupes. On se donne une action de ¢ : Q — Aut(K).
(C’est-a-dire, Q agit par morphisme de groupes.)
1. En munissant K x () de la lot

(k.q) o (K',q") = (k- co(K'), qq")
on obtient un groupe, noté K x. Q. Lidentité de K x.Q est (e,e) et (k,q)™t =
(e (K1), q71).
2. Soit ke K et qe Q. Alors
(k.e)o(e,q) = (k,q) et (e,q)e(k.e)e(e,q)™" = (cqlk),e)
3. Soit K = K x {e} et Q = {e} x Q. Alors K et Q sont des sous-groupes de K x.Q et
les fonctions
i : K — K, k— (ke)
iQ:Q—)Qa Q'—>(67Q)
sont des isomomorphismes.
4. Le sous-groupe K est distingué et K x. Q est produit semi-direct de K et Q.
5. La projection m : K x.Q — @Q est un morphisme de groupes surjectif et K x {e} est
son noyau.

Démonstration. 1 a été faite en cours. Les autres sont des exercices faciles. O

Exemple 38. Soit Z, le groupe dihédral (voir Exemple [L1)). Soit K = (R) le sous-
groupe engendré par la rotation et @ = {S) le sous-groupe engendré par la réflexion
S. Alors Dy, = Z/n x Z/2 ou Z/2 — Aut(Z/n) est déterminé par I’automorphisme
c:Z/n— Z/n, c(k) = —k. En effet,
SRS™' = SRS
=R
De plus, on peut méme construire un diédral infini : P, = Z x Z/2 ou Z./2 agit sur
Z via k — —k.



Cours 3
(05 février 2021).

5 Quelques groupes de matrices

On fixe un corps KK et on écrit GL,, au lieu de GL,,(K). On étudie quelques actions et

sous-groupes fondamentaux de GL,,.
Définition 39. 1. On note P"~! I'ensemble des droites de IK™ qui passent par I'origine :
c’est I'espace projectif. On note que GL,(IK) (9 P"~! de fagon naturelle g =+ D = g(D).

2. On note Gry,,—; 'ensemble de k-plans de K™ qui passent par l'origine. C’est la grass-

mannienne des k-plans. On note que GL,(K) O Gry,—1.

3. Un drapeau dans K™ est une famille de sous-espaces vectoriels 0 = Fy < --- < F,,,
ou les inclusions sont strictes. Un drapeau est complet si dim F; = ¢. L’ensemble des

drapeaux complets est noté Drap. On note que GL, (K) O Drap.

Exemple 40. Soit Cj, = vect(éy,...,é;) si k > 0et Cyp = {0}. Alors C =Cyc --- < C,

est un drapeau; qu’on appelera le drapeau complet canonique.

Définition 41. On note B, = {(b;;) € GL, : bj; =0sii> j}. C'est 'ensemble des

matrices triangulaires supérieures.
Dans la suite on fixe n et on écrit B au lieu de B,,.

Lemme 42. Soit C' le drapeau canonique de IK™. Alors B est le stabilisateur de C pour

laction naturelle de GL,, sur Drap. En particulier, B est un sous-groupe.

Démonstration. On montre B < St(C). Soit b = (b;;) € B. Alors

152 € Cj.

b@j = Zn: bUé;
Zjl
- 2 by;
i=1

Par conséquent, b(C;) < C; et comme la dimension est la méme, b(C;) = C;.
On montre St(C) < B. Soit s € St(C). Alors se; = >, s;;€; appartient a C;. Donc,
Sij = 0sii> j ]
On écrit
t



Comme avant, on fixe n et on écrit T" et U a la place de T}, et U,.

Un calcul simple montre que la fonctionﬂ

bi = *
p:B—T, x| — diag(big, .., bn)
bnn

est un morphisme entre B et T'. Son noyau est U, d’ou U < B.
Proposition 43. Le groupe B est le produit semi-direct entre U et T

Démonstration. On doit montrer que chaque b = (b;;) s’écrit de facon unique comme
produit ut, ou u € U et t € T et pour cela on fait appel a p : B — T décrite avant. Si
be B, alors u := b(p(b)) ™! est tel que p(u) = p(b)p(b)~*, et donc u € U. Puis, b = b p(b).
Pour montrer que la décomposition est unique, on note que U n'T" = 1. O

Exercice 44. Montrer que Uy ~ (K, +) et que Tp ~ K* x IK*. Calculer explicitement

l'action de T5 sur U,. Est-elle linéaire ?
On étudie maintenant quelques sous-groupes importants de GL,,.

Définition 45. Pour chaque couple i, j € {1,...,n} 1 <1i < j < n, on note E;; la matrice

(Eij)re = { 1, si(i,7) = (k. 0),

0, autrement.
Sii# j, on écrit X;;(A\) = 1 + AE;;; il s’agit d'une transvectionﬂ
On note que Ejj(€;) = 0si k + j et E;j(€;) = €.

Lemme 46. Soit i,j,k et ¢ des entiers de {1,...,n}. Alors

B E., — EM) SZ] = k7
Ei 0, autrement.

Démonstration. On admet que j + k. Donc, E;;Ey(€;) = E;j(er) = 0. Puis, Ege(€)) =0
si A #+ (. Ensuite, E;;Ej(€r) = e; et EjjEj(€\) =0si A + L. O

Corollaire 47. Pour chaque i + j, X;; : K — GL,(K) est un morphisme.

Démonstration. Facile étant donnée F;;E;; = 0 car @ + j. O

2. Sie¢p,...,cq € K, on note diag(cy, ..., ¢,) la matrice qui a des zéros partout, sauf sur la diagonale,
et Ventrée (i,7) est ¢;.
3. Cette application linéaire laisse inchangé chaque vecteur de vect(€i,...,€;_1,€;41,...,€n) €t si

U = Y Uk€), alors X;;(A\)T = ¥+ Av;€; est une translation de ¥ dans la direction de €;.
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Définition 48. Les sous-groupes X;;(IK) seront appelés les sous-groupes de racinesﬁ

Tous ceux ayant fait un cours d’algebre linéaire élémentaire ont rencontré les groupes
X;;(K) en faisant échelonnant des matrices. Dans la suite, on écrit .Z; pour la i-eme ligne,

et ¢ pour la j-eme colonne.

Lemme 49. Soit M € M,,(K). Alors

(M Xi;(\)) = {

De méme,
Le(Xii(A) - M) = {
Dit autrement,

multiplication a droite

= € —C + )\
par X;;(N) J J

multiplication a gauche

- L L+ \Y
par X,LJ(A) I I

Démonstration. La preuve est tres simple, mais on la fera pour retenir les notations. Soit
My, = M(é) la k-eme colonne de M. La j-eéme colonne de M X;;(\) est

MXii(X) - € = M(€j + Aéy)
= M; + AM;
— G (M) + NG (M).
Puis, si k % 7, alors
MX;;(N)ey = M.

Pour la deuxieme affirmation, on fait appel a la transposée. Clairement, X;;(\)! =

Zi(Xiy(N) - M) = G(M' X;(N)
— (M) + % (M)
— Z(M) + L (M),

4. Cette terminologie n’est pas courante en Frangais, ou on dit plutot “groupe vectoriel associé a la

racine.”
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Puis, si k # ¢, alors

]

Corollaire 50. Soit A £ 0. Si A € GL,, commute avec chaque X;;(\) pour i + j, alors A
est un multiples de l’identité.

Démonstration. Soit ¢ + 7. On sait que
Zi(Xij(MA) = Z(A) + X Zi(A) et G(AX;(N) = Gi(A).

DOI]C, (Xz()\)A)“ = Q; + )\CLJ'Z' et (AXZJ(A))” = ;- Puisque A :i: 0, il suit que aj;; = 0.
Comme 7 et j sont arbitraires, A est diagonale. Ensuite, comme

LUXGNA) = LA +X-Z(A) et GAX,(N) = G(A) + NG (A),

on déduit que (X;;(A)A);; = ai;+ Aaj; tandis que (AX;(N))ij = a;;+ Aay;. Par conséquent,

Qi = Ajj- ]
Pour énoncer le Corollaire suivant, on se rappelle que pu,(K) = {ce K* : ¢* = 1}.
Corollaire 51. Le centre de GL,, respectivement SL,,, est IK*- I, respectivement pu,,(IK) - 1.

Démonstration. Soit X € Z(GL,,). Alors X commute avec X;;(1) pour tout ¢ + j et donc
X est un multiple de I'identité.

Si X e SL,, commute avec tout élément de SL,,, alors X commute avec chaque X;;(1) €
SL,. De ce fait, X est aussi un multiple de l'identité. Comme det(cI) = ¢", on voit que
CE [hy. [

On montre maintenant comment re-construire U a partir des groupes X o(K), X;5(K),

etc. Comme la notation devient légerement compliqué, on commence avec

1 a 0O b
Exemple 52. On écrit X(a) = |0 1 0|, Y(b) = 0]et Z(c) =
0 0 1 1

o O
o = O
o O
o = O
_ o O

Alors

= O =

0
En particulier, le groupe U est engendré par X (K), Y(K) et Z(K).

12



La généralisation est maintenant simple.
Lemme 53. (a) Soit i € {1,...,n— 1} fizé. Alors pour tout w; i1, ..., ui, de K, on a

I+ up B+ -+ uinEin = Xin(Win) -+ Xiio1 (Wiign) -
. >

v
n—i

(Le lecteur devra écrire cette derniére équation en terme de matrices!)
(b) Soit u = (u;5) € U. On pose pour chaque i € {1,...,n — 1},
U; = Xm(um) e 'Xi,i+1(ui,i+1)-

Alors

U= Up_1" " Uj.

En particulier, la fonction
]Kn(n—l)/2 N

(uij) — n—1,n(un—1,n) o 'X12(U12) o 'Xln(uln)

est bijective et U est engendré par les sous-groupes {X;;(K)};<;.
Démonstration. (a) On montre par récurrence sur k € {i + 1,...,n} que
I+ B+ +uinEi gy = Xig(wir) - Xiie1 (Wiig1)-
Le cas k =i + 1 n’étant que la définition de X, , on suppose que
I+ vuiiBiir + - i1 B = Xig—1(Wip—1) - Xiig1 (Wiig1)-
Donc, en utilisant que Ey, - F; ; = 0 parce que k > i, on a

X (wie) {Xi g1 (Wig—1) -+ Xiiw1(Wiisn)} = (L +uEBir) - {1 + i1 Eijyr + -+ + U B g1 }
=T+ Ui B+ U B+
+ uzkEzk

(b) La preuve est similaire a la preuve de (a). O

—_ =

1
Exemple 54. Le groupe U;(IFy) a cardinal 8 et R = | 0 est un élément d’ordre
0 1
4 :en effet, R? = X3(1) et X3(1)? = X13(2) = I (puisque 2 = 0 en [Fy). Soit S = X;5(1),
qui est d’ordre 2 et n’appartient pas a (R) (justifier!). De ce fait, (R) n (S) = I. Comme
(R) est d’indice 2, il est distingué et on déduit que Us(IFy) = (R) x (S). Un calcul simple

montre que SRS = R3, d’ot U3(Fy) ~ %s.

e R S
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Cours 4
(12 février 2021).

6 La décomposition de Bruhat de GL,

Définition 55. Soit 0 € .,. On définit w, : K" — K" par w,(€;) = €,(;). Une transfor-

mation linéaire de la forme w, est dite une matrice de permutation.

01
Exemple 56. Soit n = 2. Alors .5 = {e, (12)} et w est déterminée par w9 = (1 O)'

Lemme 57. La fonction w : ., — GL,(K) définit un morphisme injectif de groupes.
Démonstration. On a

Wr - Wo(€7) = wr (€ ()
= ero(s)
= wTU(gj)’

ce qui prouve étre w un morphisme. Puis, si w, est I'identité, on voit que w,(€;) = €; et

donc €,; = €;; ceci implique que 0j = 7, et 0 = id. ]

Définition 58. Le sous-groupe W := w(.%,) < GL,(K) est le groupe de Weyl (de
GLA(K)).

Théoreme 59. Pour w e W, on note BwB le sous-ensemble des matrices ayant la forme

biwby, avec by et by dans B. Alors on a la décomposition de BruhatE]

GL,(K) = | | BwB.
weW
La preuve de [’existence de la décomposition de Bruhat fait intervenir I'action de
GL,(K) sur les drapeaux. On commence par comprendre quelle est la relation entre les

drapeaux et les bases ordonnées.

Définition 60. Soit F' = {0 = F, — --- < F,} un drapeau complet. Une base ordonnée
f = [ﬁ,,ﬁ] est adaptée a F si f; € Fj pour chaque j. Soit f € GL,(K) et soit
f; = f- €. On dira que f est adaptée a F si [f:, . ,f:L] est adaptée a F.

Lemme 61. Soient F' un drapeau complet et f € GL,(K). On désigne par f la base
ordonnée [ﬁ,...,ﬁ], ol ﬁ = fe;.

5. Le symbole | | signifie “réunion disjointe.”
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1) La base f est adaptée a F < f; € F,\F;_1 pour chaque j = 1,...,n.
2) La matrice [ est adaptée a F < fC = F. (Ici, C est le drapeau canonique.)

Démonstration. 1) (=) Par définition f; € Fj. Si f; € F;_1, alors {f1,..., f;} est contenu
dans F;_;, qui a dimension j — 1 et {f1,..., f;} ne peut pas étre libre.

(<) Direct de la définition.
2) (=) On a fC; < F; et comme dim fC; = dim Fj, I'égalité est immédiate. (<) Si
fC; c Fj, alors fe; € F}. O

Maintenant la décomposition de Bruhat prend une forme plus maniable.

Théoreme 62. Soient F et G deux drapeaux complets. Alors il existe

1. une permutation o € ., et
2. une base ordonnée f = [ﬁ, o ,ﬁ] adaptée a F

telles que [ﬁ.l, e f:m] soit adaptée a G.

L’existence de la décomposition de Bruhat. Soit g € GL,(K) et G = gC' le drapeau as-
socié. Soit f = [ﬁ, Ce ﬁ] une base ordonnée associée a C' et o € ., tels que [ﬁ,l, e ,f(;n]
soit associée a G (dont I'existence suit du Théoréme. Soit f la matrice dont la j-éme co-
lonne est f; Il suit que la j-eéme colonne de fw, est fc,j et la base ordonnée [ Fotyen, ﬁm]
est simplement la base associée a fw,. Le Lemme montre que fw,C = gC. Par
conséquent, w;1f~tg e St(C) = B et donc g € fw,B. Or, mais f € B car fC = C. Ceci

prouve l'existence de la décomposition. ]
Preuve du Théorémel62. On fize i € {1,...,n} et on construit un 7rc(7) € {1,...,n}.
Il existe un unique j € {1,...,n} tel que
FFa+Gi+#F+G et F1+G;=F+G,. (*)
On arrive a une fonction 7p¢ : {1,...,n} — {1,...,n}. On affirme que 7 p o Tp¢ = id.

Soit ainsi 7p(i) = j, on veut montrer que 7¢ (j) = ¢, qui se traduit par
F 1+ Gj_l £ F 1+ Gj et F;+ Gj_l =F;, + Gj. (**)

On considere

/E- + Gj\

Fio1+Gj Fi+Gja
ct%dim\sl\ %
Fi 1+ Gy

15



Il suit que F;+ G-y = F,+Gj et que Fi_1+G,-1 + F;_1 + G, et affirmation est prouvée.
On construit maintenant la base f. Pour simplifier la notation, on écrit 7 au lieu de

Tr. Le fait que
dim F; n G,; = dim F; + dim G,; — dim(F; + G,;)

=1+ dim F;;l + dim Gﬂ; - dlm(F@,1 + Gﬂ)

=1+ dlm(E_l M G”'),
donne l'existence d'un

fie Fyn Gr~ Fiy;

il suit que [ﬁ, e ﬁl] est une base ordonnée adaptée a F. Puis, si 0 = 771, alors f,; € G;.
De ce fait, [ﬁl, . ﬁm] est base ordonnée adaptée a G. O

Corollaire 63. GL,, est engendré par les groupes {X;;(K) : i + j} et T,.

Démonstration. Voici les grandes lignes de la preuve : Soit G < GL, un sous-groupe
contenant 7}, et les groupes de racines. Donc G contient B,. On doit vérifier maintenant

que W < G. 1l suffit de montrer que w;) € G pour chaque couple i + j. Or,

X;(1) X (1) X5(1)(€;) = —€
Xji(D)Xi5(—=1) X5i(1) (k) = €.

Donc,
wiy) X;i(1) Xi; (1) X5:(1) (&) = &
w(en X (1) Xig (=1) X5:(1)(&) = —¢;
w(e) X i (1) Xig (=1) Xjs(1) (@) = €
Ceci signifie que wy;;) X (1) X;;(—1)Xj;(1) est diagonale. O

On montre maintenant que la décomposition de Bruhat est unique, c’est-a-dire, que

la réunion dans le Théoreme [59| est en effet unique. Tout dépend du calcul suivant :

Exercice 64. Soit A € Mat,,(K) et o € S,,. Alors
%(A . wo) = Cga(j)A, et %(w;l . A) = gg(i)A.

Lemme 65. Soit v et w dans W et 8 dans B. Si w™'v appartient ¢ B alors v = w. En

particulier, si BB n BwB # &, alors v = w.
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Démonstration. Or, un calcul direct montre que
(W' X)ij = Tu@, et (X0)y = Tiug).-

Donc,
(W™ Bv)ij = Butiwi)-
Par conséquent, [,)0(;) n'est jamais nul car (w™'fv); + 0. Comme S € B, il suit que
w(i) < v(i) pour chaque 4. En faisant argument avec I'inverse de w=' v, qui est v~ 37w,
on voit que v(7) < w(i), et donc v = w.
Pour démontrer la derniere affirmation, on suppose que byvby = ciwcy, ou by, by, 1
et ¢, appartiennent & B. Donc, w™!(c;'b))v = by ' et la premiere partie de la preuve

montre que w = v. O]

Quelques propriété des groupes GL,(F,), SL,(F,), etc
On fixe un corps fini I, avec ¢ éléments.

Lemme 66. Les égalités suivantes sont vraies :
_ n(n—1) n
LGLy(TF) = (¢" - (" ) (" —¢"")=q = (¢g—1)--(¢"—1).
n(n—1)
2. [UE)|[=q = etT(Fy) =(¢—1)"

n(n—1)

3. [B(Fg)| = (¢—1)"q >

Démonstration. 1. La formule est évidemment vraie pour n = 1. On fait une récurrence.
On laisse GL,(IF,) O I} Soit

]_ ai e Ap—1
0
H =
GLn—l

0
le stabilisateur de e;. On a ¢" — 1 = [F\{0}| = [GL,(IF,) : H]. Clairement,

[H| = |GLya] - g™
_ qnfl . Eqnfl o 1) L <qn71 _ qn72J>

= (" =" =) (" —q").

Donc |GL,(F,)| = (¢" — 1) - |H| donne la formule souhaitée. Puis,

@ =" @) ("= ¢"") = (" = Dal¢g" " =) > =1)--¢" (g —1)
=g 2" = 1) = 1) (g —1).
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2. Faciles.
3. Suit du fait que en tant qu’ensembles, B = U x T. ]

Remarques 67. Le calcul de |GL,(IF,)| se fait également de la facon suivante. Pour choisir
la premiere colonne X; d'une matrice X € GL,(I,), on a [F7\{0}| = ¢" — 1 choix. La
deuxieme colonne, X, appartient a F;\IF, X1, qui est un ensemble de ¢" — ¢ éléments. La
troisieme doit appartenir a F)\IF, X+, X5, qui a q"—q* éléments, etc. Donc, |GL,(F,)| =
(" =" —q) (" —q" 7).

Corollaire 68. ﬂSLn(]Fq)\ = "R (@2 = 1) (" = 1).

Démonstration. On considere le morphisme det : GL,(IF;) — F7. Il est surjectiv. Donc,
|GL ()| /[SLn(Fg)| = ¢ — 1. ]

7 p-groupes et Théoremes de Sylow

On peut utiliser la théorie des groupes linéaires pour prouver élégamment les théoremes

de Sylow.

Définition 69. On dit que G est un p-groupe si |G| est une puissance de p. On dit qu’un
P < G est un p-sous-groupe de Sylow, ou p-Sylow, si p divise |G|, si P est un p-groupe,
et si |G|/|P| est premier a p.

Exemple 70. D’apres le Lemme [66] U, (F),) < GL,(IF,) est un p-Sylow. En fait, si ¢ = p°,
alors U, (F,) est un p-Sylow de GL,,(F,).

6. Cet exemple n’a pas été traité en cours.
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Cours 5
(19 Février 2021).

On suppose que

G a cardinal p"m oum # 0 mod p.

Lemme 71. Soit X un G-ensemble fini. Si |X| est premier a p, alors il existe une orbite

dont le cardinal est premier a p.

Démonstration. Soient X7, ..., X,, les orbites distinctes. On suppose que | X;| =0 mod p
pour tout i. Alors | X| = >, |X;| =0 mod p, absurde. O

Corollaire 72. On suppose que G est sous-groupe d’un groupe fini G. Si P < G est un
p-Sylow, alors pour un certain g€ G, PG~ n G est p-Sylow.

Démonstration. G agit sur G/P par translation : g * gP = ggP. Clairement, St(gP) =
gPg ' N G. Si G « (gP) est une orbite dont le cardinal, qui est |G|/|St(gP)|, est premier
a p, alors gPg ' N G est un p-Sylow. O

On continue la discussion sur les sous-groupes de Sylow. On suppose que

‘G a cardinal p"m oum # 0 mod p.

Théoréme 73 (Les théorémes de Sylow). Les affirmations suivantes sont vraies.
i) Le groupe G posséde un p-Sylow.

i1) Deux p-Sylows sont toujours conjugués.

iii) Si H < G est un p-groupe, alors H est contenu dans un p-Sylow.

i) Sin, note le nombre de p-Sylows de G, alors n,|m

v) Sin, est comme avant, alors n, =1 mod p.

Démonstration. (i) Tout groupe est sous-groupe d'un .7, et .#, est isomorphe au sous-
groupe de Weyl de GL,(IF,). On applique ainsi le Corollaire [72] avec G = GL,(IF,) et
P =U,(F,).
(ii) Soient P et @ des p-Sylows. Par le Corollaire [72] il existe ainsi un g € G tel que
gPg™! n Q est un p-Sylow de @, donc gPg~! = Q.
(iii) Méme argument que pour (ii).
(iv) Soit X l’ensemble des p-Sylows de G sur lequel G agit par conjugaison. D’apres (ii),
si Pe X, alors X = G« P et Stp = Ng(P), le normalisateur de P. Donc,

[G: P] m

X =G NelP) = Ry P~ et 1
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et | X| divise m.

(v) On conserve les notations de l'item précédent. Soit P € X un p-Sylow ; on laisse P agir
sur X. Clairement O(P) = {P}. Ensuite, soit P’ + P. On sait que |O(F”)| est diviseur de
|P|, soit |O(P’)| =0 mod p, soit |O(P") = 1. Si |O(P’)| =1 alors P ¢ Ng(P’). Comme
P’ est I'unique p-Sylow de Ng(P'), ceci montre que P = P’, une contradiction. Donc
|O(P")| = 0 mod p. La conclusion suit de la formule |X| = |O(P)| + > pyp [O(P')] =
1 + multiple p. O]

8 Groupes nilpotents

Comme d’habitude, G note un groupe.

Définition 74 (Groupe des commutateurs). 1. Si h et k appartiennent a GG, on écrit

[h, k] = hkh~'k~1. (Attention : Dans [Dat] on trouve la notation [h, k] = h=*k~'hk.)

2. Si H et K sont des sous-groupes de G, note [H, K] le sous-groupe de G engendré
par I'ensemble {[h, k] : he H, ke K}.

Définition 75 (La série centrale descendente). On pose C°G = G et C*"1G = [G, C*G].
On dit que G est nilpotent si C¥G = e pour un certain k. Le plus petit k tel que C*G = e
est appelé la classe de nilpotence de G. (Assez souvent dans la littérature on trouve une
définition décalée C! = G.)

Exemple 76. Classe de nilpotence 0 < trivial. Classe 1 < abélien.
Exemple 77. Etudions la nilpotence des groupes Z,. On a [R', Ri] = I,
(RS, R'] = R'SRISR'R™

=RRIR

= R,
et

[R'S,R'S] = R"SRISSR'SR™’

— R R

= R2(=J)
Dou, [R?, R'S] = R, et on déduit C'(%,,) = (R?). De méme, [R'S,R¥] = R~ et
[R, R¥] = I montre que C*(Zy,) = (R"), et en général on a C*(Zy,) = (R*"). Or,

[(R*)| = ord(R™)
. n
- pged(n, 28)’
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Il suit que si n n’est pas une puissance de 2, alors pged(n,2F) £+ n et %, n'est pas

nilpotent. Par contre, si n = 2*, alors %, est nilpotent.

Exemple 78. Une autre classe importante d’exemples de groupes nilpotents sont les
groupes U, (K); la vérification de ce fait est I'objet des lignes suivantes. Pour simplifier
la notation, on écrira U = U, (K).

Soit N le sous-espace vectoriel de M,,(IK) définit par
N={zeM,(K) : z;; =0sij—1i<0}.

Dit autrement, N est I'ensemble des matrices triangulaires supérieures dont la diagonal

est nulle et de ce fait, pour chaque v € U, 'on a u — [ € N. Or, en écrivant

O - vect{e,..., €} sij>0
’ {0} si j <0,

on déduit que
N ={zeM,(K) : Vj, 2C; < Cj_1}

De fagon analogue, on introduit, pour chaque p > 0, le sous-espace
NP ={zeM,(K) : zC; < Cj_1_,}

Par exemple, si n = 4 alors

N = cabce K}, N?=

o o O O
o O O O
oS O O 2
o O o o
o O O O
o o o O
o O O O
o O O o

En particulier, N = N et N"~! = 0. De plus, les affirmations suivantes sont vraies (et

leur démonstration est simple) :

(1) Pour chaque p et ¢, on a N? - N¢ < NP+atl,

(2) Size N=N,alors ([ —z) ' =T+x+- 2"

(3) Siue U et xe NP, alors xu et uz appartiennent a NP.

Ces informations permettent maintenant de montrer que U est nilpotent de classe
< n —1. On écrit
UP =1+ NP

21



de tel forme que U° = U. Pour x € N? et y € N9, l’'on a

[[+z,]+yl=UT+z+y+ay)I+z+y+yx)’

=T +u)(I—-v+0v>—---)

=l —v+v*— - tull—v+v?—-)
=I-v-(I-v+v°—)+u-I—-v+0v*—-")
=I+u—v)-I—v+v>P—-")

=1+ (vy—yz) - (I —v+ov>—--)

= [ + élément de NPT+,

Il suit que
[UP, U] < UPHt,

En particulier,
c'U =[U°U"] c U,
C*U = [C'U°,U°] < U?
L

CPU < U?,

et C"WU c U™t = {I}.
En fait, la classe de nilpotence de U est exactement n—1, ce que se voit par 'argument
suivant. Si n = 2, alors U ~ K et la classe de nilpotence est 1, puisque U est abélien. On

suppose ainsi n = 3. Un calcul direct montre que
[Xi; (N, Xjr(p)] = Xa(Ap)  pourvu que 4, j et k soient distincts.

D’ou

et C"2U  {I}.
Voici quelques propriétés structurelles des nilpotents.

Lemme 79. 1) G nilpotent = Z(G) + 1.
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2) Un sous-groupe ou un quotient d’un nilpotent est nilpotent.

3) Soit m: G — @ un morphisme surjectif tel que Ker(m) est contenu dans Z(G). Si @

est nilpotent de classe < s, alors G est nilpotent de classe < 1+ s.

Démonstration. 1) Soit n la classe de nilpotence : [C", G| = 1. Alors C"7'G + 1 et C" '@

est dans le centre.

2) Simple.
3) On voit facilement que 7(C"G) = C"Q. Comme C*Q) = {e}, on voit que C*G <
Ker(m) € Z(G) et [C°G,G] = {e}. O

Corollaire 80. Soit P un p-groupe. Alors P est nilpotent.

Démonstration. Si |P| = p, alors P est abelian = nilpotent. On suppose que groupe
d’ordre < p™ est nilpotent. Soit P d’ordre p"*!; son centre, notons-le Z, n’est pas trivial
(voir Exemple et G/Z est un p-groupe d’ordre < p™. Soit 7w : P — P/Z la projection.

Comme Z est nilpotent, on déduit que P est nilpotent par le lemme. O

Corollaire 81. Soient py,...,p, des nombres premiers distincts et, pour chaque i, soit

P; un p;-groupe. Alors P, x --- x P, est nilpotent.

Lors du prochain cours, on vera que tous les groupes nilpotents finis sont de la forme

décrite au corollaire précédent.
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Cours 6
(5 mars 2021).

On étudie les groupes nilpotent finis. On aura besoin de la

Définition 82. Un sous-groupe H de G est mazimal si H + G et si de plus le seul

sous-groupe H' de G contenant strictement H est G lui méme.

On note que si G est fini, alors tout sous-groupe propre H est contenu dans un maximal.
En effet, on considere ’ensemble fini .% des sous-groupes propres de G qui contiennent
H et on choisit un élément dont le cardinal est maximal. Par contre, ceci est faux si
I’hypothese de finitude est abandonnée.

Théoréme 83 (Burnside-Wielandt). Soit G fini. Les affirmations suivantes sont équivalentes.
1. G est nilpotent.

2. Si H est un sous-groupe propre , alors H est un sous-groupe propre de Ng(H). (Les

normalisateurs grandissent.)
3. Soit M < G mazimal. Alors M < G. (Les mazimauz sont distingués.)
4. Soit P < G un Sylow. Alors P < G. (Les Sylows sont distingués.)
5. G est un produit de p-groupes.

La preuve aura besoin du

Lemme 84 (L’argument de Frattini). Soient G fini, D < G et P < D un Sylow de D.
Alors, dans la notation du Lemme l'on a DNg(P) = G. (Attention : pas forcément

un produit semi-direct!)

Démonstration. Soit g € G. Alors gPg~! est un Sylow de D (Corollaire[72)). Donc dPd ! =
gPg™! pour un certain d € D. 1l suit que d~*g € Ng(P) = g € DNg(P). O

Démonstration. 1. = 2. Soit H = G. Soit n € N tel que C""'G < H mais C"G n’est pas
contenu dans H. Comme [C"G, H] £ [C"G,G] £ C""'G, on voit que [C"G,H] < H.
Donc, si c € C"G et h e H, on a chc 'h™' € H et donc chc™' € H, c’est a dire, C"G <
Ne(H).

2. = 3. Trivial.

3. = 4. On suppose l'existence d’'un Sylow P qui n’est pas distingué. Dans ce cas,
Ng(P) £ G. Soit ainsi M 5 G maximal contenant Ng(P). Par hypothése M < G. L’ar-
gument de Frattini (Lemme montre que M Ng(P) = G. Par conséquent, M = G, ce

qui est contradictoire.
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4. = 5. On e que si H et K sont des sous-groupes distingués tels que H n K = e, alors
[H,K] = e; il suffit de remarquer que pour h € H et k€ K on a [h, k] = hkh ' k™' =

ek
hkh™'k; d'ot [h, k] = e. Ceci étant, si P est un p-Sylow et @ un ¢-Sylow avec p # ¢, il

eH
suit que [P, Q] = e. Soit |G| = p§' - - p&r avec p; premier. Soient P; un p;-Sylow associé.

Alors

¢3P1X“'XPT_’G7 (xlw"uIT)'_)ml"’xr

est un morphisme car [P;, P;] = e. Il est un morphisme injectif : si x;---z, = e et si
¢ = |G|/p;*, alors

q1

(1)t =2l - 2® =2 =e.

Or, mais ord(z{") = ord(z), et donc z; = e. Par récurrence on voit que z; = e pour tout
l.
5.=1. Facile. ]

9 Représentations linéaires

G est un groupe. On fixe un corps de base K.

Définition 85. Une représentation linéaire[| est la donnée d'un espace vectoriel V et d'un

action linéaire G x V' — V' ; dit autrement, g = (Av + w) = X g = v + g = w.

I1 est clair qu'une représentation linéaire sur V' est la méme chose qu'un morphisme
de groupes ¢ : G — GL(V). Dans la suite, si nécessaire, on dira que (V,p) est une

représentation de G.
Exemple 86. 1. La representation triviale est la rep. de GG sur I'espace KK donnée par
g * ¢ = c. Elle sera notée 1.
2. Si G £ GL,, alors le morphisme id : G — GL,, définit la rep. “standard”.

3. Soient V' et W des représentations de GG. Alors ’espace vectoriel V@ W avec ’action

g(v,w) = (gv, gw) est une rep. linéaire dite la rep. somme directe.

4. Soient V' et W des représentations de G et soit H = Homg(V,W). Alors pour
chaque ¢ : V. — W et chaque g € G on pose

9o v gd(g " v).

On vérifie facilement qu’il s’agit d’une représentation de G.

7. Bientot “linéaire” sera omis!
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5. Sidans le cas précédent W = 1, alors Homy (V, W) = V* est appelée la représentation

duale (ou contragrédiente!) de V.

6. Soit X un ensemble. On note F'(X,K) I'espace vectoriel des fonctions ¢ : X — K.
Si G O X, alors F(X,K) admet une représentation définie par

go(x) = ¢(g~ ).

Cette rep. est dite la représentation de permutation associée a X.
7. Si G agit sur lui méme par translations a gauche, la représentation F'(G, IK) construite
avant est appelée la représentation réguliere (a gauche).
Définition 87. 1. Soient V et W des représentation de G. Une application linéaire
G-equivariante ¢ : V' — W est dite un morphisme de représentations.

2. Soit V une rep. de GG. Un sous-espace W < V est dit une sous-représentation quand
g(W) < W pour tout g € G. (On dit aussi : W est invariant par G, V est stable par
G.)

Exemple 88. Soit G = Z. Si V est un espace vectoriel, alors une représentation de G
sur V est la donnée d'un A € GL(V) : en effet,

p(k) = A"
définie un morphisme Z — GL(V).

Exemple 89. Soit n € IN\0. Alors pour chaque racine néme de ['unité ¢, on obtient une

représentation de Z/n sur C par
p(k mod n) = ¢*.

(Ici, ¢* est vue comme application linéaire de C dans C par multiplication.) En fait, une

représentation de Z/n sur K" est déterminée par une matrice A d’ordre n.

Exemple 90. Soit V une représentation de G. Alors V& = {v € V : gv = v} est
I'ensemble des vecteurs invariants; clairement V& est une sous-représentations.

Si W; sont des sous-reps de V' alors >’ W; est également une sous-rep. de G.

Exercice 91. Soit ¢ : V' — W un morphisme de reps. de G. Alors Ker(¢) est une sous-rep.
de V et Im(¢) est une sous-rep. de W.
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Définition 92. Soit V une rep. de GG. On dira que V est simple, ou irréductible, si
V 4 {0} et les seules sous-représentations de V' sont {0} et V elle méme. On dira que V'

est semi-simple si V' peut-étre engendré par des sous-représentations Simplesﬁ
Exemple 93. Toute représentation de dimension un est simple.

Exemple 94. Soit n > 2 et 0 : Py, — GLy(R) la rep. standard. On affirme que o est
simple. En effet, si L < R? est une sous-représentation, différente de {0} ou R?, alors L
est une droite et S(L) = L. Donc L est 'axe des = ou des y. Mais R ne preserve pas 'axe

des z, car R n’est pas la rotation de .

Exercice 95. Soit n > 2. On considere la représentation tautologique de 7 : %5, —

GL2(C); c’est-a-dire, T est la composition
Do —2> GLy(R) 2% GL,(C).
Montrer que 7 est simple.

Exemple 96 (Représentations simples d'un abélien). Soit G abélien et (V o) une représentation
complexe simple de dimension finie. Soit g € G et soit A un valeur propre de g. Alors I'es-
pace propre E(\,g) = {v eV : gv = M} est stable par G : si h € G et v € E(),9)

alors

g(hv) = hg(v)

Comme V est simple, E(\, g) =V et ¢ = AI. Comme g est arbitraire, on voit que pour
chaque h € G, on a hv = A\, - v pour un certain A\, € C*. Or, il est clair que dans ce cas,

la simplicité force dimV = 1.

8. Dans les notes de cours précédentes, il avait une erreur dans la définition de semi-simplicité, comme
m’a averti Shunan Sun, qui est vivement remercié. J’ai fait confusion entre “V est engendré par les sous-
représentations simples” et “V est réunion des représentations simples”. Il est assez facile de voir que
si S et T sont des reps simples non-isomorphes de G, alors pour chaque couple s € S\{0} et t € T\{0},
I’élément s +t € S@® T n’appartient pas & une sous-rep simple! En effet, soit X < S@® T sous-rep simple
contenant s + ¢t. On considere les projections g : X — S et mp : X — T, qui sont non-nulles. Par Schur,
X>~Set X ~T!
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Cours 7

(12 mars 2021).

Voici quelques remarques qui n’ont pas été traités a la fin du dernier cours.

Exemple 97. Soit G = Z/4 et soit o : G — GLg(R) la rep. définie par

o(1) = Ry = <(1) _01) .

Elle est simple, mais de dimension 2, donc dans ’exemple 96| il faut en effet prendre des

reps complexes.

Remarques 98 (Mise en garde). Soit V' une rep. de G. Soit v € V' non-nul. Alors
(Gv) := Vect{gv : g€ G}

est clairement une sous-rep. Méme si (Gv) semble étre simple, il n’est pas forcément

comme montre exemple [99

Exemple 99. Soit G = Z, on considere la rep. en C? définie par

k|—>1k.
01

Alors V' n’est pas semi-simple. En effet, Ce; est une sous-rep. Puis, on voit que si W est
une sous-rep. contenant e,, alors 1 ey — ey = e; implique que e; € W et donc e, n’est pas

contenu dans une sous-rep. simple.

On fera maintenant un breve étude de la semi-simplicité suivant [Lang]. Avant de

commencer, le lecteur doit se certifier d’étre capable de faire I'exercice suivant :

Exercice 100. Soit V une rep de GG et soient S et W des sous-reps de V. On suppose
que S est simple. Montrer que W n S =0o0uScW.

Pour développer la théorie de la semisimplicité, on aura besoin des rappels suivants :

Définition 101 (Rappel). Soit V' un espace vectoriel et {W;};c; une famille de sous-
espaces. On définit ), W, comme étant le sous-espace vectoriel de V' engendré par la
famille {W;} : un élément v € V appartient a V si et seulement si il existe un sous-
ensemble fini Iy < I et, pour chaque i € Iy, un élément w; € W; tel que v = Y, 1o Vi-
On dira que la somme Y W, est directe, si pour chaque sous-ensemble fini Iy < I et
chaque famille {w; € W; : i € Iy}, ’équation Zie]o w,; = 0 force w; = 0. Si la somme est

directe, alors on écrit @ W; au lieu de >, W,.
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On note que Y, ; W; est directe si et seulement si, pour chaque i € I, on a
iel\{i}

Avec cette définition, on a la réformation suivante de la définition de semi-simplicité.
Soit V' une rep. de G. On note {S; : i € I} le sous-ensemble des sous-représentations
simples et non-nulles de V. Alors V' est semi-simple si et seulement si V' = >, V;. En fait,

on a:
Théoréme 102. Soit V une rep. de G et {S; : i € I} la famille des sous-reps simples de
V. Les conditions suivantes sont équivalentes.

1. 'V est semi-simple.

2. Pour un certain sous-ensemble M < I, on a 'V = @ Sm- (Dit autrement, V =

meM
2 S et la somme est directe.)
meM
3. 51 W < V est une sous-représentation, il existe une autre sous-rep. C' < V telle que
V=WeaecC.

Démonstration. On fera la preuve que dans le cas dimV < oo. Si J < I, on écrit S; =
ZjeJ Sj-

1. = 2. Soit Z le sous-ensemble de parties de I formé par D < I tel que la somme
Ddep Sa est directe. (Clairement chaque {i} € 2.) Pour chaque D € 2, la dimension
dim Sp est bornée par dimV, et on choisit M € Z tel que dim S); soit maximale. On
montre que V' = S);. Pour cela, on doit montrer que pour chaque i € I, le sous-espace
S; est contenu dans S);. Soit, par absurde, ¢ € I tel que S; n’est pas contenue dans Sy,.
Clairment ¢ ¢ M. Comme S; n Sy + 5;, la simplicité de S; entraine S; n Sy = 0. Or,
dans ce cas, la somme S; + S, est directe et dim .S; + Sy, > Sy,. Contradiction.

2. = 3. On suppose W £ V' (autrement il n’y a rien a prouver). Soit
2 ={D c M : lasomme W + Sp est directe}.

On note que si S; n’est pas contenu dans W, alors {i} € Z. Donc Z + @. Soit N € Z tel
que dim Sy est maximale. Par construction, W + Sy est directe.
Affirmation. V. =W + Sy.

On doit montrer que S,, € W+ Sy pour chaque m € M. Soit ainsim € M. Si S,, € Sy
il n’y a rien a faire. Donc, on suppose S, + Sy £ Sy (en particulier m ¢ N). Dans ce cas,
N U {m} ne peut pas appartenir a & et la somme W + (S, + Sy) n’est pas directe. I
existe ainsi w € W, s,,, € S, un sous-ensemble fini Ny de N et une famille {s,, : n € Ny}

ayant les deux propriétés suivantes :
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— Au moins un éléments de {w, s,,} U {s, : n € Ny} est non-nul et

— WA Smt+ Den, Sn =0
Si s, = 0, alors le fait que W + Sy soit directe montre que w = s,, = 0, une contradiction.
Donc s, #+ 0. Par conséquent, S,, n (W + Sy) # 0 et on déduit S, = W + Sy.

3. = 1. On montre d’abord que chaque sous-rep non-nulle W < V' contient une sous-

rep simple non-nulle : en effet, on considere ’ensemble
{dim X : X < W est une sous-représentation non-nulle}.

Si dim X est minimale, alors X est simple. On considere la sous-rep. S; de V. Par
définition, S; @ C' = V pour une certaine sous-rep C' de V. Or, si C' #+ 0, il existe un

1€ 1 tel que S; < C, et donc la somme n’est pas directe. ]

Remarques 103. 1l est intéressant de voir que M < I dans (2). En effet, si G = e et
V = (2, alors chaque droite vectorielle de V' est une sous-rep. et clairement V n’est pas

la somme directe de toutes ses droites vectorielles.

Remarques 104. Soit V une rep et {S;};c; 'ensemble des sous-reps simples de V. La somme

>.S; est une rep semi-simple de V' connue comme la socle (notation soc(V')) de V.

Remarques 105. La propriété (3) décrite dans le Théoreme a eu une importance dans
la célebre théorie des invariants. (Beaucoup étudié au XIX et au XX et responsable pour
pas mal de résultats d’Algebre moderne.) Si G < GL,(C) est un sous-groupe, on peut

considérer l'action de G sur les polynomes C|x]| = C[xy,...,x,] définie par

gP(z1,...,x,) =P (Zgil%,--~>zgin$i>
i1 i1

et se demander quelle est la nature de Panneau C[x|¢ = {P € C[z] : gP = P}. Lexis-

tence des compléments permet de construire une fonction C[z| — C[z]°.

Exercice 106. Soit A € GL,(C) et o : Z — GL,(C) la rep. de Z naturelement déduite :

o(k) = A*. Montrer que g est semi-simple si et seulement si A est diagonalisable.

Lemme 107. Soit V' rep. semi-simple de G. Soit i : U — V une sous-rep. Alors U est

semi-simple. Soit w: V. — @Q une rep. quotient. Alors () est semi-simple.

Démonstration. Soit U’ < U une sous-rep et soit C' < V un complément G-invariant de
U.Siue U, alors on écrit u = u'+cavecu' € U' et ce C. Danscecas,u—u' =ce CnU
et U=U®UnC).

Ensuite, soit S < V une rep simple. Alors 7(S) est soit nulle, soit simple (vérifiez).
Comme 7 (), S;) = > 7(S;), on voit que @ est semi-simple. O
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Le Théoreme dit qu'une représentation semi-simple est isomorphe a une somme
directe de représentations simples. Rien, a priori, assure que cette décomposition est bien
déterminée. On travaillera maintenant pour comprendre cette situation en prouvant le

théoreme suivant qui conduira a la définition [111] plus bas.

Théoreme 108. Soient Sq,...,.S,, des représentations simples de dimension finie non-
isomorphes deuz-a-deux et aq,...,a,, des entiers strictement positifs. Soient Ty, ...,T,
des représentations simples de dimension finie non-isomorphes deuz-a-deux et by, ..., b,

des entiers strictement positifs. Soit
o DS — DT
i=1 j=1

un isomorphisme entre représentations. Alors
1) Les entiers m et n coincident.

2) Il existe o € 7, telle que S; ~ T, et

3) a; = by

La preuve aura besoin du Lemme de Schur et de son Corollaire.

Lemme 109 (Lemme de Schur). Soient S et T reps. simples.

1. Sip: S — T est morphisme de G-reps non-nul, alors ¢ est iso.

2. Si K est algébriquement clos, alors chaque morphism u : S — S est un scalaire u(s) =

AS.

Démonstration. (1) On regarde Ker(y) et Im(y) et on employe la définition de simplicité.

(2) Soit A une valeur propre de ¢. Alors ¢ — Al : S — S est un morphisme de
représentations. Comme ¢ — Al n’est pas iso. (car le noyau est non-nul) on voit que
o= AL O

Corollaire 110. Soient S et T simples. Si p : S* — T® est un morphisme non-nul, alors
S~T.

Démonstration. Soit p; : T® — T la i-éme projection et u; : S — S la j-éme inclusion.
Alors p;pu; est un iso. ou est nulle. Si elle est nulle pour tout ¢ et j alors ¢ est nulle. Pour

un certain couple ¢, j il suit que pjpu; + 0 et on conclut par le Lemme de Schur. O]

Démonstration du Théoréme[108 Pour chaque i € {1,...,m} et chaque j € {1,...,n},
soit u; : S — @, Si* I'inclusion et p; : (—DT,?’“ — T;?j la projection. Alors pjpu; : Si* —

b; . , :
T’ est morphisme de représentations.
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Soit i € {1,...,m} fixé. Si j € {1,...,n} est tel que p;pu; + 0 alors S; ~ T (Corollaire
110). Si p;pu; = 0 pour tout j € {1,...,n}, on voit que pu; = 0, ce qui est impossible car
¢ est injective. Il existe ainsi un j € {1,...,n} tel que

pipu; + 0

et donc T; ~ S;. En plus, j est I'unique k € {1,...,n} tel que pypu; + 0 comme garantit
le Corollaire [110| et le fait que les T7, ..., T, sont non-isomorphes deux-a-deux.

On obtient alors une fonction
o:{l,....m} —{1,...,n}
avec les propriétés suivantes :

a) Po(i)PU; :+: 07
b) Sz ~ Tg(i) et

c) pjpu; = 0sij £ o(i).
Par (b), on déduit dim S; = dim T,;). Par (c), on déduit que ¢(S;") Tj‘(’i()“ : ceci montre
que a; < by(;) et que o est surjective car

o Psu| P
i=1 i=1
Puis, si (i) = (i) alors (b) prouve que S; ~ Sy et donc ¢ = i’ par hypothese : ¢ est in-
jective. Pour terminer, I'inégalité a; < by(;) est une égalité car autrement Y " a; dim S; <
2211 bgi dim Tg(i). O

Unef’| conclusion importante de ce résultat est la suivante. Soient V une rep. semi-
simple (dimension finie) de G et X une rep simple de G. On écrit V' ~ @", S, ou
chaque S; est simple, chaque a; es strictement positif, et S; n’est pas isomorphe a S; si
i # 4'. On définit

a;, siS; ~X

0, si X n’est pas isomorphe a un des S;.

(V:X):z{

Par le théoreme, le naturel (V' : X) est indépendant du isomorphisme S ~ @ S

choisi.

Définition 111. Soit V une rep. semi-simple de dimension finie de G et X une représentation
simple. L’entier (V : X) est dit la multiplicité de X dans V' et un isomorphisme V ~
@;_, S, ou {S;};_, sont simples et deux-a-deux non isomorphes, est appelé une décomposition

1sotypique de V.

9. Cette partie va étre traitée dans la prochaine séance.
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Cours 8
(19 Mars 2021).

Le principal cas ou toutes les représentations sont semi-simples est :

Théoréme 112 (Maschke). Soit V' une représentation de dimension finie du groupe fini

G. On suppose que Uentier |G| est inversible dans le corps K. Alors V' est semi-simple.
On donnera deux preuves. La premiere, tres simple, suppose K = R ou C.

Démonstration. On fera le cas IK = C. ¢ : V x V — C une forme hermitienne définie

positive. Par exemple, on peut choisir une base {vy,...,v,} et décréter p(vg, vy) = 0 si
k+letlsik=0"L
Alors

v, w Z (gv, gw)

gEG
est une forme bilinéaire, symétrique et invariante, i.e. ¥(gv, gw) = ¥(v,w). En plus, ¢

est définie positive aussi car
1
=@l > p(gv, gv).
geG

Si U est sous-rep., alors UL+ est sous-rep. également (si v (v, u) = 0 pour tout u € U,

alors 1 (gv,u) = (v, g tu) = 0. Or, comme UL @ U = V, la preuve est terminée. O
L’autre preuve est aussi tres utile. On employe :

Théoréme 113 (L’opérateur de moyenne). Soit V' une représentation de dimension finie

de G. On suppose que |G| est inversible dans IK. Alors la fonction
M:V—V, v+ Z
geG
est telle que
(1) M(V) = V¢,
(2) pour chaque ve VY, M(v) = v, et
(3) M est équivariante.

Dit autrement, M : V — VY est un projecteur équivariant.
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Démonstration. (1) Soit ve Vet he G. On a

h(M(v)) = ﬁ h (2 g<v>>

geG
= ézhg(v)
1 /
= @29 (v)
= M(v).

On déduit M(v) e VE.
(2) SiveVE alors M(v) = iZg(v) = LZU _ 1 |Gv.

G 290 = G120 = i
(3) On a
1
M(hv) = @;gh(v)
1w,
= @Zg (v)
= M(v)
= hM (v).

O

Remarques 114. L’idée de “faire la moyenne” est tres utile. Dans la théorie des groupes
de Lie, on remplace ‘—é' deG par une “intégrale invariante” SG. Voir §VIII du Chap. V de
[Chevalley|. Cette idée a été aussi employée pour étudier les groupes de Lie qui ne sont
pas compacts mais qui “possedent un sous-groupe compact suffisamment grand.” Voir par

exemple la Section 4.11 du livre [Varadarajan].

Avant de donner notre deuxieme preuve du Thm. de Maschke, on propose au lecteur

de prendre le temps et de faire le

Exercice 115. Soient V et W des reps de G. Rappeler que H = Hom(V, W) est natu-
rellement une rep de G et prouver que H est exactement le sous-espace des morphismes
G-équivariants Homeg (V, W).

Deuzxieme preuve du théoreme de Maschke. Soit U < V invariant. Soit p : V — U un
projecteur arbitraire, ¢’est-a-~dire, p(u) = u pour tout u. On interprete p comme un élément
de H = Hom(V,U). Soit Mp sa moyenne; il s’agit d'un élément de Homg(V,U)¢ =
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Homg(V,U). Pour u € U, on a gu € U, et donc p(gu) = gu, qui montre que

1
Mp(u) = € > gp(u)
geG
1 -1
= — > gp(g~ u)
|G| g;;
1
=— > u
|G g;‘;

= Uu.

Par conséquent, Mp : V — U est un projecteur G-équivariant. Soit U’ = Ker(Mp). Alors
siveV,ona
v=v—Mp(v)+ Mp(v).

S e’ S —
ey’ eUu

Donc, V.= U + U’. Puis, si u € U n U’ alors u = Mp(u) = 0 et donc la somme est
directe. 0

Reps de dimension 1

Définition 116. Le groupe quotient G/[G, G] est appelé I'abélianisé de G et est notée
G?. (Le lecteur doit se rappeler que [G,G] < G.)

Exercice 117. Soit A un groupe abélien. Alors chaque morphisme o : G — A s’écrit
de facon unique comme o7 ou 0 : G® — A est un morphisme et 7 : G — G est le

morphisme quotient. Dit autrement,
Hom(G*, A) — Hom(G, A), ¢+ o1
est bijective.

Une représentation de dimension un de G est dite un caractére. Soit (L, x) une telle
représentation. Si £ € L\0 alors on peut écrire x(g)¢ = x4 - £. Si ¢ est un autre vecteur
non nul, alors on voit facilement que x(g)¢' = x,¢' (pas de faute de frappe : c’est le méme

Xg)- Ceci étant, on a une bijection

classes d’isomorphismes
de caracteres de G

} — Hom (G, K*).

En particulier, 'ensemble des caractéres (a isomorphisme pres) est un groupe avec la

multiplication

01 = 05(g) = 01(9)02(9g)-
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Ce groupe sera noté X(G). D’apres l'exercice , le morphisme évident de groupes
X(G™) — X(G), 0——0or

est un isomorphisme.

Exemple 118. On sait que [%a,, Z5,] = (R*) (Exemple [77). Il suit que

n, sin=1 mod 2,

@na-@n:
# Do, Dol {n/2 sin=0 mod 2.

Si n est impair, alors 25> ~ 7,/2. Si n est pair, alors 25> est un groupe abélien d’ordre 4.
Comme il est engendré par (les classes de) R et S, on voit que dans Z3P il n’existe aucun

élément d’ordre 4, et ceci signifie que
7)2 x 7.)2 — D (i,j) —> R'S

est un isomorphisme. Ceci étant, autre le caractere trivial, on a 3 caracteres de %,,. Le
premier 0; : P, — K* satisfait 0;(R) = —1 et 0(S) = 1, le deuxieme 03(R) = 1 et

05(S) = —1, et le troisieme est leur “produit” 60s.

Représentations de permutation

Soit X un G-ensemble fini. On étudie davantage F'(X, K). Soit J, : X — K la fonction
de “Dirac” associée au point x € X : §, = 0 sauf sur x, ou d, vaut 1. Clairement, {J,}ex

est une base de F(X,K) et on souhaite déterminer la matrice de g € G associée a cette

base. On a
g(sm(y) = 5x(g_1y)
) 1 ifgr =y,

0 autrement.

Donc
5. 0]
En écrivant
géy = Z Gay - 69[:7
zeX

on déduit que

) 1 sigy=u,
Joy 0 autrement.
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On remarque que F(X,IK) possede toujours une sous-représentation isomorphe a 1
définie par K1 (les fonctions constantes). Il est aussi possible de voir la rep 1 comme
quotient de F'(X,K) via

S F(XK) — 1, g ) ox).

Le noyau de ¥ est une sous-rep de F'(X, K) et sera noté (X, K). Voici quelques propriétés
de I(X,K).

Lemme 119. Si |X| est inversible dans le corps K (c’est-a-dire, si la caractéristique de

K ne divise pas |X|) alors la rep F(X,K) s’écrit comme somme directe des sous-reps
I(X,K) et KI.

Démonstration. 11 suit facilement que 1 n I(X,K) = 0 car X(cl) = ¢ - | X]. O

Tout comme F(X,K) vient avec une base canonique {d,}, /(X,K) peut étre muni

d’une base qui dépend du choix d’un point de base xg € X, ou d’'un ordre dans X.

Lemme 120. Soit zg € X. Alors {0, — 6., : © + xo} est une base de I(X,K). Si X est

en bijection avec {1,...,n}, alors d3 — d1,...,0, — 8,1 est aussi une base.

Démonstration. Soit ¢ € I(X). Alors p(x0) = — X1, ¥(x). Donc, comme ¢ = ¢(0)dy, +
Datay P(X)0c ona o =3 . 0(x)(0s — bay)-

Pour prouver la deuxi¢me affirmation, on note que §; —0; = (8; —0;_1) + (0;i—1 — 0;_2) +
<o+ (02 — 09). O

Mais il ne faut pas croire que ses bases doivent toujours étre préférées :

Exemple 121. Soit G = %s; il agit sur X = {e1, €2, —€2, —€2} (quatre cotés d’'un carré).
On souhaite déterminer la décomposition isotypique de F'(X) = F(X, C). En numérotant
les sommets de fagon anti-horaire, on trouve une base €1 = 0,,, €3 = 0e,, €3 = 0_¢,
et €4 = 0_¢,. On jette C1 et on se concentre sur I = I(X,K), qui a dimension 3. On
aura besoin ainsi de trouver des sous-espaces invariants, et la géométrie nous suggere de
travailler avec des arétes du carré. En écrivant €;; = €;—¢;, on munit I de la base ordonnée
{e13, €04, €12}. (Le lecteur doit vérifier que e13, €94 €t €12 est une base de I.) Par ce choix,
V = vect(e13,€94) est clairement une sous-rep. En fait, par rapport a la base {e13, €24, €12},

on voit que

0 -1 1 0 0
R— 1 0 O et S— |0 -1 1
0 -1 0 0 1

37



Ainsi, V est la rep standard définie par

RM(O —1) S%<1 o>.
1 0 0 —1

Quel est son complémentaire ? On choisit p : I — V' la projection orthogonale a £15 et on

fait la moyenne
1S, . . .
Mp:I—V, Mp(v)= 3 Z R'pR™*(v) + R'SpR'S(v).
i=0

Or, on sait que Mp : I — V est un projecteur et dont pour le calculer explicitement il

nous manque Mp(ejs). A T'aide des équations

ple2) =0
ple1s) = €13
p(e1a) = €4,
on trouve
Mp(e12) = %(513 — €24).
Le noyau de Mp est ainsi engendré par v = 215 —e13 + €94 et Rv = —v tandis que Sv = v.

Dong, le complémentaire de V est le caractere 6; de I'exemple [118]
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Cours 9
(26 mars 2021).

On termine en regardant 'une des reps de permutation les plus utiles : la rep. réguliere
a gauche. (Voir 'exemple [86] )
En fait, pour donner une preuve plus claire, on fera appel a la rep. réguliere a droite.

On suppose G fini; si ¢ : G — K est une fonction, alors on définit

04(9)(¢) : G — K par x> p(xg).

Clairement, ceci est la rep de permutation ou on laisse G agir sur G non par translations

a gauche, mais par translations a droite :

gxxr = xg_l.

La représentation ainsi déduite est la représentation réguliere a droite. On va la noter par
F4(G,K) et on reserve le symbole F'(G,K) pour la rep. réguliere a gauche (voir exemple

. Rien de vraiment nouveau a été crée car :
Lemme 122. La fonction
0: F(GK) — Fy(GK), ¢ (z—p())
définit un isomorphisme entre la rep. réguliere a gauche et la rep. réguliére a droite.
Démonstration. Soient x,g € G et v € F(G,K). Alors
[o(99)] () = [g¢](z7")
= p(g7la™)
= o((zg) ™).

Puis,

[0a(9)(©)](x) = p(zg)
= [o¢]((z9)™").
]

Finalement on peut montrer que la rep. réguliere (droite ou gauche!) “contient toutes

les reps”.

Proposition 123. Soit V' une rep de G de dimension finie. Soit Fq(G,V') l’espace des

fonctions G — V' muni de ’action
oap = x —> p(zg).
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1) Avec la définition précédente, G agit linéairement sur Fq(G,V).
2) Si dimV = n, alors il existe un isomorphisme de reps Fy(G,V) ~ F4(G,K)™.
3) Si dim'V = n, alors il existe un isomorphisme de reps F(G,V) ~ F(G,K)".
4) La fonction
orb: V — F4(G,V), v+ orb,:g— gv,
est linéaire injective et équivariante.
Démonstration. (1) Facile.
(2) On choisit une base de V.
(3) On utilise que Fy(G,K) ~ F(G,K).
(4) Linéaire : Facile. Injectivité : orb, = 0 implique que v = orb,(e) = 0. Equivariance :

On veut montrer que gorb, = orby,. Soit ainsi x € G. On a
(g(orby)) (x) = orb,(zg)
= xg . ’l}

= x(gv)
= orby, ().

]

Corollaire 124. Soit G fini tel que |G| est inversible dans K. Soit S une rep. simple de

dimension finie et soit
Fo(G K) = S @ @ Sy

une décomposition isotypique. Alors S ~ S; pour un certain i. En particulier, il n’existe

que un nombre fini de classes d’isomorphisme de représentations simples de G.

Démonstration. Si dim .S = s, alors on a une fonction équivariante et injective :
orb : S — Fy4(G)".

Clairement, une décomposition isotypique de Fy(G) est ST @ --- @ S Alors S ~ S;

pour un certain ¢ par le Corollaire [110 [

Le produit tensoriel

Une facon tres importante de construire des nouvelles représentations est le concept
de produit tensoriel. La construction d’'un produit tensoriel n’appartient pas vraiment a
un cours de théorie des représentations, mais il s’agit d’une partie de 'algebre linéaire qui

demande plus de maturité pour étre comprise par 1’étudiant.
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SoientH M, N et P des espaces vectoriels (sur le corps K). On veut construire un
K-espace M @k N ayant la propriété que les applications IK-bilinéaires sont simplement
les applications linéaires M ®x N — P.

La construction emploie la notion d’espace libre sur un ensemble. Soit X un ensemble
arbitraire. On note K le K-espace des fonctions X — IK qui sont nulles sauf pour un
nombre fini d’éléments de X. Une base de K& est {04}zex, Oou §, est la “fonction de
Dirac” définie par 0,(y) = 0siy + x et d,(x) = 1.

Proposition 125. Soient M et N des KK-espaces vectoriels.
(1) 1l existe un K-espace M ®k N et une application bilinéaire
eRe: MPN — Mg N, (x,y) — QY
tels que :

(T1) SiB: M@N — P est bilinéaire, alors il existe une application linéaire
g*M®gN— P

telle que pour tout x € M et ye N on l'a
Bz ®y) = Bz, y).

Dit autrement, le diagramme suivant est commutatif :

M N
|
% I g
Y
MeN P

B

(T2) Si37: M®N — P satisfait aussi f1(x ®@y) = B(x,y), alors * = BT,

(G) Si{x;} est une base de M et {y,} est une de N, alors {z; ® y;} est une base de
M®N.

(2) Sixl: M x N — MRXN jouit de (T1) et (T2) alors il existe un unique isomorphisme
u:M®N — MXN tel que u(z ®y) = u(x) X u(y).

. o R ) v . ,
Démonstration. (1) Dans KM*N) on consideére le sous-espace vectoriel R engendré par
les ensembles suivants :

Ay = {0(z+ary) — Owy) — O(ary) T, 2 € M, ye N}.
A2 = {6(x,y+y’) - 5(m,y) - 5(z,y+y’) S M> yay/ € N}
Ly = {5()\3,711) - )\5(33’3/) . X E M, Y € N, AE ]K}

Ly = {0apy) — M0zy) : €M, ye N, pekK}

10. Cette partie est presque copiée du livre “Commutative Algebra” de M. Atiyah et I. G. Macdonald.
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Dit autrement,
6($+$,7y) = 6($7y) + 5(:17,72:’) mOd R’
Oz yty) = Oay) T @y) mod R,
(5()\:,;71/) = /\(5(I7y) mod R,
Oa,uy) = W(zy) mod R.

On pose

M@y N = KMV /R

ainsi que

r ®y = classe de J(,,) modulo R.

On note que KM>*N) est engendré librement par {8,y }wyemxn ; done M @k N est
engendré par r ® y. En plus, pour tout x, ' de M, y, v’ de N et \, u de IK, on a
(r+2)RQy=2Qy+ 2 ®uy,
r@Y+y) =r@y+zQy,
(Ar) @y =X (z®y)
r® (ny) = p- (x®y),

et ® est bilinéaire.
(T1) Soit B: M x N — P bilinéaire. On définit une application linéaire

Bo . ]K(MXN) 5 p

par $°(0zy)) = B(x,y). Ceci est clairement possible car K(M*N) est libre de base {0(ay) :
(z,y) € KM*N)Y O,

B°(Otesary) = Owy) — Oary)) = Blx + 2" y) — Bz, y) — B(z,y)
—0

B°(O(ay+y) — Ony — Owysy)) = B(x,y + ) — Blx,y) — Bz, y)
-0

etc.

Donc 3°(R) = 0 et on arrive & la définition de 8* : K(M*M) /R — P. Comme la classe de
O(zy) e KM*N) /R est x @y, on voit en plus que

B (x®y) = B(z,y).

(T2) Comme M ® N est engendré par I'image de ® : M x N — M ® N, on déduit que
b*: M ®N — P est unique.
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(G) On laisse au lecteur la preuve du fait que {z; ® y;} est une famille génératrice et on

montre qu’elle est libre. Soit ainsi

2 )\ij : (% ®yj) =0,

iel’

jed’
ou I' et J' sont finis et \;; n’est jamais nul. Soient k € I’ et ¢ € J'. On construit une
application bilinéaire f : M x N — K telle que §(z;,y;) = 0si (2,7) + (k,¢) et S(xk, ye) =

1, c’est-a-dire,
B <Z a;T; ijyj) = ayby.
i J

(Ou encore, si {¢;}, resp. {1;}, est la base duale & {x;}, resp. a {y;}, alors f(z,y) =
or(x) - e(y).) Soit ainsi f* comme dans (T1). On a :

0=0"[ D Ay (1:®y;)
el’
jeJ’

= ZAijB*<$i ®y;)
= > AiBlwi y))
= A\

Une contradiction.

(2) Soit maintenant x] : M x N — M [x] N une autre fonction bilinéaire jouissant
de (T1) et (T2). Ceci étant, il existe des fonctions linéaires v : M XIN — M ® N et
u: M®N — MX N telles que

vrXy) =2y et ulr®y)=zXy.
(En plus, u et v sont uniques a avoir cette propriété.) Donc,
weXy) =zXy et vurz®y) =rQy.

Or, on sait déja que la fonction id : M XIN — M ® N est telle que id(z X y) = 2 Xy, et
par unicité, il faut que uv = id. De méme, vu = id.

]

Remarques 126. Souvent, I’étudiant se dit : alors M @ N = M @ N! Déja, ceci est faux

car si les dimensions sont finies, alors dim M ® N = dim(M) x dim(N).

Exemple 127. Soient X et Y des ensembles finis. Si ¢ : X — K et ¢ : Y — K sont
des fonctions, on construit la fonction produit X x Y — K par p(p, ¥)(z,y) = o(x)(y).
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Clairement : p : F(X) x F(Y) — F(X xY) est bilinéaire et obtient, via la propriété T1

une application linéaire
P FX)®F(Y)— F(X xY)

telle que p* (0 ®v) = p(p, ). Or, p* (0, ®dy) = p(dz, y) et p(dz,0y) est simplement &,y ).
Donc, p* est isomorphisme puisque 'image d’une base correspond a une base. (Un résultat
similaire peut étre donné pour des ensembles infinis : mais il faut remplacer F'(X,K) par

Fy(X,K), le sous espace des fonctions avec support fini.)

Exercice 128. Soit C°(R), resp. C°(R?), I'espace vectoriel des fonctions continues R —
R, resp. de R? — R. On considére I'application bilinéaire évidente m : C°(R) x C*(R) —
C°(R?) définie par m(p,v¥)(z,y) = @(x)(y). L’application m* : C°(R) ®g C*(R) —
C°(R?) est-elle un isomorphisme ?

Soient U et V' des reps d'un groupe G. On considere alors 8, : U x V' — U@V définie
par By(u,v) = gu® gv; il s’agit d’une application bilinéaire U x V' — U ® V' et ainsi est
de la forme

By (u®v) = By(u,v)

pour une certaine f; : U®V — U ®V linéaire. On montre que 5, = B o f;. Pour

chaque ue U et ve V, on a

Done, 3; o B satisfait la propriété (T1) caractérisant 3}, d’oti, par (T2), on a
/th = 5; o ﬁ;:-
Ceci montre que g — 3 définit un morphisme de groupes G — GL(U ® V).

Définition 129. La représentation de G sur U®V construite ainsi est appelée la rep. pro-
duit tensoriel. Si p: G — GL(U) et 0 : G — GL(V') sont les morphismes correspondants,

on trouvera utile d’écrire aussi ¢ ® o pour parler de la rep. produit tensoriel.

Le produit tensoriel permet de donner une nouvelle interprétation a la structure de
groupe de I'ensemble X(G) (voir p. [35).
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Exemple 130. Si (L,60) et (L',0") sont des caracteres de G, alors L ® L’ est aussi un
caractere car dim L® L' = 1-1. Puis, £ € L et £’ € L’ sont des bases telles que 6(g)¢ = 0,¢
et 0(g)l' = 0,0, alors (0@ 0') (gl @' = 0,4 @ 0,0, et ce dernier est 0,0, - (( ® (') car
—®—:Lx L — L®L est bilinéaire. Ceci montre que la structure de groupe sur X(G)

construite précédemment a I’aide de d’une bijection X(G) — Hom (G, IK*) est intrinseque.
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Cours 10
(02 avril 2021).

Une propriété importante du produit tensoriel qui sera employée dans la suite est la
suivante. Soient U et V' des espaces vectoriels. Pour chaque couple (@,v) € U xV,on

obtient une application linéaire

Caw:U—V, u—a(u).
Clairement, ¢ : U x V — Hom (U, V) est bilinéaire. Soit ¢* : U ® V — Hom(U, V) ainsi
définie.

Lemme 131. Si U ou V sont de dimension finie, alors ¢ : U®V — Hom(U,V) est un

1somorphisme.

Eléments de preuve. Soient {u; : i € I} et {v; : j € J} des bases de U et V. Soit {@;} la
base duale : @;(uy) = 0 si ¢ + 4 et 1 autrement. Soit ¢;; : U — V définie par ¢y, ,,. On

montre que {c;;} est une base de Hom(U, V). O

Caracteres (de Frobenius)

On ne parlera maintenant que des représentations complexes de dimension finie d'un
groupe fini G. L’idée fondamentale de Frobenius est la suivante : Soit o : G — GL(V)
une rep. Etudier toutes les matrices {o(g) : g € G} est trés compliqué et on peut tirer

beaucoup d’information en passant a I’étude des nombres complexes Tr(o(g)).

Définition 132. Soit (V,¢) une rep de G. On défini son caractere (de Frobenius) xy

comme étant la fonction g — Tr(o(g)).

Si V' est une rep, on note que Yy satisfait

xv(zgz™) = xv(9)

pour tout g,x € G. De plus on note que pour g € G, 'automorphisme gy : V. — V
satisfait g{, = id pour un certain n et par conséquent le polynome minimal divise A" —1 =
[Thsg(A— e?mk/m) - Ceci implique que gy est diagonalisable et que ses valeurs propres sont

des racines de 'unité.

Lemme 133. Soit V' et W des représentations de G. Alors

(1) xvew = Xv + Xw-

11. Pour éviter des confusions, on écrira U pour le dual de U.
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(2) xvew = Xv - Xw-

(3) xv+ = Xy-

Démonstration. On fixe g € G et on note A\y,..., A\, et py,..., 1, les valeurs propres
de gy et gw. Alors les valeurs propres de gygw sont {\;, ux}. Donc, Ay + -+ + Ay, +
pr + o+ e = xv(g9) + xw(g). De méme, les valeurs propres de gygw sont {\juy :
1 <j<m,1<k<n}, et donc leur somme est Zj’k Ajptg. Or, ceci n’est rien d’autre
que (32, A1) (X ) = xv(9)xw(g). Finalement, les valeurs propres de gy« sont {A71) et
comme chaque \; est une racine de I'unité, on a )\j_l = \j. O

Soit (L,6) une rep. de dimension 1. Alors il est clair que la fonction 6, définie a la
page |35| est le caractere de L. Par contre, si dim V' > 2, le lien entre xy, son caractere,

n’a pas un lien explicite avec un morphisme G — C*.

Définition 134. Soit ¢, € F(G, C). On écrit
(o) = Z
geG’

Le lecteur n’aura aucune difficulté a vérifier :
Exercice 135. La fonction (—, —) est un produit hermitien positif défini sur F'(G, C).
Théoréme 136 (Orthogonalité). Soient S et T' simples. Alors
1, s15S~T,

0 sinon.

{Xs:XT) = {

C’est une conséquence du
Lemme 137. Soit V une rep de G. Alors {xy,1g) = dim V¢,

Démonstration. Soit M la moyenne :

M—|G|ng.\/—>v.

geG

On se rappelle que M est un projecteur sur V<. Donc, dim V¢ = Tr(M) (cela suit de la
décomposition V = V¢ @ Ker(M) et du fait que pour calculer la trace, toutes les bases

sont bonnes). Mais

|G| Z Tr(gv)

geG

geG

= {xv, la).
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Preuve de l’orthogonalité. Soit H = Hom (S, T). On sait que HY est simplement le sous-

espace des morphismes équivariants. Ensuite, le Lemme de Schur garantit que

1 siS~T,

0 autrement.

dim HE = {

D’apres le Lemme , on sait que dim H = {(xy, 1¢). Or, mais en tant que reps, on a
H ~ S*®T (voir le Lemme [131]), d’ou

s la) = xser: 1a)

= ’—(1;’ Z Xs+ar(9)
- ,—g, S Vs (@)xr(o)

= {XT: Xs)-

Pour la suite, soient

S1,...,.S, des reps simples, non-isomorphes deux-a-deux

telles que chaque rep simple soit isomorphe a une de ces dernieres.

(Il en a que un nombre fini. Pourquoi ?) On écrira x; au lieu de xg,.

Théoréme 138 (Calcul de la multiplicité). Soit V' une rep de G. Alors la multiplicité de

S; en'V se calcule de ainsi :
(V2 85) = v X

Démonstration. On pose V' ~ ST @---@S™ . Alors xy = >, m;x; et donc, 'orthogonalité
donne m; = {xv, Xi)- O

Le résultat suivant—qui est completement spectaculaire -—suit sans effort :
Corollaire 139. Soient V et W des reps. Si xyv = xw, alors V.~ W.

Démonstration. On a V.~ S @--- S et W ~ S" @ ---S]' avec m;,n; des entiers

positifs. Done 3}, mjx; = xv = xw = 2J; nyX;- Par orthogonalité, m; = n;. O

Corollaire 140. Soit V une rep. AlorsV est simple si et seulement si ||xv|> = (xv, xv) =
1.

Démonstration. Si 'V est simple, alors le resultat est partie de la relation d’orthogonalité.
On suppose |xv|? = 1. SiV ~ @, S/™, alors xy = >, mix;. Done, 1 = |xy|* = > m?. 1l
suit que pour un certain j, on a m; = 1 et m; = 0 si ¢ 5. Dit autrement, V' ~ S;. O]
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On étudie les caracteres des reps de permutation.
Théoréme 141 (Le caractere des reps de permutation). Soit X un G-ensemble fini; on
écrira xx au lieu de Xp(x,c)-

1. Pour g € G, xx(g) = |Fix(g)|.

2. Le nombre d’orbites de G est égal la multiplicité de 1 dans F (X, C). Ce dernier est

aussi {xx, la)-

3. On a la formule de Burnside :
1
H#Horbites = €] Z |Fix(g)|.
g

Démonstration. 1) Pour g € G, on écrit

9(8,) = 2, guyfs.
zeX
Or, mais ¢(d,) = d4y. On voit que

) 1 sigy=u,
Jzy 0 autrement.

Donc, g, = 1 si gr = x et g,, = 0 sinon. La formule en découle.

2) On suppose que G agit transitivement sur X. Soit ¢ : X — C une fonctions G-
invariante, c’est-a-dire, go = ¢ pour tout g € G. Alors, p(g'z) = p(x); par conséquent,
¢ est constante. On en déduit dim F((X)% = 1. En général, soient X, ..., X, les orbites.

On voit facilement que
R:F(X)— F(X;) x - x F(X,)

Y (§0|X17 .- '790|Xq)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. De plus, R est clairement G-équivariante. Il
suit que dim F(X)% = ¢, car dim F(X;)“ = 1. Finalement, la multiplicité de 1 n’est rien
d’autre que dim F(X)¢.

3) On a

#orbites = (xx, 1)
1
= @ Z xx(9)
g

= |_C1}'| Z Fix(g).
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On écrit xyeg pour le caractere de la rep. réguliere (a gauche).

Corollaire 142. Les affirmations suivantes sont vraies :
1) Soit V une rep. Alors dimV = (Xyeg, XV )-
2) Si
F(G,C)~ ST @S,
alors m; = dim S;.

3) On a

r

D (dim §;)* = |G,

i=1

Démonstration. 1) Par le Théoréme [141] on a

(g) = 0 sig=Fe,
Xregld |G| sig=e.

11 suit que (Xreg, Xv) = XV—(e) =dimV.

2) On sait que la multiplicité de S; dans F'(G, C) est (xyeg, Xi)- Grace a (1), le produit
interne (Xreg, Xi) vaut dim S;.

3) On fait la somme des dimensions. [
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Cours 11
(09 avril 2021).

Le nombre de représentations simples et les classes de
conjugaison

On rappelle les notations et conventions pour cette partie : GG est fini et une rep. de
G est toujours une rep sur un C-espace vectoriel de dimension finie. De plus, on fixe des
reps simples
S1, ., Sy

telles que chaque rep. simple soit isomorphe a seulement une parmi {S;}. On écrira y; au
lieu de xg,.

On souhaite étudier le nombre r. Pour cela, on introduit :

Définition 143. Une fonction ¢ : G — C est centrale si o(ghg™t) = p(h) pour tout
h et g. Le sous-espace vectoriel de F'(G,C) formé par les fonctions centrales sera noté

Fem(@, €).

Remarques 144. On montre facilement que ¢ : G — C est centrale si et seulement si

¢(gh) = p(hg)

pour tout g,h € G.

Les caracteres sont l'exemple le plus évident de fonctions centrales. Notre objectif

maintenant c’est de montrer qu’ils sont essentiellement les seuls.
Théoréme 145. Les fonctions {x;}i_, forment une base de F*™(G,C).
La preuve fait appel a :

Lemme 146. Soit p € F*™(G). Pour chaque rep. V, on considére la moyenne pondérée :
1
V.
MYV —V, v— @Zq]w(g) - g(v).

Alors

(1) M} est equivariante.

(2) SiU <V est G-invariant, alors pour tout uw € U on a MY (u) = MY (u).
(8) Si'V est simple, alors

MV _ <§07Y\/> : ]
v dim V idy
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Démonstration. La preuve de (2) est simple; on se concentrera sur (1) et (3).

(1) On a

ﬁZso(hlg') g'v
g_zlg/éZs@(g) hgv
= h (M (v))

(3) Si V est simple, alors le Lemme de Schur dit que M;/ = Aid. Comme
1
vV _
T My = Zg] v(9) - xv(g)

= <907YV>7
on déduit Adim V' = (¢, Xy ) O

Démonstration du Théoréme[145 On montre qu'une fonction centrale qui est orthogo-
nale & chaque ; est nulle. Soit ainsi ¢ € F* telle que {p, x;» = 0 pour tout i.
D’apres le Lemme [146}(3),
v dimV %
et par conséquent Mgi = 0.

Soit V' une rep arbitraire et S < V' une sous-rep simple. Donc,
0= MZ(p)(v)
VA%
= ME (v)

pour tout v € S. Comme V est engendré par ses sous-représentations simples, on déduit
que pour chaque rep. V I'endomorphisme Mg est nul.

On applique ce résultat a la rep réguliere :

0 = ME9(s,)

7]

= ﬁ Z@(Q)ég,

et on déduit que $(g) = 0 pour chaque g puisque {J,}4ec est une famille libre. ]
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Dans la suite, C1(G) note 'ensemble des classes de conjugaison de G.

Corollaire 147.

r = |CI(G)|.

Démonstration. Soit C' une classe de conjugaison et dc sa fonction caractéristique :
dc(g) = 1si g € C et dc(g) = 0 sinon. Il est clair que {6c : C € CI(G)} est une
base de F*™(G, C) et le Théoreme nous donne le résultat. O

La méthode pour prouver le Lemme [146| a une conséquence importante qu’on isole ici.
(Il s’agit d’une amplification du Théoréme [113])

Proposition 148. Soit V une rep. et V. =5S{" @ ---® S . Soitie{l,...,r}. Alors
(dimS;) - My :V —V

ST

est le projecteur sur S orthogonal a @j#i .

Démonstration. Siwv € S; alors le Lemme [I146 montre que

S;
MY (v) = My (v)
_ <Xw%g> v
d1m Sj
_ e,

Donc, si i # j, on voit que MY (v) = 0. Ensuite, si v € S;, alors

1
Vv -

.

Le résultat suit. O

Tables de caracteéeres

Les notations sont comme avant. En plus, on pose

Cl(G) = {Ch,...,C, 1.

On note que si C' € CI(G) et V est une rep, alors xy(g9) = xv(¢’) pour n'importe
quel couple g,¢" de C. Ceci étant, on écrit xy(C) pour la valeur de xy sur un élément
quelconque de C.
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La matrice suivante est la table de caractéres de G.

o . C,
x1 | xa(Cr) | | xa(Cr)
Xr e X’I‘(OT)

En utilisant les relations d’orthogonalité, on arrive a

Lemme 149 (Orthogonalité des colonnes). Pour chaque couple i,j € {1,...,r}, on écrit

Xij = xi(Cj). Alors
i _ { 0, sii+ 7,
ST alcl, sii=g
Dit autrement, st X = (x;;), alors

< _ g0 (1G] |G|
X' X = diag <|—,,—)
|G ||

Démonstration. D’apres les relations d’orthogonalité, on sait que

{0, sii+j,

> xi9)x;(9) =

geG |G|7 Si Z = j
Or,

D ixiloxi(e) = D, D xilo)xs(9)

geG k=1 geCy,

= Gkl - XXk
k=1

Solent ainsi D = diag(|Cy|,...,|C:|) et X = (xi;). On voit que XDX' = |G| - Id. Par
conséquent, X ' = (D/|G|) .X". Donc, (D/|G) X' X =1d, dou X - X = |G|- Dt Ce
qui est la formule souhaitée apres conjugaison. [

Exemple 150. Soit G = .%3. Soient C = {e}, Cy = {(12), (13), (23)} et C3 = {(123), (132)}
les classes de conjugaison. Soit S; = 1. Soit € : .3 — C* la signature vue comme mor-
phisme de groupes : ceci nous donne une rep. simple S; dimension 1. Nous avons encore
une autre rep simple S telle que 6 = 12 + 12 + (dim S3)?. Par conséquent, dim S3 = 2; en

particulier x3(e) = 2. Voici la table a présent :

Cr| Cy | C
wl1 11
el 1| -1]1
xs| 2| a|p




En utilisant I'orthogonalité des colonnes, on voit que a = 0 et § = —1. On note ici que
malgré le fait que x3 soit numériquement déterminée, on n’a pas beaucoup d’information
a propos de Ss.

Exemple 151. Soit G = %y5. On pose C; = {e}. Puis, on note que {S, RS, ..., R*S}
forme une seule classe de conjugaison car R'S - S - SR™" = R*S et chaque R’ est de

la forme R* car (R) ~ Z/5. On note cette classe Cy. Ensuite, R' - R/ - R~ = R’ et
RS- R/ - SR~ = R77. On conclut que R’ et R~* sont dans la méme classe. Soient

Cs = {R,R"},Cy = {R* R*}.
Donc, GG possede 4 classes de conjugaison et par conséquent 4 reps simples. Soit y; le
caractére trivial. Puis, d’apres I'Exemple [L18] [Z10, Z10] = (R?) = (R) et Zip ~ Z/2.
On obtient ainsi une rep non-triviale de dimension 1 : on note x» son caractere. Comme
10 = 14 1 + (dim S3)? + (dim S4)?, on voit que dim S3 = dim Sy = 2. Or, on connait déja

une rep simple de dimension 2, qui est la standard. Elle est donnée par

21 1y 2T

am s 1 0
C?S 22_ SlI127r5 ’ IS
S1n 5 COS = 0 -1

On note x3 son caractere. Donc,

Cy | Cy Cs Cy
x1| 1 1 1 1
x2 | 1 | —1 1 1
X3 | 2| 0 | 2cos %’T 2 cos %’T
Xa| 2 | « B gl
On utilise 'orthogonalité des colonnes pour conclure que « = 0, f = —1 — 2cos %’T et
v = —1—cos 4?“. (En utilisant les racines de I'unité on voit que = 2 cos 4?” et v = 2cos 2?”)

Exemple 152. On note que la connaissance d’un caractere ne conduit pas immédiatement
a une description de la rep y attachée. En effet, d’apres I'Exemple (150, on connait les
caracteres de .3, mais on n’a pas beaucoup plus d’informations sur la rep S3 dont le
caracteres est x3. Dans ce cas précis, voici comment la construire.

Le groupe .3 agit sur X = {1,2,3} et on obtient ainsi une rep de G dans F'(X); soit
I(X)={¢:G—C: > o) =0} Clairement /[(X) < F(X) est invariant et de

dimension deux. Une base de I(X) est u := d; — 02 et v = 3 — 3. Dans cette base, on a

-1 1
(12) — ( 1)

0 —1
(0 )
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Si C1, Cy et C3 sont comme dans I’Exemple [150] alors
X1(x)(C1, Cs, C3) = (2,0, -1).

D’apres la table de caracteres, Exemple , I(X) est la seule rep. simple de dimension
> 1.
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Les cours suivants on été proposés comme complément dans les années précédents.
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Cours 11 (moitié) et cours 12
(5 et 12 Avril 2019).

Induction

E Comme avant, GG note un groupe fini. Toutes représentations sont complexes et de
dimension finie.

Si W est un C-espace, on obtient par oubli de structure une structure de R-espace
sur W : elle s’appelle la restriction de scalaires. Cette idée a déja apparu dans 1’étude des
représentations : des reps d'un groupe donnent lieu a des reps d’un sous-groupe naturel-
lement.

Par contre, si V' est un R-espace, il n’est pas en général possible de lui donner une
structure de C-espace. Or, si iV note un autre copie de V', alors W =V @iV vient avec
une structure de C-espace : (a+ib) - (v +iw) = av —bw +i(aw + bv). En plus, il est clair
que si V = R", alors V @iV n’est rien d’autre que C". Cette idée apparait également en
théorie des représentations.|[”|

Dorénavant, H note un sous-groupe de G et on écrit G/H = {tHy,...,t,H}. Soit W
une rep. de H.

Lemme 153. On note F(G,W) lespace des fonctions G — W.

1. La fonction
H x F(G,W) — F(G,W), (h,p) —> (x — h(p(zh) ).

est une rep de H.

2. La fonction
Gx F(G,W)— F(G,W),  (g,¢) — (= (g 'z) ).

est une rep de G.

3. Le sous-espace F(G, W) est invariant par Uaction de G induite dans l'item (2).

Les vérifications sont triviales (une fois qu’on sait comment fixer les choses). En plus,
on note que
on a p(gh) = h™"¢(g)

F(QW)H:{@:G—»W . pour tout g€ G et he H, }

12. Dans cette partie j’ai suivi les notations et conventions du livre “Representations of algebraic

groups” de Jantzen. Elles different des conventions de [Dat].
13. En fait, elle apparait beaucoup en mathématiques et son nom technique est “adjonction catégorique.”
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Il suit ainsi que

Ind(W) — W", @ (p(t1), ..., p(tn))

est une application injective et dim Ind(W) < ndim W.

Définition 154. La représentation F'(G,W)H est dite la rep. induite et sera notée par
Ind% (W).

Exemple 155. Si W = 1, alors Ind = F(G/H,C). En effet, une fonction ¢ : G - W
appartient a Ind(W) si et seulement si p(gh) = ¢(g), et donc Ind(W) est le sous-espace des
fonctions constantes sur les classes gH, qui est F/(G/H, C). On note que dim Ind(W) = n.

Exemple 156. Soit G = Dy, et H = (R). Comme H ~ Z/n, on obtient une rep. de H

en C en posant R(1) = w, avec w = /"

. On note que la fonction 6 : G — C définie par
S(RFy=w™, et 6(RFS)=0

appartient & Ind(C). (C’est la fonction “fonction indicatrice” de la classe H.) Soit ¢ :=
S(6). 11 suit que
(R =0 et 0'(R"S) = "

en particulier, ¢’ ¢ C4. Il suit que {4, 0’} est une base de Ind(C). On a
R(O)(RF) = §(R7YF) = w™™* et R(§)(R"S) =6(R'1*S) =0,
d’ott R(0) = wd. Puis,
R(§)(RF) =0 (RF1) =0 et R(0)(RFS) =& (RF'S) =6(R"F) = w1,

d’ott R(d") = w™'¢’. Dit autrement, a matrice de R dans la base {d, '} est

()

De fagon analogue, la matrice de S dans la base {0, '} est

01
10/
Par conséquent, Ind(C) est isomorphe a la rep. standard de G (Exercice).

Le dernier exemple montre que la clé pour bien comprendre 'induite est d’employer
“la fonction caractéristique” de H et ses images par les éléments tq,...,%,. Voici cette

idée en généralité :
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Lemma. 1. Pour chaque w e W, on définit §,, : G — W par

0w(g) =
(9) 0, sigé¢ H.

{ g tw, sige H,
Alors 6,, € Ind% (W) et Papplication
§: W — IndS(W)

est H-équivariante. (&, est I'unique fonction de Ind(W) qui vaut w sur e et 0 sur le
complémentaire G — H.)

2. Pour chaque ¢ € Ind(W) on a
o(9) = D, 6o (15 9).
=1

3. Soit t;WW I'image de (W) par t; : Ind(W) — Ind(W). Alors

Ind(W) = P t;W.
j=1

En particulier,
dimInd(W) = [G: H] - dim W

On démontre

Lemme 157. 1. Pour chaque w e W, on définit o, : G — W par

5.(g) = g tw, sige H,
o\ 0, sig¢ H.

Alors 8, € IndS (W) et application
§: W — IndS(W)

est H-équivariante et injective. (0., est l'unique fonction de Ind(W) qui vaut w sur

e et 0 sur le complémentaire G — H.)

2. Pour chaque ¢ € Ind(W) on a

0(9) = D 0o (t59)-
j=1
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3. Soit t;W Uimage de 6(W) par t; : Ind(W) — Ind(W). Alors

Ind(W) = él—) th

En particulier,
dimInd(W) = [G: H] - dim W

Démonstration. 1. Soit g € H. Alors, pour tout h € H on a

dw(gh) =h"'g™ (w)
= h™'(6u(9))-

Sig¢ H alors gh ¢ H et donc 6,,(gh) =0 = h(du(g))-
Il est clair que § est linéaire et on montre ’équivariance. Soit h € H. Alors

“h(w), sige H

sig¢e H

) du(hTlg), sige H
- 0, sig¢ H
_ ) h0uw)(g), sigeH
0, sig¢ H.

2. Soit g = tyh. Alors

=h" (5so<tk)( e))
= (h)

Sij + k, alors

5w(tj)(t;19> = 5w(tj)(t;1tkh)
=0,

parce que tj_ltkh ¢ H. D’ou la formule. L’injectivité est conséquence de d,,(e) = w.

3. La formule précédente s’écrit comme ¢ = 337 t;(dp,))-
Exercice 158. Montrer que ’évaluation

e : Ind$ (W) — W, o — p(e).
est H-équivariante.
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Proposition 159 (Réciprocité de Frobenius). L’évaluation
e IndS (W) — W, © — p(e).

est H-équivariante.

Si V' est une rep. de G, alors
E : Homg(V, Ind%(W)) — Hompy (V, W), dr—cod
est bijective.
La preuve est triviale et difficile a suivre!
Démonstration. On note que
E(®) :v—[®(v)](e).
Soit ¥ € Hompy (V, W). On introduit
D) :V — F(G,W),

par
[D(T)(v)] (9) = T(g™").
Affirmation : La fonction D(V)(v) : G — W appartient a Ind(W).
En effet,
[D(T)(v)] (gh) = T (™ g"v)
=h " {¥(g ")}
= h=H{[D(W)()] (9)}-

Affirmation : Siv,v' € V et X € C, alors
D(¥)(Av + ") = AD(V)(v) + D(V)(v").

Donc, D(¥) : V — Ind% (W) est linéaire.
La vérification ne pose aucun probleme.

Affirmation : La fonction D(¥) : V' — Ind(W) est G-équivariante.
Si g € GG alors

D(¥)(gv)(x) = D(¥)(z~ " gv).

Puis,



Affirmation : D(E(®)) = ® pour chaque ® € Homg(V, Ind(17)). Soit v € V. On a

[D(E(®))](v) : g = [E(P)](g7"v)
= [2(g7"v)](e)
= [g7"(®(v))](e)
= [®(v)](9)-
Affirmation : Pour chaque ¥ € Homy (V, W) on a E(D(¥)) = V.
On a
E(D(W)) : v — (D(¥)(v))(e)
= U(ev).

Corollaire 160. Soit V une rep de G et W une rep de H. Alors

<XV7 XInd(W)>G = <Xres(V)7 XW>H

Démonstration. Suit directement du Théoréme et du fait que dim Homg (X, Y) = (xx, xv)
(Exercice!). O

On étudie maintenant les caracteéres induits.

Théoréme 161. On a

On aura besoin du Lemme suivant dont la preuve est laissée au lecteur.

Lemme 162. Soit V =V, ®--- DV, un espace vectoriel ; on note u; : V; = V' 'injection

et pj : V. — V; la projection. Si A:V — V est une application linéaire, alors

Tr(A) = Zn: Tr(p; Auy)

=1

= Z Tr(p; Auy)

Démonstration du Théoréme[161. Soit g€ G.Siie {1,...,n} est fixé, il existe un unique

J tel que gt; € t;H. Soit ainsi gt; = t;jh. On a



Il suit que g(t; W) < W; si et seulement si gt;H = t;H, i.e. si et seulement si g € tthi_l.

Donc,

Tr gmaw) = Z Tr(g:t;(W) — t;(W)).

Par conséquent,

on voit que

Donc,
Tr (g: t:(W) — (W) = xw(h).
O

Exemple 163. Soit G = Djy et H = (R). Si w est une racine 5-éme de I'unité ; on obtient
une rep de H en C via R¥(1) — w; clairement son caractére, notons le ¢, est la fonction
R¥ +— w*. On note V l'induite.

Prenons {e, S} comme “systeme transversal” et utilisons les classes

Cy = {e},

Cy ={S,RS,... RS},
Cs = {R, RY}

Cy = {R* R},

déterminées par I’Exemple [I51] pour calculer explicitement yy . Soit g € G. Alors g € G.
Sigé¢ H, alors g ¢ SHS et donc yy(g) =0.Si ge H, alors

xv(g) = ¢(g) + C(Sg5).
Donc,
xv(Ch,...,C) = (2,0,w + w* w? + w?)
=(2,0,w + @,w?* +@).
Ceci nous montre que si w = e2™/5_ alors V est la rep S; déterminée dans I'Exemple m,

et que si w = e*™® alors V est S,.

64



Une autre fagon d’écrie la formule dans le Théoreme [161] est la suivante. Si ( €

Feent(H, C€) on note (° : G — C son extension par zéro, & savoir

o,y ) Clg) sigeH
“g)_{o sigé H.

On définit 1
Ind§(¢)(g) = ] > ga).

zeG
Clairement, (°(hgh™) = (°(g) si h € H, et donc

Ind(¢)(g) = ﬁz Z ¢*(z 7 gx)
ST PN ORI
= ﬁ Z Z C0<tz_19tz)

Remarques 164. Soit g € G; on note par o, : S, — S, la permutation définie par
gtiH = t, ;) H. On fixe i, et on écrit gt; = t;h. Donc,

g<t15w) = tjahw-

Puis, on note que

0, x ¢ gH,
g(sw(x) = _1
r 'g(v) zegH.

Exercice 165. On suppose que ¢ : H — GL, est injective. Montrer que Ind(p) : G —

GL,, est aussi injective.
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Cours 12
(3 avril 2020).

G est fini; toutes les reps sont complexes et de dimension finie. On désigne par Clg

I’ensemble des classes de conjugaison de G. On souhaite montrer :
Théoréme 166. Soit S une rep simple de G. Alors dim S divise |G|.

Notre preuve aura besoin du concepte de entier algébrique. Voici une breve digression.

Digression sur les entiers algébriques.

Un 6 € C est dit un nombre algébrique s’il est solution d’un équation polynomiale
0" + a, 10" + -+ ag = 0ol a; € Q. Le complexe 0 est dit un entier algébrique s'il
est solution d’une équation polynomiale comme avant ot, de plus, chaque a; est entier.
L’ensemble des nombres algébriques est normalement noté Q. Celui des entiers algébriques

est noté Z.

Exemple 167. Chaque rationnel est un nombre algébrique. Chaque entier est un entier
algébrique. Les racines v/2, v/3, etc sont des entiers algébriques. Les racines de 1'unité
¢ = e¥™k/m sont toutes des entiers algébriques car (" — 1 = 0. En particulier, pour chaque
représentation p : G — GL,(C) de G et chaque g € G, les valeurs propres de p(g) sont

des entiers algébriques.

Donner des exemples de nombres complexes qui ne sont pas des nombres algébriques
est assez difficile (7 en est un). De lautre coté, il est tres simple de donner des exemples

de complexes qui ne sont pas des entiers algébriques.
Lemme 168. Soit § € Q N Z. Alors 0 est un nombre entier.

Démonstration. On suppose que 6 n’est pas entier : 0 = r/s avec s > 1 et pged(r, s) = 1.
Sif"+ 37 it =0, 0ona Y aris"t = —r™. Soit p un diviseur premier de s. Le fait

n—1i

que n —¢ = 1 pour chaque i € {0,...,n — 1} prouve que p | Z;:Ol a;r’ = p | r", ce qui

est impossible. O

Une autre propriété remarquable des entiers algébriques est la suivante :

Théoreme 169. Soient o et 3 des entiers algébriques. Alors a+ (B et aff sont aussi des

entiers algébriques.

La preuve de ce résultat qui consiste a trouver une équation algébrique pour o + 3
(ou af) a partir des équations algébriques de « et 8 n’est pas évidente. Mais en faisant
un peu plus de théorie, on est vite amené a un concept qui permet de gagner du terrain.
Dans la suite, pour § € C donné, on écrit Z[0] = {P(0) : P € Z|X]}. 1l s’agit clairement

d’un sous-anneau de C.
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Théoreme 170. Soit 6 € C. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1) 0 est entier algébrique.
2) Le groupe abélien Z[0] posséde un nombre fini de générateurs.

3) 1l existe un sous-groupe A < C ayant un nombre fini de générateurs tel que 6 - A < A.

Démonstration. 1) = 2). Par définition, il existe des entiers a; tels que 0" = a,_160""! +
o +ag. Nsuit que Z[] =Z -1+ -+ 7Z-6"1.
2) = 3). On prendra A = Z[6].

3) = 1). Soient ay, ..., «a, des générateurs de A. On déduit que

90&1 = Q1101 + A12Q2 + - - + A1 Oy,

Oay, = ap1aq + Gpois + -+ - + AppQip,

avec a;; € 7. Ceci s’écrit comme

(ag)- | = [=01| [

Qp Qp

d’out @ est une valeur propre de la matrice (a;;). Il suit que P(X) = det(X —a;;) = X"+ -

s’annule en X = 6. O

Preuve du Théoréme[169. D’apres le Théoreme[170)] il existe A et B des sous-groupes de C
qui sont engendrés chacun par un nombre fini d’éléments, et tels que a-A < Aet 5-B < B.
Soit AB = |J{a1by + -+ + asbs a; € A, b; € B}. Si {a;} engendre A et {§;} engendre
B, alors {a;0;} engendre AB. Donc AB est engendré par un nombre fini d’éléments.
Clairement, si a € A et b € B, alors a - (ab) = (aa) - b € AB et f(ab) = a(pb) € AB.
Donc, af(AB) c a(AB) c AB et (o + 8)(AB) € AB. On conclut a I’aide du Théoreme
[I7a O

Exemple 171. Soient o = v/2 et § = +/3. On écrit A = Z + Zo et B = Z + Z3. 11 suit
que a-Ac Aet f-Bc B. Soit AB =7 + Za + 7 + Zry, ou on a posé v = aff. On

considere € = 1 + a + . Donc
e-l=14+a+p+0y,
era=2+a+08+7y
e-B=3+0a+ B+
e-v=0-143a+28+7,

67



et ¢ est valeur propre de la matrice

S W N =
w O = =
N = O =
— = = O

et on voit que son poly caractéristique s’annule en ¢, ¢’est-a-dire, e* —4e3—4e%+16e—8 = 0.

Les caracteres comme entiers algébriques

Dans la suite, on fixe une représentation simple S de caractere y. L’idée fondamen-
tale derriere la preuve du Théoreme est la famille de nombres complexes {A¢}coeciy
construite dans la suite.

Pour chaque C € Clg, soit d¢ : G — C la fonction centrale définie par

5e(g) = 1, sige(,
9= 0, sige¢C.

On sait, d’apres la Proposition que

Yigs S — 8
geC

est un endomorphisme G-équivariant (il s’agit de |G| - M) et donc

Z gs = Acidg

geC

oll A\¢ est un nombre complexe. En fait, prenant la trace :

)\C -dim S = TI"()\C 1d5)
= Z Tr(gs)

geC
= [|Cx(C)
—_ |C]

En particulier, A\¢ - x(C) = ——

et donc
dim

Proposition 172. On a
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La preuve tu Théoreme |166| viendra ainsi en démontrant que Z Ao - x(C) est un

CeClg
nombre entier. Ceci sera obtenu en montrant que A est un entier algébrique.

Si B € Clg alors I’'ensemble
CB:={cb : ceC,be B}
est stable par conjugaison (vérifiez!) et on obtient

cB= || A
AECIG
AcCB
Soit
m:C xB— CB, (¢,b)w—cb

la multiplication.

Lemme 173. Si A€ Clg et A < CB, alors pour n’importe quel deux éléments a,a’ € A,

on a

#m 1 (a) = #m 1 (d).

Démonstration. On écrit x — 92 pour la conjugaison par ¢ : il s’agit d’'un morphisme de

groupes. Donc, si @’ = 9a alors
g c 1 17/
(=) :m™(a) — m™(d)
est une bijection. n

Ceci étant, on écrira

TnA«jrB>
pour le cardinal de m~*(a) = C' x B pour n’'importe quel a € A.

Lemme 174. La multiplication par le nombre complexe Ao préserve le sous-groupe abélien

Z Z\y. Plus précisément,
AEC]G

Ac-Ap = Y, ma(C,B)-Aa.

AeClg
AcCB
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Démonstration. On a

)\0)\3 idg = Z 652 bg

ceC beB

= 2 (Cb)g

(c,b)eCx B

=2, ) (s

AeClG (c,b)em=1(A)

YN Y

AeClg acA (c,b)em—1(a)
AcCB

- % Y

AeClg acA
AcCB

= Z mA(C,B))\A ldg

AeClg
AcCB
Via le Théoreme (170, on déduit :
Corollaire 175. Pour C € Clg, le nombre \¢ est un entier algébrique.

Preuve du Théorémell66. Pour chaque g € G, les valeurs propres de gg sont des racines

de l'unité et par conséquent x(C) € Z. Donc, Z)\c -x(C) € Z. Mais on a vu que

_ G G
Z Ao - x(O) | | est rationnel. Par le Lemme [168|, ‘ | est entier. O
m S dim S
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