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Feuille d’exercices : Séries entières et leurs applications

Exercice 1 (Rayons de convergence). (a) Trouver le rayon de convergence de la série entière
ÿ

n

anz
n dans les cas suivantes

(1) an “ qn, avec q P C´ t0u.

(2) an “
1

n2
pour n ě 1.

(3) an “
1

n100
pour n ě 1.

(4) lim an “ ` et ` ­“ 0.

(5) an “
nn

n!
.

(6) an “ plog nq´ logn pour n ě 3.

(7) an “ cosp2πn{5q.

(8) an “
sinpnπ{3q

5np2n` 1q
.

(b) Déterminer le rayon de convergence des série entières suivantes : S “
ÿ

ně0

z3n

2n
, et T “

ÿ

ně0

z5n

pn2 ` 3q3n
.

Exercice 2 (Quelques questions théoriques sur le rayon de convergence). Dire si les affirmations
suivantes sont vraies ou fausses. En donner une démonstration ou un contre-exemple.

(1) Les séries
ř

anz
n et

ř

p´1qnanz
n ont même rayon de convergence.

(2) Les séries
ř

anz
n et

ř

p´1qnanz
n ont même domaine de convergence.

(3) Si la série
ř

anx
n a un rayon de convergence infini, alors elle converge normalement sur R.

(4) Si
ř

anx
n a un rayon de convergence fini R ą 0 et si fpxq note sa somme, alors soit lim

xÒR
fpxq,

soit lim
xÓ´R

fpxq existe.

Exercice 3 (Sommes de séries entières). Après avoir déterminé les rayons de convergence, donner
la valeur, en termes de fonctions élémentaires, des séries entières suivantes :

1. Apxq “
8
ÿ

n“0

n2xn.

2. Bpxq “
8
ÿ

n“0

xn

pn` 1q!
.

3. Lpxq “
8
ÿ

n“1

xn

n
.

4. Spxq “
8
ÿ

n“1

xn

n` 2
.
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5. T pxq “
8
ÿ

n“1

xn

n` k
, où k est un entier strictement positif.

6. Upxq “
8
ÿ

n“1

xn

npn` 2q
. (Indication : Écrire 1

npn`2q comme somme a
n `

b
n`2 .)

Exercice 4 (La suite de Fibonacci). Il y a plus de 800 ans, Leonardo Pisano, connu comme
Fibonacci, s’est mis à étudier la suite numérique suivante :

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . ,

c’est à dire, la suite pFnq définie par

F0 “ F1 “ 1, Fn “ Fn´1 ` Fn´2, pour n ě 2.

A. de Moivre a montré que la suite de Fibonacci est liée à une autre merveille mathématique : le

nombre d’or ϕ “
1`

?
5

2
. Dans cet exercice, on va retrouver cette connexion à l’aide des séries

entières.

(1) On définit la série entière Spxq “
ř8

0 Fnx
n. Montrer que son rayon de convergence est ě 1

2 .
Indication : Montrer par récurrence que Fn ď 2n.

(2) Montrer que pour tout x P
‰

´1
2 ,`

1
2

“

on a

p1´ x´ x2qSpxq “ 1.

(3) Soient

α “
´1`

?
5

2
et β “ ´

1`
?
5

2

les deux racines de x2 ` x´ 1. Trouver A,B P R tels que pour tout x P Rztα, βu on ait

1

x2 ` x´ 1
“

A

x´ α
`

B

x´ β
.

(4) Montrer que

Fn “
1
?
5

 

ϕn`1 ´ ψn`1
(

,

où ψ “
1´

?
5

2
.

(5) Quel est le rayon de convergence de S ?

Autour du théorème d’Abel

Exercice 5. Dans cet exercice, on fera appel à la série entière de la fonction arctan : R Ñ

s´π{4,`π{4r pour montrer la formule de Leibniz

π

4
“ 1´

1

3
`

1

5
´

1

7
`

1

9
¨ ¨ ¨
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1. En utilisant que arctan1pxq “
1

1` x2
, obtenir le développement de arctan en série entière.

2. Utiliser le théorème d’Abel pour montrer la formule de Leibniz.

Exercice 6. Soit θ P s0, 2πr fixé. On souhaite calculer la somme de la série
ř8
n“1

cospnθq
n (dont

la convergence est assurée par les théorèmes d’Abel-Dirichlet). On considère la série entière

Sprq “
8
ÿ

n“1

cospnθq

n
rn

1. Montrer que le rayon de convergence de S est au moins 1.

2. Montrer que

S1prq “
cos θ ´ r

1´ 2r cos θ ` r2
.

3. Montrer que
8
ÿ

n“1

cospθq

n
“ ´

1

2
logp2´ 2 cos θq.

Séries entières et équations différentielles

Exercice 7 (L’équation de Legendre). Soit λ P C. On considère l’équation différentielle :

p1´ x2qy2pxq ´ 2xy1pxq ` λypxq “ 0. (L)

(1) Soit ϕpxq “
ř8
n“0 anx

n une série entière de rayon de convergence R ą 0. En le justifiant
soigneusement, montrer que ϕ est solution de (L) si et seulement si les coefficients an vérifient
des relations de récurrence que l’on précisera.

(2) On suppose que λ R N. Soit ϕpxq “
ř8
n“0 anx

n une série entière de rayon de convergence
R ą 0 qui est solution de (L). En supposant ϕp0q “ 1 et ϕ1p0q “ 0, déterminer R.

(3) On suppose que λ “ `p`` 1q où ` est un entier positif.

(a) On suppose ` pair. Montrer que (L) possède une solution polynomiale ϕ telle que ϕp0q “
1 et ϕ1p0q “ 0.

(b) On suppose ` impair. Montrer que (L) possède une solution polynomiale ϕ telle que
ϕp0q “ 0 et ϕ1p0q “ 1.

Exercice 8 (L’équation hypergéométrique). Soient α, β, γ des nombres complexes. En supposant
que γ n’est pas un entier négatif, on introduit l’équation différentielle, dite hypergéométrique,

pz ´ z2qy2 ` rγ ´ pα` β ` 1qzsy1 ´ αβy “ 0.

(1) On admet l’existence d’une série entière Spzq “
ř

anz
n de rayon ρ non-nul, et qui est une

solution de l’équation hypergéométrique. Montrer que

an`1 “
pn` αqpn` βq

pn` 1qpn` γq
an.
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(2) Montrer que l’équation hypergéométrique possède une solution Spzq “
8
ÿ

n“0

anz
n ayant rayon

de convergence ρ ą 0 et satisfaisant Sp0q “ 1. Ensuite, déterminer précisément ρ. Cette
solution est connue comme la série hypergéometrique, et est notée F pα, β, γ, zq.

(3) Les exercices suivants montrent comment obtenir quelques fonctions usuelles à partir d’une
série hypergéométrique F pα, β, γ, zq.

(a) Montrer que pour chaque n ě 1, on a

an “
αpα` 1q ¨ ¨ ¨ pα` n´ 1q ¨ βpβ ` 1q ¨ ¨ ¨ pβ ` n´ 1q

γpγ ` 1q ¨ ¨ ¨ pγ ` n´ 1q ¨ n!
.

(b) Soit ν P R et |z| ă 1. Montrer que p1´ zqν “ F p´ν, 12 ,
1
2 , zq.

(c) Soit x P s´1,`1r. Montrer que logp1´ xq “ ´xF p1, 1, 2, xq.

(d) Pour tout c P C, on a ec “ lim
|λ|ă1{|c|
λÑ0

F p1, 1{λ, 1, λcq.

Exercice 9 (L’équation de Bessel). On souhaite étudier les solutions des équations différentielles
ordinaires, dites de Bessel,

x2y2 ` xy1 `
`

x2 ´ α2
˘

y “ 0 (Bα)

(1) Montrer que l’équation différentielle B0 possède une solution J : RÑ R qui est développable
en série entière à l’origine avec rayon de convergence infini, et qui satisfait Jp0q “ 1 et
J 1p0q “ 0.

(2) Soit α ą 0. Montrer que l’équation différentielle Bα possède une solution de la forme xαϕpxq,
où ϕ est développable en série entière à l’origine avec rayon de convergence infini et satisfait
ϕp0q “ 1 et ϕ1p0q “ 0. Indication : Déterminer d’abord l’équation différentielle que φ doit
satisfaire.

La solution obtenue est, à normalisation près, connue comme une fonction de Bessel, qui
joue un rôle dans la résolution de plusieurs problèmes physiques.

Exercice 10 (Échec de la méthode des coefficients à déterminer). On considère le système
différentiel

x2y2 ` p3x´ 1qy1 ` y “ 0, yp0q “ y1p0q “ 1.

Est-il possible de trouver une solution développable en série entière φ ayant rayon de convergence
strictement positif ?
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