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Les séries numériques

Théorie basique

Exercice 1 (La série géométrique). (1) Le nombre réel 0, 830830830 . . . est-il rationnel ?

Si oui, l’exprimer comme une fraction.

(2) Le flocon de Koch est la figure plane F construite en répétant un nombre infini de

fois les constructions décrites dans le schéma suivant : 20/09/2024 11:45
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Figure 1 – Les quatre premiers polygones du flocon de Koch

Dit autrement, F est la réunion de polygones équilatères Fn, où Fn`1 est construit à

partir de Fn en rajoutant sur le tiers du milieu de chaque côté un nouveau triangle

équilatère. Si A est l’aire du triangle initial, quelle est l’aire de F ?

Exercice 2. Vrai ou faux ?

(1) Si
ř

an converge, alors lim an “ 0.

(2) Si panq est une suite strictement positive et
an`1
an

ď 1 pour tout n, alors
ř

an converge.

(3) Si limn
n
a

|an| “ 1 alors
ř

an diverge.
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(4) Si panq et pbnq sont des suites réelles telles que an ď bn pour tout n, alors la convergence

de
ř

bn entraine celle de
ř

an.

(5) Si
ř

an est une série convergente de termes positifs, alors lim n
?
an existe.

(6) Soit panq une suite réelle. Si
ř

an diverge, alors
ř

an “ `8 ou
ř

an “ ´8.

Exercice 3. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes.

(a)
ÿ

ně1

1

4n` 2
, (b)

ÿ

ně2

1

n2 ´ sinpnq
, (c)

ÿ

ně1

1

n´ logpnq
,

(d)
ÿ

kě2

1

k2 ´ 1
, (e)

ÿ

kě1

1

kpk ` 1qpk ` 2q
, (f)

ÿ

kě2

log

ˆ

1´
1

k2

˙

,

(g)
ÿ

ně1

n2

p17` 45n` n2q2
, (h)

ÿ

ně1

n2

n3 ` 1
, (i)

ÿ

ně0

pn!q2

p2nq!

(j)
ÿ

ně0

e´n
2

, (k)
ÿ

kě0

log
`

cos
`

2´k
˘˘

, (l)
ÿ

ně2

1

logpnqp
, où p P N,

(m)
ÿ

ně1

logpnq

n2
, (n)

ÿ

ně2

1

nα logpnqβ
, où α ą 1 et β ě 0.

Exercice 4. Soit α P r0, 1s. On définit les suites pInqně1 et pSnqně1 par

In “

ż n

1

dx

xα
et Sn “

n
ÿ

k“1

k´α.

(1) Montrer que In`1 ď Sn ď 1` In.

(2) En déduire un équivalent de pSnq.

(3) Est-il possible d’appliquer un résultat du cours pour arriver plus rapidement à votre

conclusion précédente ? Indication : lim
n
Sn “ `8.

Exercice 5 (Approximation). Dans la suite on veut utiliser les critères de convergence

de façon raffiné pour déterminer la valeur approchée d’une série.

(1) Soit f : Rě1 Ñ R une fonction positive, décroissante et continue telle que limn

şn

1
fpxq dx

existe. Montrer que
ř

ně1 fpnq converge et que

8
ÿ

n“N`1

fpnq ď

ż 8

N

fpxq dx.

Utiliser cette comparaison pour calculer
8
ÿ

n“1

1

n6
avec une erreur strictement inférieure

à 10´4.
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(2) Soit
ř

an une série de termes strictement positifs. Soit α P r0, 1r tel que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an`1
an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď α

pour tout n ě N . Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“N`1

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |aN |
α

1´ α
.

Utiliser ce résultat pour borner l’erreur dans l’approximation de
8
ÿ

n“0

1

n!
par

6
ÿ

n“0

1

n!
.

Séries dont le terme général ne garde pas le même signe

Exercice 6. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes.

(a)
ÿ

ně0

p´1qn

3n` 2
, (b)

ÿ

ně1

p´1qn
?
n
, (c)

ÿ

ně1

cospπn{5q

n
,

(d)
ÿ

ně2

p´1qn logpnq
?
n

, (e)
ÿ

ně2

p´1qn ` 1

logpnq
, (f)

ÿ

ně2

1

3` p´1qnn2
.

Exercice 7. Rappeler pourquoi la série
ÿ

ně1

p´1qn´1

n
converge. Montrer que sa somme

vaut logp2q. (Indication : Calculer
ş1

0
p´tqn´1dt.)

Exercice 8. On souhaite montrer que que le critère des suites équivalentes n’est pas

applicable aux séries dont le signe des termes varie.

(1) La série
ÿ

ně1

p´1qn
?
n

converge : justifier.

(2) Montrer que la série
ÿ

ně2

p´1qn
?
n
´

p´1qn
?
n` p´1qn

diverge et en déduire que
ÿ

ně2

p´1qn
?
n` p´1qn

diverge également.

(3) Montrer que
p´1qn

?
n` p´1qn

„
p´1qn
?
n
.

Pourquoi le critère sur les séries ayant termes équivalents ne s’applique pas ?
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Exercices plus difficiles

Exercice 9 (Le critère de Raabe). Soit panq une suite telle que an ­“ 0 pour presque tout

n. On souhaite montrer : Si pour une certaine constante C ą 1 et un certain réel θ ą 1,

l’on a
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an`1
an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1´
C

n
`O

ˆ

1

nθ

˙

,

alors
ř

an converge absolument.

(1) Soit panq et pbnq des suites strictement positives. On suppose que pour un certain

N P N on ait
an`1
an

ď
bn`1
bn

, pour tout n ě N .

Montrer que si
ř

bn converge, alors
ř

an converge aussi. Indication : Étudier la suite

pan{bnq.

(2) Utiliser le critère précédent appliqué aux suites panq et pn´sq, où 1 ă s ă C, pour

montrer le critère de Raabe.

Exercice 10 (Le théorème de Pringsheim). Soit panq une suite positive et décroissante

telle que
ř

an converge. Montrer que lim
nÑ8

nan “ 0. (Indication : Utiliser la suite des

restes Rm,n “ am`1 ` ¨ ¨ ¨ ` an.) En déduire une autre preuve de la divergence de la série

harmonique
ÿ

ně1

1

n
.
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