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Devoir encadré 2.

Consignes : — Les documents et outils électroniques sont interdits.

— L’épreuve est notée sur 20. Le total des points fait 25 et les notes > 20 seront considérées
comme 20.

— Vous devez justifier vos réponses au maximum.

— La bonne compréhension et interprétation des questions font partie du devoir.

Exercice 1. (1) Ecrire 0,121212. .. comme un nombre rationnel. (1pt)

. : o 12 s 1 12
Correction. On doit sommer Z oo =12 x e X 99 = 99"
=1

1 1
(2) La série 1 + — + — + ..., est-elle convergente ? (2pts)

11 111
Correction. Soit a, = 10° 4 10 4 --- + 10". La série en question est Din=0 ﬁ Or, a, =
10n+1 -1 .
— g et a, ~ Tonit = la série est convergente. O

(3) Déterminer si les séries Y -, an, ot a, est donné plus bas, convergent ou divergent.
>

(n))°

(i) ap =1—cos(1/n). (1,5pts) (ii) a, = G (1,5pts)
(iii) a, =log(cos(1/n)). (2pts) (iv) ap = [loifg)]z. (2pts)
(v) an = 7137?1-25;1—1-2 cos(nm/7). (2pts)
Correction. (i) Il est clair que a,, = 0. On a cos(1/n) = 1—%% +0(1/n?) = a, = %%—l—o(l/nz)
= a, ~ Iz et la convergence suit par comparaison avec la série ((2).
(ii) On applique d’Alembert
any1 (n+1)3(n!)3 (3n)! (n+1)3 1

an  (Bn+3)Bn+2)Bn+ 1B )3 Bn+3)Bn+2)Bn+l) 27

et la convergence suit.



(iii) Soit f(x) = log(cos(z)); il s’agit d’une fonction de classe C* sur | —m, 7[. Son polynéme de
1

Taylor est —% +o(x?). Donc log(cos(1/n)) ~ 5,3 La convergence suit ainsi de la convergence
n

1
de Z o2 et le fait que a, < 0.

log = log? log?(n) 1
i i lim —— = 0. D — <1 »> 0. D < 1
(iv) On sait que Jim i 0. Donc, in pour = » 0. Donc, > s et la
convergence suit par comparaison avec ((3/2).
2? +1 o o
(v) On observe que x — —————— est décroissante & partir de = assez grand. En effet :
3 + 37 + 2
, 20 - (23 +2+2) — (22 +1)- (322 +3) —a* —422+42-3
F'w) = : - :
Par conséquent, la suite f(n) est décroissante pour n grand et f(n) — 0. On peut ainsi appliquer
la reégle de Dirichlet pour assurer la convergence. O
a0
. . . 1 A
Exercice 2. Soit a > 1 et soit Ry = Z —, le reste dans la somme de la série zéta Z —
n=N+1 n=1
En comparant avec une intégrale, montrer que Ry ~ —————. (5pts
p g 3 q N (Oz—l)Na_l (p )
Correction. On a, pour n = 2 :
FH dr 1 f” dx
n e ne n—1 x
Donc,
a0 e}
J dﬁ < Ry < f dﬁ .
N+1 Z% N z¢
—_—— —
(N+1)—atl Nl-a
T a=1
Ensuite, on a
N a—1 .
<Ry -(a—1)N*" <1,
<N + 1) vola=1)
et prenant la limite on arrive a li]{[n Ry -(a—1)N*! =1. O

Exercice 3. Déterminer si les intégrales suivantes convergent ou divergent.

log(1 + 1/z)

NG

! ogx o £008()
(K) J k(x)dz, ou k(x) = lg) (2pts) (®) f o(x)dx on p(r) = —————. (2pts)

log

) Jl f(z)dz, ou f(x) = . (2pts) f {(x)dx, ou l(x) =

0 log(1 +z 0 (1+22)\/z
. . 1/x © dx
Correction. (F) On voit que f = 0 et que f(z) ~o —= = (F) converge avec —
NEA 1 Vzx

(L) La fonction ¢ est continue sur ]0,1]. De plus, £ est négative. Or, si 0 < z < 3 = {(z) <

log(1/2) 2 log 1/2)

= —oo, l'intégrale (L) diverge également.
x

. Comme hmJ



(®) ¢ = 0 et p(x) ~g ez /2 = lintégrale Ségp converge. Ensuite, 0 < ¢(z) < 126\/5 et la

) © dx
convergence suit de la convergence de

——=dx.
1952\/5x
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