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Devoir encadré 2.

Consignes : – Les documents et outils électroniques sont interdits.

– L’épreuve est notée sur 20. Le total des points fait 25 et les notes ě 20 seront considérées

comme 20.

– Vous devez justifier vos réponses au maximum.

– La bonne compréhension et interprétation des questions font partie du devoir.

Exercice 1. (1) Écrire 0, 121212 . . . comme un nombre rationnel. (1pt)

Correction. On doit sommer
8
ÿ

n“1

12

100n
“ 12ˆ

1
100

1´ 1
100

“ 12ˆ
1

99
“

12

99
.

(2) La série 1`
1

11
`

1

111
` . . ., est-elle convergente ? (2pts)

Correction. Soit an “ 100 ` 101 ` ¨ ¨ ¨ ` 10n. La série en question est
ř

ně0
1
an

. Or, an “

10n`1 ´ 1

9
et a´1n „

9

10n`1
ñ la série est convergente.

(3) Déterminer si les séries
ř

ně1 an, où an est donné plus bas, convergent ou divergent.

(i) an “ 1´ cosp1{nq. (1,5pts) (ii) an “
pn!q3

p3nq!
. (1,5pts)

(iii) an “ logpcosp1{nqq. (2pts) (iv) an “
rlogpnqs2

n2
. (2pts)

(v) an “
n2 ` 1

n3 ` 3n` 2
cospnπ{7q. (2pts)

Correction. (i) Il est clair que an ě 0. On a cosp1{nq “ 1´
1

2

1

n2
`op1{n2q ñ an “

1

2

1

n2
`op1{n2q

ñ an „
1

2

1

n2
et la convergence suit par comparaison avec la série ζp2q.

(ii) On applique d’Alembert

an`1
an

“
pn` 1q3pn!q3

p3n` 3qp3n` 2qp3n` 1qp3nq!
¨
p3nq!

pn!q3
“

pn` 1q3

p3n` 3qp3n` 2qp3n` 1q
Ñ

1

27
,

et la convergence suit.
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(iii) Soit fpxq “ logpcospxqq ; il s’agit d’une fonction de classe C8 sur s´π, πr. Son polynôme de

Taylor est ´
x2

2
`opx2q. Donc logpcosp1{nqq „ ´

1

2n2
. La convergence suit ainsi de la convergence

de
ÿ 1

2n2
et le fait que an ď 0.

(iv) On sait que lim
xÑ8

log x

x1{4
“ 0. Donc,

log2 x

x1{2
ď 1 pour x " 0. Donc,

log2pnq

n2
ď

1

n
?
n

et la

convergence suit par comparaison avec ζp3{2q.

(v) On observe que x ÞÑ
x2 ` 1

x3 ` 3x` 2
est décroissante à partir de x assez grand. En effet :

f 1pxq “
2x ¨ px3 ` x` 2q ´ px2 ` 1q ¨ p3x2 ` 3q

p¨ ¨ ¨ q2
“
´x4 ´ 4x2 ` 4x´ 3

p¨ ¨ ¨ q2

Par conséquent, la suite fpnq est décroissante pour n grand et fpnq Ñ 0. On peut ainsi appliquer

la règle de Dirichlet pour assurer la convergence.

Exercice 2. Soit α ą 1 et soit RN “
8
ÿ

n“N`1

1

nα
, le reste dans la somme de la série zêta

ÿ

ně1

1

nα
.

En comparant avec une intégrale, montrer que RN „
1

pα´ 1qNα´1
. (5pts)

Correction. On a, pour n ě 2 :

ż n`1

n

dx

xα
ď

1

nα
ď

ż n

n´1

dx

xα

Donc,
ż 8

N`1

dx

xα
looomooon

pN`1q´α`1

α´1

ď RN ď

ż 8

N

dx

xα
loomoon

N1´α

α´1

.

Ensuite, on a
ˆ

N

N ` 1

˙α´1

ď RN ¨ pα´ 1qNα´1 ď 1,

et prenant la limite on arrive à lim
N
RN ¨ pα´ 1qNα´1 “ 1.

Exercice 3. Déterminer si les intégrales suivantes convergent ou divergent.

(F)

ż 8

1
fpxq dx, où fpxq “

logp1` 1{xq
?
x

. (2pts) (L)

ż 1

0
`pxq dx, où `pxq “

log x

x
. (2pts)

(K)

ż 1

0
kpxq dx, où kpxq “

log x

logp1` xq
. (2pts) pΦq

ż 8

0
ϕpxq dx où ϕpxq “

ecospxq

p1` x2q
?
x

. (2pts)

Correction. (F) On voit que f ě 0 et que fpxq „8
1{x
?
x
ñ (F) converge avec

ż 8

1

dx
?
xx

.

(L) La fonction ` est continue sur s0, 1s. De plus, ` est négative. Or, si 0 ă x ď 1
2 ñ `pxq ď

logp1{2q

x
. Comme lim

εÓ0

ż 1
2

ε

logp1{2q

x
dx “ ´8, l’intégrale (L) diverge également.
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(Φ) ϕ ě 0 et ϕpxq „0 ex´1{2 ñ l’intégrale
ş1
0 ϕ converge. Ensuite, 0 ď ϕpxq ď e

x2
?
x

et la

convergence suit de la convergence de

ż 8

1

dx

x2
?
x
dx.
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