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Feuille d’exercices : Séries de Fourier

Notations : Dans la suite, pour chaque n € Z, on désigne par ¢, la fonction z +— e"®
Pour chaque n € N, on désigne par sin,, respectivement cos,, la fonction z — sin(nx),
respectivement cos(nz). L’espace vectoriel complexe des polynomes trigonométriques de
degré auplus N, {c_yo_n + -+ + cypn : ¢, € C}, sera désigné par Ty. L’espace vectoriel
complexe des fonctions 27-périodiques f : R — C qui sont continues, respectivement C*,

par morceaux sur |0, 27| sera désigné par M, respectivement M. De plus,

o= 5 f f@a@de et [f] =TT

Finalement, Z a, signifie ag + Z ap + a_p,.

nez n=1

Calculs de coefficients

Exercice 1. Soit f : R — C la fonction 2m-périodique définie par f(z) = z lorsque

0
. . . . sin(nx
x € [—m, +m[. Calculer sa série de Fourier. Ensuite, sommer la série Z(— ) g

n
n=1
. , LT 1 1
Utiliser votre résultat pour montrer la formule de Leibniz 1= 1- 3 + ET

Exercice 2. On considere la fonction f : R — C de période 27 définie par f(t) =t pour
chaque t € [0, 27].

1. Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

2. On considere maintenant la fonction g : R — C de période 27 définie par g(t) =

T—1
—— pour chaque t € [0, 27[. Calculer ses coefficients de Fourier exponentiels. En

déduire ses coefficients trigonométriques.

3. Ecrire la somme partielle Syg de g.

4. Montrer que pour tout t € |0, 2x[, on a

i sin(nt) w—1
n=1 n .

0
5. Montrer que Z vaut 72/



6. On considere G(t) = Ség(s) ds. Montrer que G est 2m-périodique, continue et C'

par morceaux.

7. Calculer les coeflicients de Fourier de G.
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8. Montrer que Z — = —
~nt 90

Exercice 3. Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f : R — R définie
par f(z) = |z| pour chaque x € [—m, +[. Utiliser le théoreme de Dirichlet et I'identité de

Parseval pour obtenir
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Exercices théoriques

Exercice 4. 1. Vérifier que {cosy, cosy,siny, ..., cosy,siny} est une base orthogonale
de Tx. Déterminer ensuite | cos, || et || sin, |.
a N
. 0 . . .
2. Soit f = ) + Z @y, oS, +b, sin,,. Exprimer, pour n > 0, le coefficient a, en
n=1

fonction de (f, cos, ). Exprimer, pour n > 1, le coefficient b, en fonction de {f,sin,, ).

Quel est I'intéret d’avoir le coefficient constant divisé par 27

N
a
3. Soient aq,...,an,b1,...,by € R et soit f = 50 + Z a, cos, +b, sin,,. Exprimer

n=1
1 21
- f(x)?dx en fonction de aq, ..., ay, et by, ..., bx.
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4. Soit f = > + Z @y, COSy, +b, sin, un polynome trigonométrique. Déterminer,
n=1
en fonction de ag,...,an, et by,..., by, les coefficients de Fourier exponentiels
C_N,...,CN.

5. Donner le développement en série de Fourier des fonctions

f(z) = sin(3x) cos®(4x) et g(z) = cos®(z) + sin(2z).

Exercice 5. 1. Soit M un espace vectoriel complexe et (-, ) : M x M — C une forme
hermitienne positive. On écrit | - | = 4/<{-,-). Montrer “I'identité de polarisation” :

du, vy = |lu+v|* = Ju—v|* +i-|u+iv]® —i-|lu—iv|?

2. Soient f, g € Ty des polynomes trigonométriques. Montrer que
N N R
=2, fma(n).
n=—N
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3. Soient f,ge M!. Utiliser I'identité de Parseval pour montrer que

oy =3, Fm)gn).
nez
Exercice 6. On se donne une fonction f € M et on note (¢, )nez ses coefficients de Fourier
exponentiels, et (a,)n=0 €t (by)n>1 ses coefficients de Fourier trigonométriques. Répondre

aux questions suivantes.

1. Que peut-on dire de la relation entre les coefficients de Fourier complexes ¢, (f) et
c_n(f) quand f est paire ? Et quand f est impaire ? Interprétez les résultas obtenus

en termes de la transformée de Fourier f :Z — C.

2. Montrer que si f est paire, alors b, = 0 pour tout n € N* et que si f est impaire,

alors a,, = 0 pour tout n € N.

3. On suppose f continue et dérivable. Montrer que si a,, = 0 pour tout n, alors f est

impaire.

Exercice 7. Soit (¢,)nez une suite complexe.

1. On suppose que Y _ |c,| converge. Montrer que la série de fonctions Y} _, ¢, ¢, :=

D CnPn + C_np_,, converge normalement sur R.

2. On suppose que >, _, |c,| converge. Montrer que la fonction f = > ¢, est

nez nez

une fonction continue et que f(n) = c,.

3. On suppose que >, _, |c,| converge. Montrer que l'identité de Parseval est vraie

neZ
pour la fonction f définie précédemment.

4. On suppose maintenant qu’il existent k € N, ¢ > 0 et A = 0 tels que |c,| <
Aln|~*=17¢ pour tout n € Z\{0}. Montrer que f est de classe C*.



