Sorbonne Université
Séries numériques et séries de fonctions (LU2MA260)
Septembre—Décembre 2019.

Feuille d’exercices : Séries de Fourier

Notations : Dans la suite, pour chaque n € Z, ¢, note la fonction z — €*. L’espace
vectoriel complexe des fonctions 27-périodiques f : R — C qui sont continues par mor-
ceaux sur [0,27] sera noté M. Le sous-espace de M des fonctions qui sont en plus de

classe C! par morceaux sur [0, 27| sera noté M?.

Exercices basiques

Exercice 1. Etant donnés f, g € M, on pose
1 21 -
= — t)g(t) dt.
oy =5 | s

On écrit aussi | f| = /{f, f)-

1. Montrer que (—,—) : M x M — C est une forme hermitienne.

2. Montrer que |¢,|? = 1, et que ¢,(f), le n-ieme coefficient de Fourier de f, n’est
autre que {f, p,).

3. Pour chaque n € IN, on définit sin,,, cos, € M?! par sin,(x) = sin(nz) et cos,(r) =
cos(nz). Calculer || sin,, ||, || cos,, ||. Montrer que si m + n sont positifs alors (sin,,, sin,,y =
0, (€08, cos,) = 0 et {sin,,, cos,) = 0. Combien vaut {sin,, cos, ) ?

4. Dans le cas ou f = 9 + 22;1 a,, cos, +b, sin,,, comment exprimer a; en fonction de
(f, cosg)?

5. Montrer le “Théoreme de Pythagore”

N 2

Z Cngon

n=—N

+N

= Z [N

n=—N

6. Donner le développement en série de Fourier des fonctions de M définies par

f(z) =272 4% et g(x) = cos®(z) + sin(27).



Exercice 2 (Polynomes trigonométriques). Un polynome trigonométrique est une fonc-
tion de la forme P(z) = % + 25:1 a, cos(nzx) + b, sin(nx), ou les coefficients sont des
nombres complexes. Si 'un parmi ay ou by est non nul, on dit que P est de degré N. Si
chaque coefficient est réel, P est dit réel. Dans la suite, on étudie quelques propriétés des

polynomes trigonométriques.

1. Soit P un polynome trigonométrique de degré N. Montrer qu’il existe un polynome
(usuel) p tel que eN*P(x) = p(e'®).

2. On suppose que P(x) = %@ + SN a, cos(nz) + by sin(nz) est la fonction identi-
quement nulle. Montrer que ag, ..., ay, et by, ..., by s’annulent tous. En déduire la
dimension de 'espace des polynome trigonométriques de degré au plus N.

A partir de maintenant on souhaite étudier quelques propriétés des zéros d’un po-

lynome trigonométrique réel.

3. Soient 1 < ... < xon des points de [0, 27| et soit V 'espace vectoriel réel des
polynomes trigonométriques réels de degré au plus N. En utilisant ’application
linéaire T': V — R*Y | donnée par P+ (P(z1),..., P(zan)), montrer qu’il existe un
P(r) =%+ 25:1 a, cos(nx) + b, sin(nz) dont 'ensemble des zéros est précisément
{z1,...,2an}.

4. Soient x1 = 0, xo = 7/4, x3 = 7/2, et x4 = 7. Déterminer un polynéme trigo-

nométrique ) dont l'ensemble de zéros est {xy,...,z4}.
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FIGURE 1 — Un polynome trigonométrique qui s’annule en 0, 7/4, 7/2 et 7.

5. Soient x; < ... < xgy des points de [0, 27[. (a) Montrer que si P est un polynéme tri-
gonométrique réel de degré N qui s’annule sur 1, . .., xon, alors P'(x1), ..., P'(zan)

sont non-nuls. (Indication : On pourra dériver 'égalité eV*P(z) = p(e*)). (b) En



déduire que P a signe constant sur [0, z1], [21, x2], etc, et que le signe de P change

d’un intervalle a 'autre.

Exercice 3 (La meilleure approximation). Soit f une fonction appartenant a M. On fixe
N € N et on note Sy la somme partielle Zg:_ N f (n)p,. La différence f — Sy sera notée
Ay.
1. Montrer que pour chaque k € {0, +1,..., =N}, Ay est orthogonale a py, c’est-a-dire,
(AN, px) = 0.

2. Employer la question précédente pour montrer que pour n’importe quel polynome

trigonométrique P = Zg:f ~N Qnn, I'inégalité
If =Snll < [f =Pl
est satisfaite. (Indication : |[f — P|* = [|Ay + (Sx — P)|?.)

Exercice 4. Soit f : R — C et g : R — C des fonctions de M. Utiliser 'identité de

Parseval pour montrer que

nez
(Indication : Si (—,—) : V x V' — C est une forme hermitienne sur un C-espace, alors
(u,v) peut étre exprimée comme une combinaison linéaires de ||u]?, [|v]?, |u—v|?, |u—iv|?

comme vous avez sturement vu dans votre cours d’Algebre bilinéaire!)

Exercice 5. On se donne une fonction f € M et on note (¢, )nez ses coefficients de Fourier
exponentiels, et (a,)n=0 €t (b,)n>1 ses coefficients de Fourier trigonométriques. Répondre

aux questions suivantes.

1. Que peut-on dire de la relation entre les coefficients de Fourier complexes ¢y, (f) et
c_n(f) quand f est paire? Et quand f est impaire 7 Interprétez les résultas obtenus

en termes de la transformée de Fourier f 7, — C.

2. Montrer que si f est paire, alors b, = 0 pour tout n € IN\{0} et que si f est impaire,

alors a,, = 0 pour tout n € IN.

3. On suppose f continue et dérivable. Montrer que si a,, = 0 pour tout n, alors f est

impaire.

Exercice 6. Soit (¢,)nez une suite complexe.

1. On suppose que ), |c,| converge. (Ce qui signifie que Y} _, [ca| + [c_p], ou n'im-

nez
porte quel réarrangement de cette série d’ailleurs, converge.) Montrer que la série

de fonctions ), chn = X, CoPn + C_pp_, converge normalement sur R.

2. On suppose que Y, _, |c,| converge. Montrer que la fonction f = >, _ c,¢, est une

nez neZ

fonction continue et que f(n) = c,.



3. On suppose que Y, . |¢,| converge. Montrer que I'identité de Parseval est vraie pour

la fonction f définie précédemment.

4. On suppose maintenant qu’il existent £k € IN, ¢ > 0 et A > 0 tels que |¢,| <
Aln|=%717¢ pour tout n € Z\{0}. Montrer que f est de classe C*.

Calculs de coefficients

Exercice 7. On considere la fonction f : R — C de période 27 définie par f(t) =t pour
chaque t € [0, 27].

1. Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

2. On considere maintenant la fonction g : R — C de période 2w définie par g(t) =
T™—1
— pour chaque t € [0, 27[. Calculer ses coefficients de Fourier exponentiels. En
déduire ses coefficients trigonométriques.

3. Ecrire la somme partielle Syg de g.
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4. Montrer que pour tout t € ]0,27[, on a Z sin(nt) _
n
n=1

5. Montrer que Z — vaut 72/6.

n= 1
6. On considere G(t) = Sé g(s)ds. Montrer que G est 27-périodique, continue et C!

par morceaux.

7. Calculer les coeflicients de Fourier de G.
0

1 t

8. Mont E — = —

ontrer que 1= 00

n=1

Exercice 8. Soit f : R — C la fonction 27-périodique définie par f(x) = = lorsque

0
. _ _ . nSin(nz)
x € [—m,+m[. Calculer sa série de Fourier. Ensuite, sommer la série Z .
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1
Utiliser votre résultat pour montrer la formule de Leibniz % =1—-+

1
35
Exercice 9. Calculer la série de Fourier de la fonction 27-périodique f : R — R définie
par f(x) = |z| pour chaque x € [—m, +7[. Utiliser le théoréme de Dirichlet et 'identité de
Parseval pour obtenir
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