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Feuille d’exercices : Séries de fonctions

Convergence normale des séries de fonctions

Exercice 1. Pour chacun des cas suivants, déterminer si la série de fonctions ] -, fn converge

uniformément sur 'intervalle 1.
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T xT
i 1

3. fulz) =a"e ™ et I =[0,+0o0[. 6. fu(z) =nz" et I=[-0,9,40,9].
Exercice 2. Il est nécessaire parfois de déterminer la borne supérieure des fonctions a fin

d’établir la convergence normale. Utiliser cette méthode pour traiter les questions suivantes.
log(z)\"
1. Pour chaque x € [1, +oo[ et n € IN on écrit f,(x) = (g()) . Montrer que »’ f,, converge
x
normalement.

2. Pour chaque x € [1/10,4+0[ et chaque n € IN\{0} on écrit g, (x) Montrer que

1+ n222
> gn converge normalement.

Exercice 3. Pour n > 0 on définit sur R la fonction
72
up(x) = log <1 + nQ> .

1. Déterminer le domaine de convergence des séries Z un(x) et Z ul, ().
n=1 n>=1

[\)

. Montrer que »; - u;, ne converge pas normalement sur R. Indication : Calculer uj,(n).
3. Montrer que pour chaque A > 0, la série Y] u/, converge normalement sur |—A, +A|.
4. Que peut on en conclure ?

. . o0 _n2 .
Exercice 4. Montrer que pour chaque x > 0, la série >, e™™® converge. Montrer que, si

S(z) note la somme, alors la fonction x — S(z) est de classe C* sur ]0, +0].

n

1+ an
ou 0 < ¢ < 1. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

Exercice 5. Soit f,(z) =

Montrer que la série Z fn converge normalement sur [0, ],

Exercice 6 (Le critere de d’Alembert uniforme). Soit I < R un intervalle et (fy,)nen une suite
de fonctions de I dans €. On suppose que (a) chaque fonction f, est bornée, (b) aucune f,

s’annule sur I, et (c) il existe N € IN et un ¢ € [0, 1] tel que

fn+1<$)‘<:£ <1

fh(x)
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pour tout n > N. Montrer que »_ f,, converge normalement.

Exercice 7. On souhaite étudier les séries
o0
Z cos(nh)
n=1 n

en suivant une méthode d’Abel; elle consiste & étudier >,

cos(mf) .n ay lieu. (La conclusion de

cet exercice, la somme de la série, devra attendre 'arrivé des série entieres.)
1. Soit 0 € R fixé. Montrer que la série de fonctions (en r)
2 cos(nf)r" 1
n=1

converge normalement sur [-R, +R],ou 0 < R < 1.

2. Soit 0 € R fixé. Montrer que la série de fonctions (en 7)
n
Z T cos(nb)

n
n=0

converge normalement sur [—-R,+R], ou 0 < R < 1.
3. Soit 6 € R fixé. Utiliser les nombres complexes pour montrer que pour tout |[r| < 1, on a

cos —r
1—2rcosf + r2

= cos(f) + rcos(20) + r% cos(36) + - - -

4. Soit # € R fixé. En déduire que

cos(nh) o

1 0
—ilog(l—Qrcosﬂ—l—rQ) =le p

pour tout |r| < 1.

5. On fixe |r| < 1 et on considere la série de fonctions en 6 :

r.

i cos(nf)
- n
Montrer qu’elle converge normalement sur R.
6. Utiliser les questions précédentes pour calculer l'intégrale
T
I. = Jo log(1 — 27 cos(8) + %) df

pour chaque |r| < 1.

Exercice 8. On pose f,(x) = (n + 1) cos™(z) sin(z), qui est une fonction définie sur R.
1. Déterminer la limite simple f(z) = lim,, f,,(z).

2. Montrer que Sg/z f(t)dt # lim. Sg/2 In(t)dt.
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FIGURE 1 — Les fonction fy et fsq.

3. Montrer que la série 280 fn converge simplement sur tout R.

4. Montrer que pour tout ¢ € |0, 7/2[, la série >0 f, converge normalement sur [, 7/2]. En

déduire que la fonction associée & > f, est continue sur ]0, 7/2].

5. Montrer que 280 fn n’est pas continue en 0. Indication. Trouver une primitive g, de f, et
étudier la fonction >0 gn. (Il faut surtout éviter d’argumenter en disant que la convergence

normale n’a pas lieu!)

6. La série >0 fn, converge-t-elle uniformément sur [0, w/2] ?

Exercice 9. Pour tout s € C, on définit la fonction zeta de Riemann :
o1
C(s) = ;1 o
1. Montrer que ((s) converge si R(s) > 1.
2. Montrer que ¢ est de classe C* sur |1, +oo|.
3. Montrer, a ’aide d’une comparaison a une intégrale, que :]CILII(}O ((x) =1.
4

. Montrer que lim1 ((z) = .
r—

Convergence uniforme dans le style d’Abel et Dirichlet

O _inb
e
Exercice 10. On se donne 0 < § < 1. Montrer que la série de fonctions 6 — E

converge
n=1

uniformément sur |0 + §, 2w — §[. La convergence, est-elle normale ?

Exercice 11 (Séries de Dirichlet). Soit (a,)n>1 une suite complexe; on écrit pour z € R :

Liz)= ) %

n=1
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(Une telle série est nommeée la série de Dirichlet associée a (ay,).)

1. On suppose que L(xzg) converge pour un certain g € R. Montrer que L converge uni-

formément sur [zq, +0].

2. On suppose que (ay,) est périodique de période p > 2, et que aj + --- + ap = 0. Montrer

que pour tout z > 0, la série L(x) converge et que la fonction ]0,+o0[ — C ainsi obtenue

sin(nm/8)

est continue. En déduire que x — Z définit une fonction continue sur ]0, 4+0[.

T
n=1 n



