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Feuille d’exercices : Séries entiéres et leurs applications

Exercice 1. Soit S(z) = >, an2" une série entiére (a coefficients complexes comme toujours).
1. Rappeler la définition de son rayon de convergence p.
2. Montrer que si |z| < p, alors S(z) converge, et que si |z| > p, alors S(z) diverge.
3. Soit 7 un réel positif tel que S(z) converge si |z| < r et S(z) diverge si |z| > r. Montrer

que r = p.

Exercice 2 (Rayons de convergence). Trouver le rayon de convergence de la série entiére Z an 2"

n
dans les cas suivantes
n

n
1. a, = q", avec g € C — {0}. 5. ap = —
1 n!
2. ap = — pourn = 1. 6. a, = (logn)~1°" pour n > 3.
n
3. an = —355 pour n > 1. 7. ap = cos(2mn/5).
4l n Cet 040 . sin(nm/3)
. lima, =/¢e . g = NS
! = En2n + 1)

Exercice 3. Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence p.

1. Soit k un entier strictement positif. Montrer que la série entiére 3. a,,2*™ a rayon de conver-

gence {/p.
3n 5n

2. Déterminer le rayon de convergence de S = ;0 —, et T = Z m

Exercice 4 (Quelques questions théoriques sur le rayon de convergence). Dire si les affirmations

suivantes sont vraies ou fausses. En donner une démonstration ou un contre-exemple.
1. Les séries Y, apz™ et >,(—1)"a,z" ont méme rayon de convergence.
2. Les séries > a,z" et > (—1)"a,z" ont méme domaine de convergence.
3. Sila série Y an,x™ a un rayon de convergence infini, alors elle converge normalement sur R.
4. Si > a,x™ a un rayon de convergence fini R > 0 et si f(x) note sa somme, alors soit
:lviTr% f(z), soit xllianf(x) existe.
Exercice 5. On souhaite étudier une variation de I'Exercice 1. Soit S(z) = Y] a,2™ une série
entiére de rayon de convergence p.

1. Montrer que si |z| < p, alors (a,2™) est une suite bornée. Ensuite, montrer que si (a,z")

est bornée, alors |z] < p.



2. Soit Y] a,z" une série entiére de rayon p. Soit r un réel positif tel que (a,z™) est bornée si

|z| < r, et non-bornée si |z| > r. Montrer que r = p.

Exercice 6 (Sommes de séries entiéres). Aprés avoir déterminé les rayons de convergence, donner

la valeur, en termes de fonctions élémentaires, des séries entiéres suivantes :
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, ol k est un entier strictement positif.
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6. U(x) = Z nnt2) (Indication : Ecrire n(n1+2) comme somme ;- + n%bﬂ)
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Exercice 7 (Développement en série entiére). Montrer que la fonction f : R — R définie par

fz) =

o est développable en série entiére sur |—1, +1].
x

Exercice 8 (La suite de Fibonacci). Il y a plus de 800 ans, Leonardo Pisano, connu comme

Fibonacci, s’est mis a étudier la suite numérique suivante :
1, 1, 2, 3, 5, &8 13, .-,
c’est a dire, la suite (F},) définie par
Fo=F =1, F,=F,_ 1+ F,_2, pour n > 2.
A. de Moivre a montré que la suite de Fibonacci est liée & une autre merveille mathématique : le

1++/5
2

nombre d’or ¢ = . Dans cet exercice, on va retrouver cette connexion a l’aide des séries

entiéres.

1. On définit la série entiere S(z) = Yo" F,2™. Montrer que son rayon de convergence est > 1.

Indication : Montrer par récurrence que Fj, < 2",

2. Montrer que pour tout z € ]—%, +%[ on a
(1—z—2%)S(x) = 1.

3. Soient

1445 1+45

t:_
« 5 et 0




les deux racines de z2 + z — 1. Trouver A, B € R tels que pour tout z € R\{«, 3} on ait

1 A B
2+x—-1 z—a x-08

4. Montrer que

Fn _ n+1 o '(/)TH_I}

i

1—
ol Y = >

5. Quel est le rayon de convergence de S 7

1%

Autour du théoréme d’Abel

Exercice 9. Dans cet exercice, on fera appel a la série entiére de la fonction arctan : R —
|—m/4, +m /4] pour montrer la formule de Leibniz

T, 1+1 1+1
4 35 7 9

(On ne peut pas s’empécher de penser a ce que C. G. Jacobi dit dans une de ses lettres : Le but

unique de la science, c’est 'honneur de 'esprit humain!)

1. En utilisant que arctan’(z) = 5, obtenir le développement de arctan en série entiere.

1+2
2. Utiliser le théoréme d’Abel pour montrer la formule de Leibniz.

Exercice 10. Soit 6 € 0, 27| fixé. On souhaite calculer la somme de la série >, % (dont

la convergence est assurée par les théorémes d’Abel-Dirichlet). On considére la série entiére

S(r) = 2 cos7(ln9) o
n=1

1. Montrer que le rayon de convergence de S est au moins 1.

2. Montrer que
cosf —r

T 1—2rcosf+r2

§'(r)

3. Montrer que

0¢]
0 1
Z cos(6) = ——log(2 — 2cos¥b).
= on 2

Séries entiéres et équations différentielles

Exercice 11 (L’équation de Weber). Soit & un nombre réel arbitraire. Montrer que 1’équation

différentielle P p
Y Y

—2 —z—+ky=0 \WY

dx? xda: Ry (W)

posséde une solution ¢ : R — R qui est développable en série entiére a l'origine avec rayon de

convergence infini, et qui satisfait ¢(0) = 1 et ¢/'(0) = 0.



Exercice 12 (L’équation de Legendre). Soit A € C. On considére I’équation différentielle :
(1 —2%)y"(z) — 22y (z) + My(x) = 0. (L)

1. Soit ¢(x) = D, apx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0. En le justifiant
soigneusement, montrer que ¢ est solution de (L) si et seulement si les coefficients a,

vérifient des relations de récurrence que ’on précisera.
2. On suppose que A ¢ IN. Soit p(z) = Zf:o a,x" une série entiére de rayon de convergence
R > 0 qui est solution de (L). En supposant ¢(0) = 1 et ¢/(0) = 0, déterminer R.
3. On suppose que A = £(£ + 1) ou £ est un entier positif.
(a) On suppose ¢ pair. Montrer que (L) posséde une solution polynomiale ¢ telle que
©(0) =1et ¢'(0) =0.
(b) On suppose ¢ impair. Montrer que (L) posséde une solution polynomiale ¢ telle que

©(0) =0 et ¢'(0) =1.

Exercice 13 (L’équation hypergéométrique). Soient «, 3,y des nombres complexes. En suppo-

sant que v n’est pas un entier négatif, on introduit I’équation différentielle, dite hypergéométrique,
(z— 220 +[y—(a+B+1)z]y —aBy =0.

1. On admet l'existence d’une série entiére S(z) = > a,2" de rayon p non-nul, et qui est une

solution de I’équation hypergéométrique. Montrer que

(n+a)(n+ B)
(n+1)(n+7)

an+1 = Q.

0

2. Montrer que l'équation hypergéométrique posséde une solution S(z) = Z an 2" ayant
n=0

rayon de convergence p > 0 et satisfaisant S(0) = 1. Ensuite, déterminer précisément p.

Cette solution est connue comme la série hypergéometrique, et est notée F(«, 3,7, 2).
3. Les exercices suivants montrent comment obtenir quelques fonctions usuelles & partir d’une
série hypergéométrique F'(«, 3,7, z).

(a) Montrer que pour chaque n > 1, on a

n:a(a+1)---(a+n—1)~ﬁ(ﬁ+1)---(ﬁ+n—1)'

yy+1)---(y+n—-1)-n!

(b) Soit v € R et |z| < 1. Montrer que (1 — 2)” = F(-v, 3, 3, 2).
(c) Soit x € |—1,+1[. Montrer que log(1 —z) = —zF(1,1,2, z).
(d) Pour tout ce C,onae= lim F(1,1/\1,\c).
IA|<1/]¢e]
A—0
Exercice 14 (Séries de Bessel). On souhaite étudier les solutions des équations différentielles
ordinaires, dites de Bessel,

22y" + zy + (x2 - a2) y=20 (Ba)



1. Montrer que I’équation différentielle By posséde une solution J : R — R qui est dévelop-
pable en série entiére a 'origine avec rayon de convergence infini, et qui satisfait J(0) = 1
et J'(0) = 0.

2. On souhaite maintenant généraliser la question précédente. Soit a un réel qui n’est pas un
entier négatif. Montrer que I’équation différentielle B, posséde une solution de la forme
x®p(x), on ¢ est développable en série entiére a l'origine avec rayon de convergence infini
et satisfait ¢(0) =1 et ¢/(0) = 0. [Indication : Déterminer d’abord I’équation différentielle

que ¢ doit satisfaire.|

Exercice 15 (Echec de la méthode des coefficients a déterminer). On considére le systéme
différentiel
2y + @Bz — 1)y +y =0, y(0)=y¢'(0)=1

Est-il possible de trouver une solution développable en série entiére ¢ ayant rayon de convergence

strictement positif ?



