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Séance 11, 21 Avril 2020

— Si A est un groupe abélien, XpAq note le groupe des caractères linéaires, c’est-à-

dire, les morphismes de groupe A Ñ Cˆ. Si m est un entier positif, Xm désigne les

caractères de Dirichlet modulo m.

— 1m : Z Ñ C est le caractère trivial modulo m, c’est-à-dire, le caractère de Dirichlet

induit par le caractère linéaire trivial pZ{mqˆ Ñ Cˆ.

— pa | bq est le symbole de Kronecker.

— Dpa, rq désigne le disque ouvert du plan complexe centré en a et de rayon r. De

même, Dpa, rq désigne son adhérence.

Exercice 1 (L’équation fonctionnelle de ζ). On souhaite suivre une méthode de Riemann

pour montrer que la fonction ζ se prolonge en une fonction méromorphe sur C. La preuve

est basée sur une identité remarquable d’une “fonction θ de Jacobi” (voir l’exercice 4) et

la fonction Γ (voir exercices 6 à 9).

1/ Soit �s ą 0. Montrer que pour chaque n P N˚ l’équation suivant est vérifiée :

π´s{2Γps{2q
ns

“
ż 8

0

xs{2´1e´n2πx dx.

2/ Soit ωpxq “
ÿ

ně1

e´πn2x
, pour x ą 0. Justifier brièvement pourquoi ω est une fonction

de classe C1 sur s0,8r.
3/ En déduire de la question 1, que si �s ą 1, alors

π´s{2
Γps{2qζpsq “

ż 8

0

xs{2´1ωpxq dx,

où ωpxq “
ÿ

ně1

e´n2πx
. (Attention : tout le travail consiste à bien justifier l’inversion

dans l’intégration.)

4/ Soit s un complexe dont la partie réelle est ą 1. En employant l’équation, valable pour

x ą 0,

ωp1{xq “ ´1

2
` 1

2
x1{2 ` x1{2ωpxq,

montrer que

π´s{2
Γps{2qζpsq “ 1

sps ´ 1q ` Ipsq,
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où

Ipsq “
ż 8

1

pxs{2´1 ` x´s{2´1{2qωpxq dx.

5/ ‹ Pour chaque s tel que �s ą 1, on définit

ξpsq :“ sps ´ 1qπ´s{2
Γps{2qζpsq.

Prouver que ξ possède un prolongement à une fonction entière, notée encore ξ, telle

que, si α : C Ñ C désigne la symétrie centrale par rapport à
1
2 (à savoir s ÞÑ 1 ´ s),

alors

ξpαpsqq “ ξpsq.

6/ ‹ En déduire que

Zpsq “ πs{2ξpsq
sps ´ 1qΓps{2q

définit un prolongement de ζ à une fonction méromorphe ayant un unique pôle simple

en s “ 1.

Indication : On devra faire appel aux propriétés de Γ définies plus bas.

7/ ‹ Déterminer ζp0q. Utiliser le fait que Γp1
2q “ ?

π et ζp2q “ π2

6 pour calculer ζp´1q.

Exercice 2. Soient ω une racine primitive 8-ème de l’unité, K le corps de nombres Qpωq
et χd le caractère de Dirichlet défini par le symbole de Kronecker : χdpnq “ pd | nq.
Montrer que si �s ą 1, alors

ζKpsq “ ζpsqLpχ´4; sqLpχ8; sqLpχ´8; sq.

Exercice 3. Soient � un nombre premier, n ą 1 une puissance de �, ω une racine primitive

n-ème de l’unité et K le corps de nombres Qpωq. On souhaite arriver à la formule générale

ζKpsq “ ζpsq
ź

χPXn
χ “1n

Lpχ, sq, s ą 1.

1/ Si f ą 0 est un entier justifier légalité en CrT s :

1 ´ T f “
ź

ξPlµ.. f

p1 ´ ξT q.

En déduire que si A est un groupe cyclique d’ordre f et a un générateur, alors

1 ´ T f “
ź

χPXpAq
p1 ´ χpaqT q.
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2/ Soit p “ � un nombre premier ; on désigne par fp l’ordre de p ` nZ dans le groupe

pZ{nqˆ. Déduire l’identité polynomiale

ź

χPXn

p1 ´ χppqT q “
`
1 ´ T fp

˘ϕpnq
fp .

Indication : Si A note le sous-groupe de pZ{nqˆ engendré par la classe de p, et π :

XppZ{nqˆq Ñ XpAq l’homomorphisme naturel, on dénombrera XppZ{nqˆq suivant les
images réciproques et on appliquera la question précédente.

3/ Montrer que, pour tout s ą 1, on a

ζKpsq “ p1 ´ �´sq´1
ź

p “�

`
1 ´ p´fps

˘´ϕpnq
fp .

En déduire la formule

ζKpsq “ p1 ´ �´sq´1
ź

p “�

ź

χPXn

`
1 ´ χppqp´s

˘´1
.

4/ Déduire que

ζKpsq “ ζpsq
ź

χPXn
χ “1n

Lpχ, sq, s ą 1.
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Compléments analytiques

Propos. Dans ces compléments, j’ai réuni plusieurs exercices et théorèmes (transformés

en exercices) qui ont fait partie de mes enseignements. L’objectif étant de montrer à

l’étudiant comment obtenir les bases pour bien comprendre la brève partie sur la théorie

analytique de nombres étudiée dans ce cours sans avoir besoin de faire des détours inutiles

et couteaux. (Plusieurs textes contemporains d’analyse complexe se contentent que la

fonction Γ soit son produit de Weierstrass (exercice 8), ce qui est gênant pour l’étude

de ζ. La raison pour cela est probablement le fait que les théorèmes sur les fonctions

holomorphes définies par les intégrales (exercice 5) y reçoivent peu d’attention et que les

critère de “dérivation sous le signe d’intégrale” ne sont pas rapprochés des critères pour

les séries.)
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Formule sommatoire de Poisson

Exercice 4. Soit f : R Ñ C une fonction de classe C1 telle que x ÞÑ x2fpxq et x ÞÑ x2f 1pxq
sont bornées.

1/ Soit x P R, montrer que F pxq “ ř
kPZ fpx ` 2πkq converge absolument et définit une

fonction 2π-périodique de classe C1.

2/ Si pfpξq “
ż

R

fpxqe´ixξ dx désigne la transformée de Fourier de f (sur R) et pF pnq “
1

2π

ż 2π

0

F pxqe´inx dx celle de F (sur le cercle) prouver que

2π pF pnq “ pfpnq.

3/ En déduire la formule sommatoire de Poisson :

2π
8ÿ

k“´8
fp2πkq “

8ÿ

n“´8
pfpnq.
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4/ On définit γpxq “ 1?
2π

e´x2{2
. Montrer que pγ1pξq “ ´ξpγpξq. En utilisant que 1 “

ş
R
γpxq dx, en déduire que pγ “

?
2π ¨ γ.

5/ Pour chaque λ ą 0 on pose

θpλq “
8ÿ

n“´8
e´πn2λ2

.

Prouver que θp1{λq “ λθpλq. Indication : Si γλpxq “ γpλxq, alors pγλpξq “ λ´1pγpξ{λq “?
2π ¨ λ´1 ¨ γpξ{λq.

Fonctions holomorphes définies par des intégrales

Exercice 5. Soient I Ă R un intervalle, U Ă C un ouvert, f : I ˆ U Ñ C une fonction

continue. On suppose que pour chaque t P I, la fonction z ÞÑ fpt, zq soit holomorphe et,

si f 1pt, zq désigne la dérivée de w ÞÑ fpt, wq en z, alors pt, zq ÞÑ f 1pt, zq est continue. De

plus, on introduit l’hypothèse que pour chaque z P U , l’intégrale

F pzq :“
ż

I

fpt, zq dt

converge.

1/ On suppose que I “ ra, bs. Soit x P U tel que Dpx, rq Ă U .

a/ Soit t P I fixé. Rappeler la formule

fpt, x ` hq ´ fpt, xq
h

´ f 1pt, xq “ h

2πi

ż

BD

fpt, zq
pz ´ xq2pz ´ x ´ hq dz.

b/ En déduire

F 1pxq “ 1

2πi

ż

I

f 1pt, xq dt.

2/ On suppose désormais que I “ ra, br. On dira que F converge uniformément si pour

tout ε ą 0, il existe un P P ra, br tel que si p ě P , alors

ˇ̌
ˇ̌F pzq ´

ż p

a

fpt, zq dt
ˇ̌
ˇ̌ ď ε

pour tout z P U .

a/ Montrer que le “test M de Weierstrass” ou “convergence normale ñ uniforme”

est vérifié dans ce contexte : l’intégrale F converge uniformément s’il existe une

fonction continue M : I Ñ R` telle que |fpt, zq| ď Mptq pour tout z P U etş
I Mptq dt converge.
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b/ Montrer que si F converge uniformément alors, pour toute suite pbnq Ă ra, br ayant
b pour limite, la suite de fonctions

Fnpzq :“
ż bn

a

fpt, zq dt

converge uniformément vers F .

c/ En déduire que si F converge uniformément, alors F est holomorphe et

F 1pzq “
ż

I

f 1pt, zq dz.

La fonction Γ

Exercice 6 (Premières propriétés). Pour chaque complexe s tel que �s ą 0, on écrit

Γpsq “
ż 8

0

e´tts´1 dt.

1/ Montrer, dans la terminologie de l’exercice 5, que Γ converge uniformément sur chaque

bande ta ď �s ď Au, où a ą 0. En déduire que Γ est une fonction holomorphe.

Indication : On pourra écrire Γ “ Γ0 ` Γ8, où Γ0 correspond à l’intégrale
ş1
0 et Γ8 àş8

1 .

2/ Soit s tel que �s ą 0. En faisant une intégration par parties, montrer que Γps ` 1q “
sΓpsq. En déduire que Γpnq “ pn ´ 1q! pour tout n ě 1 entier.

3/ Si n P N˚, on définit

Γnpsq “ Γps ` nq
sps ` 1q ¨ ¨ ¨ ps ` n ´ 1q , �s ą ´n.

Montrer que

Γnpsq “ Γpsq, �s ą 0

et en déduire que Γ se prolonge en une fonction méromorphe sur C, toujours notée Γ,

n’ayant que des pôles simples sur t0,´1, . . .u.
4/ ‹ Soit n P N. Quel est le résidu de Γ en ´n ?

Exercice 7 (La formule d’Euler pour Γ). On souhaite montrer la formule d’Euler

Γpsq “ lim
nÑ`8

n!ns

sps ` 1q . . . ps ` nq , �s ą 0.

[Cette formule était la définition initiale de la fonction Γ. Ici je suis l’exposition du clas-

sique [Br08]. Il arrive à contourner l’emploi de la convergence dominée par une remarque

assez simple.]
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1/ On commence par des remarques simples.

a/ Montrer que les inégalités suivantes sont vraies :

eθ ą 1 ` θ si θ ą 0,

e´θ ą 1 ´ θ, si θ ą 0,

p1 ´ θqn ą 1 ´ nθ si n P N˚ et 0 ă θ ă 1.

Indication : Utiliser le théorème des accroissements finis.

b/ Soit n P N˚. En déduire que si 0 ă t ă n, alors

0 ă e´t ´
ˆ
1 ´ t

n

˙n

ă e´t t
2

n
.

2/ On fixe s un complexe tel que �s ą 0. Utiliser l’encadrement

0 ď e´t ´
ˆ
1 ´ t

n

˙n

ď e´t t
2

n
, pour tout 0 ă t ă n,

pour prouver

Γpsq “ lim
nÑ8

ż n

0

ˆ
1 ´ t

n

˙n

¨ ts´1 dt.

3/ Montrer que

Γpsq “ lim
nÑ`8

ns

ż 1

0

p1 ´ uqnus´1 du.

4/ En integrant successivement par parties, démontrer la formule d’Euler.

Exercice 8 (Le produit de Weierstrass pour la fonction Γ). On souhaite montrer que

pour chaque s tel que �s ą 0, la fonction Γ possède un expression comme un produit

infini :

Γpsq “ 1

seγs

8ź

k“1

es{k
´
1 ` s

k

¯´1
,

où γ est la constante d’Euler-Mascheroni (définie dans la suite).

1/ En étudiant la série

ÿ

kě1

δk, où δk “ 1

k
´

ż k`1

k

dt

t
, montrer que la suite

γn “ 1 ` 1

2
` . . . ` 1

n
´ log n

converge. La limite, notée γ, est connue comme la constante d’Euler-Mascheroni.

2/ À l’aide de la formule d’Euler pour Γ, en déduire la formule de Weierstrass pour Γ.
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Exercice 9 (Propriétés du produit de Weierstrass). On souhaite montrer que la formule

du produit de Weierstrass pour Γ est valable sur C et ainsi déduire que Γ ne s’annule

jamais. Pour chaque s P C, on écrit

Pnpsq “
nź

k“1

e´s{k
´
1 ` s

k

¯
.

1/ Soit log : Dp1, 1q Ñ C la branche principale du logarithme. Soit R ą 0 un réel. Montrer

que, pour chaque entier N tel que 2R ď N , la série de fonctions

ÿ

něN

log

´
1 ` s

n

¯
´ s

n

converge normalement sur le disque Dp0, Rq “ ts P C : |s| ď Ru.
2/ Pour chaque s P C, montrer que

P psq :“ lim
nÑ8

Pnpsq

existe et que la fonction P ainsi déduite est holomorphe sur C. Puis, prouver que P

s’annule exclusivement sur t´1,´2, . . .u.
3/ En déduire que pour chaque s P Czt0,´1, . . .u, on a

Γpsq “ 1

seγs

8ź

k“1

es{k
´
1 ` s

k

¯´1
,

et que Γ ne s’annule jamais.
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