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Séance 4, 13 Mars 2020

Notations et conventions.
— Pour chaque n > 1, u,, respectivement g, , note 'ensemble des racines de I'unité
en C, respectivement les racines primitives.
— Si K est un corps de nombres, O désigne son anneau d’entiers.
— Si K est un corps de nombres, Ax note le discriminant de K. Il s’agit d’un entier.
— Si K est un corps de nombres, un idéal premier de K est un idéal premier de Ox.

Son corps résiduel O /p sera noté F,.

Détermination des anneaux d’entiers

Exercice 1. Soient p un nombre premier, ¢ = p™ et K le corps de nombres Q() ou
0 = @/p. Montrer que O = Z[0].

Exercice 2. Soit K = Q(i,+/2). En utilisant un corps cyclotomique et l'exercice 3,

2 +1v2
déterminer le discriminant de K. Ensuite, montrer que & = {1,1,\/5, \f—;l\[} est

base enticre de Ox.

Exercice 3. Soient p un nombre premier, ¢ > 1 une puissance de p, ¢ une racine primitive
g-¢me de 'unité et K le corps de nombres Q(¢). Montrer que & = {1,(,..., (¥ D71} est

une base entiere de Dy et calculer ensuite, a signe pres, Ag.

Exercice 4 (Extensions monogenes cubiques). Soient m > 0 un entier qui n’est pas un
cube, 0 = Y/m et K = Q(0).

1/ Soit B = {1,0,0%}. Calculer Ag(B).

2/ On suppose désormais que m n’a pas de facteur carré et m # +1 mod 9. Montrer que

2 est une base entiere de O et en particulier Ox = Z[#]. Indication : Si 3 1 m, on

considere Z[o], o o = 6 — m.
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Notations et conventions.
— Pour chaque n > 1, u,, respectivement pi , note I’ensemble des racines de 'unité
en C, respectivement les racines primitives.
— Si K est un corps de nombres, g désigne son anneau d’entiers.
— Si K est un corps de nombres, Ax note le discriminant de K. Il s’agit d’un entier.
— Si K est un corps de nombres, un idéal premier de K est un idéal premier de Og.

Son corps résiduel O /p sera noté I,,.

Calcul d’anneaux d’entiers

Exercice 1 (Une extension non-monogene). Soient 0 < m < n des nombres naturels sans

facteur carré, z = vVm?n et K = Q(z).
1/ Montrer que y = Vmn? € Ok et que B = {1, z,y} est une base de K. Ensuite calculer
Ak (AB).
2/ Pour chaque a = a + bx + cy € K, calculer Ng(«) et Trg(a).
On suppose maintenant que mn n’a pas de facteur carré et n’est pas divisible par 3.

3/ Soit G le groupe quotient Oy /Z + Zx + Zy. Montrer que son ordre est une puissance
de 3.

4/ En supposant m =5 et n = 7, montrer que % est une base entiere. (Il est possible de

traiter des cas plus généraux que ceci.)
AK(L 97 02)

AK(]-v xz, y)
modulo 7, montrer que {1, 6, 6*} ne peut pas étre une base enticre de Op.

5/ Soit 6 = bx + cy avec b, c € Z. Calculer le quotient \ := . En étudiant A

6/ Soit 0 = a + bx + cy avec a, b, c € Z. Montrer que si {1,60,6?} est base entiere de O
et 0 = 0 — a, alors {1,0,0?%} est aussi base entiere de Of. Déduire que 'anneau des
entiers de Q(+/175) n’est pas de la forme Z[6].

Premiers décomposés, inertes et ramifiés

Exercice 2 (Vocabulaire). Soit p un nombre premier et soient K < L des corps de

nombres. Montrer les implications suivantes :

1



1/ Si p ramifie en K alors il ramifie en L.
2/ Si p se décompose totalement en L, alors il se décompose totalement en K.

3/ Sip est inerte en L alors il est inerte en K aussi.
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Premiers inertes, ramifies et totalement décomposés

— Pour chaque n > 1, ju,, resp. p.,, note ensemble des racines de 1'unité en C, resp.
les racines primitives.

— Si K est un corps de nombres, A note le discriminant de K. Il s’agit d’un entier.

— Si K est un corps de nombres, un idéal premier de K est un idéal premier de O .

Son corps résiduel Ok /p sera noté IF,.
Exercice 1. Soit m € Z ~\ {0, 1} un entier sans facteur carré et K = Q(y/m). Le discri-
minant de K sera noté par d dans la suite.

1/ Rappeler le lien entre d et m. En déduire que d détermine K uniquement.

2/ L’entier d est soit = 0, soit = 1 modulo 4. Justifier.
d++d

3/ En écrivant § = , montrer que {1, 0} est toujours une base entiere de O .

4/ Soit p un nombre premier. Exprimer Ok /(p) comme F,[X]/(f(X)), ot f est un po-
lynéme unitaire.

On fixe p > 2 un nombre premier.

5/ Soit F' = X2+ bX +ce F,[X] et A =b*—4c. Montrer que si A = 0 si et seulement si
F est le carré d’'un polynome de degré 1. Montrer que A = 0 et est un carré de I} si
et seulement si F' est le produit de deux polynomes linéaires distincts. Montrer que si
A n’est pas un carré si et seulement si F' est irréductible. (Dit autrement, sur I,[X]

la théorie “marche” comme sur R[X].)
6/ Montrer que p ramifie en K si et seulement si p | d.
7/ Montrer que p se décompose en K si et seulement si d est un carré modulo p.
8/ Montrer que p est inerte dans K si et seulement si d n’est pas un carré modulo p.
9/ Montrer que 2 ramifie si et seulement si d =0 mod 4.
10/ Montrer que 2 se décompose si et seulement si d =1 mod 8.

11/ Montrer que 2 est inerte si et seulement si d =5 mod 8.



Exercice 2. Soient a = ¥/2 et K = Q(a). Décomposer 5, 7 et 11 en premiers dans O

en déterminant le degré de chaque premier dans la décomposition.

Exercice 3. Soit p un nombre premier, f = X" + a,_; X" ! + --- + ao un polynéme

p-Eisenstein et a une racine de f. Montrer que p est totalement ramifié en K = Q(«), i.e.

pOx = p". Indication : On regardera la puissance maximale d'un p | p dans la factorisation

de —ag =a™ + - + a1

Exercice 4. On souhaite étudier la décomposition des nombres premiers dans une ex-

tension cyclotomique. On fixe ainsi p un nombre premier et n > 1 un entier qui n’est pas

divisible par p.

1/

2/

3/

4/

5/

Soient E/IF, une extension finie et ( € E une racine primitive n-eéme de I'unité. Montrer
que f = [F,(() : F,] est I'ordre de p dans (Z/n)*.

Soit K = Q(pu,) et p un idéal premier de K au-dessus p, c’est-a-dire, p € p. Montrer
que si ¢ € Ok est une racine m-eme primitive de I'unité, alors la classe ( + p est aussi
une racine primitive m-éme de I'unité de IF,. Indication : On regardera les racines du

polynome X" — 1 en I,.
A partir de maintenant, n est une puissance d’un premier £.

* Soit K = Q(pn). Montrer que pOg n’est pas ramifié, c’est-a-dire, il existe des

premiers Py, ..., p, deux-a-deux distincts de K tels que
pDK =P P

*x On garde les notations de la question précédente. Prouver que le degré de chaque
p; (qui vaut [Fy, : F,]), est I'ordre de p dans (Z/n)*. Indication : Faire appel a la

question 2. En déduire que si p =1 mod n, alors p est totalement décomposé en K.

* On suppose n = 8 et p = 3. Décomposer l'idéal pO g en premiers.
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— Un premier de K est un idéal premier de O .
— On dit qu'un premier p de K divise un a € O si a € p.
— Le groupe des classes de O est noté Clg. La classe d'un idéal fractionnaire a dans

Clk sera désignée par [a].

Autour des théoremes de Minkowski

Exercice 1. Déterminer deux vecteurs u, v € R? qui sont Q-linéairement indépendants,
mais qui ne sont pas R-linéairement indépendants. Le sous-groupe A = Zu + Zwv est-il

discret ?

Exercice 2. Soit a = V/3 et soit K = Q(a).

1/ Décrire explicitement le plongement canonique ¢ de K.

2/ Vérifiez directement que {¢(1), ¢(0), t(a?)} est une R-base du R-espace vectoriel R x C

et que 2
[det((1), i(a), (@*)]” = W

Exercice 3. Quels sont les corps de nombres ot chaque nombre premier est non-ramifié ?

Exercice 4. On fixe K un corps de nombres de degré n, signature (r, s) et constante de
4\" n!

Minkowski My = <> —+/|Ak/|. (Attention : La terminologie n’est pas universellement
T) n

acceptée.)

1/ Montrer que Clg est engendré par (les classes des) idéaux premiers dont la norme est
au plus M. (Note : On dira que l'ensemble @ engendre un groupe si et seulement si

le groupe est trivial.)

2/ Pour chaque nombre premier p, on écrit
2, = {p premier de Ok : p | p}.

Montrer que les (classes des) éléments de 4 = | <), Zp engendrent Clg.



3/ Soit K un corps de nombres parmi Q(+/2), Q(+v/3), Q(+v/5), Q(v/13), Q(v/—1), Q(+/-2),
Q(v/—3) et Q(+/—T7). Montrer que I'ensemble .# de la question précédente est vide et
en déduire que O est principal.

4/ Pour chaque d € {11,19,43,67,163}, soit K = Q(+/—d). Exprimer O comme Z[a];
ensuite déterminer le polynéme minimal f de « ainsi que disc(f). Indication : Dans

tous les cas, d = 3 (4).

5/ Montrer que les anneaux d’entiers des corps K de la question précédente sont tous

principaux. (Gauss avait déja conjecturé que DQ( v=a) €tait principal seulement st
de{1,2,3,7,11,19,43,67,163}.

Cette conjecture a été vérifiée au siecle XX.) Indication : Faire appel a une calculatrice
et a % < 0,637.

Exercice 5. Déterminer la structure du groupe de classes des corps de nombres suivantes :

Q(vV=6) et Q(v—10) et Q(v-13).
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— Un premier de K est un idéal premier de O .
— On dit qu’un premier p de K divise un a € Ok si a € p. O désigne par 7, (les
diviseurs) l’ensemble des premiers de K qui contiennent a.
— Le groupe des classes de D est noté Clg. La classe d'un idéal fractionnaire a dans
Clk sera désignée par [a].
— Si K est un corps de noznbre'zs de degré n et signature (r,s), la constante de Min-
5 nl

kowski de K est Mg = ——+/|Ak|. (Cette terminologie n’est pas universelle.)
T nn

Groupes de classes

Exercice 1. Soient m > 0 un entier qui n’est pas un cube, « la racine /m et K le corps
de nombres Q(«). On étudie, dans des cas spécifiques, le groupe de classes de I"anneau
d’entiers Ok. (Une technique utile qui est présentée dans la suite est une méthode pour

trouver des générateurs d’un idéal.)

1/ Justifier brievement pourquoi {1, a, &?} est une Q-base de K. Ensuite, exprimer Ny (z+

ya + za?) en fonction de z,y et z.

2/ En supposant que m n’a pas de facteur carré et que m # +1 (9), déterminer une base
entiere de Ok et le discriminant Ag. (Vous pouvez consulter les Exercices de la séance
du 13 mars 2020.)

3/ Montrer que si m = 2, alors D est principal.
4/ On se concentre sur le cas m = 3.
a/ Montrer que
20k = pq,

oup = (2, f(a)) et q =(2,9(a)) avec f et g dans Z[X] tels que f = X + 1 (2)
et g = X?+ X +1 (2). Par un choix judicieux de f et g, déduire que p et q sont
principaux. Indication : Considérer N(f(«)Og) et N(g(a)Ok).

b/ En déduire que Ok est principal.

5/ On se concentre sur le cas m = 5.

a/ Montrer que chaque premier de %5 et de Z; est principal.

1



b/ Montrer que %3 posséde un unique élément et que cet élément, p disons, est de la
forme (3, f(«)), ou f € Z[X] est tel que f = X +1 (3). Prouver que p est principal
en choisissant judicieusement f.

¢/ Montrer que (2) = pq avec p = (2,a + 1) et q = (2,a* + a + 1). Montrer que p et
q sont principaux. Indication : Pour trouver un générateur de p, on montrera que
l'unique idéal de 23 (trouvé dans la question précédente) divise (« + 1), et pour g

on remplacera o + o + 1 par e20% + £1a + g9 ol €; est pair.

d/ En déduire que D est principal.

Exercice 2. Montrer que le groupe de classes de Q(v/—14) est Z 4. Indications : (a) On
considére un diviseur py de 2 et un diviseur p3 de 3 et on montre que [p3]*> = [p2]. (b) Pour

déterminer des générateurs d’un idéal a, on travaillera avec I'isomorphisme DQ(x/TM) S
Z|X]/(X? + 14).
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— Un idéal de K est, par abus de terminologie, un idéal de O.

— On dira qu'un idéal a de K divise un z € O quand z € a.

— On dira que deux idéaux a et b de K sont premiers entre eux quand aucun idéal
premier de K divise simultanément a et b.

— Si a est un idéal fractionnaire de K, sa classe dans Clk sera notée [a].
Exercice 1 (Des groupes de classe trés grands). Soit m > 1 un entier = 5 (12) et sans
facteur carré, a la racine v/—m, et K = Q(«).

1/ Prouver que 30, = pp’ ou p =+ p’ sont des premiers de K. De plus, montrer que p’ est
I'image de p par 'automorphisme o : K — K définit par o(a) = —a.

2/ Si d = ord([p]), soit * + ya un générateur de p?. Justifier 1'égalité 3¢ = 22 + my?.

3/ En déduire que d > log; m. Indication : Supposer le contraire pour montrer que d est

pair et que (3%2) s’écrit de deux fagons différentes comme produit d’idéaux premiers.

Exercice 2. Soit m > 2 un entier. On souhaite étudier I’équation de Bachet—Fermat
Y¥P=X?+m (BF)

en faisant des hypotheses suivantes sur m :

P1. il ne possede pas de facteurs carrés,

P2. ilest =1 (4) ou =2 (4),

P3. Si ¢ = /—m, alors le nombre de classes du corps K = Q(o) n’est pas divisible par 3.

Dans la suite, on admet [’ezistence d'une solution (x,y) € Z* de (BF).

1/ Montrer que y est impair et que z A y = 1.

2/ Montrer que les idéaux (z — o) et (x + o) sont premiers entre eux.

3/ En employant 'hypothese sur le nombre de classes, déduire 'existence d’un couple
d’entiers (u,v) et d’une unité € € O tels que

T+ o0 =c(u+vo)

4/ Montrer Oy = {£1} et en déduire que z + p est le cube d'un unique élément de O.



5/ En déduire que uniquement un des cas suivants a lieu :

Cas 1: Leréel U = +/(m + 1)/3 est entier et les seules solutions de (BF) sont (X,Y)
et (—X,Y), on

Xin-(Uz—Sm) et Y=U>+m.

Cas 2 : Leréel U = /(m — 1)/3 est entier et les seules solutions de (BF) sont (X,Y)
et (—=X,Y), ou

Xin'(U2—3m) et Y =U>+m.

Cas 3 : L’équation (BF) ne posseéde aucune solution en entiers.

6/ Quels sont les solutions en entiers des équations Y? = X242 Y3 = X?+5 V3 = X246,
Y3 = X?2410, Y3 = X?+13 et Y® = X?+14? (Pour rappel, si h(—m) note le nombre de
classes du corps Q(y/—m), alors h(—2) = 1, h(=5) = h(—6) = h(—10) = h(—13) = 2
et h(—14) = 4. Le calcul de h(—6), h(—10) et h(—13) a été fait lors de la séances du
24 mars 2020 et celui de h(—14) lors de la séance du 27 mars 2020.)

Remarque historique : Voici comment Fermat exprima son intérét pour cette équation :
“Peut-on trouver en nombres entiers un carré autre que 25 qui, augmenté de 2, fasse un
cube ? A la premiére vue cela paralt d’une recherche difficile ; en fractions une infinité de
nombres se déduisent de la méthode de Bachet; mais la doctrine des nombres entiers,
qui est assurément tres belle et tres subtile, n’a été cultivée ni par Bachet, ni par aucun
autre dans les écrits venus jusqu’a moi.” Le fait que (BF) possede, dans le cas m = 2, une
infinité de solutions rationnelles a été observé par Bachet en employant, dit en langage

moderne !, la structure de groupe de la courbe elliptique ¢ = 22 + 2.

Exercice 3. Soit p > 5 un nombre premier, ¢ une racine primitive p-eme de 'unité et
K le corps de nombres Q(¢). On suppose que p ne divise pas |Clg| (des tels premiers
sont dits “réguliers”). Dans cet exercice, on souhaite montrer le théoréme suivant, connu

comme le premier cas du “Théoreme de Fermat pour exposant régulier”, dit & Kummer :

Théoréme. Soient z,y,z € Z tels que 2P + yP = zP. Alors p | xyz.

La preuve est découpé en plusieurs exercices. Certains sont moins instructifs que
d’autres : le plus importants pour I’éducation en théorie des nombres a notre niveau
sont les items 3 et 4 et 5.

Pour ne pas exténuer 1'étudiant, on se gardera de prouver le resultat suivant (qui n’est

pas hors portée) :

Lemme A. Soit ue OF. Alors (*u est réel pour un certain s € {0,1...,p— 1}.



1/

2/

3/

4/

5/

6/

7/

Il est possible de trouver des entiers z’,3 et 2/, deux-a-deux premiers entre eux tels

que 2’ |z, y |yet 2|z, et &P + y'P = 2P,

Dans la suite, on change les notations et on suppose que x,y, z sont deuz-d-deux

premiers entre eux et que xP + yP = 2P. Ceci suffit pour établir le théoréme.
Prouver I'identité de Ox[X,Y] :

p—1
XP+ Y7 = [ [(X +¢Y).

=0

* Soient i < j des entiers de {0,...,p — 1}. Montrer que si les idéaux ; = (z + ('y)
et A; = (z + (Jy) ne sont pas premiers entre eux, alors p | 2. Indication : Prouver que
(¢'—=¢7) = (1 =¢) et que (1 — () est un premier de K qui divise p.

Dans la suite, on suppose que les idéauz {24; : i =0,...,p— 1} de la question

précédente sont deuz-a-deux premiers entre eux. Ceci suffit pour établir le théoréme.
» En utilisant que p ne divise pas |Clg|, prouver que = 4+ (y = ua?, ou u € Oy et
Q€ DK

» Utiliser le Lemme A pour prouver que = + (y = (*va mod pOy, ot v € O est réel

et a est un nombre entier. En déduire que

4+ Cy=("(z+Cy) mod pOk,

et que I'entier algébrique
A=a+Cy—x—

est divisible par p en Og.

Soient ag, . . ., a,—2 des entiers tels que ag+- - +a,_ 2?2 =0 mod pO . Prouver que
p | a; pour tout i. Conclure que soit p | zy, soit p |  — y. Indication : Etudier les cas
2s=—1,0,1 (p). (C’est ici que I'hypotheése p = 5 rentre.)

Appliquer les conclusions précédentes a I'équation 2 + (—z)? = (—y)? pour conclure.
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— Si a et b sont des entiers, (a | b) désigne le symbole de Kronecker associé a eux.

— Si A est un groupe abstrait, X(A) note le groupe des caractéres linéaires de A,
c’est a dire, de morphismes de groupe A — C*.

— Une fonction f : Z — C est completement multiplicative si f(mn) = f(m)f(n)

pour tous m,n € Z.

Caracteres de Dirichlet
Exercice 1. Soit ¢t > 0 un entier.

1/ On écrit

x est t-périodique,
Xi=4x:Z—-C : x(mn)=x(m)x(n) pour tous m,n € Z et
x(m) s’annule uniquement si m A t # 1.
Quel est le lien entre X; est les caracteres de Dirichlet modulo ¢ 7
2/ Déterminer explicitement Xs, X, et Xg.

Exercice 2. 1/ Exprimer les symboles de Kronecker suivants a 1'aides des caracteres de

Dirichlet décrits a I'Exercice 1.
(«12), (21]=%), @]=), (=4]=), @]=#), (=8][=).

2/ On souhaite étudier (3 | ).
a/ Calculer (3 | n) pour n € {1,...,7} en utilisant la réciprocité quadratique pour le

symbole de Jacobi. Constater que (3 | ) n’est pas un caractere de Dirichlet modulo
3.

b/ Montrer que (3 | 6k + 1) = (—1)*. Utiliser ce fait pour prouver que si ¢ > 0 est une
période de (3| *), alors 6 | q. Puis, & partir de (3] 2!) = (3] 2! + ¢), déduire que

2. 6|q = 2""'.6]q

Conclure que (3 | *) n’est pas périodique. (Un résultat de Allouche et Goldmakher
montre que (d | *) n’est jamais périodique si d =3 (4).)

1



Exercice 3. On étudie la périodicité du symbole de Kronecker (d | ).

1/ Soit p un nombre premier = 1 (4). Montrer que (p | n) = (n | p) pour tout n € Z. En

déduire que (p | *) est un caractere de Dirichlet modulo p.

2/ Soit p un nombre premier = 3 (4). Montrer que (—p | n) = (n | p); en déduire que

(—p | *) est un caractere de Dirichlet modulo p.

3/ Soient d et e des entiers tels que (d | =) et (e | =) sont des caractéres de Dirichlet
modulo |d| et |e| respectivement. Prouver que (de | x) = (d | *)(e | *). En déduire que
(de | =) est un caractere de Dirichlet modulo |del.

4/ Soit d un entier qui est = 1 (4) et qui n’a pas de facteurs carrés. Montrer que (d | =) est
un caractere de Dirichlet modulo |d|. Indication : Faire une récurrence sur le nombre

de facteur premiers de |d|.

5/ Soit d = 4m avec m = 3 (4) sans facteurs carrés. Montrer que (d | *) est un caractere
de Dirichlet modulo |d|. Indication : Faire une récurrence sur le nombre de facteur
premiers de |m)|.

6/ Soit d = 8m avec m un entier impair sans facteur carré. Montrer que (d | *) est un

caractere de Dirichlet modulo |d|.
7/ En déduire que si d est le discriminant d’un corps quadratique, alors (d | *) est un

caracteére de Dirichlet modulo |d|.

Exercice 4. Soient m un entier sans facteur carré, K le corps de nombres Q(1/m) et d

le discriminant de K. Le résultat suivant a été vu lors de la séance 6, 20 mars 2020.

(d|p)=0 < pramifieen K
p premier impair = (d|p)=1 < psedécompose en K.

(d|p) =—-1 < pestinerte en K.

De méme, on a vu que

(4) < 2 ramifie en K

(8) <« 2 se décompose en K.

ST Y
l
ot = O

(8) < 2 est inerte en K.
Montrer que pour un nombre premier quelconque p, les implications suivantes sont vraies :

(d|p)=0 < pramifieen K
(d|p)=1 <« psedécompose en K.
(d|p)=—1 < pestinerte en K.



Produits d’Euler

Exercice 5. On étudie quelques propriétés autour des produits d’Euler.

1/ Pour chaque entier x > 2, soit
Ny ={1} U {neIN* : sip est facteur premier de n, alors p < z}.

Montrer que

H(l —p = 2 nt.

p<x neNy

2/ = En déduire que
H(l —p )7 = log(z + 1).

pPsT

= 1 pour montrer que

e}
3/ = Utiliser la minoration précédente et ’égalité Z _
~ m(m — 1)

1 1
2 — = loglog(z + 1) — 3"

PsZT

Remarque : La somme de >’ se fait a I’aide d’une décomposition en éléments

1

m=2 m(m—1)
simples. Cette série est connue comme la série de Mengoli.

4/ x Soit E le sous-ensemble de [0, 1] définit par les quotients p(n)/n, ol ¢ est I'indicatrice
d’Euler et n est entier strictement positif. Possede-t-il des points adhérents? Est-il

dense ?
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— Si A est un groupe abélien, X(A) note le groupe des caracteres linéaires, c’est-a-
dire, les morphismes de groupe A — C*. Si m est un entier positif, X,, désigne les
caracteres de Dirichlet modulo m.

— 1,, : Z — C est le caractere trivial modulo m, c’est-a-dire, le caractere de Dirichlet
induit par le caracteére linéaire trivial (Z/m)* — C*.

— (a | b) est le symbole de Kronecker.

— D(a,r) désigne le disque ouvert du plan complexe centré en a et de rayon r. De

méme, D(a,r) désigne son adhérence.

Exercice 1 (L’équation fonctionnelle de (). On souhaite suivre une méthode de Riemann
pour montrer que la fonction ¢ se prolonge en une fonction méromorphe sur C. La preuve
est basée sur une identité remarquable d’une “fonction € de Jacobi” (voir I'exercice 4) et

la fonction I' (voir exercices 6 & 9).

1/ Soit s > 0. Montrer que pour chaque n € IN* I’équation suivant est vérifiée :

F Q0
7_(—3/2 (S/ ) _ J xs/Z—le—nQﬂ'x dr.
0

nS

2/ Soit w(z) = Z e~™* pour z > 0. Justifier bricvement pourquoi w est une fonction
n=1

de classe C'* sur 0, oo].

3/ En déduire de la question 1, que si Rs > 1, alors

0

720 (s/2)C(s) = fo 2?7 Y(z) de,

ou w(z) = Z e~ (Attention : tout le travail consiste & bien justifier I'inversion
n=1
dans l'intégration.)

4/ Soit s un complexe dont la partie réelle est > 1. En employant 1’équation, valable pour
x>0,

1 1
w(l/x) = 5t 5951/2 + 22w (x),

montrer que
1

TP (s/2)C) = S

+1(s),



ol -
I(s) = J (xs/Zfl + xiS/Q*l/z)w(I) dz.
1

5/ = Pour chaque s tel que Rs > 1, on définit

£(s) = s(s — )T (s/2)¢(s).

Prouver que £ possede un prolongement a une fonction entiere, notée encore &, telle
que, si a : C — C désigne la symétrie centrale par rapport a % (a savoir s — 1 — s),

alors

6/ » En déduire que
m*2¢(s)
s(s—1)I'(s/2)

définit un prolongement de ¢ & une fonction méromorphe ayant un unique poéle simple

Z(s) =

en s = 1.
Indication : On devra faire appel aux propriétés de I' définies plus bas.

7/ * Déterminer ¢(0). Utiliser le fait que () = /7 et ((2) = %2 pour calculer ¢(—1).

Exercice 2. Soient w une racine primitive 8-éme de I'unité, K le corps de nombres Q(w)
et xaq le caractere de Dirichlet défini par le symbole de Kronecker : xq(n) = (d | n).

Montrer que si s > 1, alors

Cre(8) = C(s)L(x-4;5)L(xs; s)L(X—8; 5)-

Exercice 3. Soient £ un nombre premier, n > 1 une puissance de ¢, w une racine primitive

n-e¢me de 'unité et K le corps de nombres Q(w). On souhaite arriver a la formule générale

CK(S) = C(S) H L(st), s> 1.
X€X7n
XF1n
1/ Si f > 0 est un entier justifier 1égalité en C[T] :
1-7/ = J]T(-¢T).

Eeliy

En déduire que si A est un groupe cyclique d’ordre f et a un générateur, alors



2/ Soit p # ¢ un nombre premier; on désigne par f, l'ordre de p + nZ dans le groupe
(Z,/n)*. Déduire I'identité polynomiale

f e(n)

[T —=x)T)=(1-1")%

XEXn

Indication : Si A note le sous-groupe de (Z/n)* engendré par la classe de p, et 7 :
X((Z/n)*) — X(A) 'homomorphisme naturel, on dénombrera X ((Z/n)*) suivant les

images réciproques et on appliquera la question précédente.
3/ Montrer que, pour tout s > 1, on a

e(n)
o

Cl(s) = (1= [[(a=p )"

pFL
En déduire la formule

Cels) = (=) [T T (@ =xtop) "

pFL XEXn
4/ Déduire que
Crl(s)=Cs) [] Lix.s),  s>1.

XEXn
XF1y



Compléments analytiques

Propos. Dans ces compléments, j’ai réuni plusieurs exercices et théoremes (transformés
en exercices) qui ont fait partie de mes enseignements. L’objectif étant de montrer a
I’étudiant comment obtenir les bases pour bien comprendre la breve partie sur la théorie
analytique de nombres étudiée dans ce cours sans avoir besoin de faire des détours inutiles
et couteaux. (Plusieurs textes contemporains d’analyse complexe se contentent que la
fonction I' soit son produit de Weierstrass (exercice 8), ce qui est génant pour ’étude
de (. La raison pour cela est probablement le fait que les théoréemes sur les fonctions
holomorphes définies par les intégrales (exercice 5) y recoivent peu d’attention et que les
critere de “dérivation sous le signe d’intégrale” ne sont pas rapprochés des criteres pour

les séries.)

Littérature

B07 T. J. I. Bromwich, Introduction to the theory of infinite series, MacMilland and Co.
1908. Disponible sur https://archive.org.

G25 E. Goursat, Cours d’Analyse Mathématique. Tomme I et II. Troisieme Edition. 1925.
Disponible sur https://archive.org.

Cours19 Mon cours “Séries de fonctions et intégrales a un parametre”. Disbonible sur

https://webusers.imj-prg.fr/~ joao-pedro.dos-santos/2M261_Notes_Cours_2019.pdf

Formule sommatoire de Poisson
Exercice 4. Soit f : R — C une fonction de classe C! telle que x — 2 f(z) et x — 22 f'(z)
sont bornées.

1/ Soit x € R, montrer que F(z) = >, _, f(x + 2mk) converge absolument et définit une
fonction 2m-périodique de classe C*.

2/ Si fi J f(z)e ™™ dx désigne la transformée de Fourier de f (sur R) et F (n) =

% ) F( Ye " dg celle de F' (sur le cercle) prouver que

~

2rEF(n) = f(n).

3/ En déduire la formule sommatoire de Poisson :

27r2f27rk Zf

k=—o0 n=—0o0



1 ~ ~ .
4/ On définit y(x) = — ¢ /2, Montrer que 7€) = —&5(§). En utilisant que 1 =

V2r

§i () dz, en déduire que 7 = /27 - 7.
5/ Pour chaque A > 0 on pose

O(\) = i e N,

Prouver que 6(1/\) = A0(A). Indication : Si v (z) = y(\z), alors 5 (£) = A71(E/N) =
VI A (€N,

Fonctions holomorphes définies par des intégrales

Exercice 5. Soient I ¢ R un intervalle, U < C un ouvert, f : I x U — C une fonction
continue. On suppose que pour chaque t € I, la fonction z — f(¢, z) soit holomorphe et,
si f'(t, z) désigne la dérivée de w — f(t,w) en z, alors (t,z) — f'(t,2) est continue. De

plus, on introduit 'hypothese que pour chaque z € U, 'intégrale

Flz) = j F(t, ) dt
I
converge.
1/ On suppose que I = [a,b]. Soit x € U tel que D(x,r) < U.
a/ Soit t € I fixé. Rappeler la formule

flt,x+h)— f(t,z) h f(t, 2)

h AR 2mi Jop (2 — x)2(2 — 2 — h) dz.

b/ En déduire
1
F’ = — "(t,x) dt.
(@) = 5 | Fit0)
2/ On suppose désormais que I = [a,b[. On dira que F' converge uniformément si pour
tout € > 0, il existe un P € [a, b] tel que si p > P, alors

<¢€

'F(z) _ f F(t, ) dt

pour tout z € U.

a/ Montrer que le “test M de Weierstrass” ou “convergence normale = uniforme”
est vérifié dans ce contexte : l'intégrale F' converge uniformément s’il existe une
fonction continue M : I — R, telle que |f(¢,2)] < M(t) pour tout z € U et
§; M(t) dt converge.



b/ Montrer que si F' converge uniformément alors, pour toute suite (b,,) < [a, b[ ayant

b pour limite, la suite de fonctions
b’VL
F.(z) := f(t,z)dt
a
converge uniformément vers F'.

¢/ En déduire que si F' converge uniformément, alors F est holomorphe et
F'(z) = J It 2)dz.
I

La fonction I

Exercice 6 (Premieres propriétés). Pour chaque complexe s tel que Rs > 0, on écrit

o0
[(s) = J e 5l dt.

0

1/ Montrer, dans la terminologie de I’exercice 5, que I" converge uniformément sur chaque
bande {a < Rs < A}, on @ > 0. En déduire que I' est une fonction holomorphe.
Indication : On pourra écrire I' = I'y + 'y, ot 'y correspond a l'intégrale S(l) et 'y a

Q0
5

2/ Soit s tel que Rs > 0. En faisant une intégration par parties, montrer que I'(s + 1) =
sI'(s). En déduire que I'(n) = (n — 1)! pour tout n > 1 entier.

3/ Sin e N* on définit

I'(s+mn)
s+1)-(s+n—1)

(s) = i Rs > —n.

Montrer que
I(s) =TI'(s), Rs >0

et en déduire que I' se prolonge en une fonction méromorphe sur C, toujours notée I',

n’ayant que des poéles simples sur {0, —1,...}.

4/ * Soit n € N. Quel est le résidu de I en —n ?

Exercice 7 (La formule d’Euler pour I'). On souhaite montrer la formule d’Euler

T(s) = Ii nin” Rs > 0
S) = 11m S .
n—+0 s(s+1)...(s+n)’

[Cette formule était la définition initiale de la fonction T'. Ici je suis 'exposition du clas-
sique [Br08]. Il arrive a contourner 1’emploi de la convergence dominée par une remarque

assez simple.]



1/ On commence par des remarques simples.
a/ Montrer que les inégalités suivantes sont vraies :
e >1+6 sif>0,
e? >1-0, sif>0,
(1-0)" >1—nf sineN*et0<6<1.
Indication : Utiliser le théoreme des accroissements finis.

b/ Soit n € IN*. En déduire que si 0 < t < n, alors

t\" 12
0<e—t(1) < eth
n n

2/ On fixe s un complexe tel que Rs > 0. Utiliser '’encadrement
L A
O0<e”"—(1——| <e"—, pour tout 0 < t < n,
n n

pour prouver

I'(s) = lim (1 - t) 5t

n—w J, n

3/ Montrer que

n—+00

1
I'(s) = lim nsf (1 —u)"u*"" du.
0
4/ En integrant successivement par parties, démontrer la formule d’Euler.

Exercice 8 (Le produit de Weierstrass pour la fonction I'). On souhaite montrer que

pour chaque s tel que Rs > 0, la fonction I' possede un expression comme un produit

1 &= s\ 1
L(s) = sevs HBS/k (1 - %) ’

infini :

ou v est la constante d’Euler-Mascheroni (définie dans la suite).

1 k+1 dt
1/ En étudiant la série Z Ok, OUl 0, = — — j e montrer que la suite

k=1 k k
1 1
YTw=1+—-+...4+——logn
2 n

converge. La limite, notée vy, est connue comme la constante d’Euler-Mascheroni.

2/ A Daide de la formule d’Euler pour I', en déduire la formule de Weierstrass pour I'.



Exercice 9 (Propriétés du produit de Weierstrass). On souhaite montrer que la formule
du produit de Weierstrass pour I' est valable sur C et ainsi déduire que I' ne s’annule

jamais. Pour chaque s € C, on écrit

P,(s) = ]ﬁe_s/k (1 + %) )

1/ Soit log : D(1,1) — € la branche principale du logarithme. Soit R > 0 un réel. Montrer

que, pour chaque entier N tel que 2R < N, la série de fonctions

Zlog(l—i—%)—%

n=N

converge normalement sur le disque D(0, R) = {se C : |s| < R}.

2/ Pour chaque s € C, montrer que

P(s) := lim P,(s)

n—ao0

existe et que la fonction P ainsi déduite est holomorphe sur C. Puis, prouver que P

s’annule exclusivement sur {—1,—-2,...}.

3/ En déduire que pour chaque s € C\{0,—1,...}, on a

P = L[ Te (142
s) = e -
sevs - 1 k ’

et que I' ne s’annule jamais.




