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— Un idéal de K est, par abus de terminologie, un idéal de OK .

— On dira qu’un idéal a de K divise un x P OK quand x P a.

— On dira que deux idéaux a et b de K sont premiers entre eux quand aucun idéal

premier de K divise simultanément a et b.

— Si a est un idéal fractionnaire de K, sa classe dans ClK sera notée ras.

Exercice 1 (Des groupes de classe très grands). Soit m ą 1 un entier ” 5 p12q et sans

facteur carré, α la racine
?´m, et K “ Qpαq.

1/ Prouver que 3OK “ pp1 où p “ p1 sont des premiers de K. De plus, montrer que p1 est

l’image de p par l’automorphisme σ : K Ñ K définit par σpαq “ ´α.

2/ Si d “ ordprpsq, soit x ` yα un générateur de pd. Justifier l’égalité 3d “ x2 ` my2.

3/ En déduire que d ą log3 m. Indication : Supposer le contraire pour montrer que d est

pair et que p3d{2q s’écrit de deux façons différentes comme produit d’idéaux premiers.

Exercice 2. Soit m ě 2 un entier. On souhaite étudier l’équation de Bachet–Fermat

Y 3 “ X2 ` m (BF)

en faisant des hypothèses suivantes sur m :

P1. il ne possède pas de facteurs carrés,

P2. il est ” 1 p4q ou ” 2 p4q,
P3. Si � “ ?´m, alors le nombre de classes du corps K “ Qp�q n’est pas divisible par 3.

Dans la suite, on admet l’existence d’une solution px, yq P Z2 de (BF).

1/ Montrer que y est impair et que x ^ y “ 1.

2/ Montrer que les idéaux px ´ �q et px ` �q sont premiers entre eux.

3/ En employant l’hypothèse sur le nombre de classes, déduire l’existence d’un couple

d’entiers pu, vq et d’une unité ε P O
ˆ
K tels que

x ` � “ εpu ` v�q3.

4/ Montrer O
ˆ
K “ t˘1u et en déduire que x ` � est le cube d’un unique élément de OK .
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5/ En déduire que uniquement un des cas suivants a lieu :

Cas 1 : Le réel U “
a

pm ` 1q{3 est entier et les seules solutions de (BF) sont pX, Y q
et p´X, Y q, où

X “ ˘U ¨
`
U2 ´ 3m

˘
et Y “ U2 ` m.

Cas 2 : Le réel U “
a

pm ´ 1q{3 est entier et les seules solutions de (BF) sont pX, Y q
et p´X, Y q, où

X “ ˘U ¨
`
U2 ´ 3m

˘
et Y “ U2 ` m.

Cas 3 : L’équation (BF) ne possède aucune solution en entiers.

6/ Quels sont les solutions en entiers des équations Y 3 “ X2`2, Y 3 “ X2`5, Y 3 “ X2`6,

Y 3 “ X2`10, Y 3 “ X2`13 et Y 3 “ X2`14 ? (Pour rappel, si hp´mq note le nombre de

classes du corps Qp?´mq, alors hp´2q “ 1, hp´5q “ hp´6q “ hp´10q “ hp´13q “ 2

et hp´14q “ 4. Le calcul de hp´6q, hp´10q et hp´13q a été fait lors de la séances du

24 mars 2020 et celui de hp´14q lors de la séance du 27 mars 2020.)

Remarque historique : Voici comment Fermat exprima son intérêt pour cette équation :

“Peut-on trouver en nombres entiers un carré autre que 25 qui, augmenté de 2, fasse un

cube ? A la première vue cela parâıt d’une recherche difficile ; en fractions une infinité de

nombres se déduisent de la méthode de Bachet ; mais la doctrine des nombres entiers,

qui est assurément très belle et très subtile, n’a été cultivée ni par Bachet, ni par aucun

autre dans les écrits venus jusqu’à moi.” Le fait que (BF) possède, dans le cas m “ 2, une

infinité de solutions rationnelles a été observé par Bachet en employant, dit en langage

moderne !, la structure de groupe de la courbe elliptique y3 “ x2 ` 2.

Exercice 3. Soit p ě 5 un nombre premier, ζ une racine primitive p-ème de l’unité et

K le corps de nombres Qpζq. On suppose que p ne divise pas |ClK | (des tels premiers

sont dits “réguliers”). Dans cet exercice, on souhaite montrer le théorème suivant, connu

comme le premier cas du “Théorème de Fermat pour exposant régulier”, dû à Kummer :

Théorème. Soient x, y, z P Z tels que zp ` yp “ zp. Alors p | xyz.
La preuve est découpé en plusieurs exercices. Certains sont moins instructifs que

d’autres : le plus importants pour l’éducation en théorie des nombres à notre niveau

sont les items 3 et 4 et 5.

Pour ne pas exténuer l’étudiant, on se gardera de prouver le resultat suivant (qui n’est

pas hors portée) :

Lemme A. Soit u P O
ˆ
K. Alors ζ

su est réel pour un certain s P t0, 1 . . . , p ´ 1u.
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1/ Il est possible de trouver des entiers x1, y1 et z1, deux-à-deux premiers entre eux tels

que x1 | x, y1 | y et z1 | z, et x1p ` y1p “ z1p.

Dans la suite, on change les notations et on suppose que x, y, z sont deux-à-deux

premiers entre eux et que xp ` yp “ zp. Ceci suffit pour établir le théorème.

2/ Prouver l’identité de OKrX, Y s :

Xp ` Y p “
p´1ź

i“0

pX ` ζ iY q.

3/ ‹ Soient i ă j des entiers de t0, . . . , p ´ 1u. Montrer que si les idéaux Ai “ px ` ζ iyq
et Aj “ px ` ζjyq ne sont pas premiers entre eux, alors p | z. Indication : Prouver que

pζ i ´ ζjq “ p1 ´ ζq et que p1 ´ ζq est un premier de K qui divise p.

Dans la suite, on suppose que les idéaux tAi : i “ 0, . . . , p ´ 1u de la question

précédente sont deux-à-deux premiers entre eux. Ceci suffit pour établir le théorème.

4/ ‹ En utilisant que p ne divise pas |ClK |, prouver que x ` ζy “ uαp, où u P O
ˆ
K et

α P OK .

5/ ‹ Utiliser le Lemme A pour prouver que x` ζy ” ζsva mod pOK , où v P O
ˆ
K est réel

et a est un nombre entier. En déduire que

x ` ζy ” ζ´2spx ` ζyq mod pOK ,

et que l’entier algébrique

A :“ x ` ζy ´ ζ2sx ´ ζ2s´1y

est divisible par p en OK .

6/ Soient a0, . . . , ap´2 des entiers tels que a0 `¨ ¨ ¨`ap´2ζp´2 ” 0 mod pOK . Prouver que

p | ai pour tout i. Conclure que soit p | xy, soit p | x ´ y. Indication : Étudier les cas

2s ” ´1, 0, 1 ppq. (C’est ici que l’hypothèse p ě 5 rentre.)

7/ Appliquer les conclusions précédentes à l’équation xp ` p´zqp “ p´yqp pour conclure.
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