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— Si a et b sont des entiers, (a | b) désigne le symbole de Kronecker associé a eux.

— Si A est un groupe abstrait, X(A) note le groupe des caractéres linéaires de A,
c’est a dire, de morphismes de groupe A — C*.

— Une fonction f : Z — C est totalement multiplicative si f(mn) = f(m)f(n) pour
tous m,n € Z.

— Pour chaque entier d > 0, on désigne par 14 la fonction Z — C qui vaut 1 sur les

entiers premiers avec d et zéro ailleurs.

Exercice 1. Dans cet exercice, on fera appel aux caracteres de Dirichlet décrits a I’Exer-

cice 3 de la derniere séance :

0, sik est pair, 0, sik est pair,
D)=+ 1, sik=14), Mk)={1 sik=15(@®),
—1, sik=3(4), —1, sik=3,7(8),
0, sik est pair, 0, sik est pair,
plk)y =<1, sik=1,3(R), vk)=< 1, sik==+1(8),
-1, sik=5,7(8), -1, sik==+3(8).

(On note que ¢ = \.)

1/ Exprimer les symboles de Kronecker suivants a l'aides des caracteres de Dirichlet

précédents.
(+12), (21%), (A[=), (=4]=), Blx), (=8]x).

2/ On souhaite étudier (3 | =) et constater qu’il n’est pas un caractére de Dirichlet.

a/ Calculer (3 | n) pour n € {1,...,7} en utilisant la réciprocité quadratique pour le
symbole de Jacobi. Constater que (3 | =) n'est pas un caractére de Dirichlet modulo

3.

b/ Montrer que (3 | 6k+1) = (—1)*. Utiliser ce fait pour prouver que si ¢ > 0 est une
période de (3 | *), alors 6 | g. Puis, & partir de (3 | 2) = (3| 2! + ¢), déduire que

2-6]¢ = 27'-6]q



Conclure que (3 | *) n’est pas périodique et donc n’est pas un caractére de Dirichlet.
(Un résultat de Allouche et Goldmakher montre que (d | ») n’est jamais périodique
sid=3(4).)

Exercice 2 (Périodicité du symbole de Kronecker). On étudie la périodicité du symbole

de Kronecker (d | *) pour d convenable.

1/ Soit p un nombre premier = 1 (4). Montrer que (p | n) = (n | p) pour tout n € Z. En

déduire que (p | *) est un caractere de Dirichlet modulo p.

2/ Soit p un nombre premier = 3 (4). Montrer que (—p | n) = (n | p); en déduire que

(—p | =) est un caractere de Dirichlet modulo p.

3/ Soient d et e des entiers tels que (d | =) et (e | *) sont des caracteres de Dirichlet
modulo |d| et |e| respectivement. Prouver que (de | ) = (d | =)(e | *). En déduire que

(de | *) est un caractere de Dirichlet modulo |de|.

4/ Soit d un entier qui est = 1 (4) et qui n’a pas de facteurs carrés. Montrer que (d | =) est
un caractere de Dirichlet modulo |d|. Indication : Faire une récurrence sur le nombre

de facteur premiers de |d|.

5/ Soit d = 4m avec m = 3 (4) sans facteurs carrés. Montrer que (d | *) est un caractere
de Dirichlet modulo |d|. Indication : Faire une récurrence sur le nombre de facteur

premiers de |m)|.

6/ Soit d = 8m avec m un entier impair sans facteur carré. Montrer que (d | ) est un

caractere de Dirichlet modulo |d].

7/ En déduire que si d est le discriminant d’un corps quadratique, alors (d | *) est un

caractere de Dirichlet modulo |d|.

Exercice 3. Soient w une racine primitive 8-eme de I'unité, K le corps de nombres Q(w)
et xq le caractere de Dirichlet défini par le symbole de Kronecker : x4(n) = (d | n). (Ceci
signifie que d est choisi pour que Y, soit un caractere de Dirichlet.) Montrer que si Rs > 1,

alors

C(5) = C(8)Lx~1; ) L(xs; 5) L(X~s; 5)-



