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Séance 3, 16 mars 2021

Notations et conventions.

— Le nombre algébrique ↵ a “degré” n quand rQp↵q : Qs “ n.

— Pour chaque nombre algébrique ↵, on désigne par ⇧↵ P QrXs son polynôme mini-

mal.

— Si K un corps de nombres de degré n, l’ensemble de plongements de K dans C

est noté ⌃pKq. Si ↵ P K est donné, les conjugués de ↵ sont les complexes ayant

la forme �p↵q pour � P ⌃pKq. La K-norme NKp↵q est
±

�P⌃pKq �p↵q et la K-trace

TrKp↵q est
∞

�P⌃pKq �p↵q. (Une notation plus précise et plus encombrante serait

NK{Qp↵q et TrK{Qp↵q.)
— Pour n • 1, on désigne par lµ.. n, respectivement lµ.. 1

n, l’ensemble des racines n-èmes,

respectivement n-èmes et primitives, de l’unité dans C.

— Le n-ème polynôme cyclotomique
±

⇣Plµ.. 1
n
pX ´ ⇣q sera désigné par �n.

— L’anneau des entiers d’un corps de nombres K sera désigné par OK .

Le discriminant

Exercice 1. Soit ↵1, . . . ,↵n une Q-base du corps de nombres K. Si ⌃pKq “ t�i : K Ñ
Cuni“1 sont les plongements, on rappelle que le discriminant �p↵1, . . . ,↵nq est detp�ip↵jqq2.
Montrer que �Kp↵1, . . . ,↵nq “ detpTrKp↵i↵jqq.

Correction. On a TrK{Qp↵i↵jq “ ∞n
k“1 �kp↵iq�kp↵jq. SoitM↵ “ p�ip↵jqq. Alors pdetM↵q2 “

detpM t
↵ ¨ M↵q “ �Kp↵1, . . . ,↵nq. Or, il est facile de voir que l’entrée pi, jq de M t

↵ ¨ M↵ est
∞n

k“1 �kp↵iq ¨ �kp↵jq, qui n’est autre que TrKp↵i↵jq.

Exercice 2. Soit K “ Qpxq un corps de nombres algébriques de degré n et f P QrXs le
polynôme minimal de x. On souhaite prouver la formule

�p1, x, . . . , xn´1q “ p´1qnpn´1q
2 NK{Qpf 1pxqq. (d)

1/ Soit ⌃pKq “ t�i : K Ñ Cuni“1 l’ensemble des plongements. Alors

�p1, x, . . . , xn´1q “
π

i†j

p�ipxq ´ �jpxqq2.

Justifier.
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Correction. On note que

�p1, . . . , xn´1q “

������������

�1p1q ¨ ¨ ¨ �np1q
�1pxq ¨ ¨ ¨ �npxq
�1pxq2 ¨ ¨ ¨ �npxq2

...
...

...

�1pxqn´1 ¨ ¨ ¨ �npxqn´1

������������

2

.

On voit que�p1, . . . , xn´1q est un déterminant de van der Monde et la formule cherchée

est bien connue.

2/ Utiliser la question précédente pour montrer la formule (d).

Correction. On écrit xi au lieu de �ix. Comme fpXq “ ±n
i“1pX ´ xiq, on déduit que

f 1pXq “
nÿ

j“1

π

i“1
j �“i

pX ´ xjq

et donc

f 1pxjq “
π

i“1
j �“i

pxj ´ xiq.

Or, il est clair que les conjugués de f 1pxq sont tf 1pxjqunj“1 et par conséquent, en écrivant

Q “ t1, . . . , nu2 et D “ tpi, iq : 1 § i § nu, on déduit

NKpf 1pxqq “
nπ

j“1

f 1pxjq

“
nπ

j“1

π

i“1
j �“i

pxj ´ xiq

“
π

pi,jqPQrD

pxj ´ xiq.

On obtient QzD “ Q´ \ Q`, où Q` est la partie au-dessus de la diagonale et Q´ la

partie en-dessous. Or, si pi, jq P Q´, alors pj, iq P Q` et �jpxq´�ipxq “ ´p�ipxq´�jpxqq.
Donc,

π

pi,jqPQ´
pxj ´ xiq “

π

pi,jqPQ´
p´1q ¨ pxi ´ xjq

“ p´1qnpn´1q{2 π

pi,jqPQ`
pxj ´ xiq.

En utilisant la formule de la première question, on a terminé.
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3/ Soient p ° 2 un premier, ⇣ une racine primitive p-ème de l’unité et K “ Qp⇣q.
Calculer 3 �p1, . . . , ⇣p´2q.

Correction. On sait que �p1, . . . , ⇣p´2q “ p´1qpp´1qpp´2q{2NKp�1
pp⇣qq. Or,

�pptq “ tp ´ 1

t ´ 1
ñ �1

pp⇣q “ p⇣p´1

⇣ ´ 1
.

On calcule maintenant la norme de �1
pp⇣q. Soit � “ 1 ´ ⇣. Il suit que p “ �pp1q “

±p´1
j“1p1´ ⇣jq “ NKp�q. En particulier, NKp⇣ ´ 1q “ p´1qp´1p. Or, NKp⇣q “ 1 “ �pp0q

et

NKp�1
pp⇣qq “ pp´1

p´1qp´1p
“ pp´2.

Finalement,

� “ p´1q pp´1qpp´2q
2 pp´2.

Exercice 3. Soit K un corps de nombres de degré n et t↵1, . . . ,↵nu une base entière de

OK . Soient x1, . . . , xn sont des entiers algébriques de K. Montrer que

�Kpx1, . . . , xnq “ detpCq2 ¨ �K ,

où C “ pcijq est la matrice entière définie par xj “ ∞n
i“1 cij↵i. En déduire que si

|�Kpx1, . . . , xnq| “ |�K | alors tx1, . . . , xnu est une base entière de OK .

Correction. On a �ipxjq “ ∞n
k“1 ckj�ip↵kq et p�ipxjqq “ p�ip↵jqq ¨ C ; d’où la formule

puisque�K “ detp�ip↵jqq2. Pour la deuxième question, on note simplement que la matrice

C aura déterminant ˘1, et sera donc dans GLnpZq.

Exercice 4. On étudie les propriétés de divisibilité des discriminants.

1/ Soient f et g dans ZrXs unitaires. Montrer que si f divise g, alors discpfq divise

discpgq.

Correction. Si ↵1, . . . ,↵m sont les racines de f et ↵1, . . . ,↵m,↵m`1, . . . ,↵n sont les

racines de g, on introduit K “ Qp↵1, . . . ,↵nq, qui est un corps de nombres. Comme

discpfq “ ±
1§i†j§mp↵i ´ ↵jq2 et discpgq “ ±

1§i†j§np↵i ´ ↵jq2 on déduit que

discpgq
discpfq P OK ,

mais comme discpfq et discpgq sont des entiers, on a discpfq{discpfq P QXOK “ Z.

3. Nous avons corrigé une erreur dans l’énoncé original.
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2/ On souhaite démontrer un théorème de Kronecker sur le discriminant. Soient K Ä L

des corps de nombres. Alors �K divise �L.

Dans la suite, on écrit m “ rK : Qs et d “ rL : Ks.

i/ Utiliser le théorème de la base adaptée pour trouver une base entière t�iumd
i“1 de

OL telle que t�iumi“1 soit une base entière de OK .

Correction. Par le théorème de la base adapté, il existe une base entière �1, . . . , �md

de L et des entiers d1, . . . , dm tels que d1�1, . . . , dm�m est une base entière de OK .

Or, mais di�i P K implique que �i P K et comme �i est entier, on voit que

�i P OK . Or, en écrivant �j “ ∞m
i“1 cij ¨ pdi�iq, avec cij P Z et en utilisant que

t�iu est une famille libre, on voit que chaque di divise 1 et donc di “ ˘1. Il suit

que �1, . . . , �m est une base entière de OK .

ii/ Soient �1, . . . , �m les plongements de K dans C. Pour chaque i P t1, . . . ,mu, on
prolonge �i à L obtenant ainsi d plongements distincts L Ñ C. En dénombrant

les prolongements de chaque �i selon le schéma suivant,

⌧i ⌧i`m ¨ ¨ ¨ ⌧i`pd´1qm

�i

exprimer la matrice B “ p⌧j�iq1§i,j§md en fonction de A “ p�j�iq1§i,j§m. Ensuite,

prouver le théorème de Kronecker.

Correction. Les plongements ⌧1, ⌧1`m . . . , ⌧1`pd´1qm prolongent �1, ⌧2, ⌧2`m, . . . , ⌧2`pd´1qm
prolongent �2, etc. Dit autrement, ⌧i`mk pour k “ 0, . . . , d ´ 1 prolongent �i. Avec

cette numérotation, on note que, pour chaque i P t1, . . . ,mu, on a

p⌧1�i, ⌧2�i, . . . , ⌧n�iq “ p�˚�i, . . . , �˚�iq,

où �˚�i “ p�1�i, . . . , �m�iq. Donc,

B “
˜

A A ¨ ¨ ¨ A

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

¸
,

et en faisant des opérations colonne, on obtient

detB “ det

˜
A 0 ¨ ¨ ¨ 0

˚ ˚ ¨ ¨ ¨ ˚

¸
,

d’où �L “ detpAq2 ¨ µ avec µ P OL. Or, mais detpAq2 “ �K et µ P QX OL “ Z.
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Exercice 5 (Le théorème de Brill). SoitK un corps de nombres de degré n. On désigne par

�1, . . . , �s les plongements réels deK, et t�s`1, . . . , �s`2tu les plongements complexes(=non-

réels) où on suppose que �s`t`j “ �s`j pour j P t1, . . . , tu. Soient x1, . . . , xn une Q-base

de K et

Xj :“

¨

˚̋
�jpx1q

...

�jpxnq

˛

‹‚.

1/ Soit X la matrice complexe n ˆ n dont la j-ème colonne est Xj. Montrer que X est

obtenue à partir de X en faisant les opérations colonne Xs`j Ø Xs`t`j pour chaque

j P t1, . . . , tu. En déduire que detX “ p´1qt detX.

2/ En déduire que pdetXq2 est un réel de signe p´1qt.

Correction. On note que detX “ pdetXq. Donc, detX ¨ detX “ | detX|2 est un réel

positif. Or, detX ¨ detX “ detX ¨ p´1qt detX “ p´1qt| detX|2.

3/ Montrer que �K a signe p´1qt.
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