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Notations et conventions.

— Pour chaque n ° 1, lµ.. n, respectivement lµ.. 1
n, note l’ensemble des racines de l’unité

dans C, respectivement les racines primitives.

— Si K est un corps de nombres, OK désigne son anneau d’entiers.

— Si K est un corps de nombres, �K note le discriminant de K. Il s’agit d’un entier.

— Si K est un corps de nombres, un idéal premier de K est un idéal premier de OK .

Pour un tel premier p, le corps résiduel OK{p sera noté Fp.

Détermination des anneaux d’entiers

Exercice 1. Soient p un nombre premier, q “ pm et K le corps de nombres Qp✓q où

✓ “ q
?
p. Montrer que OK “ Zr✓s.

Correction. Le polynôme minimal de ✓ est Xq ´ p, qui est p-Eisenstein. Il suit que p ne

divise pas rOK : Zr✓ss, d’après un résultat vu en cours. Or, mais �Kp1, ✓, . . . , ✓q´1q est,

au signe près, NKpq✓q´1q “ ˘qqpq´1. (La norme de ✓ est ´p´1qqp.) Ensuite, comme vu

en cours,

rOK : Zr✓ss2 “ �Kp1, ✓, . . . , ✓q´1q
�K

,

et donc p ne divise pas
qqpq´1

�K
. Ce quotient vaut 1.

Exercice 2. Soient p un nombre premier, q ° 1 une puissance de p, ⇣ une racine primitive

q-ème de l’unité et K le corps de nombres Qp⇣q. Montrer que B “ t1, ⇣, . . . , ⇣'pqq´1u est

une base entière de OK et calculer ensuite, à signe près, �K .

Correction. Si �`1 “ ⇣, on voit que ⇧� est �qpX `1q. Or, on sait que �qpXqpXq{p ´1q “
Xq´1 et par conséquent, puisque q{p est puissance de p, on déduit que �qpX`1qXq{p ” Xq

mod p, ce qui implique que �ppX ` 1q est p-Eisenstein. (Clairement �qp0 ` 1q “ p.) Ceci

nous permet d’a�rmer que p - rOK : Zr�ss.
On sait, d’après le cours, que

rOK : Zr⇣ss2 “ �KpBq
�K

.
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On prouvera que
�KpBq
�K

est, à signe près, une puissance de p, ce qui montrera que

rOK : Zr⇣ss est 1. Pour y arriver, on montre que �KpBq est, à signe près, une puissance

de p.

Il su�t de calculer

�KpBq “ ˘NKp�1
qp⇣qq.

En dérivant la formule �qpXq “ Xq ´ 1

Xq{p ´ 1
, on arrive à

�1
qp⇣q “ q⇣q´1

⇣q{p ´ 1
,

d’où

NKp�1
qp⇣qq “ q'pqq NKp⇣qq´1

NKp⇣q{p ´ 1q .

Or, NKp⇣q “ ˘1, car ⇣ P O
ˆ
K . Ensuite, ⇣

q{p P lµ.. 1
p et

NKp⇣q{p ´ 1q “
”
NQplµ.. pqp⇣q{p ´ 1q

ı'pqq
p´1 “

”
NQplµ.. pqp⇣q{p ´ 1q

ıq{p
.

Le calcul de NQplµ.. pqp⇣q{p ´ 1q a déjà été fait :

NQplµ.. pqp1 ´ ⇣q{pq “
π

⇠Plµ.. 1
p

p1 ´ ⇠q “ �qp1q “ p.

Donc, NKp⇣q{p ´ 1q “ ˘pq{p. Finalement,

NKp�1
qp⇣qq “ ˘q'pqq

pq{p .

De ce fait, on voit que B est base entière et que �K est, à signe près,
q'pqq

pq{p

Exercice 3. Soit K “ Qpi,
?
2q. En utilisant un corps cyclotomique et l’exercice 2,

déterminer le discriminant de K. Ensuite, montrer que B “
"
1, i,

?
2,

?
2 ` i

?
2

2

*
est

base entière de OK .

Correction. On note que K “ Qplµ.. 8q. Par conséquent, si ⇣ “ e2⇡i{8, C “ t1, ⇣, ⇣3, ⇣5, ⇣7u
est Z-base de OK . En plus, le discriminant est ˘23¨4 ¨ 2´4 “ ˘28 d’après l’exercice 2. Il

y a plusieurs façons de prouver que B est une base entière, et on calcule le discriminant.

Pour prouver que B est Z-base, on calcule �KpBq. On pose ↵ “
?
2 et � “

?
2 ` i

?
2

2
.
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Or, TrQpiqpiq “ 0, TrQp↵qp↵q “ 0 et TrQpi↵q “ 0. Donc, TrKpiq “ TrKp↵q “ TrKpi↵q “ 0, et

TrKp�q “ 0. Il suit que

�KpBq “

���������

4

´4

8 4

4 0

���������

“ 44,

et �KpBq est le discriminant.

Exercice 4 (Extensions monogènes cubiques). Soient m ° 0 un entier qui n’est pas un

cube, ✓ “ 3
?
m et K “ Qp✓q.

1/ Soit B “ t1, ✓, ✓2u. Calculer �KpBq.

Correction. On a�rme que X3 ´ m est irréductible sur Q. Autrement, il possède une

racine a{b avec pgcdpa, bq “ 1. On suppose que b �“ ˘1. Soit p un diviseur premier de

b (et donc p - a). De b3m “ a3 on déduit p | a3 ñ p | a, un absurde. Donc, b “ ˘1 et

dans ce cas, m est un cube, ce qui est exclu.

Par conséquent, rK : Qs “ 3 et 1, ✓, ✓2 est une Q-base de K. On a

µ✓ “

¨

˚̋
0 0 m

1 0 0

0 1 0

˛

‹‚, µ✓2 “

¨

˚̋
0 m 0

0 0 m

1 0 0

˛

‹‚.

Donc,

�pBq “

�������

Trp1q Trp✓q Trp✓2q
Trp✓q Trp✓2q Trpmq
Trp✓2q Trpmq Trpm✓q

�������
“

�������

3 0 0

0 0 3m

0 3m 0

�������
“ ´27m2.

2/ On suppose désormais que m n’a pas de facteur carré et m ı ˘1 mod 9. Montrer que

B est une base entière de OK et en particulier OK “ Zr✓s. Indication : Si 3 - m, on

considère Zr�s, où � “ ✓ ´ m.

Correction. On sait que �KpBq “ ´27m2. L’égalité rOK : Zr✓ss2 “ �KpBq{�K

garantit que les diviseurs premiers de rOK : Zr✓ss sont aussi des diviseurs premiers

de �KpBq et par conséquent, les possibles diviseurs premiers de rOK : Zr✓ss sont les
diviseurs premiers de m et de 3.

Soit maintenant p �“ 3 un facteur premier de m. Le poly X3 ´ m est p-Eisenstein, et

donc p - rOK : Zr✓ss. Si 3 | m, alors X3 ´ m est 3-Eisenstein et 3 - rOK : Zr✓ss et

l’entier rOK : Zr✓ss ne possède aucun facteur premier, ce qui signifie que Zr✓s “ OK .
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Si 3 - m, alors on ne peut pas directement déterminer que rOK : Zr✓ss “ 1 car il est

possible que 3 | rOK : Zr✓ss. On considère ainsi � comme dans l’énoncé. Dans ce cas,

le polynôme minimal de � est pX ` mq3 ´ m “ X3 ` 3mX2 ` 3m2X ` m3 ´ m, qui

est 3-Eisenstein. (Un calcul simple montre que m3 ´ m ı 0 mod 9 si m ” 2, 4, 5, 7

mod 9.) On déduit que l’indice de Zr✓s “ Zr�s en OK est aussi premier à 3.
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