Annexe A

Continuité holdérienne des solutions
d’une équation elliptique

Résumé: Nous prouvons ici, par les outils de De Giorgi [25], le théoréme de Stampacchia [70] (étendu aux
conditions au bord mixtes, par les méthodes de [29]) concernant la continuité holdérienne des solutions
d’EDP elliptiques.

A.1 Introduction

A.1.1 Notations Générales

N est un entier supérieur ou égal & 2. Lorsque N = 2, N, désigne un réel fixé dans ]2, oo[; lorsque N > 3,

on pose N, = N. On notera 2* = J\%f\fé
Le produit scalaire euclidien de deux vecteurs (a,b) € RY est noté a - b et la norme induite | - |; pour

p > 0, B, désigne la boule ouverte de centre 0 et de rayon p dans RYN. La mesure de Lebesgue d'une
partie £ C R mesurable est notée |E|.

Q est un ouvert borné de RY; on note d un majorant du diameétre de €.

Soit p € [1,N] et ¢ < NN—_% lorsque p < N, ou ¢ < +oo lorsque p = N. En prenant a € Q, 'injection
de Sobolev Wol’p(a + Bq) — L%(a + Bg) et I'inégalité de Poincaré dans Wol’p(a + Bg) nous donnent
Cs(N,d,p, q) tel que, pour tout ¢ € Wol’p(a + By),

llellLatatBa)y < Cs(N,d, p, )| Ve ||Lr(atBa)
(Cs(N,d,p,q) ne dépend pas de a grace & I'invariance du probléme par translation). Mais, pour tout

© € WyP(Q), puisque Q C a + By, 'extension & de ¢ & a+ By par 0 hors de Q est dans W, ” (a + By);
ainsi, on déduit de I'inégalité précédente que, pour tout ¢ € Wol’p(Q),

ll¢llza) < Cs(N, d,p, )| Vel ||Lrq)- (A1)

Lorsque T est une partie mesurable de 92, Wll’p(Q) est ’espace des fonctions de W17 (Q) dont la trace
est nulle sur T'; on le munit de la méme norme que W7 (Q).
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A.1.2 L’Equation

Nous prenons maintenant I'y une partie mesurable de 9 et, en notant H%d(Q) I’espaces des fonctions
de H'(Q) dont la trace sur I'y est nulle, nous nous intéressons aux solutions de
ue Hi (Q),
1 (A.2)
AVu-Veo+ [ ov-Vu= (L ¢)m ().m1 @) Ve € Hr,(Q).
Q Q

Ta

A.1.3 Matrice de Diffusion

L’équation considérée est elliptique, ce qui signifie que la matrice de diffusion vérifie:

A:Q — My(R) est mesurable,
Jaa > 0 tel que A(z)€ - € > aalé]? pour presque tout z € Q, pour tout & € RY, (A.3)
JA 4 tel que ||A(z)]| := sup{|A(z)¢], € € RN, |¢] = 1} < A4 pour presque tout z € Q.

A.1.4 Terme de convection

Le coefficient de convection vérifie:

v e (LN Q). (A.4)

Lorsque ¢ € [1,00], 'espace (L?(Q))N est muni de la norme [|F||zoqpyy = |[1F]l|Lsq). B(Q, ¢, R)
désigne la boule fermée, dans (L%(Q))Y, de centre 0 et de rayon R.

Afin de préciser les dépendances des différentes constantes vis-a-vis des données du probléme, on se
donnera x > 0 (précisé ultérieurement, selon que I'on étudiera la continuité a I'intérieur ou au bord) et
on supposera que

dr > N, 3A > 0 tel que v € B(Q, Ny, x) + B(Q,7,A) (A.5)

(remarquons que, pour tout v € (L™ (Q))Y et tout x > 0, il existe r > N — on peut prendre r = 0o — et
A > 0 tel que v satisfasse (A.5); cependant, ce A ne dépend pas que de la norme de v dans (LY (Q))V).
Pour tout ce qui concerne les résultats a I'intérieur de I'ouvert Q, le x apparaissant dans (A.5) peut d’ores
et déja etre donné; il suffira qu’il vérifie

X € |0, exwazay | - (A.6)
A.1.5 Second Membre
On supposera le second membre de (A.2) plus régulier que strictement nécessaire:
3p €]N, ocl, 3L € (WP (Q))' tel que L= Ly (). (A7)

On notera alors Ay, une borne supérieure de ||L|| 1,57/ 1s,-
(Wr2 ()

A.1.6 Conditions au bord

Iy C 09 est mesurable et vérifie: o(TqNTy) =0, 0Q=T4UT;.
Afin d’obtenir la continuité holdérienne jusqu’au bord des solutions de (A.2), nous devrons supposer une
hypothése sur I'q et T'y. On définit donc les deux types suivants de cartes locales de 9:

O est un ouvert de RV,
h:0 — B:={z € RY||z| < 1} est un homéomorphisme bilipschitzien,
h(ONQ) =By ={z€ B|azy >0},
R(ONOQ) = BN~1 .= {x € 0By | a2y = 0}

(A.8)
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et
O est un ouvert de RV,

h : O — B est un homéomorphisme bilipschitzien,
h(OmQ):B++ :{I‘EB|(EN>O,JL'N_1>O}, (Ag)
h(O n Ff) =1 = {(L‘ S 3B++ | TN_1 = 0},
h(OﬂI‘d) = Fg = {Q? S 6B++ | TN = 0}

L’hypothése sur I'y et 'y est la suivante:

Il existe un nombre fini de (O;, h)igpi,m) tels que
9Q C U, 0; et, pour tout ¢ € [1,m], (O;, h;) est de 'un des types suivants:
(D)  0;NIN=0;NT, et (O, h;) satisfait (A.8) (A.10)
(F) 0, N0 =0; NIy et (O, h;) satisfait (A.8)
(DF) (O;, h;) satisfait (A.9).

Pour établir des résultat de continuité jusqu’au bord de €, il faudra que le x apparaissant dans (A.5)
vérifie (A.6) ainsi que

. (2
x < inf — A .
ieltm] AThil oo o ne 11T (om0 may A Tz @ymey Cs (V2,2,20) (A1)

(cette estimation est un peu forte; on pourrait faire plus fin en découpant v dans chaque carte O; N ).

A.1.7 Le Théoréme

Le résultat principal prouvé ici est le suivant.

Théoréme A.1 Soit M > 0. Sous les hypothéses (A.3)—(A.7), (A.10) et (A.11), il existe k > 0 ne
dépendant que de (Q, aa,Aa, N, x,7, A, p) (*) et C ne dépendant que de (Q, aa,Aa, No,x, 7, A, p, AL, M)
tels que, si u vérifie (A.2) et ||ul|p2q) < M, alors u € COF(Q) et [|ullcon(q) < C.

A.2 L’équation sans second membre

Nous prenons ici U un ouvert inclus dans Q et nous nous intéressons aux solutions v € H(U), de
Yo € Hy(U), /AVv~Vgo—|—/gov~Vv:0. (A.12)
U U

Nous notons, pour v : U — R mesurable, zo € Q et R €]0,dist(zo, RV\U)[, supess(v,zq + Br) et
infess(v, zg + Br) les bornes supérieure et inférieure essentielles de v sur g + Bgr. Lorsque ces bornes
sont finies, on note w(v, zg, R) = supess(v, zo+ Br) —infess(v, 2o+ Br) le module de continuité essentielle
de v sur zg + Bpg.

Nous cherchons a prouver la proposition suivante, clef du résultat de continuité holdérienne du théoréme

Al

Proposition A.1 Sous les hypothéses (A.3)—(A.5) et (A.6), il existe C > 0 et a €]0, 1] ne dépendant
que de
(N: da aA,AA,N*,X,’I“, A)

tel que, si v € H(Q) vérifie (A.12), alors, pour tout xo € Q et tout R > 0 tel que zq+ Bag C U, on a

C
[v]| Lo (w0t BR) < R—%HUHLz(U) et w(v,zo, R/4) < aw(v, zg, R).

1Une dépendance par rapport & € prend en compte une dépendance par rapport & N et aux cartes (0, hi)z‘e[l,m]~
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A.2.1 Résultats préliminaires

Nous démontrons d’abord quelques lemmes techniques qui nous serviront dans la preuve de la proposition

Al

Les deux premiers lemmes sont assez intuitifs et simples.

Lemme A.1 Soit (f,g) € C'(R) vérifiant f' € L= (R) et (g,9') € L>®(R). Siv € HY(Q) N L>®(Q) et
w € HY(Q), alors f(v)g(w) € H'(Q) et V(f(v)g(w)) = f(v)V(g(w)) + g(w)V(f(v)).

Preuve du lemme A.1

La mesurabilité de f(v)g(w) est évidente et, puisque v € L*®(2), f est continue (donc bornée sur les
compacts) et g est bornée, on a f(v)g(w) € L®(Q).

[ et g étant régulidres, on a (f(v),g(w)) € HY(Q), donc f(v)g(w) € WHHQ) avec V(f(v)g(w)) =
F@)V(g(w))+g(w)V(f(v)); or g est bornée, done g(w) € L (Q) et, v étant bornée, f(v) € L () (f est
continue). Ainsi, puisque (V(f(v)), V(g(w))) € (L2(Q))", on en déduit que f(v)V (g(w))+g(w)V(f(v)) €

(L%(Q))N, ce qui conclut la preuve de ce lemme. m

Lemme A.2 ]l existe Ky ne dépendant que de N tel que, pour tous 0 < p1 < ps < oo, il existe n €
C (B,,) vérifiant:

Ko
P2 —p1.

n>0 sur RN, Inllpe@myy <1, n=1sur B, et |[|Vn[||pemm <

Preuve du lemme A.2

Soit 6 € C°(B1), positive et d’intégrale égale & 1; un tel choix de # ne dépend que de N. On note, pour
s> 0, 0s(z) = s~NV0(z/s); pour tout s > 0, f; € C>°(B;) est positive et d’intégrale égale a 1.

En notant 5= (p1 + p2)/2 et d = (pa — p1)/2 > 0, on pose n = 1p_ * ba.

7 est de classe C*° et a support dans B_p—i—supp(ﬁd); supp(fq) étant un compact inclus dans By, le support
de 1 est un compact inclus dans B_p—f— By C Bstq; 0r p+d=ps. On adonc n € C°(B,,).

n est clairement positive sur RY (puisque 1p_ et f4 sont positives).

Par l'inégalité de Young, |[n||re®~) < |[1B,||Loe @™ ||0a]| 11w~y = 1.

Prenons z € B, ; on a alors, par définition de d,  + By C By, donc supp(f, (x —-)) C x + Bq C By; ainsi

o) = [ tnloata =y = [

Puisque Vn = 1p_+* V04, on a, par Young et pour tout i € [1, N],

Oa(z —y)dy = / Oa(z —y)dy = 1.
RN

[[Dinl[ Loy < 1B Lo rm)|[Difall L1 m)-
Or ngd(,‘n) = d_ld_NDie(:L’/d), donc ||Di6d||L1(]RN) = d_1||Di9||L1(]KN) et
1 Dinl| oo gry < d™H|Dif| g

En notant donc Ky = 225\;1 [1Dif]|r1 g~y (Ko ne dépend que de N), on en déduit, puisque |Vp| <
N 21 e s
Yicy [Dinl, que [[[V] [[Le@ry < Brd™", cest a dire || [Vl || L@y < Ko/(pa —p1). =

Le lemme suivant est un résultat classique di & D'injection compacte de HE(U) dans LP(U) lorsque

p < 2N/(N —2).

Lemme A.3 Sir > N alors, pour tout € > 0, il existe K(N,d,r ¢) tel que, pour tout p € H}(U),

lell, 22 ) < ellIVelllaw) + KWV, d,r e)llelLaw).

r—2 (
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Preuve du lemme A.3

Etape 1: on commence par montrer que le résultat est vérifié avec U = By.

La démonstration se fait par I’absurde. Fixons donc r > N et £ > 0 et supposons qu’un tel K(N,d, r, ¢)
n’existe pas; dans ce cas, pour tout n > 1, on pourrait trouver ¢, € H{(By) tel que

llenll 2z > llIVenl s +nllenllias,)-

En posant v, = gon/||gon||L 2 € H{(Bu4), on aurait donc, pour tout n > 1,

7~2 (Bu)
||1/)n||Lr2_—r?(Bd) =1, (A.13)
9%l llz2s) < 2 (A.14)
[¥nlle2(Ba) < % (A.15)

Or 2r/(r —2) < 2N/(N — 2) donc H}(B4) s’injecte compactement dans L%(Bd). Comme, par (A.14)
et (A.15), (¥n)n>1 est bornée dans H{(By), on peut alors extraire de cette suite une sous-suite, encore
notée (n)n>1, telle que ¥, — ¢ dans L%(Bd).

En passant & la limite n — oo dans (A.13), on constate que ||1/)||L2_r2(B )= 1; ¢ n’est donc pas la fonction
T a

nulle. Mais, puisque 2r/(r—2) > 2, la convergence dans er—_r2(Bd) implique la convergence dans L%(B,),
ce qui donne, en faisant n — oo dans (A.15), [|[¥||L2(B,) = 0, ce qui est une contradiction puisque I'on a

vu que ¢ # 0.

Etape 2: passage a U quelconque inclus dans €.

Soit r > N et ¢ > 0.

On prend a € U et p € H}(U); comme ¢(- —a) € HY(U — a) et U — a C By, I'extension @ de (- —a) &
By par 0 hors de U — a est dans H} (Bg).

On a donc, avec le K(N,d,r,¢) obtenu dans I’étape 1,

12, 2

) S ellVelllee sy + KN dor,e)||@|zas,) -

Compte tenu de la définition de @, on déduit de cette inégalité:

el 2, < &l 9z + KV, do oo,

r—2 (

ce qui conclut la démonstration de ce lemme. m

Lorsque E est une partie mesurable de RY de mesure non-nulle et f € L!(E), fE désigne la moyenne de
f sur E.

Le lemme suivant sert & estimer, dans I'inégalité de Poincaré moyenne exprimée sur une boule, la
dépendance de la constante par rapport au rayon de la boule.

Lemme A.4 [l existe K1 ne dépendant que de (N, Ny) tel que, pour tout p > 0 et tout p € H'(B,),

— _ N
e =212+ (5,) < Kip' ™ % || Vel |lL2(B,)-

Remarque A.1 Lorsque N >3, 1 — Nl* =0.
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Preuve du lemme A.4
Soit ¥ € H'(By) définie par ¢ (z) = ¢(pz). On a

—B, 1 / 75
= — x)dx = y)dy =
Par I'inégalité de Poincaré moyenne et 'injection de Sobolev sur Bj, il existe K1 ne dépendant que de
(N, N,) tel que
—B;
1= 2 8,y < Kall VY[ llL2sy)- (A.16)
Or, par changement de variable,

[ 1wt =T de = [ o) o™ ay (A.17)
B, B

et, puisaue Vi(2) = pVip(pa),
[ 1vu@P iz =y [ 19600)P dy (4.18)
By B,

(A.16), (A.17) et (A.18) donnent donc

1_N
¢ —Bller(m,) < Kip' =21Vl s,

N
P
comme 1 — % + % =1- Ni*, on en déduit le résultat du lemme. m

Nous prouvons maintenant une serie de lemmes spécifiquement liés a la preuve de la proposition A.1.

Lemme A.5 Soit (p, o) €]0,00[. Si o € H'(B,4s) vérifie

C
Vel s,y < ;||80||L2(Bp+f,),

alors il existe K2 ne dépendant que de (C, N, Ny) tel que

N 1 1
el o () < Kop!™ % (— 4 —) [T
T op

Preuve du lemme A.5
Par le lemme A4, on a

CKip'~ ™
IVelllzan,) < —————ll¢llLs,4.),

N
o — 27|12 (p,) < K1p'~ ™+
soit

1
lellr2r s,y < 1Bl

27|

llellL2(B,4.)- (A.19)

), donc, par (A.19),

1 _ 1
212772 | lellL2(B,40)-

_ N
+ CKip' ™%
(o2

Or g% <|B, |7 ll¢llran,) < B, *llellLan

pto

CKip' ™™
el 5,) < (T

Comme

1 1
ellis () < sup(CK, o) *(;+;)||sonm<3p+,)

c’est a dire le résultat souhaité. m
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Lemme A.6 Soit ¢ : RN — [0,00] mesurable et R €]0, Ro]. S’il eviste C > 0 tel que, pour tous
(p, o) €]0, 00[ vérifiant p+ o < R et pour tout k > 1, on a

-~ (1 1
||80k||L2*(Bp) <Cp' T =+ = ) 16" L2, 1)
o p

alors il existe K3 ne dépendant que de (C, N, Ny, Rq) tel que

Ks
||90||L°°(BR/2) < R—%HQD“L?(BR)'
Preuve du lemme A.6
Notons o = % = % > 1. En prenant & > 1 et en notant ¢ = 2k, on a donc, pour tout ¢ > 2 et tous
(p,0) €]0,00[ tels que p+ o < R,
(1 1\\# .
lellzeas,) < {Cpm ™ | —+ p llellLe(B,yn)- (A.20)

Posons, pour n > 0, ¢, = 2a™, p, = %—}— zn% et o, = 2,{11. On a, pour tout n > 1, p, + 0 = pn—1 < R

et

L1 _paton R PR S
On P Onpn T mEx (3t o) RT (3+me)RTOR

En appliquant alors (A.20) avec ¢ = ¢,—1, p = pn €t ¢ = 0, (pour un n > 1), on trouve donc

1_& an—1

2n+20Pn N

llellpan(B,,) < R llellLan-r(, _)-
En notant a, = [[¢||Lan(s,,), on obtient donc, puisque p, < Ret 1 — Nl* > 0, pour tout n > 1,
1
n 40 an—1
anp < 2am"T x ~ X Ap_1,

R™:

ce qui donne, par récurrence, pour tout n > 1,

n

Zn i 4C Zz:l :ll——l
Gp < 24ui=1 &7=T ¥ ~ X ag.
R~

Comme a > 1, la série )5, =1 converge; on a donc, pour tout n > 1,

n

4C Ez:l al+1
a, < Cy < N > Qo
RN

avec C ne dépendant que de N, (rappelons que a ne dépend que de N,).
De plus, 3.5, 1/a’"! = a/(a — 1) = N,/2 donc:

i) Si4C/RN/IN. < 1, (4C/RN/N*)Z:L=1 T <1< HéV/Q/HN/2 (rappelons que R < Ry),

i) Si4C/RNIN > 1, (40 RNIN) 2t T < (4C/RNIN)N-12 = (4C) 12 [RVI2,
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Dans tous les cas, il existe C3 ne dépendant que de (C, N, Ny, Rg) tel que, pour tout n > 1,

<9
R=

Apn aq.

Comme, pour tout n > 1, an > [|@||pan(By,,) (car pn > R/2) et, puisque ¢, — oo lorsque n — oo,
limy o0 |[@l|Lan(Br,2) = |@llLe(Br,.), Passer & la limite n — oo dans I'inégalité précédente donne le
résultat du lemme (avec K3 = C1C3). m

Remarque A.2 Par translation, les résultats des lemmes A.2, A.4, A.5 et A.6 restent valables (sans
changer les constantes) lorsque les boules ne sont plus centrées en 0 mais en n’importe quel point de RY.

A.2.2 Preuve de la proposition A.1

Rappelons qu’une fonction f: R — R est dite “de Stampacchia” si elle est continue, C! par morceaux et
vérifie f/ € L°°(IR). Une telle fonction a la propriété principale que, pour tout ¢ € H'(Q), f(¢) € H'(Q)
et V(f(¢)) = f'(¢) Vi (cette propriété est en fait aussi vérifiée pour toute fonction lipschitzienne f).

Lemme A.7 Sous les hypothéses (A.3)—(A.6), il existe C' ne dépendant que de
(N7da CMA,AA,N*,X,T,A)

tel que, si v € H'(U) vérifie (A.12), alors, pour toute fonction de Stampacchia convere positive f, pour
tout xo € Q et tous (p, o) €]0, co[ vérifiant g+ Bpyo C U, on a

C

V@) llz2@ors,) < —IFz2@o+n,4.)-

Preuve du lemme A.7

On suppose pour commencer que f est convexe positive de classe C? et vérifie (f, f"') € L°(R).

Soit 2o € Q et (p,0) €]0,00[ tels que 29 + B,y, C U. Par lemme A.2, il existe 5 € C° (20 + Byyo)
positive telle que [|n||pe@n) <1, n=1sur 2o+ B, et || |Vn]||Le@n) < Ko/, ot Ko ne dépend que de
N.

On note, pour n > 0, T, (s) = min(n, max(s, —n)) la troncature au niveau n.

Par le lemme A.1, f(T,(v))f'(v) € H(U), donc, puisque n? € C°(U), la fonction ¢ = n? f(T, (v)) f' (v)
appartient & H(U). En utilisant cette fonction dans (A.12), on obtient

/U AV -V (F(Tn (o)) f (o) + / AV - V(' (0) F(Ta (o)) +2 / AV - Vf (o) f(To (0))1
+/U772f(Tn(v))f'(v)v -Vv=0.

Traitons chacun de ces termes séparément.

i) AVv - V(f'(v)) = f'(v)AVv - Vv > 0 puisque, f étant convexe, f” > 0; donc, f étant positive,
AV - V(f' () f(Ta (v))n* > 0.

ii) Hors de {|v| < n}, V(f(Tn(v))) = ' (Ta(v))14juj<n; Vv = 0 et, sur {|v] < n}, v = T,(v), donc
AV V(T () f ()0 = AV(Ta(v) - V(H(Ta () (Ta (v))0?

= AV((Ta()-V(f ( n(v)n*
@AV (f(Ta(v)))*n

v



A.2. I’EQUATION SANS SECOND MEMBRE 241

i) [AVe -V f'(v) f(Ta(v))nl < AalnV(f ()| [f(Tn(v))Vnl.
iv) [ F(Ta () ' (v)v - Vol < [nf(Ta () v] 0V (£(v))]-

En rassemblant ces termes, on trouve donc

aall V(AT Loy < 28l IV (F ) 2@y (T (@) Val 22w,
I nf (T )V L2l 1V (F (@) |2 (A.21)

Lorsque n — oo, f( n(v)) — f(v) en étant majorée par Lip(f)|v| + |f(0)] € L? (U) C L*(U); donc,
puisque npv € (LN* (U) et Vi € (L= (U))" le théoréme de convergence dominée donne nf(T, (v))v —
nf(v)v dans (L2(U))N et f(Tn(v))Vn — f(v)Vn dans (L2(U))V.

De plus, V(f(Tn(v)) = f'(T(v))Vv — f'(v)Vv = V(f(v)) lorsque n — oo (rappelons que f’ est con-
tinue) en étant majorée par || f'||L(r)|Vv| € L*(U); par convergence dominée, on a donc nV (f(T, (v))) —
nV(f(v)) dans L%(U).

Le passage a la limite n — oo dans (A.21) donne donc, apres simplification par || [nV(f(v))|||z2@) < o0,

aall [nV(f )Lz < 28al[1F(0)Val 2wy + | Inf () v [|L2w)- (A.22)
Or Vi =0 hors de zo + Bjyo et |||V ||L~@®n) < Ko/o, donc
(@) ValllLaw) < —||f( L2048, 40)-

Comme v € B(Q, Ny, x) + B(Q,7,A), 7 = 0 hors de zq + B0, 9] < 1 sur RY et nf(v) € H{(U), on a,
pour tout € > 0, par le lemme A.3 et I'inégalité (A.1) (d est aussi un majorant de U C Q),

Hnf@)vllzzwy < xlinf@)lzz @) + Allnf @),
< xCs(N,d,2, 27| [V (nf(v))] ||L2 +A6|| IV (nf )Lz
+AIC(N’ d,r, 5)||77f(v)||L2 (U)
< XCs(N.d, 2, 29[ [V (F ()] [|2) + xCs (N, d, 2, 29[| (v) V|22
+Ael| [0V (£ ()| |2 +A5|||f( V)Vl lllzo)
+AK(N’ d,r, 6)||77f(v)||L2 (U)
< (XCs(N,d,2,2%) + Ae)|[ [nV (f ()] |L2w)

xCs(N,d,2,2%) + Ae)K
+ G p )+29) NS @) 220t By )

FAK(N, d,r. e)[|f (V)| L2(zo4Bpsa)-

Puisque x vérifie (A.6), on peut trouver € > 0 ne dépendant que de (x,Cs(N,d,2,2%), A, a4), ie.
uniquement de (d, a4, Ni, x, A), tel que xCg(N,d,2,2%) + €A < a4; on a alors, dans (A.22),

(4 —xCs(N,d,2,2%) —eN)[| [nV (f ()] [|lz2)
2A 4K Cs(N,d,2,2*) + Ae)K
( A 0+(X s( ) ) 0_|_A/C(N,d,r,6)>||f(v)||Lz(xD+Bp+c)

o o
<2AAIC0 n (xCs(N,d,2,2%) + Ae)Kq n AK(N,d,r, e)d)

: - Gl

(car o < d).
Puisque n = 1 sur zo+ B, et aa —xCs(N,d,2,2*) —eA > 0, on en déduit donc || [V(f(v))|||L>(z0+B,) <
SHF@IL2(e4B,40) avec

2A4K0 + (xCs(N,d,2,2*) + Ae)Ko + AK(N, d, r,€)d
ap — XCS(N, d,2,2*) —eA

C =
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ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, Ny, x, 7, A), ce qui est le résultat du lemme lorsque f € C%(IR) est
convexe positive et (f’, f) € L= (R).

Supposons maintenant que f n’est plus forcément de classe C?, mais juste de Stampacchia convexe
positive.

Soit (f,)n>1 un noyau régularisant sur R (i.e. pour tout n > 1, 6, € C°(] — 1/n,1/n[), 6, > 0 sur R et
f]R b, =1).

Pour tout n > 1, la fonction f, = f*6, est de classe C?, positive (car f et f, sont positifs) et convexe (car
f est convexe et 6, est positive). De plus, puisque f;, = f' 60, (comme f, et f’x 6, sont deux fonctions
continues qui coincident — c’est trivial par dérivation sous I'intégrale — hors des points — en nombre
fini — de discontinuité de f’, ces fonctions coincident partout) et f/ = f 6., on a (f, f) € L= (R)
(avee [1£2 1wz < 1 e llOnllzrm) = 17 llpegey et 11F2Nlnee < 1Nl (mll6h] L)), Ainsi, par
le raisonnement précédent, on a, pour tout n > 1,

C
IV (fa@)He2@ors,) < —llFa(@)ll22@o+B,40) (A.23)

avec le méme C' que précédemment.

Mais, lorsque n — oo, puisque fn — f sur R et ||f}|[zo®) < [|f/||oo(r), fa(v) = f(v) en étant majorée
par |7 (mlo ]+ 50D 1 (0)] € L2(17) (50psy 1n(0)] < o0 car £a(0) = £(0)); done, par convergence
dominée, f,(u) — f(u) dans L?(U). N

Hors des points {s1,..., sk} de discontinuité de f’, on a f = f' x 6, — f'; comme Vv = 0 presque
partout sur {# € U | v(z) € {s1,...,sx}}, on en déduit que f(v)Vu — f'(u)Vu presque partout sur
U, en étant majorée par ||f'||pm)|Vo| € L?(U). Par le théoréme de convergence dominée, on a donc
V(fa(@)) = fi(v)Vv = f'(v)Vv = V(f(v)) dans L%(U).

Ainsi, en passant a la limite dans (A.23), on en déduit le résultat du lemme pour f. m
Corollaire A.1 Sous les hypothéses (A.3)—(A.6), il existe C' ne dépendant que de
(Na da aAaAAaN*aXara A)

tel que, si v € HY(U) vérifie (A.12), alors, pour toute fonction de Stampacchia convere positive f, pour
tout xq € U et tout R > 0 tel que xo + Br C U,

C
||f(v)||L°°(Iu+BR/2) < R—%||f(1’)||L2(ID+BR)'

Preuve du corollaire A.1
Soit k > 1; on pose, pour tout n > 1,

sF si 0 < s <n,
gn(s) =< n* +knf~1(s—n) sis>n,
0 si s <0.

gn € CY([0, 0o[) est croissante, positive, convexe et vérifie g/, € L° (R*). Puisque f est positive, g, o f est
donc positive, continue, C! par morceaux sur R et g, o f' = g, (f)f' € L>(R). De plus, g, étant convexe
croissante sur Rt et f étant convexe positive sur R, g,, o f est convexe sur R.

Par le lemme A.7, on a donc, pour tout zq € U, pour tout R > 0 tel que zg+ Br C U et tous (p, o) tel
que p+ o < R (ce qui implique zg + Byt C U),

C
11V (g 0 F@)[220+8,) < —llgn © F@)IL2(m04 B
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avec Cy ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, N, x,7,A). On déduit du lemme A5 qu’il existe K2 ne
dépendant que de (Cy, N, N,) tel que, pour tout (p, o) tel que p+ o < R,

-~ (1 1
llgn © F()lI12* (sorm,) < Kap'™ ™ (; + ;) 190 © F(V)l|12(20+B,14)

et ce pour tout n > 1.
Or 0 < gu(s) < s* pour tout s > 0 (car g,(s) = Os g (1) dt et gl (t) = ktk_ll]o,n[ + knk_ll[n’oo[ < k1
pour ¢ > 0); on en déduit donc, puisque f est positive,

-~ (1 1 E
llgn © F(0)l|12 (worm,) < K2p' ™™ <;+ ;) £ ()" L2 (@04 B,1a)-
Comme g,(s) — s* lorsque s > 0, le lemme de Fatou nous permet de voir, en faisant n — oo dans
I'inégalité précédente,

-~ (1 1
||f(U)k||L2*(xu+Bp) < /Cgpl N <; + ;) ||f(1’)k||L2(xg+Bp+,)- (A.24)

Par le lemme A.6 et (A.24), il existe donc de K3 ne dépendant que de (K2, N, N,,d) (car un R tel que
zg + Br C U vérifie forcément R < d), i.e. uniquement de (d, @4, Aa, Ni, x,7, A), tel que

Ks
()L (@otBrya) < R—%Hf(U)HL?(owR)a
c’est a dire le résultat voulu. m
Lemme A.8 Sous les hypothéses (A.3)—(A.6), il existe B €]0, 1] ne dépendant que de
(Na d1 (IA,AA,N*,X,’T’,A)
tel que, pour tout o € U et R > 0 vérifiant zo + Bg C U, siv € H'(U) vérifie (A.12), v > 0 presque
partout sur o+ Bg et |{x € o+ Bry2 | v(z) > 1}| > | Bgys|, alorsv > 3 presque partout sur zo+ Bpry4.
Preuve du lemme A.8
Soit € > 0 et g : [0, co[—=] — 0o, —¢[ définie par

(5) = —-1—¢ sis>1
IE=V 1=sP—1-¢ si0<s<l

g € C*([0,0[) est inférieure & —e sur [0, c0[; f = —In(—g) + In(1 + €) est donc dans C?([0, oo[). On a:

f >0 sur [0, o0f, (A.25)
(f', f") € L=([0, co]), (A.26)
> % sur [0, 00]. (A.27)

(A.25) vient du fait que, sur [0,00[, —1 — & < g, ce qui implique In(—g) < In(1 + €), donc —In(—g) >
—In(1+¢). (A.26) et (A.27) viennent des des formules f' = —g'/g et f" = —g"/9+9"%/9*> = —9" [g+ [
et du fait que (g',¢") € L*=([0, o0[), g"” > 0 sur [0,00[ et g < —¢ sur [0, co].

On étend f a R en posant, pour s < 0, f(s) = f(0) + sf'(0). Cette extension fait de f une fonction de
classe C! positive sur R (car f(0) = —1In(e) +1In(1 +¢) >0 et f/(0) = —(-=3)/(—¢) < 0).

Sur [0, co[, puisque f” > f2 > 0, f' est croissante; comme f|l]—oo,0] = f'(0), on en déduit la croissance de
f! sur R. f est donc convexe sur R.
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[ étant C? sur [0, oo et sur | — 0o, 0] avec une dérivée seconde bornée sur R (elle est nulle sur | — oo, 0]),
f' est de Stampacchia.

Soit 7 € C°(zo + Br) telle que 0 < n < 1 sur RY p =1 sur zq + Bpys et |Vn| < 2Ko/R sur RY (avec
Ko ne dépendant que de N, cf lemme A.2).
J’ étant de Stampacchia, on peut prendre ¢ = f’(v)n* dans (A.12); on obtient alors

‘ ;- (v v - "(v))n? 2 (v)v - Vo = 0. .
2 [ A9o-Supom+ [ ATo- () + [ e To=0 (A.28)

Or, presque partout sur U, AVv - V(f'(v)) = AVv - Vuf"”(v). Puisque v > 0 14 ott  n’est pas nulle, on
déduit de cette égalité et de (A.27), AVv - V(f'(v))n? > aa|Vv2(f'(v))*n? = aa|V(f(v))]?n? presque
partout sur U.

Injectée dans (A.28), cette inégalité donne

aalllnV (F)IZ2wy < 28400V (F )] 2@ 1 V0l llzzw) + 11V (F@) L2 @0t o) || 1V H 220+ BR)
soit, en simplifiant par || [nV(f(v))|||L2@) < o0,

4AA/C0 N 1
R

aall InV(F )|z R + x|Br|*™ ™ + A|Bg|i 7. (A.29)

AN

N

Or, pour tout ¢ €]0, cof, |BR|%_% = |Bl|%_%R%_ ¢ = CoRl_%R%_l avec Cy ne dépendant que de
(N,q). Lorsque ¢ > N,onal — % > 0, donc |BR|%_% < Codl_%R%_l < C1R=~! olt C; ne dépend
que de (N,d,q). On trouve donc, en utilisant cette majoration pour ¢ = N, et ¢ = r dans (A.29), et
puisque 7 = 1 sur zg + Bpys,
N_ .
Y (FNHL2wotBryn) < C2R=T (A.30)

avec C ne dépendant que de (N, d,aa,Aa, N, x, 7, A).

Lorsque v > 1, on a f(v) = 0 donc, en notant E = {x € 2o + Bgys | v(x) > 1},

——To+Bgr/2 _
T ) < |Bagl ! ] 1£(v)]
(1:0+BR/2)\E
(20 + Bryal — [E) =2
>~ |BR/2| ||f(v)||L2* (:UU+BR/2)
([Bryal) ="
S 2|T/2|||f(“)||L2“(1:0+BR/2)
-
< (3) 1Bl T IO i

Par le lemme A.4 et (A.30), on en déduit donc

——zo0+Bgr/2 1 R 1_1\%
WO s S [T Bl + 51 (5) T TGO lirorsng
< (3) WO ry + 2% R RE

(K1 ne dépend que de (N, N.)), soit

1 1_2L* N _ N_ N
(1 - <§) ) ||f(v)||L2*(CL‘D+BR/2) S 27 16’2’C1R2 Ne (A31)
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avec 1 — (1/2)'=/2" > 0 ne dépendant que de N,.
f étant une fonction de Stampacchia convexe positive, par le corollaire A.1, on a

C
1Ot 8ar) < T @) lsosBa),

ou C3 ne dépend que de (N, d,as,Aa, N, x, 7, A). Donc, par (A.31),
Cs

N

R>
N_N_ N
S C4R2 2¥ T N

1

|BR|773"

A

()L (@otBrys) < Sz 218y,

avec C4 > 0 ne dépendant que de (N, d, a4, Aa, N, x, 7, A).

Comme%—%—Ni:%—N(%—NL —Ni:O,onaenfaitprouvéque

I1f ()L (zo+Brys) < Ca.

Soit F' = {x € xo + Bgya | v(z) < 1}; puisque f = —In((- = 1)+ 1 +¢) + In(1 4+ ¢) sur [0,1] et v > 0
presque partout sur zo+ Bg/4, on a, presque partout sur F, f(v) = —In((v—1)*+1+¢)+In(14¢) < Cy.
Cette égalité étant vérifiée pour tout € > 0 (et C4 ne dépendant pas de £), on en déduit que, presque
partout sur F, (v —1)3 > —1 4 ¢~ v étant inférieure & 1 sur F, cela implique donc, presque partout
sur Fy lo— 1] < (1 — e )3 dott v > 1 — (1 — e~ C4)1/3,

Posons # = 1 — (1 — e=¢4)1/3 €]0,1[. # ne dépend que de (N,d,a4,A4, Na,x,7,A), on a prouvé que
v > @ presque partout sur F'; comme, sur (o + Brya)\F,on av > 1> 3, le lemme est prouvé. m

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition clef de cette section.

Preuve de la proposition A.1

L’estimation sur |[v||e(s4B5) découle du corollaire (A.1) appliqué a f = Id; on déduit de cette estima-
tion que, pour p < R, supess(v, 2o + B,) et infess(v, o + B,) sont finis.

Si supess(v, zg + Br) = infess(v, 2o + Br), alors v est égale presque partout & une constante sur zo + Bgr
et il n’y a donc rien & prouver; on suppose donc que w(v, zg, R) # 0.

Soit

2v — supess(u, zg + Br) — infess(v, zg + Br)
v = 2 1+ "
supess (v, zg + Br) — infess(v, 2o + Br)

5 (1 2v — supess(u, zg + Br) — infess(v, g + Br)

vy = —

2 supess (v, zg + Br) — infess(v, zg + Br)

vy et vy ayant été construites a partir de v en ajoutant et en multipliant par des constantes, elles
vérifient (A.12). Presque partout sur zq + Bpr, vi et vy sont positives et, puisque vy + v3 = 2, on a
{x € 204+ Bprja | v1 > 1} U{x € o+ By | va > 1} = xo + Bpy»; il existe donc i € {1,2} tel que
[{z € 2o+ Bry2 | vi > 1} > §|Bryal-

Avec 8 donné dans le lemme A.8 (8 €]0, 1] ne dépend que de (N,d,aa, A4, Ny, A)), on a donc v; > 3
presque partout sur zg + Br/4.

i) Sii =1, cela implique, presque partout sur zg + Bprya,

2v > supess(v, zg + Br) + infess(v, zo + Br) + (g — 1) (supess(v, zg + Br) — infess(v, zg + BRr)).

On en déduit que

2infess(v, o + Bgrya) > supess(v, 2o + Br) + infess(v, 2o + Br) + <§ — 1) w(v, zg, R),
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ce qui donne
2(supess(v, xg + Brya) — infess(v, 20 + Brya))

< 2(supess(v, 2o + Bgrya) — supess(v, zo + Br)) + <2 — g) w(v, zg, R).

Mais supess(v, 2o + Brya) — supess(v, 2o + Br) < 0, et on a finalement 2w(v, 2o, R/4) < (2 —

%)w(v, zg, R), c’est a dire le résultat voulu avec o = 1 — /4.

ii) Si i =2, alors on a, presque partout sur zo + Bpya,

(1 - g) w(v, zq, R) + supess(v, 2o + Br) + infess(v, 2o + Br) > 2v,

ce qui implique
2supess(v, o + Brya) < supess(v, zg + Br) + infess(v, zo + Br) + <1 — g) w(v, zg, R),
d’out
2(supess(v, £g + Bprys) — infess(v, 2o + Brya))

< 2(infess(v, o + Bgr) — infess(v, 2o + Brya)) + <2 — g) w(v, zg, R).

Comme infess(v, zo+Br)—infess(v, o+ Bgy4) < 0, on en déduit 2w (v, zo, R/4) < (2—%)@0(1}, zg, R),
c’est a dire le résultat souhaité avec « = 1 — 3/4.

A.3 A D'intérieur de 2

A.3.1 Le probléeme de Dirichlet sur des petits ouverts

Commencons par un lemme de Stampacchia.

Lemme A.9 Soit F: Rt — RY une fonction décroissante. S’il existe o >0, 8> 1 et C > 0 tels que

Vh> k>0, F(h) < —C

< WFU‘?)’B

et s1
1 Aol 1
H=2CF(0) = E _—

1=0 (2}80;1)2
alors F(H) = 0.
Preuve du lemme A.9

Si F(0) = 0, le lemme est trivial; on suppose donc que F(0) > 0.
Soit hg = 0 et, pour n > 1,

1

0 (2'9&;1)2

hn =25 CF(0) %

i
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On constate par récurrence sur n que 'on a, pour tout n > 0, F(h,) < F(0)/27; en effet, c’est évident
pour n = 0 et, lorsque n > 1, puisque

ol B-1
by — by = 2 CEO
()
on a
ce
F(hy) < ————F(hy_1)?
( ) = (hn — hn—l)a ( 1)

Ce9(n=1)(8-1) F(0)?
< X
= 2C°F(0)f-1 2(n-1)p
£(0)
p— 2n .
F étant décroissante, on en déduit que, pour tout n > 0, puisque h, < H, F(H) < F(h,) < F(0)/2™;
en faisant tendre n vers l'infini dans cette derniére inégalité, on obtient F(H) < 0 ce qui conclut la

démonstration du lemme. m

Par un léger abus de notation, lorsque U est un ouvert inclus dans €, on peut considérer £ € (Wll"ipl(ﬂ))’
comme un élément de W17 (U); en effet, si ¢ € Wol’pl (U), on note ¢ € Wll;pl (€2) son extension par 0 hors

de Q et on pose alors (E, ) Etant donné que ’extension

wor @y @) = E By wae @)

par 0 hors de U est linéaire continue Wol’pl(U) — W%;pI(Q), ceci définit bien un £ € W-btp(U) (E est en
fait I'image de £ par I’application duale de I’extension & Q par 0 hors de U). On notera dans la suite,
par abus, £ = £; de méme, L € (H(U))' désignera aussi la restriction de £ & HE(U).

Lemme A.10 Sous les hypothéses (A.3)—(A.7), il existe § > 0 ne dépendant que de
(N,d,aa, N, x, 7, A)
tel que, pour tout ouvert U C Q de mesure inférieure a d§, le probléme
we H(U)Y,

A.32
/UAVstoJr/Usova: (L @)y myw)» Ve € Ho(U) (A.32)

admet une unique solution. Il existe de plus C' ne dépendant que de (N,d,aa, Ni,x, 7, A, p,AL) tel que
cette solution w vérifie ||w|| @) < C'|U|#_i‘

Preuve du lemme A.10
Soit U un ouvert inclus dans €. On a, par (A.5), pour tout ¢ € H(U),

/AVQD-VQD—}-/ ev -V
U U

> aallIVelllzaw) = Hevlo) Vel llaw)

> aall[VelllLaw) = Xllellez @)l Vel llLaw) = Allell | 2,

\Y% 217y
o117 )

Or d est aussi un majorant du diamétre de U, donc (A.1) est valable avec © remplacé par U. De plus,

puisque -2 < J\%—J_VQ, on peut prendre ¢ €]-2, J\%J_Vz[ (le choix d’un tel ¢ ne dépend que de r et N); on

déduit donc de I'inégalité précédente et de (A.1) que
/ AV -V + / pv -V (A.33)
U U

(@a = XCs(N, d,2,2) |1 [Vl 720y = AIUTT ~ 5l a1 1Vl llao)
(va = xCs(N,d,2,2") = AJUIF "5 Cs(N, d, 2, )| V| 22004 5)- (A.34)

v

v
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Or 72_742 — é > 0 done, puisque x vérifie (A.6), il existe § > 0 ne dépendant que de (aa,x, N, d, No, A, 7, q),

i.e. uniquement de (N, d, a4, Ny, x, 7, A), tel que, pour tout U vérifiant |U]| <6,

aa—xCs(N,d,2,2%) — AU ~iCs(N,d, 2, q)

> a4 —xCs(N,d,2,2°) — A§T ~1Cg(N,d,2,q) = Cy > 0. (A.35)

Pour tout U ouvert de mesure inférieure & 4, la forme bilinéaire apparaissant dans (A.32) est donc
coercitive sur H{(U); existence et 1'unicité d’une solution & (A.32) est alors la conséquence directe du
théoréeme de Lax-Milgram.

Prouvons maintenant ’estimation sur ||w||ge ).

Soit, pour k > 0, S (t) = t—Ti(t) (i.e. Sk est continue, affine par morceaux, nulle sur [—k, k] et de dérivée
égale a 1 hors de [k, k]). Comme V(Sk(w)) = 1fju|>k}Vw, on a Vw = V(Sk(w)) la ot Sk(w) # 0;
ainsi, en prenant ¢ = Sk (w) € H}(U) dans (A.32), on obtient

(L Sk wyymyw) = LAVw~VSk(w)+/[]Sk(w)v~Vt’
/UAV(Sk(w)) ~V(Sk(w))+/U5k(w)v-V(Sk(w)). (A.36)

Comme |U| < §, (A.36), (A.34) et (A.35) donnent donc

Call V(S 1By € (L Sk s @
(L0 Sk (WD) iy war' (@)
< ALlISk() o (A3

avec Cy ne dépendant que de (N, d, aa, Ny, x, 7, A).
Comme Sg(w) € Wol’p (U), on a, par I'inégalité de Poincaré et puisque d est un majorant du diamétre

de U,
1Sk (w)lsy1.00 @y = 1Sk (W) o 0y + IV (Sk(@)) o @y < (d+ DIV Sk o @y (A38)

De plus, V(Sk(w)) = 0 hors de Ex = {|w| > k}, donc

9 (Sk()) @y < 1Bl Z 19 (Sk ()] z20)- (A.39)

(A.37), (A.38) et (A.39) donnent donc

1

Col| IV (Sk (W) |2y < (1 + d)AL|Eel> 7. (A.40)

Soit h > k; comme |Si(w)| > h —k sur Ep, on a, par (A.1) et puisque V(Sk(w)) = 0 hors de Ej,

N-1
N N

(h = )|l [

IN

ISk (w)

N
< Cs(N,d, 1, =)V (Sk(w) 22w
N 1
< CoN,d 1) BV Sk () .
Utilisée dans (A.40), cette inégalité donne donc, pour tout A > k > 0,

o

C
|En| < (h_ilk)a|Ek|’6 (A.41)
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avec C ne dépendant que de (N, d, a4, No, x, 7, A, AL), @ = % >0et f=(1- %)% > 1 (rappelons
que p > N).
Le lemme A.9 nous donne alors

1 e 1
HO = 2“0127,
i=0 (ZT)

ne dépendant que de (Cy, a, §), i.e. ne dépendant que de (N, d,aa, Ns,x, 7, A, p,AL), tel que

|E s-1| =0,
HD|ED| o

ce qui signifie |w| < H0|E0|% presque partout sur /. Comme % =

la preuve de ce lemme. m

o Il) et |Fg| = |U|, cela conclut
A.3.2 Continuité holdérienne sur les compacts de ()

Tout d’abord un petit lemme technique, puis le résultat proprement dit.

Lemme A.11 Soit K un compact de Q, Ry < dist(K,00Q)/2 et u: Q@ — R essentiellement bornée par C
sur K. Sl existe § €]0, 1] et C' tels que, pour tout x € K et tout n >0,

w <u,m,%) < s,

alors il eriste k > 0 ne dépendant que de § et C"' ne dépendant que de (C,68,C’, Rg) tels que u € C**(K)
et ||u||c0,n(K) S C”‘

Remarque A.3 Le fait que l’on parle de w(u,z, Ro/4") suppose que u est essentiellement bornée sur
T + Br,jan pour tout x € K et tout n > 0.

Preuve du lemme A.11

Soit R €]0, Ro); il existe n > 0 tel que R €]Ro/4"+1, Ro/4"].

On a alors Rg/(4R) < 4™, soit nln(4) > In(Rg/4) —In(R), d’ott n > (In(4))~!In(Ry/4) — (In(4))~* In(R);
puisque § €]0, 1], cela donne

nln(8) < In(8)(In(4))~* In(Ry/4) — In(6)(In(4)) " In(R) = In((Ro/4)™O)/ n)y 4 In( R~ @)/ In(4))

5 < <@)h’
=\3

avec Cy ne dépendant que de (4, Rg) et £ = —In(d)/In(4) > 0 ne dépendant que de 4.
De plus, puisque R < Rg/4", on a w(u, z, R) < w(u,z, Rg/4"), donc

Ainsi, pour un tel n,

4) _In(8)
x R~ = CyR",

w(u,z,R) < C'CyR" = C1 R", (A.42)
ot Cy ne dépend que de (4, C’, Ry).

Cette inégalité permet de voir que, pour tout z € K,

1
lim —/ u(t) dt
R—0 |Br| Js1 85

existe dans IR; pour cela, on voit que lorsque R < Rg, on a

1
infess(u, z, R) < —/ u(t) dt < supess(u,z, R).
|BR| z+Bgr
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Mais, par (A.42), supess(u, z, R) — infess(u, z, R) = w(u, z, R) — 0 lorsque R — 0, et }zimo supess(u, z, R)
—

existe dans R (car R — supess(u,z, R) est croissante et bornée, lorsque R < Ry, par ||ul[Le(zo1Br,)
— on a supposé, en parlant de w(u,z, Rg), que cette derniére quantité était finie). On en déduit que
limp_,qinfess(u, z, R) existe dans R et vaut limp_osupess(u,z, R). Par le théoréme des gendarmes,
limg_,q ﬁ fx+BR u existe donc aussi dans R.

Comme cette limite vaut, pour presque tout z € K (en tous les points de Lebesgue de u), u(z), quitte a
changer u sur un ensemble de mesure nulle on peut supposer que

1
u(z) = lim u(t)dt pour tout z € K.

Rr=0 |Br| Jo1Bs

Dés que R < Ry, on a pour tout y € (z + Br) N K et tout p < R— ||y — z||, y+ B, C & + Bpg, donc
. 1
infess(u, z, R) < —— u < supess(u, z, R)
|BP| y+B,

ce qui donne, en faisant p — 0 (rappelons que y € K),
infess(u, z, R) < u(y) < supess(u, z, R)
c’est & dire, par (A.42),

sup u— inf u<w(u,z, R)<C{R"
(z+Br)NK (z+Br)NK

La continuité holdérienne de u sur K est maintenant aisée a voir. En effet, pour tous (z,y) € K2,

i) Si [z —y| < Ry, alors, en prenant R €]|z — yl, Ro], |u(z) — u(y)| < sup,,p, v —infeyp, u < C1RF
c’est & dire, en faisant R — |z — y|, |u(z) — u(y)| < Ci|z — y|*,

i o 2 oo (x
ii) Si |o— yl > Ro, Ju(@) — u(y)] < 2lullpeqe) < AE=E 0 — yle < 204z — y)r.
En notant donc Cy = sup(C1,2C/RE), qui ne dépend que de (C,4,C’, Ro), on a, pour tous (z,y) € K2,
lu(x) — u(y)| < Cszlx — y|*; associée a la majoration supposée de [|u||p~(x) par C, cette inégalité donne
le résultat du lemme. m
Proposition A.2 Soit K un compact de Q et M > 0. Sous les hypothéses (A.3)—(A.7), il existe
k > 0 ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, No,x, 7, A, p)

et
C' ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, No,x, 7, A,p, AL, K, M)

tels que, si u € H*(Q) vérifie l|ullL2) < M et

alors u € CO%(K) et ||u]|cox(x) < C.

Preuve de la proposition A.2

Prenons le § donné par le lemme A.10 (§ ne dépend que de (N, d, aa, Ny, x,7,A)) et Ry < dist(K,9Q)/2
tel que |Bag,| < 8 (Ro ne dépend que de K et d,i.e. de (N,d, aa, Ny, x, 7, A, K)).

Etape 0: préliminaires.
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Soit € K et R < Ry. Par le lemme A.10, et puisque z + Bag C Q, il existe wy g solution de (A.32)

lorsque U = z + Bag. wg g vérifie de plus

1 _1 _N
||wa, &l| oo (a4 Bar) < Co|Bar|¥ ™7 < CLR'™ 7,

avec Cy et Cq ne dépendant que de (N, d,aa, Ny, x, 7, A, p, AL).
Soit ¢ € H}(z + Bar); en notant @ € H}(Q) Pextension de ¢ & Q par 0 hors de ©, on a

/ AVu~Vgo+/ ev-Vu = /AVU~VQE+/QBV~VU
rz+Bogr rz+Bogr Q Q

= (L@ )y.m2, @

(L, ) (H1 (24 Bar)) HY (x4 Bar)
(avec le petit abus de notation concernant L € (H{(z + Bag))’ dont nous avons déja parlé).
Ainsi, v, g = u — wy g € H'(z + Bag) vérifie (A.12) avec U = z + Bapg.
De la proposition A.1, on déduit I’existence de a €]0, 1] et Cy > 0 ne dépendant que de

(N: da CMA,AA,N*,X,’)“, A)

tels que

N
[[ve,rllLe(@tBr) < C2R™ 2 [|ve Rl L2(0 4 Bar)
(.d(vl‘,Ra L, R/4) S aw(vx;R7 z, R)

Or, par (A.44),

A

[lve rllL24Bar) < UllL2@eBar) + [We Rl L2(24 Bar)

AN

1
[lullz2(e) + [B2r|? ||ws rl| Lo (24 Bar)

1 1-&
< M+ |Bap,|?C1R, " = Cs,
ou C3 ne dépend que de (N, d,aa,Aa, No,x, 7, A,p, AL, K, M). (A.45) peut donc se re-écrire

N
[lvz rllLoc(z4Br) < C2C3R™ 7.

Etape 1: borne essentielle de u sur K.
De (A.44) et (A.47) appliqués & R = Ry, on déduit, puisque u = wg r, + Vs R, SUr Z + Bg,,

1-N _N
[lul|lLeo(@iBr,) S C1Ry * +C2C3R, % = Cy,

avec Cy4 ne dépendant que de (N, d, a4, Aa, Ny, x, 7, A, p, AL, K, M).

(A.44)

(A.4T7)

(A.48)

Mais on a ||ul|pe(x) < sup,ek ||ullLo@sBg,). En effet, pour voir cela, on commence par recouvrir K
par un nombre fini de boules (2; + Br, )i¢[1,; (un nombre dénombrable serait en fait suffisant); si on avait
l|ullzoe(rcy > supsep g [|ullLo(z,4 By, ), alors il existerait un ensemble A de mesure non nulle, inclus dans

K, tel que |u| > sup;epr g ||ul|lpoo(zi4 By, ) Sur A; A étant de mesure non nulle et inclus dans K, il existe
i € [1,1] tel que AN (z; + Br,) soit de mesure non-nulle; on aurait alors [u| > ||u[|Le=(z,4 By, ) SUr un

ensemble inclus dans z; + Bg, et de mesure non-nulle, ce qui est une contradiction.
On en déduit donc
l|u]| Loy < Cla.

Etape 2: continuité holdérienne de u.
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Comme u = vy g + Wz g Sur x + Bprya, il est aisé de constater que w(u,z, R/4) < w(ve R, z, R/4) +
w(wg r, 2, R/4).
Or, pour tout p < 2R,
_N
w(wy g, ®, p) < 2||wg Rl|Le@r,) < 2|we RllLo@4B.r) < 2C1R 7, (A.49)

donc

w(u,z, R/4) < w(ve,r, z, R/4) + QClRl_%.

De plus, par (A.46), w(vs r, 2, R/4) < aw(vg g, %, R); mais, puisque vy g = U — Wy g sur ¢ + Br, par
N

(A49),on aw(vy R, 2, R) <w(u,z,R) +w(wy r, 2z, R) <w(u,z,R) + 2C1R'™ %, d’oli
w(u,z, R/4) < aw(u, z, R) + QClRl_% + 2aC’1R1_% = aw(u,z, R) 4+ CsR’, (A.50)
avec f=1— % et C5 ne dépendant que de (N,d, aa,Aa, No,x, 7, A, p, AL).

Soit n > 0; par (A.50) appliqué & R = Ry/4™ €]0, Rg], on a

p ]
w <U,I,4§£1) S aw <U,‘I,%> + (?;Sﬁﬂgg = ow <U,‘I,%> + %

avec ¢ > 1 ne dépendant que de (N, p) et Cs ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, No,x,7, A, p, AL, K).
Ceci nous permet de voir par récurrence sur n que, pour tout n > 1,

—1—1
7

n—1
R Cea™
w (u,x, 4—::) < a"w(u,z, Ro) + ZE_O L

; (A51)

(cette formule est aussi vérifiée pour n = 0 & condition de poser Zz’_:lo =0).

En posant v = sup(a, 1/¢) €]0, 1[ (rappelons que a €]0, 1] et { > 1) qui ne dépend que de
(NadaaAaAA7N*aXaraAap)1

on a, pour tout i € [0,n — 1], puisque n — 1 —i > 0et i > 0,

an~!o n—1-i A} 1—i i
i — o1t - < ,_yn— _Z'}/Z — 'Yn_l,
¢ ¢/ =

donc (A.51) nous donne, pour tout n > 0, et puisque w(u, z, Ro) < 2||ul[Lo(z4Bg,) < 2C4 (cf (A.48)),

w <u, z, %) < 2C40™ + nCey~ 4™, (A.52)

Prenons ¥ €], 1] (un tel choix ne dépend que de v, i.e. de (N,d, @4, A4, No,x,7, A, p)); on a alors

n
ny" =n (l) .
v
Or v/5 < 1, donc la suite (n(y/5)")n>0 est bornée par C7 ne dépendant que de (v,7), i.e. de

(Na da O[A,AA,N*,X,T‘,A,p)

Ainsi, ny” < C73" et on a, par (A.52), pour tout n > 0,

R ~
w (Ua T, 4_:) S 2614an + 06077_17111
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soit, en posant § = sup(a,¥) €]0, 1] (d ne dépend que de (N,d, a4, Aa, N, x,7, A, p)), pour tout n > 0,

R
w <u, z, 4—:) < Cgé™, (A.53)
avec Cg ne dépendant que de (N, d, a4, Aa, No,x, 7, A, p, AL, K, M).

Par le lemme A.11, et puisque u est essentiellement bornée sur K par C4 ne dépendant que de

(N,d,CMA,AA,N*,X,’T’,A,p,AL,I{,M),

u est égale presque partout sur K a une fonction continue et il existe k > 0 ne dépendant que de
(N,d,aa,Aa, No,x,7, A, p) et Cg ne dépendant que de (N,d,aa,Aa, Nu,x, 7, A,p, AL, K, M) tels que
u € C%(K) avec ||ulleo.x(x) < Co, ce qui conclut cette démonstration. m

A.4 Continuité holdérienne pres du bord de ()

On commence par prouver la continuité dans une carte locale, puis on regroupera toutes les cartes et
I'intérieur.

Proposition A.3 Soit M > 0. Sous les hypothéses (A.3)—(A.7), (A.10) et (A.11), pour tout i €
[1,m] et tout compact K de O;, il existe kK > 0 ne dépendant que de (h;,a,Aa, No,x,7, A, p) et C ne
dépendant que de (h;,a, Aa, Nuyx, 7, A, p, A, K, M) tels que, st u vérifie (A.2) et ||ul|p2q) < M, alors
u € CO’K(Q N 1\7) et ||u||c0,K(QnK) S C.

Preuve de la proposition A.3
On commence par transporter le probléme dans une partie de B, puis il faudra différencier selon que

(O;, hy) vérifie (D), (F) ou (DF).
On note Oy, = hl(Ol n Q), I'= hZ(Ol n Fd) et T'o = 90, N OB.

Etape 1: transport dans O;.
Soit q € [1,00[ et E? I’espace vectoriel des fonction de WI}’q(Otr) 4 support compact dans B, muni de la
norme de W149(0y,). L’application

E? — Fi={fc Wé’land (0; N Q) | 0 est & support compact dans O;}
p — pohy

est linéaire continue bijective, de norme ne dépendant que de (g, h;) (F? est muni de la norme de W4(0;N

Q)). De plus, par un lemme classique, ’extension par 0 hors de O; N est une application linéaire continue
F1— Wllf(Q) de norme égale a 1.
La composée de ces deux applications est donc une application linéaire continue

T B — Wh(Q)
dont la norme ne dépend que de (g, h;).

Soit p € E? et ¢ = TPy € H%d(Q). L’équation satisfaite par u nous donne

/ AVU~V(QDOhZ')+/ pohiv-Vu = /AVU~V¢+/¢V~VU
0:nQ 0:nQ Q Q

(L, 0)my )1, (@)
= <(1—;'2)*L130>(E2)’,E21 (A54)

ou (T7)* : (Hp,(Q)) — (E?) est la transposée de T7.

(3
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En posant ug. = ujo;nq © hi_l € HE(Oy;) (car ujo;n0 € H})inrd (0;NQ)), on a, puisque ||ul[12q) < M,

lusell 220wy < TRl 6,00 M- (A.55)

Sur 0; NQ, u = ugy 0 hy, done Vu = (h4)T Vugy o hy; on en déduit que, sur 0; NQ,
AVu - V(p o hi) = A((h)) Vuse o hy) - (h) TV o hi) = hiA(RY)T (Vg o hi) - (Vi o hy)

et
poh;v-Vu=poh;v- ((h;-)TVutr o hi) = pohihiv - (Vug o hi);

par le théoréme de changement de variable (hi_l 2 Oy — 0; N Q est un homéomorphisme localement
lipschitzien), on a donc

/ AVU~V(Q@0hi)+/ woh;v-Vu
0;N o;nQ

- / (1A (REA(R)T) © by ') Vg V80+/ (| TR |(hiv) o b Y) - V. (A.56)
O¢r

On a, pour tout § € E? C Epl, et puisque Tiplﬁ =T?20,
Y _ ! _ 2 _ 2\ %
<(sz ) L, 6>(EP')’,EP' - <[”sz 6>(W1};P' (Q))IVWII‘;PI(Q) - <L7Tz 6>(H111d (ﬂ))’,H%d ) — <(Tz ) L, 6>(E2)',E2

Cela signifie donc que (T?)*L = ((Tipl)*ﬁ)wz.

Comme, pour tout g €]1,00[, F? est dense dans Wll{j]ru(otr): les fonctions (T?)*L € (E?)’ et (Tipl)*[, €

(Epl)’ s’étendent en respectivement en
Lir € (Htury(Ow)) et Lie € (Wplp, (Our))’ telles que Lir = Lo . (Our)- (A.57)

Remarquons aussi au passage que

(TF)" Ll gy
< @)

1£elliwazy 0wy

||E Wlt’(ﬂ)) Ep ||’C||W1P ()

< 1Tt AL = AL, (A .58)

: ”ﬁ(EP'yWI};” ()
avec Ay ¢r ne dépendant que de (p, h;, Ar).

On obtient finalement, par (A.54) et (A.56), pour tout ¢ € E?

| 0 AG) T o7 e Vo [ oI K)o )it = (s @)t (001 0

E? étant dense dans H%UrD(Otr), on déduit de cette équation que uy, vérifie

Utr S H%(Otr) )
A Vugp - VQD +/ @Vtrvutr = <Ltr, >(H1 (Otr))I:HII“uFD(O“) , VQD S H%UpU(Otr),

Turg
O¢r

(A.59)

O¢r

ot Aey = [ Thi  |(RA(R)T) o byt = AU o b (car Jhit = (Jhiohy')™") et ver = | Thi Y| (hiv) o hi L.
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Avant de passer a la suite, étudions un peu Ay et vy.
On a, pour presque tout z € Oy,

[ Aee(@) I < [1Th7 Iz ou 13 (A @D (R)T (AT @)IHIA(RT (@),

solt, puisque hi_1 transporte les ensembles de mesure nulle sur des ensembles de mesure nulle et, pour
H € My(R), |HT|| < ||H]|, pour presque tout « € Oy,

Ae (@) < 1Th7 |ne=(0,,)

1A ||i°°(olnn)AA =Aar (A.60)

avec Ay ¢ ne dépendant que de (h;, A4).
De plus, pour presque tout z € Oy, et tout € € RN on a

- €l €]
(Y @ 2 =Tl 2 T Y mion
donc
WARYT
Ap(2)€ - € I (2)€-¢€

A(hT (@) ()T (h7 M (2))€ - ()" (hi " (2))€
|-Thi (b7 ()]

>A NT (7—1 9
| (h;)" (h;
||‘]hi||Lc<>(Oinﬂ) |( Z) ( 7 (éb))£|

A 5 9
2 = €7 = o el (A.61)
[ Thill o< 0 | 1A 11 0,

Soit ¢ € [1,00[ et f € (L4(O; N Q))Y; on a, pour presque tout x € Oy,

TN @) (B ) o b ()] < TR =

1Bl =) | T (2)' 71l 0 b (=),
ce qui implique, par changement de variable,

1T 1) © b7 zagow) < 1A 1200

1B oo (0in | FllLagoina)

(cette égalité est en fait aussi valable avec ¢ = 00). Comme v = vy + vy avec vi € B(Q, N, x) et
vy € B(Q,r, A), cette inégalité appliquée a (q, f) = (N«, Vijo,na) et & (¢, f) = (7, V2j0,nq) Nous permet
de voir que

Vir S B(Otr, N*:Xtr) + B(Otr, r, Atr), (A62)

ot xir = || Jh7 Loy NI Ls(ounaX et Awe = (1787 || TR ] zoe(0.00) A

L2 (04;)

Soit K un compact de O; et Ko = h;(K) (c’est un compact de B).
Les trois étapes suivantes consistent & montrer, dans chaque cas (F), (D) et (DF), que ug, est holdérienne
sur Ky N O¢. On utilisera pour cela des techniques de réflexion et la proposition A.2.

Etape 2: (O;, h;) est du type (F).

Dans ce cas, Oy, = By et I' = (l. Nous appelons 7 la symétrie par rapport a la derniére variable de RY
(i.e. 7(z1,...,2N8) = (21,...,2N§_1, —2nN)); nous confondrons, dans la suite, 7 et sa matrice dans la base
canonique.

Définissons ugy, Agy et vy presque partout sur B par:

® ugy = ug sur By et ugy = ugr o 7 sur B_ = 7(By);
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o Agy = A sur By et Ay = 1A o 7T sur B_;
® Vg, = Vi sur By et vgy = 7V o7 sur B_.

Par un résultat classique, ugy est dans HI(B) et on a Vug, = Vu sur By, Vug, = Vugorsur B_; 7
étant de jacobien égal & 1 en valeur absolue, (A.55) nous donne

¢ 1/2 )
llusyllze(m) < 2M17hill 12 0,00) M = Mo (A.63)

(Mg ne dépend que de (h;, M)). 7 étant une isométrie, on a, pour presque tout = € B et tout & € RY,
par (A.60) et (A.61),
[[Asy (2)[| S Aape et Agy(z)§ € 2> OZA,tr|£|2~ (A.64)

Enfin, (A.62) donne
Vey € B(B, N, 2xur) + B(B,r,2A.). (A.65)

Puisque, pour ¢ € [1,00[ et ¢ € I/Vol’q(B)7 onap, +@B_oTE Wll;q(B+) (rappelons que 'on a ici
O = By et Tg = B4 NIB); on peut donc définir Lgy € (H{(B)) et Lsy € (Wol’pl(B))’ par

(Lsy, P (myy,mas) = (Lirs 91y + @1B_ © T)(H1 (By)) HE (B4)

et
Lov: e (myy e (m) = Loms @B+ Q1B © Tt (0w ()
On a alors
Ley = Loy () (A.66)
et ||Esy||(W01,p/(B)), < 2Ar ¢ (A ¢r est donné dans (A.58)).

Nous allons montrer que ugy vérifie une équation du genre (A.43).
Soit ¢ € H{(B); en utilisant YB, +9B_OTE H%U(B+) dans (A.59), on a

(Lsy, @) (m1(B)) 11(B)

= (L, PBy @B © T>(H;O(B+))',HI£U(B+)

= / A Vg - vS0|B+ +/ PB4 Vir - Vug: + / A Vg - V(§0|B_ © T)

+/ P|B_ © TVir + Vg
By

/ AerVug - Vi + / Vi - Vg + / Ao m(Vug o) - (V) + / Vi oT -Vugor
By B, B_ B_

/ Atrvutr : VSD + / PVir - vutr + / (TAtr o TT)v(utr o T) ' VS‘Q

+/ e(tvir o) - V(g o 7)

= / Asqusy . Vg@ +/ Sovsy : vUsy'
B B

Cette équation, vérifiée pour tout ¢ € H{(B), montre que usy vérifie (A.43) lorsque  est remplacé par
B, I'y par 092, A par Ay, v par vey et L par Lgy.

Par la proposition A.2, K étant un compact de B, ugy vérifiant (A.63), Asy vérifiant (A.64), vey vérifiant
(A.65) avec, par (A.6) et (A.11),
QA tr

0< Pyep < ———AST
= 2Xor < GOV do, 2, 27)
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(ol dy = 2 est un majorant du diamétre de B), et Lqy vérifiant (A.66), il existe & > 0 ne dépendant que
de N, do, a4 trs Aajtr, Ni, 2Xir, 7, 2A4r et p, 1.e. ne dépendant que de

(hiaaAaAA:N*aXaraAap):

et Cp ne dépendant que de N, do, @4 tr, Aair, Nuy 2Xtr, 75 2A4r, P, 2A1 b, Ko et Mg, i.e. ne dépendant
que de
(hi,O[A,AA,N*,X,T‘,A,p,AL,I{,M),
tel que ugy € CO*(Kq) et [|usyllco.x (o) < Co.
Puisque usy = ugy sur By, on en déduit que ug € CO% (Ko N By) et [|esr][con(konBy) < Co.

Etape 3: (O;, h;) est de type (D).

La symétrie effectuée est alors cette fois impaire.

OnaOy =By, I'=BN"1et TUT, = dBy. On note toujours 7 la symétrie par rapport & la derniere
variable de RV,

Définissons ugy, Agy et vy presque partout sur B par:
® Ugy = ug sur By et ugy = —ugr o 7 sur B_ = 7(B4);
o Agy = A sur By et Ay = 1Ay o 77 sur B_;
® Vg, = Vi sur By et vy, = 7V o7 sur B_.

Puisque uy, € Hpnoy (By), usy est dans H'(B) (on peut prouver ceci en vérifiant, grace a une intégration
par parties dans B, et dans B_ et au fait que usypv-1 = 0, que la dérivée au sens des distributions de
ugy est la fonction de L?(B) égale & Vug, sur By et a —7Vug o 7 sur B_). (A.55) nous donne

sy < 2T 00y M = Mo (A7)
(Mg ne dépend que de (h;, M)). Comme précédemment, on a, par (A.60) et (A.61),
[|[Asy(2)]] < Aaer et Agy(z)€-E& > osztr|£|2 pour presque tout x € B et tout £ € RN, (A.68)

et, par (A.62),
Vey € B(B, Ny, 2xer) + B(B, 7, 2A). (A.69)

Pour tout ¢ € [1,00[ et tout ¢ € Wol’q(B), onagp, —@B_oTE W()l’q(B+); I’appartenance de cette
fonction & W19(B, ) est évidente. Pour la nullité de la trace, on sait que, 7 étant un homéomorphisme
bilipschitzien entre B_ et By, en notant f la trace de ¢ p_ sur B_, la trace sur 9By de ¢p_ o T est
égale a f o 7; ainsi, si g désigne la trace de p|p, sur 9By, la trace de pp, —@p_ oTest g— for;or
cette fonction est nulle sur Tg car f = 0 sur 9BNIB_ et g = 0 sur BN By (puisque ¢ € H{(B)) et
aussi nulle sur BN~! puisque f o nigv-1 = f = g (les traces de p|p, et de |p_ sur BN~ sont égales).

On peut donc définir Ley € (Hj(B)) et Loy € (Wol’pl(B))' par

(Lsys @)imam)y i) = (Lies 1By = PIBL © Th(H3, (B4),H2 (Bs)

et
Lovs @) ' (myyawy (my = Coms @B = PAB-© T’ (w5
On a alors
Lsy = ESY|H3(B) (A.70)
et ||Esy||(Wﬂl,p/(B)), < 2Ar ¢t (A e est donné dans (A.58)).



258 ANNEXE A. CONTINUITE HOLDERIENNE

Nous allons montrer ici aussi que ugy vérifie une équation du genre (A.43).
Soit ¢ € H}(B). En prenant Y|B, —P|B_OTE H}(By) dans (A.59), on a

<Lsya §0>(Hé(3))lyHé(B)

= (L, PlBy — ¥P|B-° T>(H1£U (B4)) HL (By)

/ A Vg - vSD|B+ +/ PB4 Vir - Vaug — / Aer Vg - V(§0|B_ © T)

—/ P|B_ © TVir + Vg
By

/ AerVug - Vo + / Vi - Vg — / AgroT(Vug o) - (V) — / @viroT -Vugor

/ A Vugp - VSD + / PVir - Vug + / (TAtr o TT)V(_utF © T) : VSD

+/ @(Tvi 0 T) - V(—ugr 0 7)

/ AsyVigy - Vi —1—/ ©Vsy - Vilgy.
B B

Cette équation, vérifiée pour tout ¢ € H}(B), montre que usy vérifie (A.43) lorsque Q est remplacé par
B, T'y par 092, A par Agy, v par vey et L par Lgy.

Comme dans ’étape 2, par la proposition A.2, puisque Ky est un compact de B, ugy vérifie (A.67), Agy
vérifie (A.68), vsy vérifie (A.69) avec, par (A.6) et (A.11),

QA tr

0< 2 < =T
= XS G5V, do, 2, 27)

(ot dg = 2 est un majorant du diamétre de B), et Lgy vérifie (A.70), il existe k > 0 ne dépendant que de
N, do, aatr, Adtr, Ns, 2Xtr, 7, 2A¢r, et p, 1.e. ne dépendant que de
(hi7aA1AA1N*1X1r1A1p)a

et Cp ne dépendant que de N, do, @4 tr, Aairy Nuy 2Xtr, 7, 2A4r, P, 2AL 4, Ko et Mg, i.e. ne dépendant
que de
(hi,OZA,AA,N*,X,T,A,p,AL,I{,M),

tel que ugy est x-holdérienne sur Ko avec ||usy||co.r(x,) < Co; ure étant égale & ugy sur By, on en déduit
que ug € COF (Ko N By) et [|uillcox(konpy) < Co.

Etape 4: (0;, h;) est de type (DF).
On aici Oy = By et T =Ty, 1l faut effectuer une symétrie par rapport a I’hyperplan zxy_1 = 0 pour
se ramener au cas (D).

Soit 7 la réflexion par rapport & zy_1 =0 (i.e. 7(2) = (21,...,2N-2,—2N—_1,2n)). On définit uy, A,
et vy presque partout sur By par

e Uy = ug sur Byy, ug = ugp o7 sur By = 7'(Byq);
o Ay = Ay sur Byy, Ay =" Ao 7' sur By ;

e vi=vysur Byy, vy =7'vi. o7 sur B_y;
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Par (A.55), on a uy € Hyy_,(By) (rappelons que us, € Hi(Byy)) et

lluallzzmy) < 2||Jhi||;{,3(om)M = ||Jhi||;{,§(om)M1 (A1)

(M ne dépend que de (h;, M)). Par (A.60) et (A.61), on a
A1 ()] S Aaee et Aj(2)€-€ > aawl€]® pour presque tout x € By et tout £ € RN, (A.72)
Enfin, par (A.62),
A1 EB(B+,N*,X1)+B(B+,T,A1), (A73)
avec X1 = 2Xtr et A1 = 2A4,.

Pour ¢ € [1,00[ et ¢ € WyU(By), on a OBy, +@B_, 0T € WI}L’JqFD(B++), donc on peut définir
Ly € (H(BL)) et L1 € (W (By) par

(L @) By, (By) = (Lors PlBay + PIBLy © T )2 (Bt Hir, (Bas)

et
— / 1 1
(Lo @y gy war' (pyy = Lom @B + By 0 T )t )y Wit (Bys)

et on a

Ll :‘CllHé(B+) (A74)

avec ||[,1||( , <2Ar ¢ = Ar (Ar 1 ne dépend que de (h;,p,AL)).

Wor (By))
Soit ¢ € Hi(By); en utilisant OBey FoB_ o' € H%UrD(B_H_) dans (A.59), on voit avec le méme genre
de calculs que dans I'étape 1 que uy € Hpy_, (By) vérifie

/A1Vu1-Vgo+/ ovi - Vur = (L1, )38,y 13 (Bs):

uq vérifie donc (A.59) lorsque Oy, est remplacé par By, I' par BNl A par Ay, v, par vy et L. par
L1. Avec ces changements de notation, uy vérifie (A.55) avec M remplacé par M; (propriété (A.71)), A,
vérifie (A.60) et (A.61) (propriété (A.72)), Ly vérifie (A.57) et (A.58) avec L, remplacé par Ly et Ap i
remplacé par Ar, 1 (propriété (A.74)) et vy vérifie (A.62) avec xi, remplacé par x; et Ay remplacé par
Ay (propriété (A.73)).

Par (A.6) et (A.11), on constate que

QA tr
0<2x1 < =—FZFF—~.
= XS 5N, 2,2,27)
On peut donc appliquer le raisonnement de I’étape 3 en changeant tous les indices “tr” en indices “17]
et on en déduit qu’il existe & > 0 ne dépendant que de N, a4 tr, Aatr, Ns, 2x1, 7, 2A1 et p, ie. me
dépendant que de
(hi,aA,AA,N*,X,T',A,p),

et Cp ne dépendant que de N, o tr, Aatr, Ni, 2x1, 7, 2A1, p, 2A1 1, Ko et My, i.e. ne dépendant que
de
(hiaaAaAA;N*aXar;AapaAL; [{J M)J

tel que uy; € CO*(Ko N By) et |[u1]lcon(konp,) < Co; comme ug = ug sur By, on en déduit que
uer € COF(Ko N Byy) et que ||us||cor(konpyy) < Co.

Etape 5: conclusion.
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On a donc trouvé, dans I’étape 2, 3 ou 4 (selon que (O, h;) est de type (F), (D) ou (DF)), £ > 0 ne
dépendant que de
(hiaaA7AA1N*7X7r1A7p)a

et Cy ne dépendant que de
(hiaaAaAAaN*aXaraAapaALaI(a M)

tels que ug € CO% (Ko N Oyy) et que [|2sr][co.x(Konoy) < Co (rappelons que Ko = hi(K)). Or u = ug 0 h;
sur O; N Q; u est donc continue sur K N Q2 et

|l (knq) < [tellLos(h;(kna)) = l[Ute] | (Kon0.) < Co. (A.75)
De plus, h; étant lipschitzienne sur O;, on a, pour tous (z,y) € K NQ, puisque ((h;(2), hi(y)) € Ko N Oy,
lu(z) = u(y)| = [use(hi(@)) — uee(hi(y))| < Colhi(z) — hi(y)|* < CoLip(hi)*|z — yl*. (A.76)

(A.75) et (A.76) permettent de voir que u € C®*(K N Q) et donnent une estimation de la norme de u
dans cet espace, ce qui conclut la démonstration. m

A.5 Preuve du théoréme A.1

La preuve du théoréme est maintenant un simple agencement des propositions A.2 et A.3

Preuve du théoréme A.1
Lorsque les hypothéses du théoréme A.1 sont satisfaites, alors celles des propositions A.2 et A.3 le sont
aussi.

On note &g > 0 le k donné par la proposition A.2 et k; > 0 le kK donné par la proposition A.3 appliquée
a i€ [1,m]. On pose k = inf(kog, ..., Kkm) > 0; & ne dépend que de (Q, a4, Aa, N, x, 7, A, p).

Pour U ouvert de RY et s > 0, on note K,(U) = {z € Q | dist(z,RN\U) > 1/s}; les (K;(U))s>0 sont
des compacts de U et ['union croissante des intérieurs des (K (U))s>o est U.

Pour uniformiser les notations, Oy désignera Q.

Puisque Q C U7,0;, on a Q C Uss o Ui oint (K, (O;)); Q étant un compact de RY, on peut extraire de ce
recouvrement ouvert un recouvrement fini; cela signifie, la suite (UiZgint(K,(0;)))s>0 étant croissante,
qu’il existe sg > 0 tel que Q C U™ yint(K,,(0;)) (le choix de sg ne dépend que de ).

En notant Cj le C' donné par la proposition A.2 appliquée & K = Ka;,(0q) = Ka5,(€) et, pour 7 € [1,m],
C; le C donné par la proposition A.3 appliquée & i et K = Ks5,(0;), on pose H = SUp;¢[o,m] Ci; puisque
le choix de sg ne dépend que de Q, H ne dépend que de (Q, a4, Aa, N, x, 7, A, p, AL, M).

Par les propositions A.2 et A.3, u étant (presque partout égale & une fonction) continue sur chaque ouvert
int(K;,(0;)) N Q (¢ € [0,m]) et Q étant la réunion de ces ouverts, u est (presque partout égale a une
fonction) continue sur Q.

De plus, puisque pour tout ¢ € [0, m], SUPk, (0,)nq lu| < SUP K. (0.9 |u| < H,ona

sup |u| < H. (A.TT)
Q

Soit (z,y) € Q. Notons i € [0, m] un indice tel que z € K,(0;) (un tel indice existe par choix de sg).

Si y € Kas,(0;), alors par la proposition correspondante (proposition A.2 si i = 0, proposition A.3 si
i>0),onalu(z)—u(y)| < Hlz—yl" < H|lz—y|" *lz — y|"; or, d étant un majorant du diametre
de Q,onal|z—y| <det ki —k >0, donc |z —y|"* < d* % On a donc, pour tout y € Ka5,(0;),
lu(z) — u(y)| < Hd" ="z —y|".
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Si ce n’est pas le cas, on a dist(y, R¥\O;) < 1/(2s0), done, par 1-lipschitziannité de la fonction distance,

1 1 1
—y| > dist(z, RN\ O;) — dist(y, R"N\O;) > — — — = —;
|z — y| > dist(z, R\ O;) ist(y, RV\O;) > w0 Te = 25

on déduit alors de (A.77) que |u(z) —u(y)| < 2H < 2H(1/2s0) " |z — y|*.
En posant donc C' = sup(sup;¢[g,n) (Hd"™"), 2H (250)"), qui ne dépend que de

(QaaAaAAaN*aXaraAapaALaM)a

on a, pour tous (z,y) € Q,
lu(z) — u(y)| < Clz —y|*. (A.78)

Le résultat du théoreme découle alors de (A.77) et (A.78). m



