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Problemes Elliptiques Non Coercitifs
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Chapitre 1

Non Coercive Linear Elliptic Problems

J. Droniou.

Abstract We study here some linear elliptic partial differential equations (with Dirichlet, Fourier or
mixed boundary conditions), to which are added convection terms (first order perturbations) that entail
the loss of the classical coercivity property. We prove existence, uniqueness and regularity results for the
solutions to these problems.

1.1 Introduction

1.1.1 Notations

Let Q be a bounded domain in RN (N > 2) with Lipschitz continuous boundary. We denote by n the
unit normal to 02 outward to Q2 and by ¢ the measure on 9.

x -y denotes the usual euclidean scalar product of two vectors (z,y) € RY; | -| is the associated euclidean
norm.

When E is a measurable subset of RY | |E| denotes the Lebesgue measure of E.

For g € [1,00], ¢' denotes the conjugate exponent of g (that is to say 1/¢+1/q' = 1). The space (L?(Q))N
is endowed with the norm ||F|[|zq(ay~ = || |F|||Le(); B(g, R) denotes the closed ball in (L?(2))V of
center 0 and radius R.

If T is a measurable subset of 89, W?(Q) is the space of all functions in W14(Q) (the usual Sobolev
space) the trace of which is null on T it is endowed with the same norm as W14(Q), that is to say
[[v]lwrae) = [v||Laa) + || [VV] || La(a)- When ¢ = 2, we denote as usual W'? = H.

We take, when N > 3, N, = N and, when N = 2, N, €]2,00].

1.1.2 The Equations

The kinds of equations we will study are

—div(AVU) —div(vll) + U =L  in  Q,

U=Uy on T4, (1.1)
AVU -n+ A+ v-n)U =Us on Ty,

and
—div(ATVV)+v-VV+bV =L in Q,
V=V on T4, (1.2)
ATVY -n+ XV =V on Ty

(where T'y and T'y are measurable subsets of €2, the union of which is 92 and such that o(I'yNTy) = 0).
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20 CHAPITRE 1. NON COERCIVE LINEAR ELLIPTIC PROBLEMS

In fact, we will only study the variational (or weak) formulations of these equations; using functions u
and V the trace on 99 of which are U, and Vg, searching weak solutions of (1.1) or (1.2) comes down to
searching solutions of

u € H%d(ﬂ) ,
/ AVu -V + / uv-Vgo-&-/ buy + Mupdo = (L, ) (@) 1. () (1.3)
Q Q Q Iy d d
Vo € HE (Q)
or
v e H].l‘d(Q) ?
Q Q Q Ty d d

Vo € Hy (Q)
(withu =U —U, v =V —V and L which takes into account £ and (z],uf) or (]7,Vf)).

In order that all the terms in (1.3) and (1.4) be defined, the minimal hypotheses on the datas are, thanks
to the Sobolev injections: A : Q@ — My(R) is a matrix-valued essentially bounded measurable function,

be L™ (), A e LN 1(99) and v € (LN ()N

The classical framework of study for linear elliptic problems is the Lax-Milgram Theorem, which demands
the coercivity of the bilinear form appearing in (1.3) or (1.4), i.e. additional hypotheses on the datas.
The main coercivity hypothesis is on A, to ensure that the principal part of the operator is elliptic (see
Hypothesis (1.9)).

In order that the lower order terms do not to cause the loss of this coercivity, it is usual to add then
hypotheses on v, b, and \. For the pure Dirichlet condition (I'y = @), this can be

—%div(v) +b>c in D'(Q),

with ¢ “small enough” in L% (Q) (in general, c is taken equal to 0) — notice that this condition adds an
hypothesis on the regularity of v (when this inequality is satisfied, div(v) must be a Radon measure on
Q).

In the case of Fourier or mixed boundary conditions, to cleanly express these additional hypotheses, we
need more regularity on v (to give a sense to v - n). Moreover, in these cases, when we want to obtain
regularity results, the minimal regularity on v seemed to be the Lipschitz continuity (because of the many
integrates by parts we have then to do; see [29]).

Asking for the principal part (—div(AVu) or —div(AT Vv)) to be coercive is quite natural when we search
for solutions in H'(f2). One could wonder if the additional hypotheses on the lower order terms div(vu)
(or v - Vu), bu and Au are really necessary; we will see below that we cannot avoid some hypotheses on
the zero-order terms bu and Au. Concerning the first order terms, works have already been done to get
rid of the coercivity hypothesis on the convection term when it is in conservative form.

In [8], the author proves an existence result, and studies some qualitative properties, for entropy solutions
of

{ —div(a(z,u,Vu)) = f —div(F + ®(u))  in  Q, (1.5)

u=20 on oQ,

where div(a(x, u, Vu)) is a Leray-Lions operator in divergence form acting on Wy **(Q) (1-2/N < p < N),
f e LYQ), F e (LP(Q)N and ® is a continuous function from R to RY; due to the lack of growth
properties on ®, it is crucial in (1.5) to consider pure homogeneous Dirichlet boundary conditions and a
® not depending on z € €.
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In [43], the authors study the existence and uniqueness of renormalized solutions to

M — div(a(z, Vu) + &(z,u)) = f in Q,
(a(z,Vu) + (z,u)) -n=0 on Ty, (1.6)
u=~0 on Fd7

where \ is a non-negative real number, div(a(z, Vu)) is a Leray-Lions operator in divergence form —
notice the independance of a with respect to u — acting on W1?(Q), f € L*(Q) and ® is a Caratheodory
function with growth properties; the problem is either pure Dirichlet (I'y = @) or mixed (I'y # @ but
U(Fd) > 0).

We prove, in Section 2, existence and uniqueness results for (1.3) and (1.4), with no coercivity hypothesis
on the convection term. These results are not consequences of [8] or [43], because the natural space of
entropy or renormalized solutions is not the usual Sobolev space H!(Q).

In Section 3, we will see that the regularity results we already have in the coercive case, when the right-
hand side L is more regular (see [70] and [29]), are still true with general convections terms. Under
stronger hypotheses (v € (L*(2))" and L € L*>(Q)), the existence and regularity results appear in [30].
We then shortly describe in Section 4 how the regularity results of Section 3 can be transformed in
existence and uniqueness results with measures as datas (as in [70] or [29)]).

1.1.3 The Zero-Order Terms

We cannot, in general, solve Problems (1.3) and (1.4) for any b € L%(Q) and A € LN-~1(6Q). This is
due to the existence of an eigenvalue for the Laplace operator.

Consider pure Dirichlet boundary conditions and take e an eigenvector of —A on H}(Q2), that is to say
e € H}(2)\{0} such that —Ae = le for a [ € R (in fact, we have then [ > 0).

Take now b € R and suppose there exists a solution u € H}(Q) of —Au + bu = e; that is to say, for all

¢ € Hy(Q),
/Vu-ch+/bug0:/eap.
Q Q Q

(l+b)/ﬂue=/962.

Since e # 0, this last equation can not be satisfied for b = —I; thus, there is no solution u € Hg(Q2) of
—Au—lIlu=ce.

The same kind of reasoning can be done in the mixed case, and this shows that we cannot avoid additional
hypotheses on b and A (i.e. we cannot only suppose integrability hypotheses on these datas).

With ¢ = e, we get

In (1.3) we have considered convection terms only in conservative form; in (1.4), we have considered
convection terms only in non-conservative form. A natural question is the following: can we consider, in
the same equation, convection terms both in conservative and non-conservative form? That is to say, can

we solve
—div(AVu) —div(vu) +w-Vu+bu=L in Q,
u=20 on La, (1.7)
AVu-n+(A+v-nu=0 on Ty,

the same way we will solve (1.3) and (1.4) (i.e. without additional hypothesis on the convection terms)?
The answer is no, and is due to the same objection as before. Indeed, take v a regular vector-valued
function; since, for u € Hg(2), we have div(vu) — v - Vu = udiv(v), a solution in H}(Q) of —Au —
div(vu) + v - Vu = L (that is to say Problem (1.7) in the case of pure Dirichlet boundary conditions,
with A = Id, b = 0 and w = v) would be a solution to —Awu — (div(v))u = L; by taking a regular
vector-valued function v such that div(v) = [, the preceding reasoning proves that, in general, this last
problem has no solution.
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Thus, (1.7) is not solvable without additional hypotheses on the first-order terms.
Problems (1.3) and (1.4) seems thus to be the most general problems we can solve, when we add no
structural hypothesis on the first order terms.

1.1.4 Hypotheses
We make the following hypotheses on the datas.

[y and 'y are measurable subsets of 9 such that o(T4NTy) =0 and 00 =Ty UTYy, (1.8)

A: Q- My(R) is a measurable matrix-valued function which satisfies:
Jas > 0 such that A(z)E - & > axlé]? for ae. z €, for all £ € RV, (1.9)
JA4 > 0 such that ||A(z)|| := sup{|A(z)¢|, E€ RN, |(]| =1} < Ay for ae. 7 € Q,

be L%(Q) , b>0a.e. on Q, (1.10)
Ae LN71(69Q), A > 0 g-a.e. on 99, (1.11)
v e (LN()V, (1.12)

L e (HE () (1.13)

(recall that N, = N when N > 3 and that N, €]2,00[ when N = 2).

The non-convection parts of equations (1.3) and (1.4) are supposed to be coercive, that is to say:

dbp > 0, 3E C Q such that b > by on E,
IXo >0, IS C I'y such that A > Ao on S and either (1.14)
o(T'q) >0or [E| >0oro(S) > 0.

The set of variables that give the coercivity of the principal part of the operators in (1.3) or (1.4) is
denoted by B = (Q,a4,T4,bo, E, Ao, S).

Remark 1.1 [t is well-known that, under Hypotheses (1.8)—(1.11) and (1.14), for all q € [1,2], there
exists K(q,B) > 0 such that, for all ¢ € H} (),

K@ Bl @ < as [ V67 + (bo Lo+ [ Wdo) -

By denoting Cs(2, N,) the norm of the Sobolev injection H'(Q) — L™= (Q) (see [1]), we also take
X € [0, R [ (1.15)

Remark 1.2 When x satisfies (1.15), we have, for all w € B(N.,x) and all ¢ € H}. (),

/Ach-ch+/c,ow-V<p+/bg02+ \p? do
Q Q Q r,

v

K2, B)lellzrs @y = 1wl @ llell e, 1Vl 2(0)

)
(K(2,B) = xCs(Q, N)lell7r (o),

with K(2,8) — xCs(Q, Ny) > 0 (this exactly means that the bilinear form (p,¢) — [, AVe-VY+ [, ow-
Vi + [, boy) + fr, Apy do is coercive on Hy (9)).

When v € B(N,,x) with x satisfying (1.15), by the Laz-Milgram Theorem, (1.3) and (1.4) have thus
unique solutions; our aim is to prove that we do not need such an hypothesis on v to have existence and
uniqueness results for these problems.

AV
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Remark 1.3 When v only satisfies (1.12), Problems (1.3) and (1.4) are in general non-coercive not
only in the sense of the Laz-Milgram Theorem (the classical tool for linear elliptic problems) but also in
the sense of the Leray-Lions Theorem (the classical tool for nonlinear elliptic problems). Indeed, consider
the pure Dirichlet boundary conditions with b = X\ = 0 (for the sake of simplicity) and take w a regular
function such that div(w) # 0; we can find u € Hy () such that

/Quw-Vu:%/Qw-V(uz)arEO

(take u € CX(Q)\{0}, the support of which is contained in {x € Q | div(w)(z) < 0} or in {z €
Q| div(w)(z) > 0}); let then
Jo AVu - Vu

s=—=————— qand VvV =sw.
Jouw - Vu

The sequence (up)p>1 = (nu)y>1 € H(Q) satisfies [unl|m2() = 00 as n — oo and
/AVun-Vun-l-/ upVv-Vu, =0 foralln > 1,
Q Q

which means that the operator in (1.3) or (1.4) is not coercive in the sense of Leray-Lions (see [53]).

Remark 1.4 When A satisfies (1.9), AT also satisfies (1.9); thus, in (1.4), we could replace AT by A.
We have written (1.4) with AT so that the duality between (1.8) and (1.4) clearly appears.

1.2 Existence and Uniqueness Results

1.2.1 The main result

Theorem 1.1 Under Hypotheses (1.8)—(1.14), there exists a unique solution u to (1.3) and a unique

solution v to (1.4). Moreover, if r > N and A > 0 are such that v € B(Ny, x)+ B(r,A), with x satisfying

(1.15), and if AL, is an upper bound of ||L||(H% (@) there exists C only depending on (N.,B, x,r,A, AL)
d

such that ||u|| g1 (o) < C and ||v||g1) < C.

Remark 1.5 For allv € (L™+(Q))Y and all n > 0, there exists A > 0 such that v € B(N.,n)+ B(oco, A);
however, this A does not only depend on the norm of v in (LN+(Q))N. On the other hand, if v is in a
compact subset K of (L™*(Q))Y, for example, we can choose A only depending on K and 7.

Remark 1.6 In the pure Dirichlet case (T'y = (), we do not need, in this theorem, the Lipschitz continuity
hypothesis on the boundary of Q2.

Proof of Theorem 1.1

The proof is made in several steps. The main tool to obtain existence and estimates on the solutions of
(1.3) and (1.4) is the Leray-Schauder Topological Degree (see [26]).

The first three steps are devoted to prove an existence result for (1.3). This existence result is then used
in the fourth and fifth steps to prove an a priori estimate on the solution of (1.4) that lead to an existence
result for (1.4). Using the linearity of these equations and a duality argument, we prove, in the last step,
the uniqueness results.

We will simultaneously obtain the existence of solutions to (1.3) and (1.4) and the estimates given in
the theorem; thus, we take from now on r > N, A > 0 and x satisfying (1.15), and we suppose that
v = vg + vy with (vo,vy) € (LN(Q)N x (L"()N, || Vol ||p~-(0) < x and || [v1][|zr@) < A. We will
see that the bound in H!(Q) on the solutions we obtain only depends on (N,, B, x,r, A, Ar).

Step 1: a compact application for (1.3).
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For all w € Ht (), since uv € (L*(Q)) (because of the Sobolev injection H* () — L™= (), there

exists a unique u = F(u) solution to
u € HE (9),
/ AVu-Vo + / bup + | Aupdo = (L, o) mr () ,m: (@) — / uv - Vo, (1.16)

Q Q a a Q
Vo € H} ().

This defines an application F : Hf (Q) — HE (Q).

It is quite easy to see that F is continuous; indeed, if %, — @ in H} () as n — oo, then U,v — @v in

(L2(Q))N so that F(u,) — F(u) in H(Q).

Suppose that (Un)n>1 is a bounded sequence of Hf (). There exists then uw € Hp () such that, up to

Ty

a subsequence, U, — ¥ a.e. on  and is bounded in L™= (Q); applying Lemma 1.1, we get u,v — uv
in (L2(Q))", which implies F (@, ) — F(@) in H'(). F is thus a compact operator.

A fixed point of F is a solution to (1.3). To prove, using the Leray-Schauder Topological Degree, that F
has a fixed point, we have to find R > 0 such that, for all ¢ € [0, 1], there exists no solution of u—tF(u) =
satisfying ||u||g1() = R. This is the aim of steps two and three.
Take t € [0,1] and suppose that u satisfies u = tF(u); we have then

u € H%d (Q),

/ AVu -V +/ bup +/ Aup do = t(L,go)(H%d(Q)),’H%d(Q) - t/ uv -V, (1.17)

Q Q Iy Q
Vo € Hf (Q).

Notice that the equation in (1.17) can also be written as
/ AVu-Vg0+t/ qu-Vg0+/ bu<p+/ Aupdo = t(L,go)(H% (), HL (Q) —t/ uvy - V. (1.18)
Q Q Q Iy d d Q

Step 2: using the ideas of [10], we prove an estimate on In(1 + |ul).

Define, for k > 0, Tk(s) = min(k, max(—s, k)) and rg(s) = T1(s — Tx(s)). Since b > 0 a.e. on 2, A >0
o-a.e. on 0N and sri(s) > 0 for all s € R, and since V(rg(u)) = 1p, Vu, with 1p, the characteristic
function of the set By = {z € Q| k < |u| < k + 1}, we find, by putting ¢ = rx(u) in (1.17),

aA/ IV (ri(u ))|2+b0/ re(u )u+Ao/Srk( wyu do

< /AVu V(rk(u /burk )\urk(u) do
< T ooy, o) + [ R
< Ll @y llre@llan @) + F + DI 20 [HY (re @) ] 22 (9) -

But |rk(s)| <1 so that
()l () = k@)l lz2) + IV TR 2@ < 1M + [V (k)] ] 22(0)-
We obtain thus

an /Q IV (e ()] + bo /E ri () + Ao /S i (w)u do

A

< AL + ALl V()] 2y + (b + DI V][22l Ve (@) 220
A as 1¥11 s
< AL+ 22 BV )] o) + S T @) @) + (k + D 22,
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that is to say

A3 vz
O‘—A|||V(rk(u))|||12(m+bo/ Tk(u)u+)\0/ p(wudo < Ap|QY2 + 2L 4 (k4 1)2—— LB (] 19)
2 E S aA Qs

With k& = 0, since srg(s) = |s| as soon as |s| > 1, (1.19) gives

bo/ 1n(1+|u|)+)\0/1n(1+|u|)da
E S

S b0/|u|+/\o/|u|da
E S

S bo To (u)u —|— )\0 /

ro(u)udo + by / lul + 2o (| do
FO{ul>1} snflul>1)

En{lu[<1} Sn{lul<1}

< AL|QY2 4

Az v
SLog L B IE] + Ao (S)
ay g

A2 2
< AL+ =2+ —(l]Ivol 720y + || V1] [[72(0)) + Bol Bl + Aoo (S)
as oy
e AL L2 - e 1-2 49
< ALQ| +a + Q" Ve x® +|Q A% ) + bolE| + Ao (S) = Ch (1.20)
A A

(recall that v = vo + v1 with || |vo| ||z~ () < x and |||vi]]|zr@) < A), with C) only depending on
(N*,B,X,T’,A,AL)-
Since (By)ken is a partition of Q, and since |u| > k on By, we find, using once again (1.19),

V(L + [u)| 2@ = /Q%

~ i/ VP
2 [, T Tul)?
/w (W)
2
2 oo
A2+ 2L) 3 Z / VP
A k:O 1+k 2
2 2
) iW_(A . QL)+2|||vo|+|v1|||L2<m
A

IN

IN

as 6
2 7 Y 40w 4|01~ 7 A2
ap 6 ol oy
where Cs only depends on (N, B, x,r, A, Ar).
Taking together (1.20) and (1.21) we get, thanks to Remark 1.1,
1
IIn(1 + [u)[[Z2(q) < [1In(1 + [u])|[Fp g < K@.B) (@aCy + CF) = Cs (1.22)

with C3 only depending on (N, B, x,r, A, AL).

Step 3: conclusion for (1.3).
We prove now a H'(Q) estimate on the solution of (1.17).
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Take ¢ = Sy (u) = u — Tk (u) in (1.18). Since Sk(u)u > (Sk(u))?, we have, thanks to Remark 1.2 (notice
that, for all ¢ € [0, 1], tvo € B(N., X)),

(K(2,B) = xCs(Q, NSk ()71 o)

< /AV (Sk(u V(Sk(u +t/Sk u)vo - VSi(u /bSk 24 ", )\(Sk(u))2d0'
< /AVu V(Sk(u ))+t/ﬂuv0 VSk(u /buSk )\uSk(u)da
+t / (S (1) = u)vo - V(Si(w))
Q
< I Se oy ool + [ 19+ [ Ju= Su(wlvollV(Se(u)
<

KL Sew)) oy @] + | [ = SeCal(vol + lva DIV )]+ [ [Su(wllval V(Sk(w).
But |u — Si(u)| < k and V(Si(u)) = 0 outside Ej, = {|u| > k}, so that
(K2, B) = XCs (9, N.) 1k ()] 1
< KL Sk(W) g @y mt @]+ Ell Vol + Vil [[z2(m) [|Sk (W)] [ ()
H vl zr @ 1Sk (W] 2 (Q)Hsk(u)”Hl(Q)
< KL Sk, @y, @ + b (IBlF x4 Bl 52 A) 1Skl o)
FAISK@, 2, o 140730y (1.23)

1-2()

Since 2% < 22, there exists ¢, > -2%; only depending on r and N such that H'(Q) — L% (Q); we have
thus, by denoting C4 the norm of this injection (Cy only depends on (2,7) — a dependence on Q takes
into account a dependence on N) and by noticing that Si(u) = 0 outside Ej,

1Sk, 25, ) < VBRI T 0[Sk () lar (@) < Cal Bel T 5 ||k ()] 111 <,
which gives, in (1.23),
(K(2,B) = XCis (2 No))I Sk ()] 3 0
< L, Sk @yt ]+ (1Bl x+ [Be 37 A) [1Sk() o)
+CoA|Bx| 2 ||Sk ()]s o (1.24)

By the Tchebycheff inequality and (1.22), we have

2 2 1 9 C
Bl = |00 (1 + Jul)* 2 (1 + 0%} < (el + D o) < Gy e

Since L2 — q% > 0, there exists thus ko only depending on (Cs,Cy, A, 7, q-,K(2,B),x,Cs(Q, N,)), i.e
only depending on (N, B, x,r,A,Ar), such that, for all k& > ko, C4A|Ek|%_ﬁ < w.

We deduce then form (1.24) that, for all k > ko,

ISk (W)][ 1 (0

<

2 (l(LaSk(u))(Hlld(Q))’,Hlld(Q)l+ ( 11

k(B2 % x + B2 7A) | (1.25
K2, B) — xC5(% V) T5e@llm) [Bal" e x + | Bl )>( )
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(we have not simplified so far, because this inequality will be useful in the proof of Proposition 1.2).
Taking k = ko, and since Ey, C 2, we get

2
}C(27 B) - XCS(Qa N*)
with C5 only depending on (N, B, x,r, A, Ar).
Take now ¢ = Ty, (u) in (1.17). Since uTk,(u) > (Tr,(v))? and V(Tk,(v)) = 1{juj<k,} Vu, we have, by
Remark 1.1,

[1Sko (W)l Fr1(0) <

(Ar+ko (103 x +1021F7A)) = G (1.26)

K(2,B)||Tko (W)|[Fr1(0) < ALl Tho (W)l (0) + /Q [ul[V[[V (Tko (w))]
< AL||Tko ()| 1 () + Kol [vol + Vil [[z2(@) | Tho (W)l E1() 5
that is to say
A+ ko (10137 % x + Q)=+ 4)
([ Tho ()| 72 02) < X2.B) = Ce

with Cg only depending on (N, B, x,r, A, Ar) (recall that ky only depends on these datas).
Since u = Ty, (u) + Sk, (u), we deduce from this last inegality and (1.26) that

l|ul| g1y < Cs + Cs = Cr,

with C7 only depending on (Ny, B, x,r, A, AL).

Notice that we have just proven the estimate on the solution of (1.3) given in the theorem: if u is a
solution of (1.3), then it is a solution of (1.17) with ¢ = 1 and we have thus ||u||g1 (o) < C7.

Take now R = C7 4+ 1. For all ¢t € [0,1] and all w € H} (Q) solution of u — tF(u) = 0, we have
|||z (@) # R; since F is a compact operator, the Leray Schauder Topological Degree allows us to see
that F has a fixed point, that is to say a solution u of (1.3).

Step 4: a compact application for (1.4).
ON,
Let 7 € Hf_(Q); we have v- VT € LN-+2(Q) C (H'())'; there exists thus a unique solution v = G(7) to

v € Hy (9),

/ATVU'VSO‘F/Q’)USO‘F Avpdo = (L,W)(H%d(n))',ﬂ;d(g) —/ngv-Vﬁ, (1.27)

r; )
Yy € Hy (Q).

This defines an application G : Hj (Q) — H{_(Q). It is quite easy to see that G is continuous; indeed, if
Un — U in H} (Q), then v - VT, = v - V7 in (H'(Q))’, which implies G(v,) — G(¥) in H'(Q).
We will now prove that G is a compact operator. Suppose that (T,)n>1 is bounded in H%d(Q); then
(v - VUp)p>1 is bounded in (H'(2))' so that, using ¢ = G(v,) = vy, in the equation satisfied by vy, we
get

K, B)llvnlli @) < (A + [1v - Vol oy fonl

which implies that (v,),>1 is bounded in H(f2).

2N,
Up to a subsequence, we can thus suppose that (v, ),>1 converges a.e. on {2 and is bounded in L¥=2 ().
Let n > 1, m > 1; substract the equation satisfied by v,, to the equation satisfied by v, and use
© = v, — vy as a test function; by denoting M a bound on (|[Un||g1 (0))n>1, this gives

IA

K(2,B)||vn — vm|[31 0

/ (Wn — V)V - (VT — V)
Q
2M || [vpv — vm V| || L2(0)- (1.28)

AN
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But, since v € (L™+(02))Y and (vn)n>1 is a bounded sequence of L%(Q) which converges a.e. on ,
Lemma 1.1 tells us that (v,Vv),>1 converges in (L*(Q))%, and is thus a Cauchy sequence in this space.
We deduce from (1.28) that (vn)n>1 is a Cauchy sequence in Hf (Q) and converges in this space.

Since G is a compact operator, to prove that it has a fixed point, we just have to find R > 0 such that,
for all ¢ € [0,1], there exists no solution of v — tG(v) = 0 satisfying ||[v|| g1 (@) = R.

Step 5: estimate on the solutions of v — tG(v) = 0.
Let ¢ € [0,1] and suppose that v € Hp () satifies v = tG(v). We have then

v e H} (Q),
/ATVU -V + t/ pv - Vv +/ bup + g do = (tL,cp)(H% (@), HL (Q) (1.29)
Q Q ry d d
Vo € HE (D).
Since, for all t € [0,1], tv € B(N,, x) + B(r,A), there exists, by the result of step 3, Cs only depending
on (N,,B,x,r,A) such that, for all 6 € (Hy (€)' satisfying 01l(zzz () <1, we can find a solution u to
d
u € Hy (), |lul|m1 @) < Cs,
AVu -V + t/ uv - Vo +/ buy +/ Aupdo = <0790)(H%d (@), H} (@) - (1.30)
Q Q Q Ty
Vo € HE ().
By taking ¢ = v in the equation satisfied by u and ¢ = u in the equation satisfied by v, we get
(0 0)mz @y 13 (@) = (tLyu)my @)y a1 @) < ArCs.

Since this inequality is satisfied for all § € (Hf () such that [16l(zz (@) < 1, we deduce that
d
||| 1) £ ALCs.

Notice that this gives the estimate of the theorem; indeed, if v is a solution of (1.4), then it is a solution
of (129) with ¢ =1 so that ||’U||H1(Q) S ALCS-

Take now R = A;Cs + 1. We have juste proven that, for any ¢ € [0, 1], any solution v to v — tG(v) = 0
satisfies ||v||g1(q) < R; thus, by the Leray-Schauder Topological Degree, G has a fixed point, that is to
say a solution of (1.4).

Step 6: uniqueness.

Since (1.3) is a linear problem, it is sufficient to prove that the only solution to (1.3) with L = 0 is the null
function. Let u be a solution to (1.3) with L = 0; let v be a solution of (1.4) with L = sgn(u) € (H} (Q))’
(the existence of a solution to this problem is ensured by step 5); by putting ¢ = v in the equation
satisfied by u and ¢ = u in the equation satisfied by v, we get [, [u| =0, that is to say u = 0.

A similar reasoning gives the uniqueness of the solution to (1.4). m

1.2.2 Existence and uniqueness in a nonlinear case

To prove the existence of a solution to (1.3), we have not really used the linearity with respect to u of the
divergence part div(uv) (indeed, the tool used in the preceding proof — the Leray-Schauder Topological
Degree — is a nonlinear tool). With exactly the same reasoning as in the first three steps of the proof of
Theorem 1.1, we can prove the following result.

Theorem 1.2 Under Hypotheses (1.8)—(1.11), (1.18), (1.14), if ® : @ x R — RY is a Caratheodory
function satisfying

Jg € LN+(Q) such that |®(x,s)| < g(z)(1 + |s|) for a.e. z € Q, for all s € R, (1.31)
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and if Ar, is an upper bound of ||L||(mz (), there ezists a solution to
d

u e HE (9),
/QAVu-VsowL/QﬂP(-,U)-V<p+/gbuso+/rf Aupdo = (L, )3 (@),HL,(9) (1.32)
Vo € H} (Q)
such that ||u||g o) < C, with C only depending(*) on (N, B, g,AL).

Remark 1.7 Since the proof of the existence of a solution to (1.4) strongly used the linearity of the
equation (the a priori estimate on the solution to (1.4) comes from o duality argument), we cannot state,
with this reasoning, an existence result for a nonlinear problem coming from Equation (1.4) (conversely
to what we have done in Theorem 1.2 for Equation (1.8)).

Adding a Lipschitz continuity hypothesis on ®, it is also quite easy to obtain an uniqueness result for
(1.32).

Proposition 1.1 Under the hypotheses of Theorem 1.2, if ® satisfies moreover

30 > 0, 3h € LN+() such that |&(z, s) — d(z,1)| < C (h(a:) + 5% + |t|Nf—2) s — ]
for a.e. z € Q, for all (s,t) € R2,

then the solution to (1.82) is unique.

Proof of Proposition 1.1
Take two solutions u and @ to (1.32) and define

V() = { <I>(LU(?)%—‘I>((Z),H(7E)) when u(z) # ?(m),
= u(x).

0 ) when u(z) (z)

Thanks to the Lipschitz continuity hypothesis on ®, and since (u,u) € H'(Q) C L. (), we have
v € (LM+(Q))N; substracting the equation satisfied by % to the equation satisfied by u, we see that
w = u — U satisfies (1.3) with L = 0. Since the solution to (1.3) is unique, this gives w = 0, that is to say
uU=u.m

Thanks to the existence, uniqueness and estimates results of Theorem 1.1, we could also, as it is classical
in the coercive case, prove existence results for some other non-linear equations built from (1.3) and (1.4).

1.3 Regularity Results
In the coercive case, when the right-hand side satisfies(?)
3p > N such that L € (Wp” (Q)), (1.33)

(and under additional properties on v, b, A and I'y) we already know that the solutions to (1.3) and (1.4)
are Holder continuous (see [70] in the pure Dirichlet case, and [29] for other boundary conditions and
a convection term in conservative form). We will see that this property is still true in the non-coercive
case.

1 As in Theorem 1.1, C does not depend on g only through ||g|| . ~. (), but this dependance could be precised by cutting

g into two parts — one small in LY+ (Q), the other in L"(Q) for a r > N.
2There is a little abuse of notation here. By writing “the right-hand side satisfies (1.33)”, we mean that we solve (1.3)

or (1.4) with L = Z|H11 (q) for a Le (Wll;pl (©2))'; in the following, we make this abuse of notation by confusing L with L.
d

Under Hypothesis (1.42), this is not an abuse since we can then prove that Hlld (Q) is densely imbedded in Wll;pl Q).
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1.3.1 L* bound

In the proof of Theorem 1.1, the role played by the convection term in conservative form div(vu) is quite
different from the role played by the convection term in non conservative form v - Vu (the technique used
to obtain estimates on the solution to (1.3) does not work to obtain estimates on the solution to (1.4)).
As it is shown in [70], when considering regularity results, the difference between (1.3) and (1.4) is even
more stronger; when the convection term is in non conservative form, Hypothesis (1.12) is enough, but
when it is in conservative form, v must be (at least for technical reasons) slightly more integrable than
what is strictly necessary to obtain the existence result.

This is why we will have to consider, when dealing with (1.3), the following hypothesis:

3r > N such that v € (L7(Q))V. (1.34)

When v satisfies this hypothesis, we denote by Ay an upper bound of || |v| ||z~ (q)-

The first regularity results deal with essential bounds on the solutions to (1.3) and (1.4)

Proposition 1.2 Under Hypotheses (1.8)—(1.11), (1.14), (1.83) and (1.34), the solution u to (1.3)
is in L°(Q). Moreover, if AL is an upper bound of ||L||(W1,p/ @)’ there exists C only depending on
Ty

(N, B, 7, Ay, p, AL) such that ||u||p~q) < C.

Remark 1.8 In dimension N = 2, (1.12) implies (1.34) (i.e. there is no additional hypothesis on v
with respect to the hypotheses of Theorem 1.1).

Proposition 1.3 Under Hypotheses (1.8)—(1.12), (1.14) and (1.33), the solution v to (1.4) is in

L> (). Moreover, if r > N and A > 0 are such that v € B(N,,x) + B(r,A), with x satisfying (1.15),

and if Ay, is an upper bound of ||L||(W1,p:(9)),, then there exists C only depending on (N, B, x,r,A,p,AL)
Tq

such that ||v||pe (o) < C.

Proof of Proposition 1.2

The solution u of (1.3) is also a solution of (1.17) with t = 1. Since v € B(N,,0)+ B(r, Ay), the reasoning
in the proof of Theorem 1.1 that has lead to (1.25) can be applied to u with x = 0; there exists thus
ko > 0 only depending on (N, B,r, Av,p, AL) (notice that |Q|%_%AL is an upper bound of ||L||(z1 () )
such that, for all k > ko, ‘

ISk (w)]| <2 (KL’S’“(“))(H%d(ﬂ))',H;d(o)l
(W)la (o) <

+ AVk|E|Z 7 |, 1.35
K@2,5) 156 1B ) (1:53)

with Si(u) = v — Tk (u) = u — min(k, max(u, —k)) and Ep, = {z € Q| |u(z)| > k}.
Since Sy(u) = 0 outside Ej, and p' < 2, we have ||Sk(u)|| w10 (q) < [Exl?" *|[Sk(w)||m1(a), so that

L, Sk(u)) @)y .12, (@] ISe@)lwr o)
[[Sk(w)||m (o) = ISkl (o)

1

< Ap|Ei|777 (1.36)

Let h > k > ko. Since |Sk(u)| > (h—k) on Ej, and thanks to the Sobolev injection W11(Q) — L¥~1 (),
there exists C1 only depending on €2 such that

(h— k)| En| "~ < ||Sk(u)]|

LT-1(Q) < GillSk(W)llwrr(e) < Cl|Ek|%||Sk(U)||H1(Q)- (1.37)

(1.36) and (1.37) used in (1.35) give then, for all h > k > ko,

Cy

1
B < 2CE]® e

i el Ep |5 + kB 17

(ALIBRlF7% + Akl L[ 7) <
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with Cy only depending on (B, Ay, Ar). Since, for g € {r,p}, |Ek|1_% < |Q|inf(1w)_%|Ek|1_i"f(1w>, there
exists thus C3 only depending on (B,r, Ay, p, Ar) such that, for all h > k > ko,

CP(1+k)P
|En| < WIEW
with = 575 > 0 and v = (1 —@) > 1 (recall that r > N and p > N).

For all h > k 2 0, we have then

C (14 ko)? (1 + k)8
(hik)ﬁ |Ek+k0

|Ehtkol < I

(because (1 + k + ko) < (1 + ko)(1 + k)), and Lemma 1.2 (a generalization of a classical lemma by
Stampacchia) applied to F(k) = |Ejtr,| gives thus H only depending on (Cs, ko, 3,7, 2) (notice that
F(0) = |Eg,| < 19]), i.e. on (Ny,B,r,Av,p,AL), such that |[Eg4g,| = 0, that is to say |u| < H + ko a.e.
on () m

Proof of Proposition 1.3

The idea is identical to that of the preceding proof. We write v = vg + vy with v € B(NV,,X) and
vy € B(r, A).

Since vSk(v) > (Sk(v))? and Vv = V(S (v)) a.e. on the set {Sy(v) # 0}, using Sk (v) as a test function
n (1.4), we get

(K(2,B) = xCs(Q, N))|ISk(0)|[31 0
/ ATV -V (Sk(v / Sk(v)vo - Vo + / buSi (v )\vSk(v) do

(L Sk(0)) g @y a3 )| + AllSk(v) |[Sk (v )||H1(Q)- (1.38)

IA

IA

172 (@)

e 2N there exists ¢, > —T2 only depending on r and N such that H!(Q) — L% (Q); by

denotmg C; the norm of this injection (which only depends on r and Q) and Ej, = {z € Q | |v(z)| > k},
we have then

1Sk ()II, < C1| B T~ |18k ()| 1 0 -

2( )

But, since |Q| TEA 1 is an upper bound of ||L||g1 (q)), there exists, by Theorem 1.1, C; only depending
d

on (Ny,B,x,r,A,p,Ar) such that ||v]|g1(q) < Ca, which implies |Ex| < C3/k? for all k > 0. We can

thus find kg > 0 only depending on (N,,B,x,r,A,p,Ar) such that, for all k& > ko, ClA|Ek|%_% <
We have then, thanks to (1.38) and when k > ko,

2 (L Sk(0)) (13 )y, ()]
X
K(2,B) — xCs(Q, N.) [[Sk (V)| 1 (22)

1Sk (V)| 1 (@) <

This inequality is similar to (1.35) (it is even simpler), and we can then conclude as in the proof of
Proposition 1.2. m

1.3.2 Holder continuity

To state the Holder continuity results, we need (at least for technical reasons) stronger integrability
hypotheses on b and A; we replace thus (1.10) and (1.11) by

37 > N such that b € Lg(ﬂ) , A e L™1(00)

and b > 0 a.e. on 2, A > 0 g-a.e. on 9. (1.39)
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We denote by Ay an upper bound of ||b||Lg(Q) and by A an upper bound of ||A|[z7-1(s0)-
We also need an hypothesis on 'y and I'y; these sets must be “well-distributed” on 0Q. We introduce
thus two kinds of mappings of 9Q:

O is an open subset of RV
h:0— B:={z eRN ||z| <1} is a Lipschitz continuous
homeomorphism with a Lipschitz continuous inverse mapping, (1.40)
h(ONQN)=B; :={z € B|zy >0},
h(ONIN) ={x € IB; | zn =0},

O is an open subset of RV,

h: O — B is a Lipschitz continuous homeomorphism
with Lipschitz continuous inverse mapping,
h(OﬁQ) =B, = {$€B|.Z'N >0, zny_1 >0},
hMONTy) ={z € 0By | zn_1 =0},

h(O N Fd) = {.’13 S aB++ | N = 0},

(1.41)

and we suppose that

There exists a finite number of (O;, hi)ic[1,m] such that
00 C U™, 0; and, for all i € [1,m], (O;, h;) is of one of the following types:
(D) 0; NN =0; NTy and (O;, h;) satisfies (1.40) (1.42)
(F) 0;N 00 = 0; NTy and (0, h;) satisfies (1.40)
(DF) (O, h;) satisfies (1.41).

Corollary 1.1 Under Hypotheses (1.8), (1.9), (1.14), (1.33), (1.34), (1.39) and (1.42), the solution u

to (1.8) is Holder continuous on Q. More precisely, if Ar, is an upper bound of ||L||(W1,pf @) there exists
r

k > 0 only depending on (Q,a4,A4,7,7,p) and C only depending on (N.,B,A4,T, [d\b,AA,r, Av,p,AL)

such that u satisfies ||u||co.xq) < C.

Remark 1.9 C%"(Q) denotes the space of k-Holder continuous functions, endowed with its usual norm.

Remark 1.10 Provided that the function g in (1.81) is in L™ (Q) for a r > N, the results of Proposition
1.2 and Corollary 1.1 are also true for any solution of (1.32).

Corollary 1.2 Under Hypotheses (1.8), (1.9), (1.12), (1.14), (1.33), (1.89) and (1.42), the solution v

to (1.4) is Holder continuous on 2. More precisely, if A1, is an upper bound of ||L||(W1,pr(m),, r> N and
r

A >0, there existsm > 0 only depending on (N, Q,a4), k > 0 only depending on (N*,Qd, aa,Aa,T,r, A, D)

and C only depending on (N, B,As,T, Ay, Ax,7, A, p,AL) such that, when v € B(N,,n) + B(r,A), v

satisfies ||v||cox(q) < C.

Proof of Corollaries 1.1 and 1.2

Thanks to Proposition 1.2 (respectively 1.3), the solution u to (1.3) (respectively v to (1.4)) is essentially
bounded on (2, and we have an estimate on its L> norm. Thus, thanks to (1.34) and (1.39) (respectively
(1.39)), the terms ¢ — [, up, ¢ = [uv-Vo, o = [, bup and ¢ — frf Aug do (respectively ¢ — [, bug
and ¢ — frf My do) are in (W;;nf(r’r)l(ﬂ))’ (respectively (Wﬁfl (€2))"), and we have a bound on their
norms in this space.

By putting these terms in the right-hand side, we notice then that u satisfies

u e HE (9),

~ 1.43
/QAVU Vo + /Q up = (L, o) (my (@)y.HL (@) VP € H (), (1.43)
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with L € (Wll;ll ()" for I = inf(F,r,p) > N. The results of [70] (in the pure Dirichlet case) or of [29] (for
other boundary conditions) give then the Holder continuity of u, as well as the estimates on the Holder
space to which u belongs and on its norm in this space.
For v, we get an equation of the kind
v € Hy,(9),
T > 1 (1.44)
/QA Vu-Vp+ /Q pv-Vu = (L,<P)(H%d(9))',H}d(Q) , Vo € Hp, (),

with L € (W;;’I(Q))’ for | = inf(7,p) > N. In the pure Dirichlet case, the results of [70] give then the
Holder continuity of v; for other boundary conditions, a slight modification of the methods in [29](3)
gives the Holder continuity (as well as the estimates) of v. m

1.4 The Duality Method for Non Regular Right Hand Sides

As it is shown in [70], the regularity results of Corollaries 1.1 and 1.2 can be transformed into existence
and uniqueness results for weaker right-hand sides.

We suppose here Hypotheses (1.8), (1.9), (1.12), (1.14), (1.39) and (1.42).

Define T : (Hp (9))" — Hp (Q) such that, for all L € (Hp, (), TL is the unique solution to (1.4).
Thanks to Theorem 1.1, 7 is well defined, linear and continuous.

Let p €]N, oo[. Thanks to Corollary 1.2,

To = 7I(Wé;f' @) ° (W2 Q) = H () nC@)

is well defined, linear and continuous(*). The adjoint operator of 7, is a linear continuous application
T (HY(Q)NC@)) — Wp? () (since 1 < p < 0o, W (Q) is a reflexive space).

Let M(Q) = (C(R2))" (identified, through the Riesz representation theorem, to the space of bounded
measures on ). Since H'(2)NC(Q) is continuously and densely embedded in C(Q2) and in H'(Q), M(Q)
and (H'(Q))’ are continuously embedded in (H'(2) NC(Q))".

Thus, we can talk of M(Q) + (H'(Q))" as a subspace(®) of (H'(Q2) NC(Q))".

Let ¢ € M(Q) + (H'(2))'. By definition, f, = 7,*¢ is the unique solution to

fp € er‘f (Q)’
1,p' =
VL e (WP (), (L,fz»)(w%;”'(m)',wé;’" @ = & T L) (i @ne@y o @ne@ (145)
= (¢ TL) (1 (0)ne @)y, 1 (@)ne @)

Take now ¢ €]N,p[ and f, the solution of (1.45) when p is replaced by ¢. Let L € (Wll;”’ (Q))'; since

Wit () = WP (Q), f, € WP (Q) and Ly o € (W22 ()", so that, by definition of f,,
Tq

(L,fq)(erff (@) WP (@) — <L|er;’ (Q)’fq>(WF1;’ @) W' (@) (& TL) (mrr @yne@)y 1 (@)nc @)

Thus, f, is also a solution to (1.45) and we have then f; = f, for all ¢ €]N, p[.

3Voir Annexe A.

“H(2) N C() is endowed with the norm || - |[1(q) + || - e

5Endowed with the norm ||¢|| = inf{||ull pq @y + 1Ll 1)y » (B, L) € M(Q) x (HY(Q))', u+ L = ¢}, this is a Banach
space, and it is continuously embedded in (H1(Q)NC(Q2))'. In fact, one can show that (H1(Q)NC(Q)) = M(Q) +(H(Q))'.
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The solution to (1.45) belongs thus to Ny« n/( N,I)Wl};q(ﬂ) and is in fact the unique solution to

fe N Wi,
sy (1.46)
e < x5 YL E (W) (L Dwiay wiae) = 6 TL r@yne@y, ar@ne@-

The unique solution to (1.46) is called the duality solution of

—div(AVf) —div(vf) + bf =¢ in Q,
f=0 on [y, (1.47)
AVf-n+A+v-n)f=0 on Iy.

This gives a notion of solution to (1.1) when the right-hand side L is in M () + (H'(£2))’, for which we
have thus existence and uniqueness (as well as estimates, since T, is linear continuous — its norm is that
of 7,, which can be bounded thanks to the results of Theorem 1.1 and Corollary 1.2).

To understand why, by solving (1.46), we can say that, in a way, we have solved (1.47), we refer the
reader to [29]. In particular, it is quite easy to see that, when ¢ € (H'(Q))’, the solution to (1.3) with
L= HL (2) is the solution to (1.46); we can also state integral formulations (one equivalent to (1.46), the
other weaker than (1.46)) satisfied by the solution of (1.46) that makes it easier to see why this solution
is a solution to (1.47).

Under Hypothesis (1.34), one can do the same reasoning using the regularity results on the solution to
(1.3). In this case, we obtain a duality solution to

—div(ATVf)+v -Vf+bf =¢ in Q,
f=0 on Iy, (1.48)
ATV f-n+Af=0 on I'y.

All the results on the duality solutions obtained in [29] do also apply here; in particular, we could state
a stability result similar to the one of Theorem 4.1 in [29)].

Acknowledgement The author whishes to thank Lucio Boccardo for his invaluable help.

1.5 Appendix: Technical Lemmas

Lemma 1.1 Let (p,q,r) € [1,00] such that ¢ < 0o and ;+1 = 7. If g € LU(R) and (fn)n>1 is a bounded
sequence of LP(Q) which converges a.e. on  to f, then fnog — fg in L"(Q).

Remark 1.11 This results is also true when § is replaced by any measured space (X, A, u).

Proof of Lemma 1.1

We have fr,g — fg a.e. on Q. Since r < oo (because ¢ < o0) and € is of finite measure, thanks to
the Vitali Theorem, we just have to prove the r-equi-integrability of (f,g)n>1 to get the convergence in
L"(Q) of this sequence.

Denote by M an upper bound of (||fn||zr())n>1- Let E be a measurable subset of ; by the Holder
inequality, we have

1 fngllzrmy < | falloem)ll9lloemy < MllgllLaE)-

Since ¢ < oo, we have ||g||fs(gy = 0 as |E| — 0; this gives the r-equi-integrability of (fng)n>1 and
concludes the proof of this lemma. m
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Lemma 1.2 Let F : RY — RY be a non-increasing function. If there exist 3 >0, v > 1 and C > 0 such
that

CP(1+ k)P
> ———m— 7 v
Vh>k>0, F(h) < = h)p F(k)
and if
1 7-1
H =exp Z2ﬁcf_(10)nﬁ < +oo,
% @)
then F(H) = 0.

For the proof of this variant of Lemma 4.1, i) in [70], we refer the reader to [29].
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Chapitre 2

Quelques résultats supplémentaires

2.1 Cas non-linéaire

L’outil que nous avons employé pour prouver l’existence d’une solution variationnelle & (1.3), le degré
topologique, est non-linéaire et nous permet donc de traiter, comme nous 1’avons vu dans la sous-section
1.2.2, des termes convectifs non-linéaires. Cependant, nous avons fortement utilisé le fait que la partie
non-convective de (1.3) était linéaire; c’était nécessaire pour pouvoir définir 'application F dans I’étape
1 de la preuve du théoréme 1.1 (il fallait que la solution de (1.16) soit unique).
Il existe des résultats (cf [11]) qui donnent 'unicité de la solution & certains problémes de la forme
{ —div(a(z,u, Vu)) + blu|P2u = L dans Q, 2.1)
u=0 sur 0f, )

ot —div(a(x,u, Vu)) est un opérateur de Leray-Lions agissant sur W1?(Q2). On pourrait donc adapter la
méthode précédente a ces cas-l1a et prouver ainsi des résultats d’existence, dans un cadre “variationnel”,
pour des problémes elliptiques non-linéaires de la forme

{ —div(a(z,u, Vu)) — div(®(z,u)) + blul’ ?u=L  dans Q, (2.2)

u=20 sur Of).

Il faudrait cependant, pour faire ceci, ajouter des hypotheéses sur a qui entrainent I’unicité de la solution
variationnelle de (2.1); la méthode employée précédemment dans le cas linéaire n’est donc pas tres adap-
tée, malgre 'emploi du degré topologique, au cas non-linéaire.

Nous nous proposons ici de voir que des estimations similaires & celles du cas linéaire, associées & une tech-
nique d’approximation (déja employée dans [8]), permettent néanmoins d’obtenir un résultat d’existence
de solution variationnelle dans un cas non-linéaire non-coercitif.

La technique d’approximation que nous allons utiliser a aussi été employée dans [43] pour prouver
l'existence, lorsque L € L'(2), d’une solution renormalisée & (2.2); cependant, que ce soit dans le cadre
des solutions renormalisées de [43] ou dans le cadre des solutions entropiques de [8], on ne cherche des
estimations dans l’espace d’énergie associé & l'opérateur que sur les tronquées des solutions (en partic-
ulier, on n’estime pas u — Ty (u) dans cet espace). Les estimations que nous présentons ici dans le cas
variationnel sont donc originales vis-a-vis des travaux précédents.

2.1.1 Hypotheses

) est un ouvert borné connexe de RV 3 frontiere lipschitzienne; 'y est une partie mesurable de 99 et
I'y = 0O\I'y. o représente la mesure sur 0f).

37
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Soit p €]1,00[. Si p < N, on prend D E]%, NN—_’;[; si p > N, on pose p = +00. Avec un tel choix de

P, WHP(Q) s’injecte compactement dans LP(Q) et W'~ 1/P2(9Q) (I’espace des traces sur 9 de fonctions
dans W1P(Q)) s’injecte compactement dans L™~ P(91).
On note Wllf () Iespace des fonctions de W1P(§) dont la trace est nulle sur T'y.

Nous nous intéressons au probleme
—div(a(z,u, Vu)) — div(®(z,u)) + blu|P 2u =L dans Q,
u=0 sur T'y, (2.3)
a(z,u, Vu) -n+ &(z,u) -n+ AulP?u =U; sur T'y.

Les hypotheses sur la partie dominante de (2.3) sont:

a:QxRxRY - RY est une fonction de Carathéodory, (2.4)
Ja > 0 et © € LY(Q; RY) tels que a(z, s,€) - € > alé|P — O(z) (2.5)
pour presque-tout z € €, pour tout (s,£) € R x RV, )
38>0, he L”(Q) et 6 € [0,p] si p < +oo ou § € [0,400] si p= +o0 tels que (2.6)

la(z,s,€)| < h(z) + B|s|?/?" + B|E|P/?" pour presque-tout = € Q, pour tout (s,£) € R x RY,

(a(a::S:f)_a(w:S:n)) ‘(5—77) >0 (2 7)
pour presque-tout x € €2, pour tout (s,&,17) € R x RV x RN tels que & # 1. :

Les termes de plus bas degré satisfont:

(N-1)p

be L)' (@), re L(5F5) (90). (2.8)

Afin d’obtenir, comme dans le cas linéaire, la coercitivité de la partie non-convective de (2.3), on fait
I’hypothese suivante:

U(Fd) >0,
ou

b > 0 presque partout sur 2, X\ > 0 o-presque partout sur 9% et b#0, (2.9)
ou

A#0.

Sous les hypotheses (2.8) et (2.9), un raisonnement par I’absurde montre que, pour tout ¢ € [1,p], il
existe K > 0 tel que, pour tout u € WI};”(Q), on a

p/a p/q
a/Q |Vul? + (/Q b|u|‘1> + ( g )\|u|‘1da> > K||u||€v1,p(m. (2.10)
;

Remarque 2.1 L’opérateur que nous considérons ici est un peu différent des opérateurs de Leray-Lions
tels qu’on les étudie classiquement. Cependant, il n’est pas dur de voir (par les méthodes usuellement
employées) que, sous les hypothéses (2.4)—(2.9), il existe une solution variationnelle 4 (2.3) lorsque
® =0.

Enfin, la partie convective de (2.3) satisfait:

®:Q xR — RY est une fonction de Carathéodory telle qu'il existe g € L"(Q),
avec T = 1% sip<Netr E]]%,oo[ si p > N, satisfaisant (2.11)
|®(z,8)| < g(z)(1+|s|P~") pour presque-tout x € et pour tout s € R.
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2.1.2 Théoreme d’existence
Théoréme 2.1 Sous les hypothéses (2.4)—(2.9) et (2.11), si L € (WYP(Q))', il existe une solution

u e Wrk(Q),
/ a(z,u,Vu) - Vo +/ ®(z,u)- Vo +/ blul”’2ug0+/ AulP2up do (2.12)
Q Q Q Ty
= (L, o) wrr @)y, wie(a) » Yo € WEP().

Remarque 2.2 Le probléme (2.12) est une formulation faible de (2.3) (avec L qui prend en compte L et
Uys). On remarque aussi que, grice auz injections de Sobolev et auz hypothéses d’intégrabilité des diverses
données, tous les termes de I’équation de (2.12) ont un sens.

Preuve du théoréme 2.1

Comme signalé précédemment, nous allons prouver 'existence d’une solution & (2.12) au moyen d’une
technique d’approximation.

En notant, comme d’habitude, T, (s) = max(—n, min(s,n)) la troncature de niveau n, on pose ®,(z,s) =
®(z,T,,(s)) et ay(z,s,8) = a(z,s,€) + Pn(x,s). a, est clairement une fonction de Carathéodory qui
vérifie (2.7) (car ®,, ne dépend pas de £); on a, pour presque tout = € € et tout (s,£) € R x RV, par
I'inégalité de Young,

an(z,5,€) - § alélf - O(z) — g(z)(1 +nP~)¢|

alel” - O(@) — Cgla) (1+n? 1) = el

vV v

a ~
= Sler -8

ol C ne dépend que de (p,a) et © = O+Cg? (1+nP~1)?" € L(Q) (par hypothdse sur g on a g € L? (Q)).
Enfin, pour presque-tout € Q et tout (s,£) € RV, on a

lan(@, 5,€)| < h(z) + g(@)(1 +nP"1) + Bls|*/? + pleP/v

avec h + g(1 +nP~1) € L (Q).
a, vérifie donc les hypotheses (2.4)—(2.7) et il existe (cf remarque 2.1) une solution(!) &

Un € Wl"l,;p(Q)a
[ ate,unVun) - o+ [ @ Tuwn))- T+ [ Yunl unot [ Nual?Punpds  (213)
Q Q Q r,
= (L, o) wrr())y,wre@) , Yo € WpP(Q).

Nous allons maintenant obtenir, de la méme maniére que dans le cas linéaire, des estimations sur (uy,)n>1.
Dans toute la preuve qui suit, les différentes constantes C; intervenant ne dépendent pas de n.

Etape 1: estimation sur In(1 + |uyg]).
Soit ¢(s) = [, MW' En utilisant ¢(u,) comme fonction test dans (2.13), on a

Vu
a(x,up, Vuy, -7"+/bun P2y 0(un —|—/ Mun|P 2unp(uy,) do
[ a ) g Mol o) + [ Nl

_ Vuy,
< /99(27)(1+|Un|p 1)( Vs + 1Ll wrr )y |10 (un) | [wie @) (2.14)

1+ |up|)?

1En fait, contrairement & ce que nous avons pu laissé penser au début de cette section, le degré topologique (ou le

théoréme de point fixe de Schauder) intervient aussi dans cette preuve: son utilisation est cachée dans ’application du
théoreme d’existence de Leray-Lions.
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Vu, |Vun,|? O(x) Oz
a(x, Up, V) - Tt fun])? > a(l T Tun? Lt Jun)? > a|V(In(1 + |us|)) P — O(=). (2.15)

 étant impaire, croissante et ayant le méme signe que s, on a, lorsque |s| > 1, [s[P~2sp(s) > ¢(1)|s|P~ .
Ainsi, puisque p > 1, la fonction continue s — |s|P~2s¢(s) —In(1 + |s|) tend vers I’infini lorsque |s| — oo.
1l existe donc C; tel que, pour tout s € R, |s|P"2sp(s) > In(1 + |s|) — C1. b et A étant positives, on en
déduit
/ b|un|”*2uncp(un) +/ /\|un|”*2ung0(un) do
> / bln(1 + |un|) + / Aln(1 + |un|) do — Cl“b“Ll(Q) - 01||/\||L1(3Q). (2.16)
Q Ty

Onal+|sP~! <2(1+|s|)?~! pour tout s € R, donc

_ VUn' |Vuﬂ|
:cl—!—unp1|7<2/ 2) =2 < Mgl on VAL + ()| | r iy, (2.17

Enfin, puisque ¢ est bornée et (1 + |u,|)? > 1+ |up|, on a

e (] (a5iem) )

[lo(un)|lwrr@) <
|vu”|p >l/p
< (. —_—
= e (fg @+ [un))?
< Co+ || |IV(In(1 + |un|)] ||Lp(9). (2.18)

En injectant (2.15)—(2.18) dans (2.14) et par l'inégalité de Young, on en déduit

a|||V(1n(1+|un|)|||g,,(m+/ bla(L+ [unl) + [ Aln(L+ unl) do
Q Ty
(0%
< G+ SlVAQ + [ua)l 175 (@)

Ainsi, (|[|[V(In(1 + |un|)|||r@))n>1, (Jo bIn(1 + [un]))n>1 et (frf An(1 + |up|) do)n>1 sont des suites
bornées; par (2.10) (appliqué & ¢ = 1), on en déduit que (In(1 + |uy|))n>1 est bornée dans WH?(Q).

Etape 2: estimation sur Si(u,) = uyn — Tk (uy)-
Soit k > 0. En utilisant Sk (u,) comme fonction test dans (2.13), on a, puisque VSy,(un) = 1{ju,|>5} Viin,
un|P~?unSk(un) > |Sk(un)P et [un| < &+ [Sk(un)l,

o [ 19Su)P + [ Uil + [ ASu(un)ldo
Q Q Ty
< /Qg(iv)(l + |un P~V (Sk (un))| + || Ll (wr.p @y 1Sk (un) | lwre ) + 1101|110
< /Qg(ﬂf)(l + (2k)P7 + 227 Sk (un) P IV (Sk (un)) | + || Ll wre @)y ||k (un) [[wre @) + 11O L1(0)

< 2p_1/Qg(m)|5k(un)|p_1|V(Sk(un))|+ (@ + @B llgll oy + Il wrocery ) 1Sk wn)l o)
+10llz1()-
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Soit € > 0 (que l'on fixera plus tard). On écrit g = g1 + g2 avec g1 € L"(Q) tel que ||g1]|zr() < € et
g2 € L () (une telle écriture est toujours possible). Par les inégalités de Holder et (2.10), on a donc

K|Sk (ua)llyio < 277 Hlguller @l 1Sk (un) P poge) 1Sk (un) [lw1s o)
+227 | g2| | oo o) 1 1Sk (wn) P~ 1o (0 |1 Sk () | [ w0 (2)
+Ca(1+ B[Sk (un)|lwrr ) + [10l1(0)
< 2P I8k (un) 15 2ipmny (g |1k () o () + Cs 1Sk (un) |7 |1k (wn) w00

+Cy(1 + KP71)||Sk (un)|lwrr @) + [1©|L1(0) (2.19)

oll g € [p',00] est tel que £ + 1 =1 (comme r > p/, un tel ¢ existe bien).
T q P

Sip<N,onar=N/(p—1)donc q(p—1) = NN—_’;); sip>N,onar>p/(p—1),doncp<qp—1) <
co. Dans les deux cas, il existe donc, par les injections de Sobolev, Cg tel que |[Sk(un)||raw-1(g) <

Cs||Sk(un)|lw1.» (). De plus, par Holder et Iinjection de Sobolev W'?(Q) — LP(f), et puisque Sy (un) =
0 hors de Ef} = {|un| > k}, il existe C7 tel que

1i_1 1_1
[[Sk (un)l|zr ) < NEE? 77 1Sk(un)llLr@) < CrIER > 7 |[Sk(un)||lwir(a)-

En revenant dans (2.19), on obtient donc

1_1\pP-1
K”Sk(un)“gvl,p(g) < CSEHSk(un)“I{jvl,p(Q) + Cs <|E',?|P F) ||Sk(un)||€vl,p(g)
+Cs(1 + kP H)[|Sk (un) [lwrr o) + 1O L1(0)-

[l In(1+|un DT p(q)

(In(1+k))? )

—

(In(1+|un|))n>1 est bornée dans LP(£2), on peut fixer k£ > 0 tel que, pour tout n > 1, Cs (|E,?|?1=*%) <
K /4. On en déduit alors, pour tout n > 1,

Nous fixons maintenant € = K/(4Cg). Comme, par Tchebycheff, |E}| < et, par étape 1,

K _
5 115k (wn)l[y1.5(0) < Ca(L+ KPSk (wn)llwrr (o) + (10|10
Ainsi, pour ce k, (Sk(un))n>1 est bornée dans WP(Q).

Etape 3: estimation sur u.,.
En mettant, pour le k fixé dans 'étape 2, Ty(u,) comme fonction test dans (2.13), on a, puisque
[un|P2un Tk (un) > |Tk(un)|? et V(Tk(urn)) = 014 ol |u,| > k,

o / V(T (un))? + / WTe(un)l? + | ATi(un)?
Q Q Ty

< IILII(WLP(Q))'IITk(un)Ilww(Q)+/Q|g|(1+k”_1)|V(Tk(un))l+|I9||L1(9)
< (HEllwrr@y + 0+ B gl o @) 1Tk (un) [l @) + 110210 -

Par (2.10), (T%(un))n>1 est donc bornée dans W1?(Q) et on en déduit, grace a I'étape 2, que (up)n>1
est bornée dans W17(Q).

Etape 4: passage a la limite.
Quitte & extraire une suite, on peut donc supposer qu’il existe u € Wllf (Q) tel que u,, — wu faiblement dans
WI};” (Q), fortement dans LP(f2) et presque partout sur . On peut aussi supposer (la trace W1P(Q) —

LP(0Q) étant compacte — car p > 1) que les traces de (u,)n>1 convergent o-presque partout sur 95) vers
la trace de u.
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Nous allons maintenant montrer que, & une sous-suite pres, Vu,, — Vu presque partout sur €2, en utilisant
la méme méthode que dans le cas variationnel coercitif (Leray-Lions).

On considére donc la fonction intégrable positive f,(z) = (a(x, un, Vun) — a(, Un, Vu)) - (Vu, — Vu).
Grace a I’équation satisfaite par u,, on a

/Q o = (Lyun — ) wim gy wie) — /Q B(@, Ty (un)) - (Vi — Var) — /Q blun [P 2t (ur — 1)

—/ Men [P~ 2 (uy, — u) do — / a(z, up, Vu) - (Vu, — Vu). (2.20)
Q Q

Comme u,, — u dans W1P(Q) faible, on a (L, u, — u)(wie @)y, wie) = 0.
Puisque 0 < 8 < P on a, par Holder (avec I’exposant p/6 € [1,00]) et pour tout E C 2 mesurable,

-2
/E funl? < el [% | B3,

Si p < o0, (un)n>1, qui converge dans LP(Q), est p-équi-intégrable et I'inégalité précédente nous montre
9

alors que (Jun|?)n>1 est 1-équi-intégrable; si p = oo, 1 — = = 1et (un)n>1 est bornée dans LP(Q?), donc
la méme inégalité nous montre encore que (|u,|?),>1 est 1-équi-intégrable. Ainsi, dans les deux cas,
([un)?/?" ) p>1 est p'-équi-intégrable et, par (2.6), (a(z, un, Vt))n>1 est p'-équi-intégrable. Cette suite de
fonctions convergeant presque partout vers a(x,u, Vu), on en déduit que a(z,u,, Vu) = a(z,u, Vu) dans
(LP' (Q))N et, puisque u,, — u faiblement dans W1?(Q), que Joa(z,un, Vu) - (Vu, — Vu) = 0.

(un)n>1 étant bornée dans W1P(Q), elle est aussi bornée dans LP(Q); (|un|? 2un(un — u))p>1 est donc
une suite bornée dans LP/?(Q) qui converge presque partout sur € vers 0. Puisque b € L®/?)"(Q), avec
(p/p)’ < 00, le lemme 1.1 nous dit que b|u,|P~2upn(un —u) = 0 dans L' ().

De méme, les traces de (un)n>1 sont bornées dans LN -VP/N(9Q) donc ((JunlP 2un(un — u))jp0)n>1
est une suite bornée dans L(N-DP/Nr(5Q) qui converge o-presque partout sur dQ vers 0. Puisque
X € LN-12/N)" (50) avec (N —1)p/Np)' < o0, le lemme 1.1 (associé & la remarque 1.11) nous dit que
Aun [P~ 2un (uy — u) = 0 dans L'(0Q).

Il reste & voir la convergence du terme [, ®(z,Tn(un)) - (Vun — Vu). La suite (14 |un|P~!)p>1 converge
presque partout sur € et est bornée dans L(Q) avec ¢ = (N_g% sip< Netqg<oosip>N(?).
g étant dans L"(Q2), le lemme 1.1 nous dit que (g(1 + |u,|P~))n>1 converge dans L!(Q) avec I € [1, o0]
tel que %Jf—% =1. Sip<N,onal=p;sip>N, puisque r > p', on peut trouver ¢ < oo tel que
I = p'. Dans les deux cas, on constate donc que (g(1 + |up|P~"))n>1 converge dans L¥' () et est donc
p-équi-intégrable sur Q. Comme |®(z,T,(u,))| < g(1 + |u,|P™!), on en déduit que (®(z, Tn(un)))n>1
est aussi p'-équi-intégrable sur ; cette suite de fonction convergeant presque partout sur 2 vers ®(z, u),
on a donc &(z, T, (u,)) = ®(x,u) dans (L?' (Q))N. Puisque u, —  faiblement dans W17 (Q), cela nous
donne donc [, ®(2, Tr(un)) - (Vup, — Vu) = 0.

En rassemblant toutes ces convergences dans (2.20), on en déduit que fQ fn — 0, soit, puisque f, > 0,
que f, — 0 dans L*(f) et, quitte & extraire une suite, presque partout sur 2.

L’argument classique de [53] nous permet alors de voir que Vu, — Vu presque partout sur Q. En
effet, en prenant z € Q tel que a(z,-,-) est continue sur R x RV, ©(z) < oo, h(z) < oo, Vu(z) € RY,
fn(z) = 0, up(z) = u(z) et (2.5)-(2.7) soient valides, soit (Vu,(z)),>1 est non bornée dans RY, soit
(Vn (2))n>1 est bornée dans RV . Dans le premier cas, cela signifie qu’on peut extraire une suite, encore
notée (Vuy,())n>1, dont la norme tend vers l'infini; mais alors, par (2.5) et (2.6), on a

fa@) > a|Vun (@)’ = 6(z) = h(2)|Vu(z)| - Blun(@) " |Vu()| = B|Vun (@) |Vu(a)|
—la(z, un(2), Vu(2))[([Vun (2)| + [Vu(z)]) = oo

2En fait, elle est aussi bornée dans L>°(Q) si p > N.
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(puisque p > p/p’ et p > 1), ce qui est une contradiction et montre que (Vun(x))n>1 est forcément bornée
dans RV . Quitte & extraire une suite, encore notée (Vu,(z))n>1, on peut donc supposer que Vu,(z) — £
dans RY; on a alors

fn(z) = 0= (a(z,u(z),§) — a(z, u(z), Vu(z))) - (§ — Vu(z))

ce qui, par (2.7), implique £ = Vu(z); la seule limite des suites extraites de (Vup(z))n>1 étant Vu(z),
cela prouve bien que la suite bornée (Vu,(z)),>1 converge vers Vu(x).

On a donc trouvé une fonction u € WS;’J () telle que u,, — u faiblement dans W?(f2), presque partout
sur ), Vu, — Vu presque partout sur Q et u,so — u|so o-presque partout sur 0f).

Comme (uy,),>1 est bornée dans W?(Q), (a(z, un, V) n>1 est bornée dans (L ()N et converge donc,
& une sous-suite pres, faiblement dans cet espace; mais a(x, u,, Vu,) = a(z,u, Vu) presque partout sur
Q) donc, par le théoreme de compacité LP — L9, a(z, u,, Vu,) — a(z,u, Vu) fortement dans (LI(Q))V
deés que ¢ < p'. La limite faible dans (L*' (Q))N de (a(z,upn, Vun))n>1 est donc a(zx,u, Vu). Ainsi, pour
tout ¢ € W1P(Q),

/a(x,un,Vun) -V — / a(z,u, Vu) - V. (2.21)
Q Q

[tn|P~2uy, — |u[P~2u presque partout sur Q en étant bornée dans LP/(P=1)(Q) donc, par le lemme 1.1,
blun|P~2u, — blu|P~2u dans LP (Q); ainsi, pour tout ¢ € WHP(Q),

/b|un|p_2uncp—>/b|u|p_2u<p. (2.22)
Q Q

[tn|P~2u, — |uP~2u o-presque partout sur Q en étant bornée dans L(N-DP/(N(=1))(5Q) donc, par
le lemme 1.1 et la remarque 1.11, A|u,|P 2u, — AulP~2u dans LIV-DP/N)'(9Q); ainsi, pour tout ¢ €
whe(Q),

)\|un|”_2uncpda—>/ NuP~2uyp do. (2.23)
r; r;

On a déja vu que ®(z, Ty (un)) = ®(z,u) dans (LP' (Q))Y, donc, pour tout ¢ € WP(1),

/ ®(z, Ty (uy)) - Vo — / ®(z,u) - V. (2.24)
Q Q

(2.21)—(2.24) permettent donc de passer a la limite dans ’équation satisfaite par u,, et de constater que
u est bien une solution de (2.12). m

2.1.3 Théoréme d’unicité

Le résultat d’unicité de [11], qui n’utilise pas ’hypothese de coercitivité de ’opérateur, peut s’appliquer
directement dans le cas non-coercitif étudié ici, lorsque 'on considére des conditions au bord de type
Dirichlet; I’adaptation aux conditions au bord mixtes est assez triviale, mais traiter les conditions au
bord de type Fourier demande une petite astuce (?).

Dans la preuve qui suit, la nouveauté par rapport & [11] réside donc essentiellement dans ’étape 1.

Théoréme 2.2 Sous les hypothéses (2.4)—(2.9), (2.11) et les deux suivantes:
36 >0, HeLF'(Q) eteg > 0 tels que

0(z,5,6) + B(z,5) — ala, 1,€) — Bz, )] < 3]s — HI(H (@) + |67~ + s}/ + [P /7)) (2.25)
pour presque-tout T € ), pour tout (s,t,£) € R x R x RV satisfaisant |s —t| < &g

3A savoir: prouver que, si u et v sont des solutions de (2.12), alors u = v presque partout sur {x € Q | b(z) > 0} et
o-presque partout sur {z € Q| A(z) > 0}.
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(ot p* € [1,00[ est un exposant tel que WP(Q) s’injecte dans LP" (Q) — i.e. p* € [1, NN—_’;] sip< N et
prel,00f sip>N),

1<p<2et3Iy >0 tel que (a(z,5,8) —alx,s,m)) - (£ —n) > v(E[P7> + [nP~?)|€ =0l
pour presque-tout x € Q, pour tout (s,£,m) € R x RV x RV
ou
b > 0 presque partout sur 2,

(2.26)

la solution de (2.12) est unique.

Preuve du théoréme 2.2
Supposons qu’il existe deux solutions u et v & (2.12). En faisant la différence des équations satisfaites
par u et v et en utilisant la fonction test ¢ = T:(w), ol w =u —v et 0 < € < &g, on a, par (2.25),

/ (ale,u, Vi) — a(z,u, Vv)) - V(T: (w)) (2.27)
Q

+/ b(|ulP2u — |v|P~20) T, (w) + A|u|P?u — [v]P20) T (w) do (2.28)
Q Ly

- / (ale, v, Vo) + B(z, ) — alz, u, Vo) — &(z, u)) - V(T (w))
Q

IA

5/ (| (B + [VolP=2 + [uf?" /7 + o] /7)) [Vl (2.29)
A

ou A. = {0 < |w| < €}. On commence par traiter les termes de plus bas degré (2.28) puis on sépare les
casp>2etp <2

Etape 1: termes (2.28).
On remarque que le terme (2.27) est positif, que 7. (w) a le méme signe que |u[P~2u — |[v|P~2v et que

[Te(w)| 2 elp,.,  |T:(w) el > €lc. ,
ol B, ={x € Q||w(x)| >e}et Cc ={z € 0| |w(z)| >c}
Ainsi, par positivité de b et A, (2.29) donne

5/ b|ulP~u — |v[P~v| 15, +6/ MulP~?u — [|P~?v| 1¢, do < 5/ 1) (2.30)
Q Ff As

ot ¢ = 8(H + |VolP~1 + [ul?" /7 + [v|p" /) |Vw| € LY(Q) (car (H,|Vo[P~ 1, |ul?™/7, |[v|P"/?") € LV (Q) et
|Vw| € LP(Q2)). Par convergence dominée, puisque 14, — 0 sur £, on a fAE ¢ — 0 lorsque € — 0. En
divisant par e dans (2.30), le lemme de Fatou donne, puisque 1p, = 1{zcQ | w(z)20} Sur Q et 1o, —
1{2€89 | w(z)z0} sur O lorsque € — 0,

/ bllufP~2u — o]0 =0 et / M JulP~2u — [o]P~20| do = 0,
{zeQ | w(z)#0} {z€dQ | w(z)#0}

On en déduit donc que u = v presque partout sur {z € Q| b(xz) > 0} et que u = v o-presque partout sur
{z € 0Q | A(z) > 0}.

Etape 2: si p > 2.
On a alors, & un ensemble de mesure nulle pres, par (2.26), {z € Q | b(z) > 0} = Q, donc v = v presque
partout sur € par I’étape précédente.

Etape 3: si1 <p<2.
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Par (2.26) et (2.29), puisque les termes (2.28) sont positifs, on a
3 [Vl 4 [T V@ @)DP <6 [ ol -+ [Top 4 a4 o /)| Va.
Q Ae

Mais, par Young, si ¢ = u ou v,

S|lwlH|Vw| < %|Vu|”_2|Vw|2+C|w|2H2|Vu|2_p,
S| |VolP~ | Vw| = 8lw| [Vo||Vo| 57! V| < %IVUI”‘QIVW+Clwl2|Vv|”,
Sl [l /7 |Vl < L[VulP=2|Vul? + Clulp /7 |Vu?,

de sorte que
2 [ (9up= + [FopAIV T )P
Q
< c/ w2 (2 [Vul>? + |Vol? + ([u?" /7 + [o]2P" /7' )|Vu[2P) 352/ o (2.31)
A, A,

ol Py = C((H? + [u|?®" /7" + |v]|2"/7")|Vu|>P + |Vo|P). Mais H? + |u|?"/? + |v|?*"/?" € LF'/2(Q) (on a
bien p' > 2 puisque p < 2), |Vu|?>? € LP/C=P)(Q) (p/(2 —p) € [1,00] car 2p > 2) et 1% + 2%” =1, donc
Y € LY(9).

Par Cauchy-Schwarz, on déduit de (2.31) que

/le(Ts(w))l < Co (52 /A ¢1>1/2 (/A %)1/2

ott Yo = (|Vu|P~2 + |Vo[P=2)~1. Or, pour tous réels (z,y) positifs, on a (z +y)~' < 27! +y~!, donc
o < |Vul> P+ |Vo|?2~P € L1(Q) (car 0 < 2—p < p). Ainsi, puisque 14, — 0 sur €, on a, pour i € {1,2},
J4, i = 0lorsque e — 0.

On obtient finalement

[ 9@ < eute) (2.32)
ot w(e) = 0 lorsque € — 0.

Comme u et v sont dans WFI;”(Q) et u — v = 0 o-presque partout sur 9Q 13 ot A > 0 (cf étape 1), en
notant To =TqU{z € 0N | A(z) >0},onaw=u—v € ert’]p(ﬂ), donc T.(w) € WIEOI(Q) On sait aussi,
toujours par l’étape 1, que w = u — v = 0 presque partout sur {2 14 ou b > 0.
Par (2.9), on a soit o(I'y) > 0, soit o({z € 9N | A(z) > 0}) > 0, soit [{z € Q| b(z) > 0}| > 0. Dans
n’importe lequel des deux premiers cas, o(T'g) > 0 et I'inégalité de Poincaré nous donne donc C' tel que,
pour tout ¢ € WEBI(Q),

lellzr@) < CI[IVel [L1(0)- (2.33)

Dans le deuxiéme cas, puisque E = {z € Q| b(z) > 0} est de mesure non-nulle, il est assez aisé de voir
par I'absurde qu’il existe C’ tel que, pour tout ¢ € W11(Q) nulle sur E, on a encore (2.33).

Puisque T: (w) € Wll(’)l (Q) est nulle presque partout sur E, on peut donc lui appliquer (2.33) qui donne,
associé a (2.32),

[ ) < ceue)

Soit & €]0,e9[; si 0 < &€ < 4, on a |Te(w)| > € sur Bs = {z € Q | |w(z)| > §}, donc par I'inégalité
précédente, |Bs| < C'w(e). En faisant ¢ — 0, on en déduit que Bjs est de mesure nulle pour tout
4 €]0,&0], c’est & dire que w = 0 presque partout sur 2. m
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2.2 Contre-exemple a la régularité holdérienne

Considérons le probléeme mixte élémentaire suivant:

—Au=1L dans (2,
u=20 sur Ty, (2'34)
Vu-n=0 sur Ty

Lorsque L est régulier (par exemple dans C°(f2), mais on a vu que l'on a besoin de beaucoup moins
que cela), on a pu prouver la continuité sur © de la solution variationnelle u de (2.34) & condition de
supposer une hypothese de “bonne répartition” de T'y sur 9Q (hypothese (1.42)); cette hypothese est bien
stir inutile lorsque 'on veut prouver la continuité de u a ’intérieur de {2 mais elle est cruciale lorsque ’on
cherche a obtenir la continuité de u jusqu’au bord de (2.

C’est ce que nous nous proposons de voir ici.

2.2.1 Construction d’un I'y singulier

Nous allons exhiber un borélien T'y de dQ pour lequel la solution de (2.34) n’est pas continue sur Q (pour
une tres large classe de seconds membres réguliers L). L’idée est de trouver T'y suffisament “gros” pour
que toute fonction continue nulle sur T'y soit nulle sur 92, mais de sorte qu’il existe des fonctions de
H{.,(Q) qui ne sont pas nulles sur 9 tout entier.

On suppose N = 3 (*) et on prend donc Q ouvert borné de R® & frontiere lipschitzienne.

faay) = (1 - MY-

(67

Pour z € R? et a €]0, 1], on note

fz,a est une fonction de H'(R®) qui prend ses valeurs dans [0,1] et dont le gradient —él B(z’a)ﬁ

vérifie |V fo,o| = 1p(;,4) (B(z,a) désigne la boule euclidienne de centre z et de rayon ). On a donc
11V fa,al [[22gs) = 2=|B(@,0)| = Coa, ot Co = |B(0,1)]; comme || foal[22(gs) < |B(x,@)| = Coa?, on en
déduit

| fo.0llm ®s) < Civ/a, (2.35)

ot C ne dépend ni de = ni de a (rappelons que l'on a pris a < 1). Enfin, on a
[ Vel do <0090 Bz, o) < Caa?, (2:36)
1)

ot Cs ne dépend que de Q (°).

Prenons o, = 5= (¢ €]0,1] sera fixé plus tard) et (x,),>1 une suite dense dans Q2. On pose
- An
Ty = L>Jl (aQnB (:cn . )) .

Notons que 'y est un ouvert dense de 0.
Vu le choix de (an)n>1 et la propriété (2.35), la série des (fz,,a,)n>1 €st absolument convergente dans

HY(R?) et
f= Zfzn,an

n>1

4Le raisonnement qui suit pourrait étre effectué avec n’importe quel N > 3. Il n’est cependant pas clair que le résultat
que nous prouvons dans cette section 2.2 soit vrai en dimension N = 2.

5(C’est une propriété générale: la mesure (N — 1)-dimensionnelle de I’intersection d’un bord d’ouvert lipschitzien de RN
avec un ensemble de diametre de I’ordre de « est un O(a™N—1).
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est donc bien défini dans H'(R®). On a aussi, au sens des traces, f =Y. | fz.,a. dans L?(00).

Pour tout n > 1, comme f;, o, > 1/2 sur 0Q N B(x,, an/2) (cette fonction étant continue, sa trace sur
0N est égale & sa restriction) et f > fr, , sur 0Q (toutes les fonctions (f,,.a,. )m>1 sont positives), on
a f>1/2sur 00N B(zp,a,/2). Ainsi, f > 1/2 sur T'y.

La fonction 1 — 2T} 5(f) € H'(R?) est nulle sur Tq (T} />(f) = 1/2 sur Ty, puisque f > 1/2 sur ['y) et sa
restriction ¢ & Q vérifie donc ¢y € Hf\ (Q). Nous allons maintenant choisir & €]0, 1 pour nous assurer
que [5, o do > 0 (et que donc @ # 0 sur 990).

Puisque la série définissant f converge au sens des traces dans L2(9Q) — L(89Q), on a, par (2.36),

1
2T /5(f)| do < 2/ fdo =2 / fonan do < 20262y —— = Cae®
/an 2Ta/2(F) 80 T; 80 7122:1 (27)?
ot C3 ne dépend pas de €. On prend alors € €]0, 1] tel que Csze? < 0(0€)/2; avec ce choix, on a

[ poio =000~ [ 2Tip(arz 288 5o,
aQ aQ

ce que 'on souhaitait.

Pour résumer, on a donc construit un ouvert dense I'y de 0Q tel qu’il existe o € H%d(ﬂ) vérifiant
S50 podo > 0.

2.2.2 Non-continuité sur 002 de la solution de (2.34)

Nous allons maintenant prouver le résultat suivant.

Théoréme 2.3 Avec le I'y construit dans la sous-section 2.2.1, pour tout L € C° () positive non-nulle,
la solution de (2.34) n’est pas continue sur Q.

En fait, nous allons prouver que la trace de la solution u de (2.34) n’est pas continue sur 02, ce qui
implique en particulier que u n’est pas continue sur ) (mais u est continue sur ).

Preuve du théoréme 2.3

Prenons L € C°(2) positive non nulle et raisonnons par ’absurde: on suppose que la trace de la solution
u € H (Q) de (2.34) est continue sur 9Q; étant nulle o-presque partout sur Iy (car u € Hf (Q)) et Tg
étant un ouvert de 012, cette trace est donc nulle partout sur I'y; puisque I'y est dense dans 02, cette
trace est finalement nulle sur 92 en entier.

Soit 9 la solution variationnelle de

—AYp =0 dans
=0 sur Ty, (2.37)
Vy-n=1 sur Iy,

c’est & dire ¢ € H{ (Q) vérifiant

/Vzﬁ-ch:/ ¢do, Vo € HE ().
Q Ty

En mettant u comme fonction test dans 1’équation satisfaite par 1 et ¥ comme fonction test dans
I’équation satisfaite par u, on trouve, puisque u est nulle sur 912,

/Qsz =/F wdo =0, (2.38)

Nous allons voir, en étudiant v, que c’est impossible.
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On commence par constater que 1 n’est pas constante sur 2. En effet, si ¢ était constante, en prenant
@o € Hf,(Q) (construite dans la sous-section 2.2.1) comme fonction test dans 'équation satisfaite par 1,
on aurait

0=/w-wo=/ odo #0
Q r;

(car frf podo = fag o do puisque g est nulle sur I'y), ce qui est une contradiction.
En utilisant ¢~ comme fonction test dans I’équation satisfaite par 1, on a

- [wwp= [ vdozo,

Q r;

donc V(1p~) = 0 sur Q, c’est a dire ¢/~ constante sur €2 (on prend, pour simplifier, Q2 connexe; dans le cas
contraire, il faut raisonner sur chaque composante connexe de ). Mais 1~ est nulle o-presque partout
sur 'y, qui n’est pas de o-mesure nulle, donc ¥~ est en fait nulle presque partout sur 2: ¥ > 0 presque
partout sur €.

Comme Aty = 0 dans (2, ¢ appartient & C*°(2) et, n’étant pas constante, elle ne peut avoir de minimum
dans Q (cf [56]). Puisque % est positive sur Q, on en déduit que ¢ > 0 sur . Mais on avait choisi
L € C(Q) positive, donc Ly > 0 sur Q et (2.38) nous donne donc Ly = 0 sur Q; ¢ étant strictement
positive sur €2, on en déduit que L = 0 sur 2, ce qui est une contradiction avec notre choix de L. m

En conclusion, une hypothese de “bonne répartition” de I'y (du genre (1.42)) est essentielle & I’extension
du résultat de régularité holdérienne de Stampacchia au cas des conditions aux limites mixtes.

2.3 Différentes formulations pour les solutions par dualité

Nous étudions ici un peu plus précisément les solutions par dualité de (1.47) introduites briévement dans
la section 1.4.
Dans toute cette section, nous supposons donc les hypotheses (1.8), (1.9), (1.12), (1.14), (1.39) et (1.42).

2.3.1 Lien avec le cadre variationnel
Lorsque ¢ € (H(£2))', il existe une unique solution & (1.47) au sens variationnel: c’est la solution de (1.3)
lorsque L = (| HL (Q)5 dont ’existence et 'unicité est assurée par le théoreme 1.1.

d

Pour que la solution de (1.46) soit effectivement une solution, en un certain sens, de (1.47), il est naturel
d’attendre que (1.46) redonne la solution variationnelle de (1.47) lorsque ¢ € (H*(Q2))’. C’est effectivement
le cas.

Pour voir cela, nous allons prouver que la solution variationnelle u € Hlld () de (1.47) est aussi la solution
de (1.46).
On constate tout d’abord que l'on a effectivement u € (1, n/(n_1) Wr?(Q). Prenons ensuite ¢ <

N/(N—-1)et L€ (er;q (€2))'; par définition de u solution de (1.3) avec (|1 () comme second membre,
— d
de T(L g3 () € Hy, () NC(Q), et puisque ¢ € (H'(Q))', on a
d

(GTEm @) @)ne@)y, 7 @ne@)

(GT(Lmy, @) @)y B @)

/QAVU . V(T(L|H%d (Q))) + /Q uv - VT(L|H%d (Q)) + ‘/Q bUT(L|H11d (Q)) + /F )\UT(L‘H%d(Q)) do
7

/QATV(T(L‘HIIH (Q))) -Vu + /Q uv - VT(L|H%d (Q)) + /Q bT(L‘HIl‘d (Q))u + /F )\T(LlHIl‘d (Q))u do
7
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= (Limg, @) W @) 1 ()
= L@y whae)

et u satisfait donc bien 1’équation de (1.46).

2.3.2 Formulation intégrale forte de (1.46)

Il peut étre plus facile de comprendre pourquoi (1.46) résout (1.47) une fois que ’on a transformé (1.46)
en une formulation équivalente faisant intervenir, comme les formulations variationnelles usuelles, des
intégrales. Nous avons cependant besoin, pour faire cela, de quelques préliminaires.

Soit s €]1, 0o[. L’application
{ C () — Wy ()
p— (6 = [y ¥9)

est une injection dense de C¢°(2) dans (WFI;S(Q))’ (la densité vient de la représentation de tout élément de
(WI};S(Q))’ comme somme d’un élément de L* () et de la divergence — en un certain sens — d’un élément

de (L* (Q2))N). Cette injection nous permet de considérer C2°(£2) comme un sous-espace de (Wﬁds(ﬂ))’ (et
cette identification est cohérente avec 'injection naturelle de ces espaces dans D'(Q) lorsque I’y = 99Q).
Définissons © : Hf\ () — (Hp,(Q))" par: pour tout (¢,v) € H} (),

(), W) im0 = [ ATV Vot [ v Vot [bov+ [ Apwdo
Q Q Q r;

Notons deux propriétés de O, qui nous seront utiles par la suite.
i) Pour tout ¢ € HE (Q), O(p)pq) = —div(ATV) + v - Vo + by dans D'(Q),

Remarque 2.3 Dans le cas Dirichlet pur, Ty = 0 et on sait alors que ©(p) € (Hy ()" est entiérement
déterminé par ses valeurs sur D(Q); la propriété i) n'est alors plus uniqguement valable en restriction a
D(Q), mais dans (H ()" en entier.

Preuve des propriétés i) et ii)
La propriété i) étant complétement triviale, nous passons directement & la preuve de ii). Pour tout
L € (H{,(Q))', par définition de 7 on a, lorsque ¢ € Hf (),
C o @y = [ ATVTD-Vo+ [ e vTD+ [ WTDw+ [ ATLdo
s
= (O(TL), ) (@)1 ()

ce qui signifie que L = © o T (L) et prouve la premiere partie de ii).
Soit maintenant ¢ € Hf (). On a, par définition de ©,

¢ € Ht (),

T . 'V'-
/QA Vo V¢+/Q¢ V(p+/@bg0¢+
V¢ € HE ().

: Mo do = (O(0), ) mi (@)1, (@) >
f

Mais I"unique solution & ce probléme (cf théoréme 1.1) est T(O(yp)), donc ¢ = T(O(p)) et la deuxieme
partie de la propriété ii) est prouvée. m
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On peut maintenant établir une formulation intégrale équivalente & (1.46).
Soit p €]N, oo[. Puisque C°(2) est densément injecté dans (WI};” (), (1.45) est équivalent &

fr € WP (),

o (2.39)
VL e C(Q), (L, fp)(W;;p:(Q)),,W;;p/ @ = /Qpr = <C:TL)(Hl(Q)mc(ﬁ))/,Hl(Q)mC(ﬁ).

Mais par le raisonnement ci-dessus, il y a une bijection
Ce(Q) «— {p € Hp, (Q), O(p) € CZ (D)},
qui & L € CX(Q) associe ¢ = TL € H} (Q) (on a bien, alors, O(TL) = L € C(Q)) et qui, &
© € H} (Q) telle que B(p) € C°(Q), associe L = O(yp). Notons aussi que, si ¢ € Hf (Q) vérifie
O(p) € CX(N) C (Wllfl (€2))', alors par le corollaire 1.2, ¢ € H'(Q) NC(Q).
(1.45) est donc équivalent &
fo € WP (9),

- (2.40)
VY € Hp () tel que O(p) € C(Q), /Q®(s0)fp = {9 (11 (@)ne @) H (@)ne(@)

Mais, par le lemme fondamental des distributions, lorsque ’élément ©(y) de (H{ (2))" est dans C°(9),
il est entiérement connu par ses valeurs sur D({2); par la propriété i) de ©, lorsque ©(p) € C(f2), on a
donc O(yp) = —div(ATVy) + v - Vo + by.

Ainsi, (1.45) est équivalent &

fp € WP (@),
Vo € Hp (Q) tel que O(p) € C°(Q), (2.41)

o fo(=div(ATVQ) +v - Vo + bp) = ((,0) (11 (@ync@)y B (@)nc @)

Nous avons vu que la solution de (1.45) est aussi la solution de (1.46) (et, en particulier, appartient &
WFI;Q(Q) pour tout ¢ < N/(N —1)). On en déduit donc une forme équivalente de (1.46):

fe N w9,

q<N/(N-1)
Vo € Hp () tel que O(p) € C2(Q), (2.42)
A F(=div(ATVQ) + v - Vo +bp) = ((, 0) i1 (ayne @)y o @)ne@)-

Cette formulation est en fait une formulation faible usuelle de (1.47) dans laquelle on a fait passer toutes
les dérivées sur les fonctions tests (les termes de bord sont absorbés par la condition “O(p) € C(2)”).

Remarque 2.4 Dans le cas purement Dirichlet, grice & la remarque 2.3, la condition “O(p) € C(R)”
est équivalente & “—div(ATVy) +v -V +bp € C(Q)”.

2.3.3 Formulation intégrale faible de (1.47)

Nous avons vu, dans la partie précédente, qu’on peut obtenir une formulation intégrale équivalente & (1.46)
en faisant passer toutes les dérivées sur les fonctions tests. Mais les formulations variationnelles usuelles
ne font passer qu'une dérivée sur les fonctions tests; on peut donc chercher & obtenir une formulation
faible de (1.47) en ne faisant passer qu’une dérivée sur les fonctions tests et tenter de voir les liens entre
cette formulation et (1.46).
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Soit p €]N,00[ et ¢ € WpP(Q) C C(R). On a, lorsque ¢ < N/(N — 1), Wh4(Q) < LNN_—qQ(Q) et

(N-1) _
W'-1/99(9Q) — L Ni—qq(aﬂ); comme NN—_qq — 5 et % — L=1 lorsque ¢ & 25, et puisque
v e (LN (Q)N, be LE(Q) et A € LT1(00) pour un 7 > N, il existe ¢ < i~ tel que application

L¢:¢€W1*q(ﬂ)—>/QATV<,0-V1/J+/Q¢V-V(,0+/chp¢+ Apyp do

Ty

est bien définie et dans (W?(Q))’. On constate aussi que TL, = ¢, puisque 7L, et ¢ sont deux
solutions du probleme

w € Hf (Q),
AT . .
/Q Vw -V + /Qwv Vw + /Q bwyp + Awp do (2.43)

Ly
= <(Ltp)\H1£d(Q); ¢>(Hlld(Q))’,Hlld ©)» V¢ € Hf (Q)

qui admet une unique solution.
On a donc, si f est la solution de (1.46), <L¢’f)(Wll;(Q))',W1};q(Q) = (G, @) (1 (@)ne@)y 1 @)ne@) - Alnsi,
la solution de (1.46) vérifie

fe N W),
4<N/(N-1)

f

Voe U WpP(Q).
p>N

Cette formulation est la formulation variationnelle naturelle de (1.47) (celle, en particulier, obtenue dans
[10]). Elle n’est cependant pas équivalente & (1.46), car la solution de (2.44) n’est en général pas unique
(voir [65]).

2.4 Théoremes de stabilité pour les solutions par dualité

Nous prouvons ici des théorémes de stabilité pour les solutions par dualité de (1.47) et (1.48).

Pour établir ces résultats, nous utilisons de maniere cruciale le fait que les estimations de continuité que
l'on a sur les solutions de (1.3) et (1.4) sont dans des espaces de Holder, et donnent donc des résultats de
compacité dans C(Q) sur ces solutions; ceci permet de prouver les convergences faibles dans les espaces
er;q(ﬂ) des solutions par dualité de (1.47) et (1.48). La convergence forte des gradients de ces solutions
est prouvée au travers de leur convergence en mesure, pour laquelle nous utilisons une idée introduite
dans [38].

2.4.1 Résultat de stabilité pour la solution de (1.46)

On fait les hypothéses suivantes:

Ym >0, A : Q = My(R) est une fonction mesurable,
Jay > 0 tel que A,,(z)€ - € > a4léf? pour tout m > 0, pour presque tout x €
et pour tout £ € RV, (2.45)
JA 4 > 0 tel que ||An(z)|| < A4 pour tout m > 0 et pour presque tout z € €,
A,, — A, presque partout sur (.

Vm >0, v, € (LN-(Q)N,
Vin — Voo dans (LN (Q)). (2.46)
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Il existe ¥ > N tel que

Ym >0, by, € L%(Q) et b,, > 0 presque partout sur Q,

> 2.47
bm — boo faiblement dans L= () (247)
et B
Vm > 0,\, € L™1(09) et A, > 0 o-presque partout sur 952, (2.48)
Am — Ao faiblement dans L7 1(992). .
Vm >0, (m = fm + Ly avec p, € M(Q), L, € (HY(2))' et (2.49)

Pm = floo dans M(Q) faible-x, L,, — L, fortement dans (H(Q))'.

On notera (oo = floo + Loo € M(Q) + (H1(Q))".
On suppose aussi que les problémes sont uniformément bien posés, c’est & dire

dby > 0, IE C Q tel que, pour tout m > 0, b,, > by sur E,
IXo > 0, IS C I's tel que, pour tout m > 0, A, > Ag sur S (2.50)
et soit o(Ty) > 0, soit |E| > 0, soit ¢(S) > 0.

Théoréme 2.4 Sous les hypothéses (1.8), (2.45)—(2.50) et (1.42), si fum est la solution de (1.46) avec
(A, Vi, by Am, Gn) 6 la place de (A, v, b, )\, C) et foo est la solution de (1.46) avec (Axo, Voo, booy Mooy Coo)
a la place de (A,v,b, )\, (), alors

fm ™25° foo fortement dans Wlldq(Q) pour tout ¢ < 7.

Remarque 2.5 Nous verrons aussi (lemme 2.4) que si dans Uhypothése (2.49) on suppose seulement
“Lin = Lo dans (H'())' faible-+”, alors on a fm — f faiblement dans W *(2) pour tout ¢ < N/(N —
1). Cependant, sous la seule convergence faible-x de (Lmy)m>o0, alors il est faux en général que fr, — f
fortement dans WH1(Q) (c’est déja le cas pour les problémes variationnels).

2.4.2 Lemmes techniques

Les lemmes de cette partie sont relativement simples et classiques.

Lemme 2.1 Sil e (H'(Q))' N M(Q), alors pour tout o € H'(Q) N L>®(Q), on a [{I, 0w (a)),m ()| <
HEl ag el o (-

Preuve du lemme 2.1

Par définition, dire que I € (H'(Q))' N M(9), c’est dire que I est un élément de (H'(2))" qui vérifie: il
existe C' > 0 tel que, pour tout ¢ € H*(Q)NC(Q), [(I, 0) (1)), m1()] < Cll¢ll¢(m); comme HY(Q)NC(Q)
est dense dans C(Q) (C'(Q) est dense dans C(f2)), on peut alors étendre L i (@)ne(m) €n une unique

application de (C(Q))' = M(Q); on identifie alors [ et cette unique extension.

Soit ¢ € H'(22) N L>®°(€2); on note M = ||¢|| 1 (q)- Soit ¢n € C®(Q) telles que ¢, — ¢ dans H'(Q); on
sait alors que Tar(pn) = Tr(p) = ¢ dans H' ().

Comme T (gn) € HHQ)NC(Q), ona (1, Tar (n)) (a2 @y, 1 ()| < U] ey 1T (n)lle@y < MU pagy-
En passant a la limite n — oo, on en déduit le résultat souhaité. m
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Lemme 2.2 Soit A : Q — My(R) mesurable essentiellement bornée et vérifiant, pour presque tout x € 2
et pour tout £ € RNV, A(2)€-£€ > 0. Si (am)m>0 € H(Q) converge faiblement vers a dans H' (), alors

/ AVa-Va <liminf | AVa,, - Va,.
Q

m—o0 Q

Preuve du lemme 2.2
Soit B la forme bilinéaire symétrique définie sur H'(Q) par (AT + A)/2, c’est & dire

Y(w, @) € H (), B(w,w)z/ AT+4

Vw - Vw
Q 2

L’hypothese sur A nous permet de voir que, pour tout w € H (),
B(w,w) = / AVw -Vw > 0.
Q

Ainsi, B étant une forme bilinéaire symétrique positive, on peut appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et obtenir, pour tout m > 0,
B(a,am)? < B(am,an)B(a,a). (2.51)

Puisque a,, — a faiblement dans H'(f), on a
1 1
Bla, an) :/ LT + A)Va - Va,, —)/ AT+ A)Va-Va = / AVa - Va.
Q2 Q2 Q

En prenant la lim inf lorsque m — oo dans (2.51), on obtient donc

2
(/ AVa - Va) < (lim inf/ AVa,, - Vam> / AVa - Va,

ce qui conclut la preuve de ce lemme. =

Lemme 2.3 Si (vy,)m>0 est une suite convergeante dans (LN+(Q))N, alors pour tout n > 0, il eziste
A >0 tel que, pour tout m > 0, v, € B(Ny,n) + B(co, A).

Remarque 2.6 Prouver ce lemme consiste en fait o établir ce que mous avons dit en fin de remarque
1.5.

Preuve du lemme 2.3

On va montrer en fait que, pour tout > 0, il existe n > 1 tel que, pour tout m > 0, || |Tn(vm) —
V|||~ (@) < 1 (o, lorsque X € RV, T, (X)) représente le vecteur (T,(X1),. .., Tn(Xn))); on aura alors,
pour tout m > 0, vy = Vi — Tn(Vin) + Tn(Vin) avec Vi — Tn(Vin) € B(Ny,n) et Tn(Vim) € B(oo,nV/N),
ce qui concluera la preuve.

La démonstration se fait par ’absurde. Supposons donc qu’il existe 5 > 0 tel que, pour tout n > 1, il
existe my, > 0 vérifiant || |Tn(Vim,) — Vi, | [z~ (@) > 0 (Vim)m>0 étant convergeante dans (LY (€))%,
quitte 3 extraire une suite, on peut supposer que v,,,, — v dans (L™ (2))" lorsque n — 0o (soit (mn)n>1
est bornée, auquel cas il existe une suite extraite de (my),>1 qui soit constante, soit (m,),>1 n’est pas
bornée et on peut en extraire une suite qui tend vers I'infini). Puisque 77, est 1-lipschitzienne pour tout
n > 1, on a alors |[ [T (Vim,) — Tn(V)| |23 @) <[V, — V] ||z~. (@) Ainsi,

T (v) =[]~ (@)
2 Ta(Vmn) =V L3 @) = ([Tn(¥) = Ta(Vim )| v @) + [ Vi, = V[~ (@)
> 0 =2|[|Vm, — V||lLv. @ = n >0 lorsque n — oo.

C’est une contradiction, car T,,(v) — v sur Q en étant dominée par |v| € LN+ (1), donc T,,(v) — v dans
(LN())N. =
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2.4.3 Convergence des solutions de (1.4)

Proposition 2.1 Soit ¢ < N/(N —1) et L € (er;q(ﬂ))' Sous les hypothéses (1.8), (2.45), (2.46),
(2.47), (2.48), (2.50) et (1.42), en notant v, la solution de (1.4) avec (Am, Vi, bm,Am) @& la place de
(A,v,b,\) et voo la solution de (1.4) avec (Aoo, Voo, boor Aoo) G la place de (A,v,b,\), on a vy — Vo
fortement dans H*(Q) et dans C(9).

Remarque 2.7 Pour montrer la convergence forte de (vp)m>1 vers v dans H'(Q), on a juste besoin de
L e (Hp,(Q)) et Uhypothése (1.42) est inutile.

Preuve de la proposition 2.1

Comme v,, — Vo fortement dans (LV+(Q))", pour tout > 0, il existe A tel que, pour tout m > 0,
Vm € B(N.,n) + B(oo,A) (lemme 2.3); ainsi, le théoréme 1.1 et le corollaire 1.2 donnent k > 0 et C > 0
tels que, pour tout m > 0, v, € Hf (Q) NCO*(Q) et |[vm||m1(0) + |[vm]|cox @) < C.

Etape 1: on montre que v, = Vo, faiblement dans H'().

(Um)m>o est une suite bornée de Hf () et converge donc, quitte & extraire une suite, vers w faiblement
dans Hf () et fortement dans L*(Q) pour tout s < 2N/(N —2) (pour tout s < oo si N = 2); de plus, la
trace de v, converge fortement dans L*(99) vers la trace de w, pour tout s < 2(N —1)/(N — 2) (pour
tout s < oo si N = 2). Pour tout ¢ € H}\ (), on a alors

o A,V — AV fortement dans (L%(Q))N et Vv,, — Vw faiblement dans (L?(2))¥", donc

/A%va-Vgo—)/Ang-V(p,
Q Q

® V,, = Vo fortement dans (LV+(Q))V, ¢ € L= (Q) et Vv, — Vw faiblement dans L?(f2), donc
puisque - + 52 + 1 =1,
/ OV - VU, — / PVeo - VW,
Q Q

e by, — by faiblement dans L3 (Q),p € szz (9) et v,, — w fortement dans L7 () (car 7/ (T-2) <
2N/(N —2)), donc puisque 2 + =2 + T=2 =1

2 27 ’
/bmvmcp_)/boowﬁpa
Q Q

® A\ — Mo faiblement dans L™~1(89Q), ¢ € L= (09) et vy, — w fortement dans L= (09) (car
2(7 —1)/(F = 2) < 2(N = 1)/(N - 2)), donc puisque =15 + 55227 + 5=y = 1,

T—

AmUmp do — AW do.
Ly Ly

En passant donc & la limite m — oo dans ’équation vérifiée par v,,, on constate que w est la solution de
(1.4) avec (Axo, Voo, boo, Aoo) & la place de (A, v, b, A), c’est & dire que w = vo; la seule limite faible dans
H'(Q)) d’une sous-suite de (vm)m>0 étant (par le raisonnement précédent) v, on en déduit que la suite
tout entidre (v, )m>0 converge vers vo, faiblement dans H'(Q), et donc fortement dans L*(f2) pour tout
s < 2N/(N — 2); on obtient aussi la convergence forte dans L*(9€) pour tout s < 2(N —1)/(N —2) des
traces de (Um)m>o0 vers la trace de vo.

Etape 2: on montre que v, — vs, fortement dans H'(Q).
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En soustrayant ’équation satisfaite par vy, de ’équation satisfaite par v,,, on a, pour tout ¢ € H%d (),

/ AT (v — v0o) - Voo + / (AT — AT )V, - Vi + / OV - V(Um — Uoso)

Q Q

/ ©(Vin — Vo) - Vo + / b (Vm — Vo) + / (b — boo) PV —l—/ Am@(Vm — Vo) do
Q Q Q ry
+/ (Am — Aoo)pUso do = 0.

Ty

Soit x €]0, Cf((é:?*) [ Comme il a été signalé au début de la preuve, il existe A > 0 tel que, pour tout

m >0, v,,, € B(N,, x)+ B(oo, A); notons donc v,,, = viD + v avec vl € B(N.,,x) et vi2 e B(oo, A).
L’équation précédente peut s’écrire

/ A?nv(vm - UOO) -V +/ SDV%) : V(Um - 'Uoo) +/ bm‘p(vm - 'Uoo) + )\m(P(Um - Uoo) do
Q Q Q

Ly
= /(Ag — Aﬁ)Vvoo -V —/ govg) -V{vm — o) +/
Q Q

QD(VOO - vm) . VUoo + / (boo - bm)‘pvoo
Q Q

+/ (Moo — Am) Vo do.
Ty

En prenant ¢ = v, — v et en utilisant les propriétés de A, by, Ay €t v( )

remarque 1.2,

, cela donne donc, par la

(K(2,B) = xCs(2 N))l[vm = vesl[Fr1 (o
< H(Am = Aco) Vool [l 2@l IV (vm = voo)| [ £2(0) + Allom — veollL2(@) |V (vm — voo)l |l 22(2)
Hllom = veol || ey N1V = Vool [l (o) [[[VVeo [l22(2)

+

/Q(bm b)Y (om — vw)vm‘ +

/F ()‘m - )‘oo)(vm - 'Uoo)'Uoo do|. (2.52)

Or

o || [(Am—Ax) VUl |[z2(0) = 0 (Am—Ax — 0 presque partout en étant bornée dans L>°(2; My (R)))
et (Um)m>0 est bornée dans H'(Q) donc || |[(Am —Aoo) Voo || L2(@) || [V (Vm Voo )| || 12(2) — 0 lorsque
m — 00,

® ||vm — Veol|L2() — 0 lorsque n — oo (cf étape 1: on a 2 < 2N/(N — 2)) et (v;m)m>o0 est bornée
dans H'(Q) donc Al[vm — veo||L2() || |V (Um — Voo )| | 12(0) — O lorsque m — oo,

® (Um)m>0 est bornée dans L™= (Q) (elle est bornée dans H'(2)) et || |V — Vool |7 (@) = 0, donc
Iom — veoll g 1% — Vool 1. | Vel 1123 — O Torsque m 5 oo,

2 (@)

® by —boo — 0 faiblement dans L3 (), v — oo — 0 fortement dans L7 (Q) (cf étape 1: 27/(F—2) <
2N/(N —2)) et vs € L7 (), donc Jo(bm — boo) (Um — Voo ) Voo — 0 lorsque m — oo,

® M\ — A — 0 faiblement dans L™1(0Q), v,, — voo —> 0 fortement dans L = (69) (cf étape 1: on a
2F—1)/(F—2) < 2(N—=1)/(N —2)) et v EL (80 ), donc fr —Aoo) (Vm — Voo ) Voo do — 0
lorsque m — oo.
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Le terme de droite de (2.52) tend donc vers 0 lorsque m — 0o, ce qui prouve que v, — v, dans H ().

Etape 3: on montre que v,, — Vo dans C(f). _
(Um)m>0 est bornée dans C%*(f), et donc relativement compacte dans C(f); mais, la convergence dans

C(Q) entrainant la convergence dans L*(f), et puisque vy, — Voo dans L?(f), la seule limite possible
dans C(€2) des suites extraites de (Um)m>0 est Vso. On a donc bien vy, = Vs dans C(2). m

2.4.4 Preuve du théoréme de stabilité

Lemme 2.4 Sous les hypothéses (1.8), (2.45), (2.46), (2.47), (2-48), (2.50) et (1.42), si (ftm)m>0 €
M() converge vers po, dans M(Q) faible-x et (Ly,)m>0 € (H' ()" converge vers Lo, dans (H'())'
faible-x, en notant f., la solution de (1.46) avec (Am,Vim,bm, Am, m + L) @ la place de (A,v,b, X, ()
et foo la solution de (1.46) avec (Axo, Voo, boos Mooy fhoo + Loo) 6 la place de (A,v,b,\, (), on a fr, = foo

faiblement dans WFI;Q(Q) pour tout ¢ < N/(N — 1) et fortement dans L1(Q) pour tout g < N/(N —2).

Preuve du lemme 2.4

Soit, pour m € N U {oo}, ﬂ(m) l’application qui, & L € (Wﬁ;q(ﬂ))’, associe la solution ﬁ(m) (L) €
HE () NC(Q) de (1.4) avec (Am, Vi, bmy Am) & la place de (4,v,b, ).

Soit ¢ < N/(N —1) et L € (Wll;q(ﬂ))’; par définition, pour m € NU {oo}, fm = (Ta™)*(Cm) avec
Gm = pm + Lm, donc

<La fm - foo)(Wr{;q (Q))I7Wr1‘;q Q)

= {(m; 7:1(m)(L))(Hl(Q)nC(ﬁ))’,Hl(Q)nC(ﬁ) — {Coos 7:1(00)(L)>(H1(Q)nC(ﬁ))’,Hl(Q)ﬁC(ﬁ)
= (Nmaﬁ(m) (L))(c(ﬁ))',c(ﬁ) - (Nooafl(oo) (L))(c(ﬁ))/,c(ﬁ) (2.53)
+(Lm, TD)) @)y () = (oo T (L)) (a1 )y 11 () (2.54)

Or, par la proposition 2.1, TI™(L) = T°N(L) dans HY(Q) et dans C(Q); donc, puisque g, — p dans
M(Q) faible-x et L,, — L dans (H'(Q))' faible-, les termes (2.53) et (2.54) tendent vers 0 lorsque
m — 00.

On a donc bien f,, = fo faiblement dans WIE;" () et, la convergence faible dans W1-4(Q) impliquant la
convergence forte dans L" () pour tout r < Nq/(N — q), cela conclut la preuve de ce lemme. m

Lemme 2.5 Sous les hypothéses (1.8), (1.9), (1.12), (1.14), (1.89) et (1.42), si { = u+L avec u € M(Q)
et L € (H'(2))', f estla solution de (1.46) et M vérifie ||v|[(Ly. o))~ +|l| paey I L (a1 (2 < M, alors
il eziste C' ne dépendant que de (N, B, M) tel que, pour tout k € Rt , Ty.(f) € HE (Q) et ||Ti(f)| a1 () <
C(k+1).

Preuve du lemme 2.5 _ _

Soit (p;)j>1 € (H())' N M(Q) tel que p; — p dans M(Q) faible-x et, pour tout j > 1, il ey <
[l ps)- Notons fU) 1a solution de (1.46) avec pu; + L € (H*(Q))' & la place de ¢; on sait que f) est
en fait la solution de (1.3) avec p; + L a la place de L (cf 2.3.1).

Ainsi, T (f9)) € H{ () et, en utilisant cette fonction dans I’équation satisfaite par f () on a

[ AV@G) V@) + [ 100 I @O + [ O + [ AOT(sD) do
Q Q Q

Ty

= (uj + L, Te(fO)) (a1 )y 111 (92) -

Mais fOT,(f0)) > (Te(f (j)))2 et, bet A étant positives et supérieures, respectivement, & by sur E et &
Xosur S, on a [o bf DTh(fD) > bo [(Tr(fP))? et Jr, MODTL(fD)do > Ao [4(Tr(f9))? do; de plus,
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[fD| < k13 ot V(Ti(f9))) # 0 donc on obtient, au vu du lemme 2.1,
aall FTe(F) |y + bo /E (T(FD)? + Ao / (TH(f9))?
< Kl 2l V@) 20y + Fllalyey + Il an @y 1T )
g U Ve ey + SEENT D ) + Ml
IC(2 B)

<

+ S+

1 .
K2, By Ml @ T (£ s -

Par la remarque 1.1, on a finalement

K(2,B) k2
2

- NP
||Tk(f(3))||H1(Q) < m|ﬂ| s M=+ kM +

1 K(2,B)
M? < =22
K(2,B) - 2

ot C ne dépend que de (N,,B,M). On a donc prouvé que (T (f?));>1 est bornée dans H} () par

C(k + 1). Mais, par le lemme 2.4 (en fait une version simplifiée de ce lemme) f) — f fortement dans

L'(9), donc la suite (T (f\));>1 bornée par C(k +1) dans H} ,(Q) converge faiblement dans cet espace
vers Ty (f) et on a bien T, (f) € H},(Q) avec || T (f)||a1@) < C(k+1). m

C*(k+1)?

Lemme 2.6 Sous les hypothéses (1.8), (1.9), (1.12), (1.14), (1.89) et (1.42), si { = u+L avec u € M(Q)
et L € (H(Q))', f est la solution de (1.46) et M vérifie

el sy + 11015 gy [z (a0) + [ 1]
Lz ()

)

o +IIfl = =L o) =
alors, pour tout k € RY, tout § €]0,1[ et tout ¢ € Hf (),

/Q AV(T5 (T (F) = T($))) - V(Ts T (F) = To(¥)))
< (@M? + M)§ + (L, T5(Tea (f) — Te(4)))car @)y, 12 (9)

/AV T (¥)) - V(Ts(Th1 (f) = T (¥))) —/QTk+1(f)V-V(T5(Tk+1(f) - Ti(¥)))-

Preuve du lemme 2.6

Soit (pj);>1 € (HY(2))' N M(9) telle que p; — p dans M(Q) faible-* et, pour tout j > 1, ||pj||M(§) <
TIPS

Soit f() la solution de (1.46) avec p; + L & la place de ¢ (f) est aussi la solution de (1.3) avec p; + L
3 la place de L); f(J) converge fortement vers f dans L'(Q) (lemme 2.4) et les suites (Tji1(f%)));j>1
et (Ts5(Tp41(f9)) = Ti(1)))j>1 sont bornées dans H'(Q) (lemme 2.5), donc Tji1(f9)) — Thy1(f) et
Ts5(Tir1(fD) = T () = Ts(Tes1(f) — Te(¢)) faiblement dans H'(Q). Quitte & extraire une suite, on
peut aussi supposer que f) — f presque partout sur .

En utilisant T5(Tj11 (f9)) — Tx (v)) € H ,(Q) comme fonction test dans le probleme variationnel satisfait
par f), on a

/Q AV O N (Ts (Thar (fD) = Ti(4)))
- - / FOV V(T (T (f9) — Tu(0))) - / bf DTy (Tiyr (f9) = Te(w))
— [ AMODT5(Thoyr (f9) — T (@) do + (g, Ts(Tior1 (f9) — T () )y 11 )

Ly
+(L, Ts (Tt (D) = Ti())) (a1 )y 1 (92) -
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Lorsque V(T5(Th1(f9) = Tu(¥))) # 0, on a |Tiy1 (f9) = Te(4)| < 6 < 1, done [Trya (f9)| < k +1,
c’est a dire fU) = Ty 1(f9); on en déduit que

/Q AV(T5 (T (f9) = Te()) - V(Ts(Toa (FP) — To(4))
= / AV (Thoy1 (F9) = Ti(¥)) - V(Ts (Thzr (FD) = Ti(1)))

< /AV Tk () - V(T5(Tiq1 (D) — T (1)) — /QTk+1(f(j))v'V(Té(Tk+1(f(j)) - Tr(¥)))
+6||b||L2(Q)||f<J>||L R Ty I,
+6[1 1| gy + (L To(Thar (F9) = Ti())) a1 )y 2 () (2.55)

Mais

o T5(Tiy1(f9D) = Ti(v)) = T5(Try1(f) — T(¢))) faiblement dans H'(f2), donc, par le lemme 2.2,
| AV () = Te) - VT () = Tel)

< liminf [ AV(T5(Tks1 (f(J)) Tr(¥))) - V(Ts(Th+1 (f(j)) —Tr(v)))

j—oo Q

o T5(Tri1(f9) = Th()) = T5(Tps1 (f) — Tre(v)) faiblement dans H'(Q) et AV(Ty(¢)) € (L2(Q)Y
donc

/ AV(Te(@)) - V(T3 (Thir (F9) — Te())) - / AV(Ty($)) - V(T5(Terr (f) - Te(w)),

o T (f9)v = Tyy1(f)v presque partout sur © en étant majorée par (k + 1)|v| € L%(Q), donc la

convergence a aussi lieu dans (L*())V et, puisque V(T5(Typ41(f9) — Tp(¥))) = V(T5(Try1 (f) —
Ty (v))) faiblement dans (L2(2))V, on a

/Q Tors (D)W - V(T3 (Thopn (fO) — Tu(w))) = / T (F)V - V(T3(Tiia (f) — Tu(®)),

©) (4
o fU) — f dans LY(2) pour tout ¢ < N/(N — 2) (lemme 2.4), donc ||f ||L 1) ||f||L =1 ()
(car 7/(F — 2) < N/(N —2)),
e fU) tendant vers f faiblement dans W' 4(Q) pour tout ¢ < N/(N — 1), la trace de fU) converge
vers la trace de f fortement dans L*(9Q) pour tout s < (N —1)/ (N 2); ainsi, ||f9)|| z=1

L7=2(09Q)
IFIl, 2= ¥ on (car (F—1)/(F—2) < (N —1)/(N —2)),

o T5(Thy1(f9)) — T (¥)) = T5(Thy1(f) — Te(v)) faiblement dans H'(Q) done (L, Ts(Th11(f9P) —
Te(V)) @)y a1 (@) = AL Ts (Tt (f) — Tk(¥)) (a2 () H1(2)-

En prenant la liminf de (2.55), on déduit de ces convergences que
| AVETa () = Te) - VTTiia () = Tub)

< - / AV(T4()) - V(Ts (Tea (f) — Tu(®)) — / Ty (F)V - V(T3 (T (f) - Te(®))

010l 5 171, 2 o + O Lo 1, 23

+ollull gy + (L Ts(Trrr (f) = Te(@))) (m2 @)y E1 ()5
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c’est a dire le résultat du lemme par hypothése sur M. m

Preuve du théoréme 2.4
On sait déja que f,, = fo faiblement dans Wll(’iq(ﬂ) et fortement dans L?(Q2) pour tout ¢ < N/(N —1).

On en déduit que (f;)m>0 est bornée dans WI};’(Q) pour tout ¢ < N/(N —1). Nous allons prouver
que, & une sous-suite pres, Vf,, = Vf. en mesure sur 2; une fois ce résultat établi, nous aurons
alors, & une sous-suite prés, Vf,, — Vfs presque partout sur Q en étant bornée dans (L4(Q))N pour
tout ¢ < N/(N — 1) et, par le lemme de compacité L? — L4, Vf,, — Vfs dans (L4(2))N pour tout
g < N/(N — 1); puisque la seule limite possible des sous-suites de (V fm,)m>0 dans LI(Q) est V fo, ce
raisonnement nous donne finalement la convergence de toute la suite (V fi)m>0 vers V foo dans (L9(Q2))N
(pour tout ¢ < N/(N —1)).

Il faut donc prouver que, & une sous-suite pres, pour tout n > 0, [{|Vfm — Vx| > 5} — 0 lorsque
m — 0.

Quitte & extraire une suite, on peut supposer que f,, — fe presque partout sur 2 (c’est la seule extraction
de suite que nous effectuerons).
On a

{IVfm = Vsl >0} C{lfool >k} U{|fim — fool > 6} U B m s (2.56)
avec § €]0,1[ et Exm,s = {|Vfm — Vol >0} 0 {|foo| <k} N {|fin — foo| < b}
Soit € > 0 et fixons k € Rt tel que |{|foo| > k}| <e.
Nous allons montrer que 1’on peut choisir 6 > 0 et m; > 0 tel que, pour tout m > mq, |Egms| < €;
une fois ceci effectué, pour § ainsi fixé, on pourra prendre ms > m; tel que, pour tout m > mo,
{|fm — fool > 0} < & (fm = foo dans L'(Q), donc en mesure). On aura alors trouvé msy tel que, pour
tout m > ma, [{|Vfm — V| > n}| < 3e, ce qui concluera cette démonstration.

Puisque V(Té(Tk:+1 (fm) - Tk:(foo))) =V fm — Vfe sur Ek,m,é; on a

AT Ei | < / AV (T3(Tepr (fn) = Te(foe))) - V(T3 (Thr (fn) — T (foo))).

(ftm)m>0 étant bornée dans M(Q), (by)m>o étant bornée dans LE(Q), (Am)m>0 étant bornée dans
L7 1(Q) et (fm)m>o étant bornée dans W9(Q) pour tout ¢ < N/(N —1) (ce qui implique que (f)m>o
est bornée dans L2 (Q) et que la suite des traces de f,, est bornée dans L%(BQ)), on peut trouver
M > 0 tel que, pour tout m > 0,

el aa@) + [1Bmll 5 ) + [Amllzr=so0) + [1fmll 25 o) + Mmll 21 o) <

Par le lemme 2.6 appliqué & (A, Vi, b, Am, Gn) au lieu de (4, v, b, A, () et 49 = Ti(foo) € H%d (Q), on
a alors, pour tout m > 0,

aan’|Exmsl < (2M? + M) + (L, Ts(Thp1 (fm) = Tr(foo))) (1 () 11 ()

- /Q AV (Ti(f)) - ¥ (T5(Tipr (fn) — Te(foo)))
- /Q Tesr () Vin - V(T (Tiir (fn) = T o))

Prenons & = asn®e/(8M? + 4M); pour tout § < dy, on a donc, Ym > 0,

€
|Erm,sl < —+ (L, Ts (Tr1(fm) — Tr(foo))) (r2 (), L () |

- 4 aan?

/QAmV(Tk(foo)) -V (Ts(Tps1(fm) — Tk(foo)))‘

+

1
aan?

[ Tl 9 Ts(Tis ) - Tk(foo)))‘ . (2.57)

aan?
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Comme L,, — L fortement dans (H'(Q))" et Ts5(Tri1(fm) — Tk(fo)) = T5(Tht1(foo) — Tr(foo))
faiblement dans H'(Q) ((Tk+1(fm))m>0 est bornée dans H'(Q) par le lemme 2.5 et converge presque
partout vers Tx+1(f) sur ), on a

(L, Ts(Tr1 (fm) — Tr(foo))) (a1 () 11 ()
"2 (Lo, Ts(Tet1 (foo) = Tr(foo)) (a1 (@) 11 (2) = 9(0).- (2.58)
Comme Ty11(fm) = Trt1(f) presque partout sur  en étant majoré par k + 1 et v,;, = v fortement
dans (L2(Q))V, on a Try1(fm)Vim = Thi1(foo)Veo dans (L2(2))N; par convergence faible dans H'(Q)
de (T5(Tk+1(fm) — Tk (foo)))mzo0 vers Ts(Trt1(foo) — Th(foo)), on en déduit que

/Q Tist (fn )V - V(T5(Ti1 (fn) — T (foo)))
m—yg0 / i1 (Foo) Voo - V(T5(Thsr (foo) — Te(fo0))) = h(8). (2.59)

Mais, pour tout ¢ € H*(Q), Ts(¢)) — 0 dans H'(Q) lorsque § — 0 (la convergence vers 0 dans L%(Q)
est évidente puisque |Ts5(¢)| < d sur Q, et la convergence du gradient vient du fait que V(Ts(v))) =
1i0<|p|<6y V¥ et que 1igc|y|<sy — 0 sur © en étant majorée par 1), donc T5(Try1(foo) — Tr(feo)) = 0
dans H'(Q) lorsque § — 0. Ainsi, g(§) — 0 et h(§) — 0 lorsque § — 0. On fixe § €]0,8] tel que
19(0)] < can?e/8 et [h(6)] < aun’e/s.

Par (2.58), (2.59) et ce choix de 4, il existe donc M tel que, pour tout m > M,

2
(Lo T5 (Th1 (Fm) = T (Foo))) a1 00y 111 ()| < 205
et \ (2.60)
[ Tess e -V TsTusa () = Tulh))| < 24,

Comme A, V(T (foo)) = AV (Ti(fo0)) dans (L2 ()N et (T5(Th41(fm) — Tk(foo)))m>o converge faible-
ment dans H'(Q) vers Ts(Tk11(foo) — Tk (fo)), on a

/Q AV (Th(fo)) - V(T5Tiss (fin) = Te(£o0))) = /Q AV(Te(foo)) - V(T5 (Tiss (foo) = Te(foo))).
Mais

AV (Ti(foo)) - V(T5(Thr1(foo) — Tr(foo)))
= AV foo - V(Tir1(foo) = Th(foo) ) 1{| e |<k} 1{| Trr1 (Foo )= Tk (oo ) | <57}
= AV (Isul<kt1} 1l <k} Voo = 1| | <k} 1{ oo | <k} V fo0)
= Avfoo : (1{\foo\<k}(vfoo - vfoo)) =0
et on a en fait

/Q AV (Tk(foo)) - V(T5(Ti1(fn) — Te(foo))) = 0.

On peut donc trouver M' > 0 tel que, pour tout m > M’,

2
| AnV ) - VT (T () = Tulfe)))| < 4= (261)

(2.57), (2.60) et (2.61) donnent donc, avec le choix précédement effectué de § et pour tout m > m; =
sup(M, M"), |Ex,m.s| < €, ce qui conclut la démonstration de ce théoréme. m
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2.4.5 Résultat de stabilité pour la solution par dualité de (1.48)

La technique utilisée pour prouver le théoreme 2.4 peut étre employée pour obtenir le résultat suivant
concernant la stabilité des solutions par dualité de (1.48).

Théoréme 2.5 Sous les hypothéses (1.8), (2.45), (2.47), (2.48), (2-49), (2.50), (1.42) et

3Ir > N tel que, Vm >0, v,, € (L7 ()N,

Vi = Voo dans (L7(Q))V, (2.62)

en notant f, la solution par dualité de (1.48) avec (Am, Vi, bm, Am,Cm) @ la place de (A,v,b, )\, () et
foo la solution par dualité de (1.48) avec (Aso, Voo, boos Aoos Coo) @ la place de (A,v,b, A, (), on a

fm ™25° foo fortement dans Wlldq(ﬂ) pour tout ¢ < 5.

Voyons les adaptations & faire (issues du fait qu’il faut changer les termes [, Vi -V et [, f Wv.Vo qui

apparaissaient dans les preuves précédentes en fQ UmVm - Vo et fg v - V@) pour prouver le théoréme
2.5.

Dans toutes les preuves, le changement de (A;,)menu{co} €N (A%)meNU{oo} n’apporte pas de difficulté.

Adaptation de la proposition 2.1
Enoncé: il faut remplacer 'hypothése (2.46) par Uhypothése (2.62), et “(1.4)” par “(1.3)”.

Preuve: Dans I’étape 1, il faut prouver la convergence de fQ U Vi + Vi vers fQ WV - Vip; mais vy, — w
fortement dans L7=2 (Q) (car 2r/(r — 2) < 2N/(N — 2)), Vi, — Voo dans (L7(Q))N et Vi € (L2(Q))N,
donc puisque % + % +1l=1,0na

2
/vmvm-Vgoﬁ/wvoo-ch.
Q Q

Dans ’étape 2, apres avoir soustrait 1’équation satisfaite par v, de I’équation satisfaite par v,, et pris
© = Uy — Vo comme fonction test, on trouve (sans séparer v, en deux parties),

K (2, B)|[vm — UOOH%P(Q)

< || |(A£ - Ago)vvoo| ||L2(Q)|| |V(1}m - 'Uoo)l ||L2(Q) + “/Q(vmvm - Uoovoo) . V(Um - 'Uoo)

+

/Q(bm — bo) (o — vw)vm‘ +

/Ff O — o) (U — Vo0 )00 dov

Les termes ||[(AL — AL)Vooo| |2l IV(0m — voo)| llL2(2)s Joo(Bm — boo) (Um — Vso)Voo €t frf()‘m -
Aoo)(Um — Voo )Voo do tendent vers 0 sans adaptation. Comme v, — v, fortement dans Lr%(ﬂ) (car
2r/(r—2) < 2N/(N —2)), v;, = v fortement dans (L™ (Q))" et V(v,,, —v) — 0 faiblement dans (L2(Q))¥,
le terme [o,(VmVim — YooVoo) - V(Um — Uso) tend aussi vers 0.

Il n’y a rien & adapter dans 1’étape 3.

Adaptation du lemme 2.4
Enoncé: il faut remplacer ’hypothése (2.46) par 'hypothése (2.62), et “(1.4)” par “(1.3)”.

Preuve: pas d’adaptation a faire, le résultat découle directement de la proposition 2.1 adaptée.
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Adaptation du lemme 2.5

Enoncé: il faut remplacer ’hypothese (1.12) par hypothese (1.34), f désigne la solution par dualité de
(1.48), M doit vérifier

IVlczr@p~ + 110l 5,y + A z7=1(00) + |1l ey + 1Ll () < M (2.63)
Lz(Q)

et C dépend de (N, B,Aa, 7,7, M).

Preuve: pour majorer le terme [, Tj,(f))v - V£, on écrit simplement
‘/QTk(f(j))V'Vf(j) < kvl @~ (1F 9w @) < EMIFD [y q)- (2.64)

Or ' < N/(N—1) donc fO) = (Tp)*(u; + L), ott Ty : (W%;T’ (Q)) — Hi (2)NC(Q) désigne 'application
qui, &l € (Wldr (Q))’, associe la solution 7, (l) de (1.3) avec [ & la place de L. Le théoréme 1.1 et le
corollaire 1.1 donnent Cy > 0 ne dépendant que de (N, B,A4,7,r, M) tel que

1Tl ey @pysms @) < Co-

On a alors
1(7) ”z:((H%dm)nc@))';W;;’ (s < Co-
Ainsi, .
||f(])||W1,1‘I () < COH,U/]' + L||(H11d(Q)OC(§))’ < CO(“/J’J”M(ﬁ) + ||L||(H1(Q))') < COM
et on a donc, dans (2.64),

| Tt 950 < Corr’t,

Q

ce qui suffit pour conclure comme dans la preuve du lemme 2.5 (et la borne obtenue sur ||T%(f)|[a1(q)
est en fait en vk + 1).

Adaptation du lemme 2.6

Enoncé: il faut remplacer ’hypothese (1.12) par ’hypothese (1.34), f désigne la solution par dualité de
(1.48) et M doit vérifier (2.63). La conclusion est modifiée en: il existe C' > 0 ne dépendant que de
(N, B, A4,7,7, M) tel que, pour tout k € R*, pour tout d €]0,1[ et pour tout ¢ € Hf (),

/Q ATV (T5(Tiir (f) — Te(¥))) - V(T5(Tisa (f) — Tr()))

< C6+ (L, Ts(Tryr (f) — Tr () (12 )y 11 () — /Q ATNV(Ty () - V(T5(Trs1 (f) — T (1)))-

Preuve: Puisque r9 = inf(7,r) > N, donc rj < N/(N — 1), comme dans I’adaptation de la preuve du
lemme 2.5, on va trouver Cy ne dépendant que de (Ny, B, Aa,7,r, M) tel que

Pl ay < ColM. (265)

Dans ’équivalent de (2.55), on a, puisque ry > r' et rf > 7,

QT&(Tk+1(f(j)) —Th@)v- VD < 6|Ivlr@yn 1Dl g < SMC |l vty »
||f|| *;Z(Q S CQ“f“Wl,F’(Q) SC3||f||W1T6(Q):
||f||L:_2 (89) < C4||f||W1’7'(Q) < C5||f||W1T6(Q) )
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ou (C1,C4,C5,C4,Cs5) ne dépendent que de (2,7,r) (les injections de Sobolev sont correctes car, étant
donné que 7 > N,on a7/(F—2) < NF'/(N-7) et (T—-1)/(F—2) < (N—-1)7/(N—7')). Ces majorations
associées a (2.65) donnent le résultat souhaité.

Adaptation de la preuve du théoréme 2.4

Comme (fy)m>0 est bornée dans M(R), (Ly)m>0 est bornée dans (H'(Q))’, (Vin)m>o0 est bornée dans

(L™(2))', (bm)m>0 est bornée dans L2(92) et (Ap)m>o0 est bornée dans L™~1(f2), on peut trouver M tel
que, pour tout m > 0,

[Vmll(zr@)~ + [[bml| + [ Amllze-1(00) + [lkmll pm@) + [ Lmll @)y < M.

L3(Q)
En appliquant alors 'adaptation du lemme 2.6, on obtient C' > 0 tel que, pour tout m > 0,
< OO0+ [(Lm, Ts(Thy1 (fm) = T (foo))) (1 )y (@)

/Q ATV(Ti(foo)) - VIT5(Tr1 () = T (foo))|

aan?| B m.s

+

et on conclut comme dans la preuve du théoréme 2.4 (en plus simple, méme, puisque les termes (2.59)
n’apparaissent pas ici).
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Chapitre 3

Etude d’un Schéma Volumes Finis
pour une Equation Elliptique non
Coercitive

3.1 L’équation

Nous nous intéressons, dans cette partie, & un schéma de type volumes finis pour une équation de la
forme (1.1).

) est ici un ouvert polygonal de RN, N = 2 ou 3. Afin de simplifier ’étude, nous considérons uniquement
le cas du Laplacien avec des conditions au bord de type Dirichlet homogenes (i.e. A = Id, I'y = 0 et
Uqg = 0 dans (1.1)).

Le probleme étudié est donc le suivant

{ —Au + div(vu) + bu = f + div(G) dans Q, 3.1)

u=20 sur o1,
et on effectue les hypotheses suivantes sur les données:

ve(CO)N, beL®Q) avechb>0surQ, feL’Q) et Ge(COQ)N.

La principale nouveauté du travail que nous présentons ici vient du fait que, contrairement au cas classique
étudié dans [37], nous n’imposons aucune condition de signe sur la divergence de v. Il faut aussi constater
que v est seulement supposée continue, et non pas C' comme c’est demandé usuellement.

Le terme “div(G)” n’apparait pas dans [37]; son introduction n’entraine pas de probléme supplémentaire,
mais elle est agréable car elle permet de déduire tres simplement les estimations d’erreurs a partir des
estimations a priori.

On pourrait affaiblir les hypotheses d’intégrabilité sur b et f, mais afin de ne pas compliquer le raison-
nement, nous nous contenterons de celles-ci.

3.2 La discrétisation

La discrétisation de (3.1) par volumes finis demande l'introduction d’une notion dite de “maillage admis-
sible” de 2.

65
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Définition 3.1 Un maillage admissible de §2, noté M, est la donnée d’une famille finie T d’ouverts
polygonauzx convexes disjoints inclus dans Q (les “mailles”, ou “volumes de contréle”), d’une famille
finie £ de sous-ensembles disjoints de Q contenus dans des hyperplans de RY (les “interfaces”) et d’une
famille P = (zk)keT de points de Q tels que

Z) ﬁ = UKETF;
it) Tout o € £ est un ouvert non vide du bord d’un élément K de T,
i) En notant Eg = {o € £ |0 COK}, 0K = Uyee, T pour tout K € T,

w) Pour tous K et L distincts dans T, soit la mesure (N — 1)-dimensionnelle de KN L est nulle, soit
KNL=7 pour un o € £, que l'on notera alors o = K|L,

v) Pour tout K € T, zx € K,
vi) Pour tout o = K|L € &, la droite (xk,x1) intersecte orthogonalement o,

vii) Pour tout o € £, 0 C 0N NIOK, la droite orthogonale ¢ o et passant par xx rencontre o.

La taille du maillage est alors définie par hy = sup g diam(K). On note m(K) la mesure de Lebesgue
de K € T. La normale a o € £k extérieure a K sera notée ng ;.

On pose &iny = {0 € £ | 0 ¢ 00} Pensemble des interfaces intérieures & Q et Eoxt = E\Eint- Lorsque
o € &, on note m(o) la mesure (N — 1)-dimensionnelle de o; si ¢ = K|L € &y, d, est la distance
euclidienne entre les points (zk,zr) et dx, désigne la distance entre zx et o; lorsque o € Ex N Eext,
d, = dk , est la distance entre zx et 0. La transmissivité au travers d’une interface o est 7, = m;f). 5y
désigne la mesure (N — 1)-dimensionnelle sur les interfaces du maillage.

On peut maintenant définir la discrétisation par volumes finis de (3.1) sur un maillage admissible M. En
notant, pour K € T et ¢ € €k,

1 1
fK = W/}(f, GK,U = W/UG.HK’Ud’Y (32)
1

bk =——= [ b, et vk,= [ v-nx,dy,
K m(K)/K 5 e VK, /TV ng, d’y

le schéma est défini par

VKET, Y Fro+t D koot +m(E)bxux =m(K)fx + Y m(0)Gx,e, (3.3)
ocEEK o€l o€l
Vo =K|L € &n, Fko=—To(up —uk), (3.4)
Vo € gext n gK, FK,a = ToUK , .
Vo =K|L € &ny, Ug+ =uk Sivk,s >0, uys+ =ur dans le cas contraire, (3.5)

Vo € Eext N €K, Ug4+ = Uk Sl VK, >0, u,+ = 0 dans le cas contraire.

Les équations (3.3)—(3.5) forment un systéme linéaire de taille Card(7T) en les inconnues (uk)xe7. On
remarquera au passage que ce schéma, comme tout schéma de type volumes finis, conserve les flux: si
o =KI|L,alors Fg o, = —Fp 4, Gk,g = —GL,, €t VKo = —VL 0

Remarque 3.1 Le choix du décentrement (3.5) (décentrement amont) est classique lorsque l'on im-
pose la condition div(v) > 0 et permet d’éliminer les termes de convection dans les estimations; un tel
décentrement est dans tous les cas nécessaire pour obtenir une stabilité inconditionnelle du schéma. Nous
étudierons, dans la partie 3.6, d’autres choiz pour le terme de convection, mais nous constaterons que,
dans ce cas, la stabilité obtenue est en général conditionnelle (n’est valable que pour hr assez petit).
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Remarque 3.2 Il peut y avoir une petite indétermination dans le choiz de uy . En effet, sic = K|L €
Eint €t VK, = 0, alors on a aussi vy » = 0, de sorte qu’une lecture de (3.5) nous dit de prendre u, + = ug
et autre lecture nous dit de prendre u, 4 = uy,. Cette indétermination n’est cependant pas grave car, Vk,»
étant nul, le terme impliquant u, 1 n'apparait pas dans (3.8). Pour lever I’ambiguité sur ces interfaces o
particuliéres (les interfaces pour lesquelles il y a indétermination ne dépendent que de v et du maillage,
et non pas des inconnues (ug)keT1), on peut par exemple, dans ce cas-la, fizer arbitrairement un K tel
que 0 € Ek el poser Uy = UK.

3.3 Estimations a priori sur la solution approchée

Nous prouvons ici des estimations a priori, dans une norme adaptée au probleme, sur les (uk)kxeT
vérifiant (3.3)—(3.5).

Dans cette partie, il nous importe peu que les (fx)keT et (Gk,0)keT, scex sOient issus de fonctions f et
G au travers des définitions (3.2). C’est pourquoi nous prenons ici des seconds membres plus généraux,
vérifiant seulement;:

VK €T, fkx € R,

VK €T, Vo €&k, Gk, € Ret, pour tout 0 = K|L € En, Gryo = —GiLo- (3.6)

On posera alors

1/2 1/2
N(fr,Gm) = (Z m(K)f%L) + <Z m(a)dUG?;)

KeT oc€E

ol G, = |Gk,s| pour un K € T tel que 0 € £k (par hypothese sur les (Gk,»)keT,reex , 1a définition de
G, ne dépend pas du K € T choisi tel que o € k).

La norme adaptée au probléme, avec laquelle toutes les estimations sur les solutions de (3.3)—(3.5) seront
obtenues, est la norme H} discréte suivante.

Définition 3.2 Lorsque M est un maillage admissible sur Q et vr = (vk)keT, 0N pose

1/2
||UT||1,M = (Z TG(DGUT)2> )

ogeé
oty Dyvr = |vg —vg| lorsque 0 = K|L € &Eipg et Dyvr = |vk| lorsque 0 € Eexy N Ek -
En identifiant naturellement lespace X (M) des fonctions définies presque partout sur Q et constantes
sur chaque maille de M & I’espace [+ R, on constate aisément que || - ||1, A1 est une norme sur X (M).

3.3.1 Lemmes généraux

La norme |- ||1,m est la norme naturelle pour obtenir des estimations a priori sur les solutions de (3.3)—
(3.5). Elle a aussi le double avantage d’étre plus forte que la norme de L2(f)) et de donner en fait un
résultat de compacité dans L?(Q), comme le montrent les lemmes suivants.

Lemme 3.1 (inégalité de Poincaré discréte) Soit M un maillage admissible de Q. Si vy € X (M), alors
on a

[[vr]lz2(0) < diam(Q)|[vr||1,m-

(Voir le lemme 9.1 dans [37]).
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Lemme 3.2 (théoréme de Rellich discret) Soit C > 0. Si M,, est une suite de maillages admissibles de
Q et v, € X(M,,) vérifie ||vn|lim, < C, alors (v,)n>1 est relativement compacte dans L?(Y); de plus,
si hr, — 0 lorsque n — oo, les valeurs d’adhérence de (vy,)n>1 sont dans H}(Q).

(Conséquence immédiate du lemme 9.3 et du théoréme 14.2 de [37]).

L’obtention d’estimations a priori sur les solutions de (3.3)—(3.5) (i-e. (3.1) discrétisée) suit les mémes
idées que la preuve des estimations a priori sur les solutions de (3.1) (la seule différence étant que
Pestimation sur In(1 + |u|) n’est pas obtenue en prenant des fonctions tests sous une forme de “rondelle”
mais sous une forme globale, comme nous 1’avons fait dans le cas non-linéaire de la section 2.1). Nous
aurons donc besoin d’inégalités de Sobolev discrétes (lemme 9.5 dans [37]).

Lemme 3.3 Soit M un maillage admissible de Q2 et ¢ > 0 tel que
VK e€T,Vo €k, dx,c > (dy.

Sivr € X(M), alors il existe C' ne dépendant que de Q et  tel que, pour tout q € [2,+00[ lorsque N = 2
ou tout g € [2,6] lorsque N =3,
lorllLa) < Callorlim-

3.3.2 Estimations a priori sur In(1 + |uz|)

Proposition 3.1 Soit ¢(s) = fos (lfw et M un maillage admissible. Si (ug)xer est une solution de

(8.3)—(3.5) avec un second membre vérifiant (3.6), alors

> 1o(ur —up)(p(ux) — @(ur)) < 2Q" 2N (f,Gpm) + 2N (fr,Ga)? + 2N1Q) V]2 v > (3.7)
o€e&

ot l'on a posé, lorsque o € Einy, 0 = K|L et, lorsque 0 € Eext N EK, ur = 0.
Avant d’aborder la preuve de cette proposition, nous établissons un petit lemme technique.

Lemme 3.4 Soit o(s) = [ (IﬁW' Si (z,y) € R% ont méme signe et |z| < |y|, alors

2*(p(z) — 9(¥))* < (y — 2)(p(y) — ¢(2))- (3.8)

Preuve du lemme 3.4
On commence par supposer que x et y sont positifs, de sorte que 'on a 0 < x < y. Dans ce cas,

oy) —v(@) = [} a7 = 10 — T = Trgagy ©

N
IA

2(p(z) — o)) 2ol Slo(@) - ol0)

T 0+ +y

x
< ——y—=z — ()|
< Giaa +y)ly [l (y) — ()]
Or (1+z)(1+y) > (14 )% > 22 puisque 0 < x < y; de plus, ¢ est croissante, donc |y — z||p(y) — p(z)| =
(y — 2)(¢(y) — p(x)). On déduit alors, de 'inégalité précédente, (3.8) lorsque x et y sont positifs.
Si z et y sont négatifs, puisque ¢ est impaire, on a

#*(p(x) — o(1)* = (—2)*(—p(=2) — (=p(=y)))* = (—2)*(¢(-2) — p(-y))*,
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avec | —z| = |z| < |y| =| —y| et (—z, —y) positifs; en appliquant alors (3.8) prouvée précédemment pour
des réels positifs, on en déduit

2 (p(z) — o(1))* < (—y — (—2))(e(—y) — p(—2)) = (z —y)(p(x) — e(¥) = (y — 2)(p(y) — »(x)),

ce qui conclut la preuve. m

Preuve de la proposition 3.1
En multipliant chaque égalité de (3.3) par ¢(uk) et en sommant sur K € T, on obtient

D> Froplur)+ Y Y vkotorp(ur) + Y m(K)brukp(uk)

KeT o€€Kk KeT o€€K KeT
= Z m(K) fre(uk) Z Z 0)Gk,o0(uK). (3.9)
KeT KeT og€€k

En rassemblant la sommation par interfaces et en utilisant (3.4), on a

Y Fropluk) = Y (Frow(uk)+ Fropun)+ Y, Touxp(ux)
KeT o€k 0EEint,c=K|L 0EEext ,0EEK
= > rolux —un)(p(ux) —p(ur)) + Y Touxp(uk)
0€Eint, c=K|L 0€Eext ,0EEK
= Y m(uk —ur)(p(ux) — o(ur)) (3.10)
oce€

ol l'on a posé, comme annoncé, o = K|L lorsque o € Eipg et ur, = 0 lorsque 0 € Eext N Ek.
Toujours en sommant par interfaces, on a, par conservativité des flux,

Z Z UK,JUG,-HD(uK)

KeT o€€k

= > e (vkep(uk) +vneeur) + Y e Kep(uK)
UegintaJ:K‘L 0EEext, 0EEK

= D uervke(p(ur) —ewL) + D Ueqvk,ep(uk)
0€Eint, 0=K|L 0€Eext, 0EEK

= > e 4vk,o(p(uk) — p(uL))

oe&

(rappelons que ur, = 0 — donc ¢(ur) = 0 — lorsque o € Eexy N Ex). Notons, lorsque o € &, v, = |vK,o|
pour un K € T tel que o € £k (la définition de v, ne dépend pas du choix d’un tel K). Nous noterons
aussi uq,— le décentrement aval, i.e. u,,_ est tel que {ug 4+, uqs,—} = {ur,ur}, toujours en posant ¢ = K|L
sio € &t et up, = 0 si 0 € Eext N Ex (en passant sous silence le probleme d’indétermination dont nous

avons parlé en remarque 3.2, cela revient & poser u,,— = uy, lorsque vk, > 0 et u,,— = ug dans le cas
contraire).

Prenons o € &; si vk,; > 0, alors uy 4+ = Uk et uy,— = ur, donc vk o (P(ur) — p(ur)) = ve(Y(Ug,+) —
P(Ug,—)); si vk,e < 0, alors uy 4 = ur et uy, - = ug donc vk, (p(ux) — o(ur)) = —v,(p(ue,—) —

P(Ug,+)) = Vo (¢(ts,+) — ¢(ts,—)) (le probleme d’indétermination qui peut surgir lorsque vk,, = 0 ne se
pose pas ici, puisqu’alors vk, , = v, = 0). Ainsi,

Z Z UK,sUg, +¢(uk) Z Vo Ug, +(p uo,-i-) - QO(UU,—))' (3.11)
KeT o€k oc€E

b étant positive et ¢(s) étant du méme signe que s,

Z m(K)bgugp(uk) > 0. (3.12)
KeT



70 CHAPITRE 3. UN SCHEMA VOLUMES FINIS

Comme ¢ est bornée par 1, on a, par Cauchy-Schwarz,

> mE) frp(uk)| < Y m(K)|fx]|
KeT KeT
1/2 1/2
< <Z m(K)> (Z m(K) 12{>
KeT KeT
< QPN (fr,Gm)- (3.13)

Par hypothese de conservativité sur les (Gk,o) KeT, v s

>, 2 mO)Craplur)

> m(0)Grq(p UK)—SO(UL))‘

KeT o€k oc€E
1/2 1/2
< (Smera)  (Srtoton) - otun?)
oce& oe€

IA

1/2
N(fr:Gm) (Z 7o (p(uk) _SO(UL))2> :

ogeé&

Or ¢ est croissante et 1-lipschitzienne (¢’ est majorée par 1) donc, pour tous (z,y) € R?, (¢(z) —p(y))? <
|z = ylle(z) — ()l = (= = y)(p(x) = ¢(y)); ainsi,

D rolplur) = p(ur))® <Y o (ur —ur)(p(ux) — p(ur)).

oce& o€l

Par l'inégalité de Young, on en déduit donc que

> Y mo)Grop(ur)| < N(fr,Gm)” + i D 7olux —ur)(@lux) = ¢(ut)). (3.14)

KeT o€k o€l

En injectant (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) et (3.14) dans (3.9), on obtient

%Z 1o (uxe — ur)(p(ux) — p(ur))
oe€

< |Q|1/2N(f7—,GM) +N fT,GM Z Vo Uy + Ua,+) - ‘P(“d,*))
o€l

= Q" PN, Gam) + N(Fr,Gam)” + D votig (9t~ ) — (tg 1)) (3.15)
o€l

Nous allons maintenant étudier un peu plus précisément chaque terme de la derniére somme, cas par cas.
On utilise pour cela le fait que ¢ est croissante.

® Sius4 > uUs— et uy 4 >0, alors p(ug,—) — o(ug+) <0 et ug 4 (p(uy—) —(us+)) <O0.

o Siugy > Ug— et us 4 < 0, alors 0 > uy 4 > Ugp,—, donc (Uy4+,uys—) ont le méme signe et
[uo,+| < [ug, |-

o Siupy < Ug— €t Us 4 > 0, alors 0 < uy < Ugp,—, donc (Uy4+,us—) ont le méme signe et
[uo+| < [,

o Siusq < Up— et uy <0, alors p(us,—) — (ug,+) > 0 et ug 4 (P(uy,—) — p(us4)) <O0.
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En notant alors Ay = {0 € £ | Up,4 > Ug,—, Ugt <O} et Ay = {0 € & | Ugt < Us,—, Us 4 > 0}, On
constate que, pour tout o € E\(A1 U Az), vote (p(ts,—) — o(ug,+)) < 0. Ainsi,

Z Vol +(P(Uo,—) — p(Ug,+)) < Z Vol +(P(Uo,—) = p(Ug,+))-

o€l ocEAIUA2

Comme v, < m(0)||v|[(ze(a))~, on en déduit, par Cauchy-Schwarz,

Z U0U0,+(90(u<7,—) - 90(u0’+))

og€&
< AVllze@yy Y, m(0)|ue i llo(us, ) — p(ug1)|
oc€A1UAS
1/2 1/2
< ||V||(L°°(Q))N< Z m(U)da) ( Z Taui,+(<ﬂ(ua,—)—SO(Ua,+))2> -
oA UA2 ceA1UA2

Or > ca,ua, M0)ds <3 cem(o)d, = N|Q| et, dés que o € Ay U Ay, (ug,4,uy, ) ont le méme signe
et |ug,+| < |ug,—|, donc par le lemme 3.4 et 'inégalité de Young,

Z Uaua,-l-((p(ua,—) - QO(UJ,+))

o€
1/2
< (NIRD)2 (V] (pos (e ( Y (e, —uo)(plug,-) —w(ua,+))>
oc€AIUA,
1
< N ||v||%L°°(Q))N + 1 ZgTa(Ua,— — Ug,+)(p(to,-) — ©(Uo,+))-
S
Pour tout ¢ € &, on a {ugt,us,—} = {uk,ur}, donc (us— — s +)(P(ts—) — V(ts+)) = (ug —

ur)(p(ur) — ¢(ur)). En revenant & (3.15), on obtient donc

> ro(ux — ur)(p(uk) — @(ur)) < 209" 2N (f7,Gr) + 2N (f7,Ga)” + 2N[Q/[1V][F Lo ) »
o€e&

ce qui conclut la preuve de cette proposition. m

Corollaire 3.1 Si M est un maillage admissible et ur = (uk)keT est une solution de (3.3)—(3.5) avec
un second membre vérifiant (3.6), alors

1/2
a1+ fur)llac < (2AQ1°N (Fr, Gar) + 2N (7. Gan)? + 2N10 [[v] v )

Preuve du corollaire 3.1
On constate que, pour tout s € R, In(1 + |s[) = f; %
Schwarz et par croissance de ¢,

(In(1 + |z]) —In(1 + |y|))? = (/x %)

/z dt
y (L)

En utilisant cette majoration et ’estimation de la proposition 3.1, on en déduit le résultat du corollaire.
|

. Ainsi, pour tous (z,y) € R?, par Cauchy-

IA

|z — vl = |z —yllp(x) — e(y)| = (= — y)(p(@) — ¢(y)).
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3.3.3 Estimations a priori sur ur

Munis de Pestimation sur In(1 + |u7|), nous pouvons maintenant, comme dans le cas continu, en déduire
une estimation sur w7 solution de (3.3)—(3.5).

Proposition 3.2 Soit M un maillage admissible et ( > 0 tel que
VK €T ,Vo €k, dk,c > (dy.

Il existe C ne dépendant que de (||V||(Le )~ ., () tel que, siur = (uk)KkeT est une solution de (3.8)—
(3.5) avec un second membre vérifiant (3.6), on a ||ur|li.m < CN(f1,GmMm).

Preuve de la proposition (3.2)
Dans toute cette preuve, les constantes C; ne dépendent que de (||v|[(zee(a))~, 2, ().

Etape 1: estimation sur Si(ur).

Nous supposons ici que u7 est une solution de (3.3)—(3.5) avec un second membre vérifiant (3.6) et
N(fr,Gm) < 1. En notant, comme dans le cas continu, pour k € R, Si(s) = s — Tk(s) = s —
min(k, max(s, —k)), nous cherchons des estimations sur S (u7) pour un k bien choisi.

En multipliant chaque égalité de (3.3) par Si(uk), en sommant sur K € T et en rassemblant les sommes
par interfaces, on a

> Tolur —urn)(Sk(ux) = Se(ur)) = Y m(K)fxSe(ux)+ Y m(0)Gx,o(Sk(ux) - Sk(ur))

o€ KeT ocE
- Z K)bkuk Sk(uk) Zu" +VK,o (Sk(uk) — Sk(ur)),
KeT o€l

oli, comme précédemment, on a posé, lorsque o € Eint, 0 = K|L et, lorsque 0 € Eext N Ex, ur, = 0.
Comme S}, est croissante et 1-lipschitzienne, on a (Si(ux) — Sk(ur))? < (ux —ur)(Sk(uk) — Sk(ur));
b étant positive et Si(s) étant du méme signe que s, bxug Sk (ur) > 0. Par Cauchy-Schwarz, et puisque

ﬂJQﬁTJ;NO S L

1/2 1/2
> m(K) fre Sk (ux) S<Z m(K)f%> <Z m(K)Sk(UK)2> < ISk (ur)lz2(0)
KeT KeT KeT
et
1/2 1/2
> m(0)Gk o (Sk(uk) - Sk(UL))‘ < (Zm(a)daG3> (ZTG(Sk(uK)_Sk(“L))2)
ocE ocE e
< 1Sk (ur)li,m-

On a donc, par le lemme 3.1 (inégalité de Poincaré discrete),

1Sk ()1} ax < CullSk(@r)lltm + Co D m(0)[ug,4| |Sk(ur) — Sk(ur)]- (3.16)
ge€

Or

1/2 1/2
> m(0)|ug,+||Sk(ur) = Se(ur)|] < <Zm(0)dau<27,+> (ZTU(Sk(UK)—Sk(UL)V)

o€l o€EE o€l

1/2
(Z w3 ( > m(a)da)) Sk (wr)1,pm-

KeT 0€EK | VK, >0

IN
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Puisque d, < %dK,a pour tout ¢ € £k, on a

Z m(o)d, <

0€EK | VK, 20

N =

S m(o)dx, = %muc),
o€k

donc

> m(0)|u,+||Sk(ur) — Sk(ur)| < Csllurl|r2o)l|Sk(ur)|l,m-
oc€eE

Mais u7 = Tk (ur) + Sk (u7), donc |lur]|r2) < kM2 +||Sk(ur)|[z2(), ce qui donne

> m(0)tg, 1 |I1Sk(ur) = Sk (up)| < Csk|Q?||Sk(ur)|l1,m + CllSk (wr)l L2 1Sk (wr)l 1,40 (3.17)
o€

Soit p > 2; puisque Sk(u7) = 0 hors de Ey = {|ur| > k}, on a, par Holder,

1_ 1
[[Sk(ur)llL2(e) < Bkl 7 ||Sk(ur)l|Le(0)-

Comme, par le lemme 3.3 (inégalité de Sobolev discrete), il existe p > 2 (ne dépendant que de N) et Cy
tels que

1Sk (ur)|ze(0) < Cal[Sk(uwr)|l1,nm
on en déduit que
1Sk (wr)l|2() < CalEr| 277 [|Sk(ur)||1,0m,

ce qui implique, dans (3.17),

> m(o)ug,1 1Sk (ux) = Sk(ur)| < Csk|Q?(Sk (ur)|]1,m + C3Ca| B 77 || Sk (ur)| |2 pa-

oe€

En injectant cette inégalité dans (3.16), on a donc

11
11k (wr)l[E e < CillSk(ur)ll1,m + CsklISk(ur)lliam + Cs 1 Ee| 2 # 1Sk (ur)[[3 aa-
On a, grace au corollaire 3.1 et au lemme 3.1, ||In(1 + |u])||72(q) < Cs. Donc, par Tchebycheff,

Cs

|Ex| = {In(1 + |ur|) > In(1 + k)}| < m

Puisque £ — 1 > 0, il existe donc ky ne dépendant que de (Cs,Cg,p), i.e. ne dépendant que de
2 P

(1v]] (2o (> 2, ), tel que C5| By |27 < 1/2. On a alors

1Sko ()13 a1 < 2C11[Sko (wr)||1,m + 2C5ko [Sko (wr)|]1,01,

ce qui donne
|[Sko (ur)|[1,m < C7. (3.18)

Etape 2: estimation sur u7.

Toujours en supposant que w7 est une solution de (3.3)—(3.5) avec un second membre vérifiant (3.6) et
N (fr,Grm) < 1, nous obtenons une estimation sur ||ur||1,am.

Pour le kg trouvé dans la partie précédente, on cherche d’abord une estimation sur T}, (u7). En mul-
tipliant chaque terme de (3.3) par Ty,(uk), en sommant sur K € 7 et en rassemblant les sommes par
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interfaces, on trouve, puisque T}, est croissante et 1-lipschitzienne,

D 7o (Tho(uk) = Tho(ur))® <Y 7o (ur — up)(Thy (ur) — Tho (ur))

o€l oc€e€
= > m(E) fxTho (ur) + Y m(0)Gro (Tho (ur) — Tho (ur))
KeT o€l
— > m(E)bruxTeo(uk) = Y Uo,+0k,0 (Thg (ur) — Try (ur))-
KeT 422

Or ugTy, (uk) > 0 et Ty, (uk)| < ko, donc, par Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2 1/2
Tk (wr)fpg < ko(Z m(K)> (Z m(K)f?<>

KeT KeT

1/2 1/2
+ <Z m(o)daG§> (Z To (Tho (urc) — Ty (UL))2>

o€l o€

1/2 1/2
+Cs (Z m(U)daui,Jr) (E To (Tho (ur) — T (UL))2>

o€l o€eE

1/2
< kol QY + | Tao (ur)l1,m + Cs (Zm(a)daU§,+) [ Tho (wr)ll1,00- (3.19)
o€

On a déja vu que

1/2
<Z m(U)daU§,+> < Collur]|L2()-

oe€

De plus, puisque |ur| < ko + | Sk, (u7)|, par (3.18) et le lemme 3.1, on a |jur]|L2() < Cio-
Ainsi, (3.19) donne ||Tky(ur)||1,m < Ci1. Puisque ur = Ty, (ur) + Sko(u7), cette inégalité et (3.18)
donnent finalement

llur(liam < Chro.

Etape 3: conclusion.

Supposons maintenant que u7 est une solution de (3.3)—(3.5) avec un second membre vérifiant (3.6) et
prenons A > N(fr,Ga) (ceci pour éviter de diviser par 0...). Comme le systeme (3.3)—(3.5) est linéaire,
uTr /A est solution de ce systéme avec (fx /N keT, (Gkr,o /N KeT,rcex comme second membre; ce second
membre vérifiant (3.6) et N'(f7/X, Gaq/A) < 1, on en déduit, par ce qui précede, que ||ur/Al|1,m < Cio,
c’est & dire que |[u7]||1,m < Ci2A. En faisant tendre X vers N(fr, G a), on obtient finalement le résultat
voulu. m

3.4 Existence, unicité et convergence de la solution approchée

Lemme 3.5 Soit M un maillage admissible de Q et ( > 0 tel que, pour tout K € T et tout 0 € &k,
dr,o > (dy. Soit (fx)keT €t (Gr,o)KeT, ocex définis par (3.2). Il existe alors une unique solution ur =
(u)keT 6 (3.8)—(3.5) et elle vérifie |lur||i,.m < C(||fl|z2() +Gll(L=(a))~), avec C ne dépendant que
de |[v]|(L= (@)~ ¢ et €.

Preuve du lemme 3.5
Le systeme (3.3)—(3.5) est linéaire carré en (ug)kxe7- De plus, 'estimation a priori de la proposition
3.2 prouve que, si le second membre de ce systéme est nul (ce second membre vérifie (3.6)), alors toute
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solution correspondante est nulle. Ce systeme est donc injectif et, étant de dimension finie, il est bijectif;
il existe donc, pour tout second membre, une unique solution & (3.3)—(3.5).

Supposons maintenant que le second membre soit donné par (3.2). Alors il vérifie clairement (3.6) et, par
la proposition (3.2), la solution correspondante vérifie ||ur||i,m < CN(f1,Gr) ot C ne dépend que de
[Vl (Lo (@), ¢ et Q. Or, pour tout K € T et 0 € €k, fi < ﬁfK [f[* et Gy < ||G||(Lo0 (), donc

1/2
N(f1,Gm) < I fllz2@) + Gl (ne (@)~ (Z m(U)da> = [|fllz2() + |G|y~ (NIQI)'/2,

o€

ce qui donne bien ’estimation cherchée dans le lemme. =

Maintenant que nous savons qu’il existe une solution au probléme (3.1) discrétisé, et que nous avons des
estimations sur cette solution, nous pouvons montrer un théoréme de convergence.

Théoréme 3.1 Soit ( > 0. On considére des maillages M de Q tels que, pour tout K € T et pour tout
o € &k, on a di,, > (dy. Alors la solution ur de (3.3)—(3.5) converge, lorsque hr — 0, dans L*(Q)
vers la solution variationnelle u de (3.1).

Remarque 3.3 L’hypothése de minoration de di o /ds nest utile que pour obtenir une estimation sur
les solutions discrétisées, i.e. pour pouvoir appliquer le lemme 3.5; nous ne l'utiliserons pas pour prouver
que les limites des solutions discrétisées sont des solutions de (3.1). Ainsi, notre prewve de convergence
permet d’étendre les résultats de convergence de [37] au cas v € (C(Q))N et G € (C(Q))N non nul, sans
hypothése supplémentaire sur les maillages.

Preuve du théoréme 3.1

Par l'estimation du lemme 3.5, on sait que ||u7||1,a est borné indépendamment du maillage M. Le
lemme 3.2 nous dit alors que I’ensemble Y des solutions discrétes (i.e. solutions de (3.3)—(3.5) pour un
maillage M satisfaisant dx , > (d, pour tout K € T et tout 0 € k) est relativement compact dans
L?*(Q) et que les valeurs d’adhérence de suites (un)n>1 de cet ensemble, correspondant & des maillages
dont la taille hr, tend vers 0, sont dans H{(Q2). Nous allons montrer que toute valeur d’adhérence de
ce genre est une solution variationnelle de (3.1); cette solution étant unique (théoreme 1.1), cela nous
donnera bien la convergence, lorsque h+ — 0 et sans extraire de suite, de ur vers la solution de (3.1).

Soit donc ur € Y qui converge dans L2(f2), lorsque h+ — 0, vers un certain u € Hg(f2). On prend
¥ € C°(Q) et on veut donc montrer que

/QVU-VdJ—/qu-Vw+/Qbu¢:/sz/;—/QG-Vzp. (3.20)

On s’inspire pour cela en tout point de la preuve de convergence dans [37], en faisant la modification
nécessaire au fait que v et G ne sont que continues ici.
Dans la preuve qui suit, les constantes C; ne dépendent que de 1, Q et d’'un majorant (que l’on a) de

[[ur|l1,m-

On prend h7 assez petit tel que ¢ = 0 sur K pour tout K € T vérifiant K N 9N # (. En multipliant par
Y(xz k) équation satisfaite par uy et en sommant sur K € T, on a

D ro(uk —ur) (k) —¢(@L) + Y koot ($(ek) —b(r)) + Y m(K)bruk (k)

o€E o€l KeT

= Y mE)fxd@x)+ Y m0o)Grq(b(zx) —d(zr)).  (3.21)

KeT o€

Notons Ty, Ty, T3, Ty et Ty les termes de cette égalité.
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Etape 1: convergence de T35 et Tj.
Soit Y7 € X (M) définie par Yk = ¥(zk); on a Y7 — ¢ dans LP(Q2) pour tout p < oco. Ainsi, puisque
ur = u et fr — f dans L%(Q) et b — b dans LP(£) pour tout p < oo, on a

T3—>/Qbu¢ et T4—>/Qf¢.

Etape 2: convergence de T;.
On commence par remarquer que

T{:—Z(UK—UL)/VT/"HK,Ud’Y:_ Z Z uK/Vlﬁ-nK,od’Y:—/uTAw
e o KEeT o€k 7 ¢

converge vers — [, uAY = [, Vu - Vi). De plus, en notant

_ Yen) —v(a) 1
Ry = PR o [0 a,

on a, par régularité de ¢, |Rk,,| < Cihy. On peut alors comparer Ty et T7:

Ty — T1I| < z:gm(U”UK —ug] ¢(wK)d: i) + mza) /av¢ ‘NK.g d’Y‘
e 1/2 1/2
< Ciht (Z To (UK —uL)2> <Z m(a)d,)
oel o€l
< CNIQDY2 |urllr mbr-

Puisque [|ur||1,a1 est borné, on a donc Ty — T{ — 0 et donc Ty — [, Vu - V.

Etape 3: convergence de T5. _
Nous désirons montrer que T tend vers — [, uv - Vi). Pour cela, on se donne ¢ > 0 et w € (C*(Q))V
telle que ||[v — w||(ze(q))~ < é. En notant wg,, = [ W -nk . dy et

TZI = Z wK,tfuo,-i-(w(xK) - ¢(mL))a

og€e€

on a

T =T5 = D (ko — Wk )to ($(K) = %/)(xL))‘
oce€
< Cse Z m(0)do |Uo,+|
oe€
SIS PITCTSUNES T )
o€ o€l
oll, comme on s’y attend,
pour o € &y, do,+ = dk,, avecle K € T tel que o € Ex choisi pour définir u, = uk,

pour 0 € Eext N €k, dyt =dk,e si vk, >0, dy 4 = 0 dans le cas contraire

et dy,,— = dy — dy . On notera &k, = {0 € € | K a été choisi pour définir u, y = uk}.
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Par l'estimation que l'on a sur |[ur||1,Mm et le lemme de Poincaré discret,

Zm(a)d(,,+|ua,+| = Z|uK| Z m(0)dk,»

o€& KeT o€EK +
< Y fukl Y mo)dk,
KeT o€€xk
< Nllurl|zi@
< Cs.
et
Zm(a)dm—wo,-i-l
o€l
< Z m(o)ds, - |uo,—| + Z m(0)ds,~|uo,+ — Uo,—|
oc€eE o€l
1/2 1/2
< Do lukl Yo m(o)dk. +hr (Z m(a)dr;) (Z 7o (o, —ua,_)2)
KeT O'ESK\EK,+ o€l o€l
< Nlurlpyg) + hr(N1Q) 2 lur|l,m
< Cy.
Ainsi,
Ty — Ty < Cse. (3.22)
Etudions maintenant T%.
T, = ) ) wkatesd(ax)
KeT o€ék
= Z Z Wi, (Ug+ — uK)P(TK) + Z urP(TK) z WK,o
KeT o€ék KeT o€€K
— T2”+T2’”

Par régularité de w, on a

=) UK¢($K)/ w-ng dy =
oK

KeT

Z qu(:UK)/KdiV(W) —)/Qmpdiv(w).

KeT
De plus,
Ty = 3 3 (e ua) [ oo dyt Y (o~ u) [ ()~ O)w s d.

KeT o€k 7 KeT o€€k g

Mais, comme le support de 9 ne touche pas les mailles au bord de (2,
S 5 e [owmcodi= 3 o ([owonatrs [vwonisdr) o
KeT o€éx 7 0EEns 7 7

car ng , = —ny, , lorsque 0 = K|L € &y Comme

- Z UK Z /ww-nK,g dy=— Z uK/Kdiv(ww) - —/Qudiv(ww),

KeT o€k V7 KeT
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et

> Y (o =) [ Wlax) = i)wonmody| < Cobrlwlmys Y 3 mio)fur

KeT o€EK KeT o€€k

< Cohrl|wllpo@pyn Y m(o)|ur — ux|
o€l

1/2
< Cehrl|w||(ze())~ (Z m(U)d«r> [[ur(l1,m
og€E
< C7hTa

on en déduit que Ty’ — — [, udiv(yw). Ainsi, Ty = — [, udiv(ypw) + [, uipdiv(w) = — [ uw - Vb; il
existe donc 1 > 0 tel que, pour tout hy < 7,

T — (— /Q uw-Vz/))‘ <e. (3.23)

/qu -V — /Quw . Vzp‘ <ellullL2@)ll IV || L2 (o) = Cse. (3.24)

(3.22), (3.23) et (3.24) donnent donc, des que hr < 7,

T — (—/uv-Vw)‘gcgs,
Q

ce qui signifie bien que Ty — — [, uv - V1.

Mais

Etape 4: convergence de T5.

La méthode employée pour prouver la convergence de T est trés semblable, en beaucoup plus simple (il
s’agit de prendre u, 4+ = 1 dans la démonstration précédente!), & la méthode déja employée pour prouver
la, convergence de T5.

Soit & > 0 et H € (C* ()N telle que ||G — H|| ()~ < €. On introduit

=Y m(0)Hk,o($(ex) - P(2r)),
oel
o Hix,, =m(o)~' [ H -ng,,dy. On a alors
|T5 - Tg| S 0105 Z m(a)d(, = 0116.
ocef
Mais, par régularité de H et de 1,

T, = Y > mo)Hko¥(zx)

KeT o€k

waK/dw —>/d1v =—/QH-V¢.

KeT

Il existe donc 1 > 0 tel que, pour hy <, |T} + [, H - Vi)| <e. Comme

/HV@b—/GV’(ﬁ‘ 30126,
Q Q
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on déduit de tout ceci que, des que h <1, on a

T5—(—/QG-V’Q&)‘S(I-FCH-}-CH)E,

ce qui prouve bien que T5 — — [, G - V4.
Grace aux convergences de T1, Tz, T3, Ty et Ts, on constate que u € H(Q) vérifie (3.20), ce qui conclut
la preuve de ce théoreme. m

3.5 Estimation d’erreur

Nous prouvons ici, lorsque G = 0 et v € (C*(Q2))V, une estimation de 1’erreur entre la solution approchée
uT et la solution exacte u de (3.1), lorsque cette derniére est dans H2(2). Pour simplifier, nous prendrons
aussi b constant.

Théoréeme 3.2 On suppose que G = 0, que v € (C1(Q))V et que b est constant. Soit { > 0. On considére
un maillage M de Q) tel que, pour tout K € T et tout o € Ek, on a dk,c > (ds. On note ut la solution
de (3.8)—(3.5) et u la solution de (3.1). On suppose que u € H?(Q) (ce qui est par exemple le cas si Q
est convexe). Alors, en définissant e € X (M) par ex = ux — u(rk), il existe C ne dépendant que de
[[V]|(Lo )y~ , Q et C tel que

llerlli.m < Chrllul| 2 )

Preuve du théoréme 3.2
Ici encore, on suit fidelement [37].
Dans cette preuve, les constantes C; ne dépendent que de b, ||v||(z=(@)~, Q et (.

u étant dans H?(Q), elle vérifie (3.1) au sens fort. On peut donc intégrer I’équation de (3.1) sur chaque

maille K pour trouver
> Frot Y, VK,<,+b/ u=/ f (3.25)
K K

ocelk €€k

ot Fgo=—[ Vu-ng, et Vg, = [ uv-ng,. En posant les flux approchés

Fi o= —7o(u(zr) —u(zk)) lorsque o = K|L € &Eing,
Fie , = Tou(2Kk) lorsque o € &ing N €k

et
V;(:,a = UKJU(:L.G',-F)

ol, pour ¢ = K|L € & (respectivement 0 € Eext N Ek), To+ = Tk lorsque vi,, > 0 et 2,4 = 21,

(respectivement z, 4+ € 0 — ce qui implique u(z, +) = 0) dans le cas contraire, il a été prouvé dans [41]
que les erreurs de consistance

1 — 1 — 1
o= —~(Fg,—Fkys), o= Ko~ o = -
RK, m(a)( K,o K, ) TK, m(a) (VK,O' VK, ) et pk U(IEK) m(K) /KU

vérifient

|Bio| < Crhr(m(0)de) ™ 2 lulliz(y,) > Irxo| < Crhr(m(o)de) ™/ lullwraqy,)

3.26
et |px| < hrm(K) =4 ullwiar (3.26)

ouV, ={tex+(1—-t)z, x €0, t€]0,1[}U{ter + (1 —1t)z, z € 0, t €]0,1[} lorsque 0 = K|L € &y et
V, ={tex+(1—t)x, z € o, t €]0,1[} lorsque 0 € Eexs NEx (les estimations de [41] sont plus générales,
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mais nous n’utiliserons que cette forme). Remarquez que, puisque u € H%(2) et N = 2 ou 3, on a bien
u € WH(Q).

Par (3.25) et la définition de Rk, Tk,s €t Pk, on a donc, pour tout K € T,
Y Frot Y Vi, +mK)bu(ex) =m(K)fx +m(K)bpx + Y m(o)(Ri,o +rk,q)-
o€k €€k gEEK
En soustrayant cette équation & celle vérifiée par u7, on constate donc que e satisfait, pour tout K € T,

Z ﬁ’K,a + Z VK,o€o+ + M(K)bex = —m(K)bpx — Z m(0)(Ri,s +TK,0),
o€EfK o€EfK o€l

ol ﬁK,U = —7,(er, —ek) si 0 = K|L € &, ﬁ’K,U =T,eK Si 0 € Eext N €K, €t €4 4 est le décentrement
amont de er.
et est donc la solution de (3.3)—(3.5) avec, pour second membre,

((—bpr)keT,(—RK,0 — 'K,0)KET, 0cEK)-

Ce second membre vérifiant (3.6) (car les flux F, V, F* et V* sont conservatifs), on peut alors appliquer
la, proposition 3.2:
llerlli,m < CoN((bpx)keTs (R0 + TK,o)KeT, ocex )- (3.27)

Mais, par (3.26), Cauchy-Schwarz et les inégalité de Sobolev, on a

> mEW s < BhE Y m(E) Yl
KeT KeT
1/2 1/2
< Vhy (Z m(K)> (Z ||u||%/V1>4(K)>
KeT KeT
< RO 2wl
< C3h%’||u||fq2(9)

et, en notant R, = |Rk | et 7o = Tk »| lorsque o € Ex (ces définitions ne dépendent que de o, non du
K tel que o € &k),

> m(0)de (R, +7,)* < 2CTh% (Z llul 32 v,y + Z(m(a)da)l/2IIUII%VM(V,))
o€l o€ oc€EE
1/2 1/2
< 20th% IIUI|%2(9)+<Zm(0)do> (Z”UH%WA(V,))
oeé geé&
< CahT||ullfz g

(en effet, U,V, = Q & un ensemble de mesure nulle pres, et ’'union est disjointe). En rassemblant ces
inégalités dans (3.27), on en déduit le résultat du théoréme. m

3.6 Concernant le décentrement amont

Comme nous I’avons signalé dans la remarque 3.1, on peut aussi étudier des schémas non décentrés amont,
i.e. pour lesquels u, 4 n’est pas donné par (3.5).

Nous allons voir ici que, quel que soit le choix linéaire que ’on effectue entre ux et ur pour u, 4, on a
des estimations sur la solution du schéma correspondant, a condition que la taille A7+ du maillage soit
assez petite. Munis de ces estimations, la convergence se fait alors comme dans le cas décentré amont.
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Plus précisément: si M est un maillage de €2, on considére la discrétisation suivante de (3.1)

VKET, Y Frot ) vkots +m(K)brux =m(K)fx + ) m(0)Gx.q, (3.28)
o€k oc€EEK Sl
Vo = KI|L € &ny, Fr,o = —To(ur — uk), (3.29)
‘v’aeé’extﬂSK, FK,a:T(ruKa ‘
Vo = K|L € &iny, Uo = ak,oUK + QL UL, (3.30)

Vo € Eext N €K, Ug+ = QK UK ,

ol (ak,s)KeT,scex sont fixés (ne dépendent que des données (v, f,G) du probleéme) dans [0, 1] de sorte
que ak,, +ar,, =1 des que 0 = K|L € &y

Le choix du décentrement amont consiste & prendre, modulo l'indétermination non génante dont nous
avons parlé en remarque 3.2, akg,, =1 si vk,, > 0 et ak,, = 0 dans le cas contraire.

Le choix centré consiste a prendre ak,, = % pour tout K € T et tout o € k.

L’obtention d’estimations a priori sur les solutions du systéme linéaire (3.28)—(3.30) se fait en le com-
parant au systéme (3.3)—(3.5).

Proposition 3.3 Soit { > 0 tel que le maillage M vérifie: pour tout K € T, pour tout o € g,
di,; > (dy. Il existe ho > 0 et C ne dépendant que de ||V||(L=q))~, et  tel que, si ht < ho, toute
solution ur de (3.28)—(3.30) avec un second membre vérifiant (3.6) satisfait ||ur||l1,m < CN(fr,Gm)-

Preuve de la proposition 3.3
On introduit le décentrement amont u,,+ de ur comme défini dans (3.5). wy vérifie alors, pour tout
KeT,

Z Fro, + Z VK,oUot+ + M(K)bgux = m(K) fx + Z m(o) (GK,,, + UK—’”(UU,JF - ug)) ,

[ASINS o€EEK oEEK m(a)

c’est & dire une équation de la forme (3.3)—(3.5) ol 'on a remplace Gk, par éK,U =Gk,o+ % (Ut —

Ug)-
Les flux (Vi )keT, see, étant conservatifs, ce second membre vérifie (3.6) et on a donc, par la proposition
3.2,

[|ur]

Pour estimer N (fr,Gn), on écrit

1,M < C].N(fTJéM)J
ott Cy ne dépend que de ||V||(pe ()~ 2 et .
o\ 1/2
(Z m(o)dy )
ocel

1/2 2\ 1/2
< V2 (Z m(a)dJG:‘;) +V2 (Z m(o)d, (%(u(,,+ —u,,)) ) .

o€l oe€

VK,

GK,o’ + W(Ud,+ - ua)

Comme v, < [|V|[(zee(@)vm (o) et |ug,+ — us| < Dou (car (us,+,uy) € [uk,ur] si 0 = K|L € &Eing et
(Uo,+,us) € [0,uk] sl 0 € Eext N EK), On peut écrire

v 2\ 1/2 1/2
(Z m(0)dy (W?)(““ —ua>) ) < Ivllge oy (Z m<<f>do<Dou>2>

ocel ogeé&
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IA

1/2
||v||(Loo Q)N <Z diTg (Dgu)2>

ge€
< 2h7|vl|(Le @ [luTlim-
Ainsi,
lurlli,m < C1V2N(f1,Gam) + 201V 2R | |V|| (Lo ()~ [ur |1,

Cette inégalité nous montre que le résultat de la proposition est valide avec ho = 1/(4v/2C1||V||(1e(a))~)

et C = 2\/501 ]

Muni de cette estimation conditionnelle (valable uniquement pour h7 petit), on obtient, exactement
comme dans ’étude du systeme décentré amont, des résultats de convergence et d’estimation d’erreur
pour les solutions de (3.28)—(3.30), & condition de supposer & chaque fois hr assez petit.



