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Notations

1 { Ensembles

IN Entiers naturels

ZZ Anneau des entiers relatifs

IR Corps des nombres r�eels


 Sous-domaine ouvert de IR

2

: 
 = ]0; 1[�]0; 1[

�

j

Sous-ensemble de IN

2

(j dans IN

�

) d�e�ni par :

�

j

=

n

(k

1

; k

2

) 2 IN� IN : 0 � k

1

� 2

j

� 1 ; 0 � k

2

� 2

j

� 1

o

on d�e�nira sur �

j

la variable k : k = (k

1

; k

2

) 2 �

j

2{ Espaces fonctionnels

L

2

(IR) Ensemble des fonctions r�eelles, de carr�e sommable,

muni du produit scalaire :

�

f; g

�

=

Z

IR

f(x) g(x) dx

et de norme k : k associ�ee au produit scalaire.

L

2

loc

(IR) Ensemble des fonctions r�eelles, de carr�e localement int�egrable.
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L

2

p

(0; 1) Ensemble des fonctions 1-p�eriodiques, de carr�e localement int�egrable.

L

2

p

(0; 1) =

n

v 2 L

2

loc

(IR) : v(x+ 1) = v(x) p:p:

o

muni du produit scalaire :

�

f; g

�

=

Z

1

0

f(x) g(x) dx

et de norme k : k associ�ee au produit scalaire.

L

2

p

(0; 1) peut être aussi d�e�ni comme L

2

(T) o�u Test le tore IR=ZZ.

| Soit 
 un ouvert born�e de IR

N

, on d�e�nit :

C

s

(
) (s 2 IR

+

�

) Espace de H�older :

On d�ecompose s = n+ r o�u n 2 IN et r 2 ]0; 1[. Alors C

s

(
) est l'ensemble

des fonctions f , n fois continuement di��erentiables, et telle qu'il existe une

constante c telle que :

k

d

n

f

dx

n

(x)�

d

n

f

dx

n

(y) k � c kx� yk

r

pour tout x 2 IR ; y 2 IR

| Soit Y le carr�e ]0; 1[�]0; 1[� IR

2

, on d�e�nit :

L

2

p

(Y ) =

n

v 2 L

2

loc

(IR

2

) : v(x

1

+ i

1

; x

2

+ i

2

) = v(x

1

; x

2

) p:p:; 8 (i

1

; i

2

) 2 ZZ

2

o

muni du produit scalaire :

�

f; g

�

=

Z

Y

f(x

1

; x

2

) g(x

1

; x

2

) dx

1

dx

2

Espaces de Sobolev

H

s

(IR

N

) (s 2 IR) Espace de Sobolev :

H

s

(IR

N

) =

n

f 2 S

0

(IR

N

) : (1 + j�j

2

)

s=2

^

f 2 L

2

(IR

N

)

o

muni du produit scalaire :

�

f; g

�

H

s

=

Z

IR

(1 + j�j

2

)

s

^

f(�) ĝ(�) d�

o�u S

0

(IR

N

) est l'espace des distributions, dual de :

S(IR

N

) =

n

f 2 C

1

(IR

N

) : 8m;n 2 IN lim

x!1

jx

m

D

n

f j = 0

o
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H

1

(IR

N

) Si s = 1, H

s

(IR

N

) co��ncide avec l'espace :

H

1

(IR

N

) =

n

f 2 L

2

(IR

N

) :

@f

@x

d

2 L

2

(IR

N

); 1 � d � N

o

muni du produit scalaire :

�

u; v

�

H

1

=

Z

IR

N

h

u(x) v(x) +

N

X

d=1

@u

@x

d

(x)

@v

@x

d

(x)

i

dx

H

1

p

(Y ) =

n

v 2 L

2

p

(Y ) :

@v

@x

1

2 L

2

`oc

(IR

2

) ;

@v

@x

2

2 L

2

`oc

(IR

2

)

o

muni du produit scalaire :

�

u; v

�

H

1

p

=

Z

Y

h

u(x) v(x) +

d=2

X

d=1

@u

@x

d

(x)

@g

@x

d

(x)

i

dx

V =

�

H

1

p

(
)

�

2

muni de son produit scalaire :

�

u; v

�

V

=

2

X

i=1

Z




h

u

i

(x) v

i

(x) +

d=2

X

d=1

@u

i

@x

d

(x)

@u

i

@x

d

(x)

i

dx

et de sa norme k:k

V

associ�ee.

| Soit ! un ouvert inclu dans 
, de fronti�ere @! d�ecompos�ee en deux parties @!

D

et @!

F

telles que @! = @!

D

[ @!

F

et j@!

D

j > 0 (j@!

D

j =

Z

@!

D

ds). On d�e�nit :



D

Application trace de

�

H

1

(!)

�

2

sur

�

H

1=2

00

(@!

D

)

�

2

;



F

Application trace de

�

H

1

(!)

�

2

sur

�

H

1=2

00

(@!

F

)

�

2

;

| Sur la partie @!

D

de la fronti�ere de !, on d�e�nit :

M

1

=

�

H

1=2

00

(@!

D

)

�

2

et son dual :

M

0

1

=

�

H

�1=2

(@!

D

)

�

2

pour la dualit�e :

D

w;�

1

E

1

=

Z

@!

D

w�

1

ds
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M

1

est muni du produit scalaire :

�

u; v

�

@!

D

=

Z

@!

D

uv ds

M

1

est muni de la norme : kwk

M

1

= inf

n

kvk

V

: 

D

(v) = w

o

M

0

1

est muni de la norme : k�

1

k

M

0

1

= sup

w2M

1

D

w;�

1

E

1

kwk

M

1

3 { Divers

�




Fonction caract�eristique de 
 :

�




(x) =

�

1 si x 2 


0 si x =2 


�

kl

Symbole de Kronecker :

�

kl

(x) =

(

1 si k = l

0 si k 6= l

M

p

(f) Moment d'ordre p d'une fonction f :

M

p

=

Z

IR

x

p

f(x) dx

Transform�ee de Fourier continue

La transform�ee de Fourier continue d'une fonction f int�egrable est d�e�nie par :

^

f(!) =

Z

IR

f(t) e

�2i�!t

dt

Cette d�e�nition s'�etend s'�etend aux fonction de L

2

(IR).

Avec certaines hypoth�eses sur sur f , on a les propri�et�es suivantes :
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1{ Inversion :

f(t) =

Z

IR

^

f (!) e

2i�!t

d!

2{ E�et d'une translation :

Si f(:� b) = �

b

(f) alors �̂

b

(!) =

^

f (!) e

�2i�b!

3{ E�et d'une dilatation :

Si f(

:

a

) = D

a

(f) alors

^

D

a

(!) = a

^

f (a!)

4{ E�et d'une dilatation-translation :

Si f

ab

(t) = f(

t� b

a

) alors

^

f

ab

(!) = a

^

f (a!)e

�2i�b!

4 { R�ecapitulation des di��erents types d'ondelettes

On r�ecapitule dans le tableau suivant les ondelettes d�e�nies sur les di��erents espaces

fonctionnels. On rappelle �egalement la notation utilis�ee pour chaque analyse multir�esolution,

ainsi que leur dimension.

Espace Fonction Ondelette (s) Analyse Dimension

fonctionnel d'�echelle multir�esolution

H

1

(IR) '

jk

 

jk

V

j

+1

H

1

p

(0; 1) �

jk

	

jk

V

j

2

j

H

1

p

(Y ) �

jk

	

1

jk

; 	

2

jk

; 	

3

jk

V

2

j

2

2j

�

1

jk

= (�

jk

; 0)

t

	

11

jk

; 	

21

jk

; 	

31

jk

�

H

1

p

(Y )

�

2

VV

j

2

2j+1

�

2

jk

= (0; �

jk

)

t

	

12

jk

; 	

22

jk

; 	

32

jk
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Introduction g�en�erale

En m�ecanique des solides, la r�esolution de probl�emes complexes de taille croissante exige

la conception d'algorithmes particuli�erement performants, robustes et pr�ecis. Les m�ethodes

utilis�ees jusqu'�a pr�esent peuvent être d�ecompos�ees en deux grandes familles :

| La m�ethode des �el�ements �nis est la plus utilis�ee depuis l'av�enement de l'informatique.

Elle pr�esente plusieurs avantages. En e�et, la connaissance de la valeur exacte de la solution

aux noeuds permet un traitement simple des conditions aux limites (par p�enalisation par

exemple). Son principe mêmepermet son adaptation �a tous les types de g�eom�etries, y compris

les plus complexes. L'inconv�enient est que la cr�eation du maillage reste tr�es coûteuse et

di�cile, en dimension 3 notamment . De plus, la mise en oeuvre de m�ethodes de ra�nement

local ou de remaillage n'est pas sans poser quelques probl�emes (respect de crit�eres de taille,

crit�ere de ra�nement [62], d�etection des zones �a fort gradient [78]). L'id�ee principale des

techniques alternatives est alors de tenter de supprimer la notion de maillage, comme c'est

le cas par exemple avec la m�ethode des �el�ements di�us [80].

| Une autre m�ethode couramment utilis�ee (pour l'homog�en�eisation p�eriodique en par-

ticulier) est bas�ee sur l'analyse de Fourier [64]. Un de ses int�erêts r�eside dans le fait que

l'inverse de l'op�erateur d'�elasticit�e �etant connu dans cette base, cela permet entre autres la

mise en oeuvre d'algorithmes it�eratifs de r�esolution dans le cas de mat�eriaux h�et�erog�enes

[52]. Par contre, elle n'est pas adapt�ee �a tous les types de g�eom�etrie, ce qui la cantonne au

traitement de probl�emes p�eriodiques. De plus, la non localisation dans l'espace physique des

fonctions de base entrâ�ne des instabilit�es �a proximit�e des singularit�es (ph�enom�ene de Gibbs),

lesquelles singularit�es ne sont pas localisables �a la simple vue des coe�cients de Fourier.
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L'utilisation de la tranform�ee discr�ete en ondelettes apparâ�t alors comme une alternative

�a ces deux m�ethodes, tentant d'une part d'en conserver les avantages, et d'autre part, d'en

minimiser les inconv�enients.

| La localisation des ondelettes, �a la fois dans l'espace physique et dans l'espace spec-

tral, permet de limiter les ph�enom�enes de Gibbs (ce qui diminue le nombre de coe�cients

n�ecessaires pour une bonne approximation) et de d�etecter les singularit�es locales ainsi que

leurs types, directement �a la lecture des coe�cients d'ondelettes (ce qui permettra d'�elaborer

des crit�eres de ra�nement plus simples qu'avec les �el�ements �nis).

| La structure même d'une base d'ondelettes (translations et dilatations d'une seule

fonction) la rend bien adapt�ee �a l'�etude de ph�enom�enes o�u di��erentes �echelles entrent en jeu,

ce qui est le cas de l'homog�en�eisation p�eriodique.

| En revanche, il n'existe toujours pas de base simple sur des g�eom�etries autres que le

carr�e (ou le rectangle), mais l'utilisation des domaines �ctifs o�u les conditions aux limites sont

introduites par des m�ethodes de type p�enalisation-Lagrangien ou de viscosit�e peut permettre

de pallier ce d�efaut.

Depuis quelques ann�ees, la transform�ee en ondelettes a d'ailleurs �et�e utilis�ee pour r�e-

soudre plusieurs types d'�equations aux d�eriv�ees partielles �a inconnue scalaire. En e�et, d�es

les ann�ees 1980, J. Liandrat, V. Perrier et Ph. Tchamitchian [22], [23], [24], ont trait�e �a l'aide

d'ondelettes splines l'�equation de Burgers p�eriodique (�equation aux d�eriv�ees partielles non

lin�eaire �a inconnue scalaire). Nous avons trait�e des probl�emes unidimensionnels �a coe�cients

continus �a la fois grâce aux techniques pr�esent�ees par les auteurs pr�ec�edents ainsi qu'avec

les techniques de Galerkin [13]. Depuis, des �equations aux d�eriv�ees partielles plus complexes,

de type Navier{Stokes [9], [10], [34], ou de Poisson [67], [68], [77], [73] ont �et�e abord�ees pour

des probl�emes bi ou tridimensionnels. A notre connaissance, il n'existe que peu de travaux

sur les �equations d'�elasticit�e en m�ecanique (inconnues vectorielles, couplage des �equations),

ce qui sera l'objet de ce m�emoire.
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Notre contribution est de plusieurs ordres :

| dans un premier temps, faisant suite aux travaux de G. Beylkin [4] sur les op�era-

teurs, nous montrons comment repr�esenter l'op�erateur d'�elasticit�e en base d'ondelettes de

Daubechies.

| nous montrons ensuite qu'il est possible d'appliquer la technique pr�ec�edente �a des pro-

bl�emes d'homog�en�eisation p�eriodique. Nous montrons qu'il est alors n�ecessaire d'introduire

des techniques compl�ementaires de type viscosit�e a�n d'imposer des conditions particuli�eres

�a la solution.

| nous montrons en�n que l'on appliquer une m�ethode de Galerkin{ondelettes �a des

probl�emes d'�elasticit�e sur des ouverts quelconques en la couplant avec une technique de

domaines �ctifs. Ce probl�eme est un point clef pour la r�esolution de nombreux probl�emes en

m�ecanique des solides (plasticit�e, grandes d�eformations, frottement, ...).

L'organisation de ce m�emoire se fera comme suit :

Un rappel des di��erentes ondelettes existantes sera fait dans une premi�ere partie en

insistant plus particuli�erement sur les ondelettes de Daubechies [11] qui seront utilis�ees dans

la suite de ce m�emoire. Ces ondelettes �etant �a support compact, elles permettent l'utilisation

d'algorithmes rapides qui seront d�ecrits par la suite. Nous �etudierons en�n comment s'�ecrit

la projection du tenseur d'�elasticit�e dans un tel type de bases (qui aura une structure par

bande si l'on utilise des ondelettes �a support compact), et nous validerons la technique par

le traitement d'un exemple o�u une solution analytique existe.

Dans la deuxi�eme et troisi�eme partie de ce m�emoire, nous montrons qu'il est possible

d'utiliser des bases d'ondelettes en m�ecanique du solide. Pour ce faire, nous avons choisi de

nous int�eresser �a deux domaines de l'�elasticit�e, l'homog�en�eisation p�eriodique lin�earis�ee en

dimension 2, fondamental pour l'�etude des mat�eriaux h�et�erog�enes lin�eaires ou non lin�eaires,

o�u les ph�enom�enes �a di��erentes �echelles entrant en jeu semblent particuli�erement adapt�es �a

l'utilisation d'une telle m�ethode. Nous traiterons �egalement un probl�eme d'�elasticit�e lin�eari-

s�ee avec conditions aux limites, qui est un point clef pour la r�esolution de presque tous les

probl�emes non lin�eaires (lois de comportement complexes, lois de frottement ou d'interfaces,
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couplage thermo-m�ecanique, ...), et o�u le traitement des conditions aux limites pourra être

�etudi�e avec plus de pr�ecisions. Chacune de ces deux �etudes fera l'objet d'une partie qui sera

d�ecompos�ee en deux chapitres, le premier traitant des probl�emes et rappels th�eoriques, le

second s'int�eressant aux aspects num�eriques.
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Partie 1

Les ondelettes
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Introduction

La th�eorie des ondelettes est r�ecente |les premiers r�esultats datent du d�ebut des ann�ees

80| et en plein essor, il su�t d'observer le nombre d'articles publi�es sur le sujet chaque

ann�ee et la cr�eation d'une revue sp�ecialis�ee pour s'en convaincre [3], [11], [18], [22], [24],

[31]. Elle est de plus en plus utilis�ee, et dans plusieurs domaines (traitement du signal ou

de l'image, m�ecanique des uides). Par cons�equent, il n'existe pas une seule transform�ee en

ondelettes, mais plusieurs, chacune �etant adapt�ee �a un domaine d'application particulier.

Pour le traitement du signal, on utilise en g�en�eral la transform�ee continue en ondelettes

qui pr�esente la particularit�e de transformer le signal en image, permettant de mieux en

�etudier les singularit�es. A cause de cette redondance d'informations, ces ondelettes sont

par contre totalement inexploitables pour r�esoudre des �equations aux d�eriv�ees partielles

(en m�ecanique des uides notamment). Dans ce cas, il est n�ecessaire d'utiliser des bases

orthogonales ou biorthogonales : ce sont les transform�ees discr�etes en ondelettes.

Les bases orthogonales d'ondelettes sont nombreuses et ont chacune des propri�et�es bien

di��erentes. Les ondelettes splines, qu'on utilise notamment pour traiter des probl�emes de

m�ecanique des uides [3], [22], [23], sont bas�ees sur l'utilisation des polynômes, ce qui permet

de les rapprocher de la m�ethode des �el�ements �nis. Le fait qu'elles ne soient pas �a support

compact nous ont fait pr�ef�erer les ondelettes de Daubechies o�u des algorithmes rapides

peuvent être utilis�es. La construction de ces ondelettes s'�etablit �a partir de la connaissance

d'une suite de longueur �nie qui sera l'unique donn�ee dont nous aurons besoin.

Selon le type de probl�eme �a �etudier, on peut avoir besoin d'ondelettes ayant des propri�e-

t�es bien particuli�eres (ondelettes splines et �a support compact), on utilise alors des bases

biorthogonales (une fonction pour d�ecomposer, sa duale pour reconstruire) qui o�rent un

choix plus large, mais sont d'un maniement plus lourd puisque n�ecessitant la connaissance

de deux fonctions au lieu d'une seule. Le sujet des ondelettes biorthogonales ne sera pas

trait�e dans ce m�emoire.
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Cette partie s'organisera comme suit :

Dans un premier chapitre, on rappellera rapidement au travers d'un historique les di��e-

rents types d'ondelettes ainsi que leurs principales propri�et�es, dont notamment la localisation

des singularit�es des fonctions analys�ees, qui nous permettra de mettre en oeuvre un algo-

rithme de ra�nement local. Puis, nous d�e�nirons plus pr�ecis�ement les ondelettes qui seront

utilis�ees par la suite, les ondelettes de Daubechies [11].

Dans un second chapitre, suite aux travaux de G. Beylkin [4] nous montrerons comment

peut être calcul�ee la projection de l'op�erateur d'�elasticit�e dans une base d'ondelettes grâce �a

un algorithme de d�ecomposition{recomposition : l'algorithme pyramidal de Mallat [26]. Nous

pr�esenterons en�n les premiers r�esultats obtenus sur un exemple analytique, lesquels permet-

tront de valider cette m�ethode et de pouvoir optimiser les di��erents param�etres entrant en

jeu (ordre de l'ondelette, niveau d'approximation, etc. ).
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Chapitre 1

Historique et rappels

1.1 La transform�ee continue en ondelettes

La transform�ee en ondelettes, telle qu'elle existe aujourd'hui, a �et�e d�e�nie pour la

premi�ere fois en 1981 par J. Morlet, ing�enieur chez Elf-Aquitaine, a�n d'analyser des signaux

issus de la recherche p�etroli�ere [32]. Les outils dont il disposait �a cette �epoque �etait princi-

palement bas�es sur l'analyse de Fourier. Cette analyse, localis�ee dans l'espace spectral, est

tr�es mal localis�ee dans l'espace physique. Pour pallier ce d�efaut, il est possible d'utiliser des

fenêtres glissantes, mais ceci n'est pas sans poser quelques probl�emes. J. Morlet eut alors

l'id�ee de consid�erer une fonction analysante h, bien localis�ee �a la fois dans l'espace physique

et dans l'espace de Fourier, et d'y appliquer des translations et des dilatations. La famille

analysante est donc du type :

h

ab

(x) =

1

p

a

h(

x� b

a

) a 2 IR

�

; b 2 IR: (1:1)

La transform�ee en ondelettes d'un signal f s'�ecrit :

f

ab

=

1

p

a

Z

IR

f(t) h(

t� b

a

) dt: (1:2)

On peut montrer que si l'ondelette h v�eri�e la condition d'admissibilit�e :

C

h

=

Z

IR

+

j

^

h(!)j

2

j!j

d! < +1 (1:3)

(ce qui entraine notamment que

^

h(0) =

Z

IR

h(t)dt = 0, donc que h est une fonction

oscillante), alors on peut reconstruire le signal �a partir de ses coe�cients d'ondelettes :
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f(x) =

1

C

h

Z

IR

2

f

ab

h

ab

(x)

dadb

a

2

(1:4)

En 1984, A. Grossmann [16] a �x�e le cadre math�ematique de cette th�eorie, et l'a reli�ee �a

des th�eories sur l'interpolation datant des ann�ees 60.

Exemple: l'ondelette de Morlet

Cette ondelette, d�e�nie par la fonction :

h(t) = e

�t

2

2

cos(5t) (1:5)

ne v�eri�e pas la condition

^

h(0) = 0 (on a

^

h(0) =

p

2�e

�25

2

), mais ce nombre tr�es "petit" ( de

l'ordre de 10

�5

) permet tout de même d'obtenir une formule de reconstruction approch�ee.

Figure 1.1 : L'ondelette de Morlet

Un autre type d'ondelette, tr�es utilis�ee en traitement du signal, est la d�eriv�ee d'ordre n

d'une gaussienne (n � 2) :

K

n

(t) =

d

n

dt

n

(e

�t

2

2

) : (1:6)

L'inconv�enient majeur de la transform�ee continue en ondelettes est la transformation

d'un signal (de dimension 1) en image (de dimension 2), d'o�u une redondance d'information
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qui serait totalement inexploitable dans le cadre de la r�esolution d'�equations aux d�eriv�ees

partielles.

1.2 La transform�ee discr�ete en ondelettes

En 1985, Y. Meyer [28] eut l'id�ee de discr�etiser les param�etres a et b sur un r�eseau

dyadique a = 2

�j

; b = 2

�j

k (j; k 2 ZZ), et de tenter d'obtenir des bases hilbertiennes de

L

2

(IR) du type :

n

 

jk

(x) = 2

j=2

 (2

j

x� k)

o

j;k 2 ZZ

: (1:7)

La formule de d�ecomposition d'une fonction f s'�ecrit alors :

f(x) =

X

j2ZZ

X

k2ZZ

�

f;  

jk

�

 

jk

(x) : (1:8)

La structure de cette base est donc extrêmement simple, constitu�ee de translations et de

dilatations d'une seule fonction appel�ee ondelette. De plus, le caract�ere localis�e de la fonc-

tion  permettra d'analyser une fonction f \�a l'�echelle 2

�j

" et \autour du point x = 2

�j

k",

ce qui entrainera des propri�et�es liant la r�egularit�e locale d'une fonction et ses coe�cients

d'ondelettes [18], [19] (cf. x1.7).

Une telle fonction  est connue depuis le d�ebut du si�ecle (1909), il s'agit du syst�eme de

Haar [17], construit �a partir de la fonction  d�e�nie par (�g. 1.2):

 (x) =

8

>

<

>

:

�1 si 0 < x < 1=2 ;

1 si 1=2 < x < 1 ;

0 sinon:

(1:9)

Ces fonctions forment une base orthonorm�ee de L

2

(IR), mais leur faible r�egularit�e entraine

une mauvaise localisation de

^

 dans l'espace de Fourier, ce qui a pour cons�equence une

convergence lente vers z�ero des coe�cients

�

f;  

jk

�

lorsque j tend vers +1.
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-

6

 (x)

0 0,5 1 x

Figure 1.2 : L'ondelette de Haar

Illustration :

Etudions la convergence vers z�ero de la suite ff

j

g

j

d�e�nie par f

j

=

p

2

j

Z

IR

f(x) (2

j

x)dx.

La formule de Taylor avec reste int�egral appliqu�ee �a f en x = 0 donne �a l'ordre q :

f

j

=

p

2

j

q

X

p=0

h

f

(p)

(0)

Z

IR

x

p

p!

 (2

j

x)dx

i

+

Z

IR

R(x) (2

j

x)dx (1:10)

avec :

R(x) =

Z

x

0

(x� t)

q

q!

f

(q+1)

(t)dt: (1:11)

En notant M

p

=

Z

IR

x

p

 (x)dx le moment d'ordre p de  , et r

j

le reste, on obtient :

f

j

=

q

X

p=0

f

(p)

(0) M

p

p! (2

j

)

p+1

+ r

j

o�u jr

j

j <

C

(2

j

)

q+2

(1:12)

La convergence de la suite des coe�cients d'ondelettes ff

j

g

j

vers z�ero est donc r�egl�ee par

le premier moment non nul de  .

L'ondelette de Haar a son premier moment non nul, ce qui explique les di�cult�es num�e-

riques li�ees �a la lente convergence des coe�cients. On sera ainsi amen�e �a la d�e�nition d'une

ondelette ayant une certaine r�egularit�e.

En 1985, Y. Meyer [28] a construit une ondelette telle que

^

 soit nulle sur un voisinage de 0

(ce qui entraine que tous les moments de  sont nuls) qui soit de plus dans D(IR) (ensemble

des fonctions ind�e�niment d�erivables �a support compact), ce qui entraine que  est dans

l'espace S(IR) des fonctions ind�e�niment d�erivables �a d�ecroissance rapide. Malheureusement,
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cette construction ne permet pas d'obtenir d'autres ondelettes, en particulier �a support

compact. Il en est de même pour la construction de P.G. Lemari�e pr�esent�ee l'ann�ee suivante

[25].

1.3 L'analyse multir�esolution

En 1987, S. Mallat �etablit une construction permettant d'obtenir di��erents types d'on-

delettes. Elle est bas�ee sur la notion d'analyse multir�esolution. Donnons-en tout d'abord

une d�e�nition exacte :

D�e�nition 1 Une analyse multir�esolution de L

2

(IR) est une suite croissante de sous-

espaces vectoriels fV

j

g

j2ZZ

de L

2

(IR) ayant les propri�et�es :

(i) V

j

� V

j+1

pour tout j dans ZZ ;

(ii)

\

j2ZZ

V

j

= f0g ;

[

j2ZZ

V

j

est dense dans L

2

(IR) ;

(iii) Pour tout f dans L

2

(IR), j dans ZZ, on a :

f 2 V

j

() f(2:) 2 V

j+1

;

(iv) Pour tout f dans L

2

(IR), k dans ZZ, on a :

f 2 V

0

() f(:� k) 2 V

0

;

(v) Il existe une fonction ' 2 V

0

telle que la famille f'(:� k)g

k2ZZ

des translations enti�eres de ' soit une base de V

0

.

L'analyse multir�esolution consiste donc en une suite de sous-espaces vectoriels fV

j

g

j2ZZ

emboit�es (prop. (i)). La propri�et�e (iii) signi�e que la projection d'une fonction f dans un

espace V

j

permet d'obtenir des d�etails de l'ordre de 2

�j

de cette fonction. On obtiendra

donc une approximation de plus en plus �ne de f lorsque j augmente, celle-ci convergeant

vers f lorsque j tend vers +1 (prop. (ii)). En�n, la propri�et�e (iv) donne la structure de

l'espace V

0

: il doit contenir toutes les translations enti�eres des fonctions f de V

0

, ceci nous

permettant de construire une base de V

0

�a partir de la fonction d'�echelle ' ayant la même

structure (prop. (v)).
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Cons�equence :

� Si ' est une fonction telle que l'ensemble de ses translations enti�eres f'(x � k)g

k2ZZ

forme une base de l'espace V

0

, alors, d'apr�es l'�egalit�e (iii), la famille f'

jk

g

k2ZZ

forme une

base de V

j

pour tout j 2 ZZ. La fonction ' est appel�ee fonction d'�echelle, et d'apr�es la

propri�et�e (iii), il existe une suite fh(n)g

n2ZZ

telle que :

'(x) =

p

2

X

n2ZZ

h(n) '(2x� n): (1:13)

� Pour tout j dans ZZ, on appelle W

j

le suppl�ementaire orthogonal de V

j

dans V

j+1

:

V

j+1

= V

j

�W

j

(1:14)

alors on peut construire, �a partir de la fonction d'�echelle ', une ondelette associ�ee, not�ee

 , et telle que :

W

j

= V ect f 

jk

; k 2 ZZg pour tout j 2 ZZ (1:15)

et d'apr�es la propri�et�e (iii), il existe une suite fg(n)g

n2ZZ

telle que :

 (x) =

p

2

X

n2ZZ

g(n) '(2x� n): (1:16)

Ces �ltres fh(n)g

n2ZZ

et fg(n) =g

n2ZZ

, appell�es �ltres miroirs en quadrature, sont

d'un int�erêt fondamental dans la th�eorie des ondelettes. Ils servent dans la mise en oeuvre de

l'algorithme de calcul rapide des coe�cients d'ondelettes d'une fonction [5], pour le calcul de

la valeur en un point donn�e de l'ondelette [37], et de la projection d'op�erateurs di��erentiels

[4] (calcul de produits scalaires entre l'ondelette et ses d�eriv�ees).

� D'apr�es la d�e�nition des espaces V

j

et W

j

, on a la propri�et�e :

L

2

(IR) = �

j2ZZ

W

j

= V

j

0

�

j�j

0

W

j

: (1:17)

Ce qui nous permet de d�ecomposer une fonction f de la fa�con suivante :

f(x) =

X

k2ZZ

�

f; '

j

0

k

�

'

j

0

k

(x) +

X

j�j

0

X

k2ZZ

�

f;  

jk

�

 

jk

(x) (1:18)
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o�u les coe�cients :

{

�

f; '

j

0

k

�

sont les coe�cients d'approximation (j

0

est le niveau d'approximation) ;

{

�

f;  

jk

�

sont les coe�cients de d�etails.

La notion d'analyse multir�esolution a notamment permit d'obtenir les bases d'ondelettes

splines [3], utilis�ees pour la r�esolution d'�equations aux d�eriv�ees partielles [22], [23], [24].

Le principal d�efaut de ces ondelettes est de ne pas être �a support compact, ce qui peut

engendrer des probl�emes num�eriques (largeur de bande des matrices des op�erateurs, ...). De

plus, les �ltres fh(n)g

n2ZZ

et fg(n)g

n2ZZ

sont de longueur in�nie, donc l'algorithme rapide de

d�ecomposition-recomposition de S. Mallat ne peut être mis en oeuvre que de fa�con approch�ee.

1.4 Les ondelettes de Daubechies sur IR

En 1988, I. Daubechies [11] introduit des ondelettes �a support compact par la re-

cherche de �ltres fh(n)g

n2ZZ

de longueur �nie. Nous utiliserons ces ondelettes au cours de

cette �etude. Du fait de la �nitude des �ltres, les algorithmes pyramidaux de d�ecomposition-

recomposition seront particuli�erement performants, et le choix de la longueur de ces �ltres

nous donnera des ondelettes plus ou moins r�eguli�eres, de support plus ou moins grands. La

construction de ces ondelettes est bas�ee sur le th�eor�eme suivant [11] :

Th�eor�eme 1 Soit fh(n)g

n2ZZ

une suite telle que :

(i)

X

n

jh(n)j jnj

"

< +1 pour un certain " > 0 ;

(ii)

X

n

h(n� 2k) h(n� 2`) = �

k`

;

(iii)

X

n

h(n) =

p

2 .

Supposons de plus que la fonction d�e�nie par m

0

(�) = 2

�1=2

P

n

h(n)e

�2i�n�

puisse être

�ecrite sous la forme :

m

0

(�) = [

1

2

(1 + e

2i��

)]

N

[

X

n

f(n)e

2i�n�

]
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o�u la fonction f v�eri�e :

(iv)

X

n

jf(n)j jnj

"

< +1 pour un certain " > 0 ;

(v) sup

�2IR

j

X

n

f(n)e

2i�n�

j < 2

N�1

.

On d�e�nit :

g(n) = (�1)

n

h(1 � n) ;

'̂(�) =

Y

j2IN

?

m

0

(2

�j

�) ;

 (x) =

p

2

X

n

g(n)'(2x� n) ,

alors la famille f'

jk

g

j;k2ZZ

d�e�nie par '

jk

(x) = 2

j=2

'(2

j

x� k) forme une analyse multi-

r�esolution de L

2

(IR) et la famille f 

jk

g

j;k2ZZ

est la base d'ondelettes associ�ee.

Commentaires :

� La construction de ' �a l'aide de sa transform�ee de Fourier est directement bas�ee sur

la notion d'analyse multir�esolution, et notamment sur l'inclusion de l'espace V

0

dans V

1

, ce

qui permet l'existance de la suite fh(n)g

n2ZZ

, et de la fonction m

0

par transformation de

Fourier.

� L'�egalit�e (i) permet d'obtenir la convergence du produit d�e�nissant la transform�ee de

Fourier de l'ondelette, les �egalit�es (iv) et (v) donne la r�egularit�e de ce produit, (iii) permet

d'obtenir '̂(0) =

Z

IR

'(x) dx = 1, et (ii) traduit l'orthogonalit�e par translation de '.

Le corollaire suivant permet de d�eduire une base d'ondelettes �a support compact �a partir

de cette construction.

Corollaire 1 Si de plus la suite fh(n)g

n2ZZ

est une suite �nie ( c'est �a dire que h(n) = 0

pour n < N

�

et n > N

+

) alors la base orthonorm�ee d'ondelettes associ�ee est �a support

compact, et :

support (') � [N

�

; N

+

] ; (1:19)

support ( ) �

h

1

2

(1�N

�

�N

+

);

1

2

(1�N

�

+N

+

)

i

: (1:20)
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R�ecapitulation :

Si l'on choisit, dans le corollaire pr�ec�edent, N

�

= 0 et N

+

= 2M � 1 (M > 0), on peut

d�e�nir la fonction d'�echelle et l'ondelette de Daubechies d'ordre M comme suit :

| Il existe une suite de r�eels fh(n)g

n=0;:::;2M�1

v�eri�ant les �egalit�es :

2M�1

X

n=0

h(n) =

p

2 ; (1:21)

2M�1

X

n=0

h(n)h(n+ 2k) = �

0;k

8k 2 ZZ : (1:22)

| La fonction d'�echelle ' est d�e�nie par :

'(x) =

p

2

2M�1

X

n=0

h(n)'(2x� n); 8x 2 IR : (1:23)

| L'ondelette associ�ee  est d�e�nie par :

 (x) =

p

2

2M�1

X

n=0

g(n)'(2x� n); 8x 2 IR (1:24)

avec :

g(n) = (�1)

n

h(2M � 1 � n) n = 0; ::: ; 2M � 1: (1:25)

| La fonction d'�echelle ' v�eri�e les propri�et�es suivantes :

Z

IR

'(x)dx = 1 ; (1:26)

Z

IR

'(x)'(x� k)dx = �

0;k

8k 2 ZZ ; (1:27)

X

k2ZZ

'(x� k) = 1 8x 2 IR ; (1:28)

Support (') � [0; 2M � 1]: (1:29)
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| L'ondelette  v�eri�e les propri�et�es suivantes :

Z

IR

x

n

 (x) dx = 0 pour 0 � n �M � 1 ; (1:30)

Z

IR

 (x) (2

j

x� k) dx = �

0;k

�

0;j

8j; k 2 ZZ ; (1:31)

Support ( ) � [0; 2M � 1] (1:32)

(On a d�ecal�e la suite fg(n)g

n=0;:::;2M�1

a�n que les supports de ' et de  soient identiques).

Remarques:

� Dans l'analyse multir�esolution engendr�ee par la fonction d'�echelle d'ordre M , V

0

con-

tient l'espace des polynômes d'ordre strictement inf�erieur �a M .

� La fonction d'�echelle ' n'est pas orthogonale par �echelle contrairement �a  , c'est �a dire

que l'on n'a pas

Z

IR

'(x) '(2

j

x) dx = 0 pour j 2 ZZ.

� L'ondelette d'ordre 9 est nettement plus r�eguli�ere que celle d'ordre 3, les coe�cients

d'ondelettes

D

f;  

jk

E

IR

d'une fonction f convergent donc plus vite vers z�ero lorsque j tend

vers +1, mais son support est plus grand (le support de l'ondelette d'ordre 9 est inclus dans

[0,17], celui de l'ondelette d'ordre 3 dans [0,5]), donc le nombre de coe�cients non nuls de

la matrice d'un op�erateur discr�etis�e dans la base d'ondelettes d'ordre 9 sera plus grand que

dans celle d'ordre 3. On sera donc amen�e �a faire un compromis dans le choix de l'ondelette.

� L'�equation de normalisation (1.26) nous servira pour calculer les coe�cients d'onde-

lettes. En e�et, si l'on consid�ere une fonction f su�samment r�eguli�ere, alors, si l'on choisit

un niveau d'approximation j su�samment grand, on peut faire l'approximation :

f

jk

=

�

f; '

jk

�

=

1

2

j=2

f(

x+ c

2

j

) (1:33)

(c=

Z

IR

x '(x) dx), cette approximation �etant d'autant meilleure que le nombre de mo-

ments nuls de  sont �elev�es (c'est une application directe de la formule de Taylor).

Ces bases d'ondelettes sur L

2

(IR) ne nous permettent pas de r�esoudre des �equations aux

d�eriv�ees partielles sur des domaines born�es avec conditions aux limites. Dans un premier
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Figure 1.3 : Graphe de la fonction d'�echelle et de l'ondelette d'ordre 3

Figure 1.4 : Graphe de la fonction d'�echelle et de l'ondelette d'ordre 9
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temps, Meyer [30] a �elabor�e des ondelettes p�eriodiques par "p�eriodisation" des bases de

L

2

(IR). Elles forment des bases de l'espace L

2

p

(0; 1), constitu�e de l'ensemble des fonctions

localement de carr�e int�egrable et p�eriodiques de p�eriode 1, ainsi que de l'espace de Sobolev

H

1

p

(0; 1) correspondant.

On peut �egalement d�e�nir des analyses multir�esolutions de ces espaces, et des algo-

rithmes rapides de d�ecomposition-recomposition [33], ce qui rend possible l'utilisation de

ces ondelettes pour la r�esolution de probl�emes d'�equations aux d�eriv�ees partielles non li-

n�eaires p�eriodiques, en m�ecanique des uides notamment [23], [24], [34]. Elles feront l'objet

du paragraphe suivant.

En 1989, Y. Meyer et S. Ja�ard [20] ont aussi recherch�e des ondelettes sur des born�es de

IR

N

. Ces ondelettes ne sont pas invariantes par �echelle, surtout si le born�e n'est pas d'une

g�eom�etrie simple. Mais loin du bord, l'invariance est conserv�ee.

Ces bases permettent de caract�eriser les espaces homog�enes H

s

0

(
) et C

r

0

(
) (si 
 est le

born�e de IR

N

), homog�ene signi�ant que les fonctions appartenant �a ces espaces v�eri�ent des

conditions de Dirichlet homog�enes sur le bord @
.

En 1993, A. Cohen, I. Daubechies et P. Vial [8] ont �elabor�e des bases d'ondelettes sur

l'intervalle [0; 1] �a partir de celles de Daubechies sur IR d�ecrites plus haut. L'id�ee de la

construction est de remplacer les ondelettes dont le support ont une intersection non vide

avec le bord par des polynômes, tout en gardant l'orthogonalit�e. Cette construction ne se

g�en�eralise malheureusement pas �a des ouverts de IR

N

de formes quelconques (un triangle par

exemple).

1.5 Les ondelettes p�eriodiques en dimension 1

Nous serons amen�e, au cours de cette �etude, �a traiter des probl�emes p�eriodiques. Nous

allons donc construire, �a partir des fonctions d�e�nies ci-dessus, des ondelettes p�eriodiques

formant une analyse multir�esolution de L

2

p

(0; 1) o�u L

2

p

(0; 1) est l'ensemble des fonctions 1-

p�eriodiques d�e�nie par :

L

2

p

(0; 1) =

n

v 2 L

2

loc

(IR) : v(x+ 1) = v(x) p:p:

o

(1:34)

(on peut aussi d�e�nir L

2

p

(0; 1) par L

2

p

(0; 1) = L

2

(T) o�u Test le tore IR=ZZ).
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On construit ces bases orthonorm�ees de L

2

p

(0; 1) par "p�eriodisation" des bases d'ondelettes

de L

2

(IR) [30]. On d�e�nit la nouvelle fonction d'�echelle "p�eriodis�ee" �

jk

�a partir de ' par :

�

jk

(x) = 2

j=2

X

n2ZZ

'(2

j

(x+ n)� k) ; (1:35)

de même, on d�e�nit la "p�eriodis�ee" 	 de  par :

	

jk

(x) = 2

j=2

X

n2ZZ

 (2

j

(x+ n)� k) : (1:36)

On peut �egalement d�e�nir le concept d'analyse multir�esolution de L

2

p

(0; 1) par analogie

avec celles de L

2

(IR) :

D�e�nition 2 On d�e�nit une analyse multir�esolution de L

2

p

(0; 1) par une suite de sous-

espaces fV

j

g

j�0

de L

2

p

(0; 1) v�eri�ant :

(i) V

0

� V

1

� ::: � V

j

� ::: � L

2

p

(0; 1) ;

(ii)

[

j�0

V

j

est dense dans L

2

p

(0; 1) ;

(iii) V

0

= f ensemble des fonctions constantes g ,

f(x) 2 V

j

=) f(2x) 2 V

j+1

,

f(x) 2 V

j+1

=) f(

x

2

) + f(

x

2

+

1

2

) 2 V

j

;

(iv) dim V

j

= 2

j

, et il existe pour tout j une base orthonorm�ee de V

j

,

f�

jk

g

0�k�2

j

�1

, avec :

�

jk

(x) = �

j0

(x�

k

2

j

) .

Y. Meyer a montr�e qu'alors, la collection compos�ee de la fonction constante 1 et de

la famille f	

jk

; j � 0; k = 0; :::; 2

j

� 1g est une base de L

2

p

(0; 1), et que la suite de

sous-espaces-vectoriels fV

j

g

j�0

d�e�nis par :

V

j

= V ect

n

�

jk

; k = 0; :::; 2

j

� 1

o

(1:37)

est l'analyse multir�esolution de L

2

p

(0; 1) associ�ee �a �.

On a de plus la propri�et�e [30] (pour la d�e�nition de la n-r�egularit�e, voir x1.7) :
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Figure 1.5 : Graphe de la fonction d'�echelle et de l'ondelette de Daubechies d'ordre 5

Figure 1.6 : Graphe de la fonction d'�echelle et de l'ondelette de Daubechies d'ordre 5 "p�erio-

dis�ees" �

jk

et 	

jk

pour j = 2; k = 0
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Th�eor�eme 2 Si l'ondelette  est n-r�eguli�ere (n � 1), alors la base d'ondelettes p�eriodique

constitu�ee de la famille f�

j

0

k

; k = 0; :::; 2

j

0

�1g

S

f	

jk

; j � j

0

; k = 0; :::; 2

j

�1g, construite

�a partir de  et de ' par "p�eriodisation" des ondelettes sur IR, est une base inconditionnelle

des espaces L

s

p

(0; 1) pour 1 < s < +1 et des espaces de H�older C

�

p

(0; 1) pour 0 < � < 1.

Remarques :

� On a perdu ici l'invariance par �echelle (on n'a pas en g�en�eral �

jk

(x) = 2

j=2

�(2

j

x� k)),

mais ceci n'a pas de cons�equence, puisque l'on ne va utiliser dans le calcul que les �ltres

fh(n)g

n2ZZ

de la fonction ' de L

2

(IR) �a partir de laquelle on a construit �. En e�et, soit f

une fonction de L

2

p

(0; 1), alors on a :

f

jk

=

Z

1

0

f(x) �

jk

(x) dx =

Z

IR

f(x) '

jk

(x) dx : (1:38)

� On a toujours la propri�et�e : si W

j

est le suppl�ementaire orthogonal de V

j

dans V

j+1

,

alors :

W

j

= vectf	

jk

; k = 0; :::; 2

j

� 1g : (1:39)

1.6 Les ondelettes p�eriodiques en dimension 2

Les probl�emes auquels nous nous sommes int�eress�e au cours de cette �etude sont des

probl�emes bidimensionnels. Nous sommes donc amen�e �a d�e�nir, �a partir des ondelettes uni-

dimensionnelles des paragraphes pr�ec�edents, des bases de l'espace L

2

p

�

]0; 1[�]0; 1[

�

, puis de

�

L

2

p

�

]0; 1[�]0; 1[

��

2

, ainsi que des espaces de Sobolev correspondants.

Dans ce qui suit, nous noterons Y le carr�e Y =]0; 1[�]0; 1[.
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1.6.1 Bases de L

2

p

(Y )

On d�e�nit tout d'abord les espaces fonctionnels :

L

2

p

(Y ) =

n

v 2 L

2

loc

(IR

2

) : v(x

1

+ i

1

; x

2

+ i

2

) = v(x

1

; x

2

) p:p:; 8 (i

1

; i

2

) 2 ZZ

2

o

; (1:40)

H

1

p

(Y ) =

n

v 2 L

2

p

(Y ) :

@v

@x

1

2 L

2

`oc

(IR

2

) ;

@v

@x

2

2 L

2

`oc

(IR

2

)

o

: (1:41)

Une fa�con simple de construire une analyse multir�esolution fV

2

j

g

j�0

de L

2

p

(Y ) est de

consid�erer une analyse multir�esolution de L

2

p

(0; 1) et d'en constituer le produit tensoriel

V

2

j

= V

j


 V

j

.

Notations :

Notons �

j

le sous-ensemble de IN� IN d�e�ni par :

�

j

=

n

(k

1

; k

2

) 2 IN� IN : 0 � k

1

� 2

j

� 1 ; 0 � k

2

� 2

j

� 1

o

(1:42)

et k le couple :

k = (k

1

; k

2

) 2 IN

2

: (1:43)

On a alors le th�eor�eme suivant [30] :

Th�eor�eme 3 Si � est une fonction d'�echelle engendrant une analyse multir�esolution fV

j

g

j�0

de L

2

p

(0; 1), alors la famille f�

jk

; k 2 �

j

g constitu�ee des produits entre fonctions d'�echelle :

n

�

jk

(x

1

; x

2

) = �

jk

1

(x

1

) �

jk

2

(x

2

) ; k 2 �

j

o

(1:44)

est une base orthonorm�ee de V

2

j

, et la famille des sous-espaces vectoriels fV

2

j

g

j�0

forme une

analyse multir�esolution de L

2

p

(Y ).
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Soit W

2

j

le suppl�ementaire orthogonal de V

2

j

dans V

2

j+1

, on montre ais�ement que :

W

2

j

= (V

j


W

j

)� (W

j


 V

j

)� (W

j


W

j

) (1:45)

o�u W

j

d�esigne le suppl�ementaire orthogonal de V

j

dans V

j+1

(analyse multir�esolution de

L

2

p

(0; 1)).

Les ondelettes sont donc engendr�ees par dilatations{translations de trois fonctions d�e�-

nies �a partir des ondelettes sur L

2

p

(0; 1) de la fa�con suivante :

	

1

(x

1

; x

2

) = �(x

1

) 	(x

2

) ; (1:46)

	

2

(x

1

; x

2

) = 	(x

1

) �(x

2

) ; (1:47)

	

3

(x

1

; x

2

) = 	(x

1

) 	(x

2

) ; (1:48)

et nous avons le th�eor�eme suivant [25], [27]:

Th�eor�eme 4 La collection constitu�ee de la fonction constante �egale �a 1 et de la famille

f	

`

jk

; j � 0; k 2 �

j

; ` = 1; 2; 3g est une base orthonorm�ee de L

2

p

(Y ).

Cons�equences :

� Les espaces vectoriels V

2

j

sont de dimensions �nies. Plus pr�ecis�ement, on a :

dimV

2

j

= dim�

j

= 2

2j

: (1:49)

� Soit f une fonction de L

2

p

(Y ), alors la s�erie d'ondelettes de f est donn�ee par (j

0

� 0) :

f(x

1

; x

2

) =

X

k2�

j

0

�

f; �

j

0

k

�

�

j

0

k

(x

1

; x

2

) +

X

`=1;3

X

j�j

0

X

k2�

j

�

f;	

`

jk

�

	

`

jk

(x

1

; x

2

) : (1:50)
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1.6.2 Bases de (L

2

p

(Y ))

2

A l'aide de ces notations, on obtient en�n une base de (L

2

p

(Y ))

2

en consid�erant le produit

cart�esien L

2

p

(Y )� L

2

p

(Y ).

Soit fV

2

j

g

j�0

une analyse multir�esolution de L

2

p

(Y ), on d�e�nit :

VV

j

= V

2

j

� V

2

j

: (1:51)

Soit f�

jk

; k 2 �

j

g la fonction d'�echelle associ�ee �a V

2

j

, alors on d�e�nit :

�

1

jk

=

 

�

jk

0

!

; �

2

jk

=

 

0

�

jk

!

: (1:52)

On a alors le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 5 La famille des sous-espaces vectoriels fVV

j

g

j�0

forme une analyse multir�eso-

lution de (L

2

p

(Y ))

2

, et la famille f�

1

jk

; �

2

jk

; k 2 �

j

g forme une base de VV

j

pour tout j � 0.

Cons�equences :

� Si on consid�ere u, un �el�ement de VV

j

, alors u s'�ecrit :

u(x

1

; x

2

) =

 

u

1

(x

1

; x

2

)

u

2

(x

1

; x

2

)

!

avec u

d

(x

1

; x

2

) =

X

k2�

j

u

k

d

�

jk

(x

1

; x

2

) (1:53)

o�u d est la direction (d = 1; 2).

� Si on consid�ere WW

j

le suppl�ementaire orthogonal de VV

j

dans VV

j+1

, alors WW

j

est en-

gendr�ee par six ondelettes du type :

	

`1

jk

=

 

	

`

jk

0

!

; 	

`2

jk

=

 

0

	

`

jk

!

j � 0; k 2 �

j

` = 1; 2; 3 (1:54)

o�u les fonctions 	

`

jk

sont des ondelettes de L

2

p

(Y ).

Preuve :

Pour montrer la convergence, il su�t d'utiliser le th�eor�eme pr�ec�edent sur chacune des

composantes.
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Remarques :

� La dimension d'un espace VV

j

(j � 0) est de dimension �nie, et :

dimVV

j

= 2

2j+1

: (1:55)

� Cette analyse multir�esolution fVV

j

g

j�0

va nous permettre de discr�etiser les di��erents

op�erateurs que nous allons �etudier au cours des chapitres suivants. Nous �elaborerons par

la même occasion les algorithmes de d�ecomposition-recomposition, de calcul de produits

scalaires entre les d�eriv�ees des ondelettes.

1.7 Ondelettes et caract�erisation des espaces fonc-

tionnels

Un int�erêt non n�egligeable des ondelettes est leur localisation dans l'espace de Fourier

(contrairement �a l'analyse par �el�ements �nis), et leur localisation dans l'espace physique (con-

trairement �a l'analyse de Fourier). Elles se placent donc comme une solution interm�ediaire

entre ces deux m�ethodes.

En cons�equence, les s�eries d'ondelettes sont des s�eries "creuses", c'est-�a-dire que les coef-

�cients d'ondelettes sont signi�catifs l�a o�u la fonction est singuli�ere, et sont num�eriquement

nuls l�a o�u la fonction est r�eguli�ere, ce qui sera d'un grand int�erêt num�erique si l'on se

pr�eoccupe de ra�nement local. Cette propri�et�e �etant d'autant plus v�eri��ee que l'ondelette

est r�eguli�ere, nous allons tout d'abord donner une d�e�nition pr�ecise de la r�egularit�e d'une

ondelette.

D�e�nition 3 Une ondelette  est dite n-r�eguli�ere (n entier) si :

(1 + x

2

)

m

 2 H

n

(IR) pour tout m dans IN ; (1:56)

j

d

`

 

dx

`

(x)j � C

m

(1 + x

2

)

�m

pour tout m � 1; pour tout 0 � ` � n : (1:57)
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La d�e�nition de la n-r�egularit�e est donc �a la fois une condition sur la convergence vers

z�ero �a l'in�ni de l'ondelette et de ses d�eriv�ees ainsi qu'une condition de r�egularit�e. On peut

montrer qu'alors, une ondelette n-r�eguli�ere v�eri�e [30]:

Th�eor�eme 6 Une ondelette n-r�eguli�ere a ses n premiers moments nuls.

Une base orthonorm�ee d'ondelettes n-r�eguli�ere permet de caract�eriser les espaces fonc-

tionnels classiques :

{ L

p

(IR) pour 1 < p < +1 ;

{ Espaces de Sobolev H

s

(IR) pour �n < s < n ;

{ Espaces de H�older C

s

(IR) pour s 2 ]0; n[.

Les ondelettes sont des bases inconditionnelles de ces espaces (inconditionnelle signi�ant

que la s�erie des coe�cients d'ondelettes ff

jk

g

j;k2ZZ

d'une fonction f converge vers f quel que

soit l'ordre dans lequel on range les termes f

jk

dans cette s�erie, pour la norme de l'espace

correspondant).

Comme pour l'analyse de Fourier, les coe�cients d'ondelettes d'une fonction permettent

d'en d�eterminer la r�egularit�e globale [25], [30] (Appartenance �a un certain espace de H�older

ou de Sobolev).

Pour notre part, nous nous int�eresserons plus particuli�erement �a la caract�erisation de la

r�egularit�e locale. Pour cela, nous citerons deux th�eor�emes [18], [19] :

Th�eor�eme 7 Si f est h�old�erienne d'ordre � en x

0

(� 2 [0; 1[), alors :

j

�

f;  

jk

�

j � C 2

�j(�+1=2)

�

1 + j2

j

x

0

� kj

�

�

: (1:58)

et la r�eciproque :

Th�eor�eme 8 Si f appartient �a C

r

(IR) pour un certain r > 0 et si il existe � tel que :

j

�

f;  

jk

�

j � C 2

�j(�+1=2)

�

1 + j2

j

x

0

� kj

�

�

pour tout j 2 IN; k 2 ZZ (1:59)

alors f v�eri�e :

jf(x)� f(x

0

)j � C

0

jx� x

0

j

�

log

�

2

jx� x

0

j

�

(1:60)

et cette estimation est optimale.
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Remarque :

Pour obtenir l'appartenance d'une fonction f �a un espace de H�older C

�

(IR), f doit être

dans un espace de H�older C

r

(IR).

Comme nous venons de le voir, la taille des coe�cients d'ondelettes est directement li�ee

�a la r�egularit�e de la fonction analys�ee. En voici une illustration :

Illustration :

Calculons les coe�cients d'ondelettes de la fonction d�e�nie par (�g. 1.7 ) :

f(x) =

8

>

<

>

:

x si 0 < x < 1=2

x� 1 si 1=2 < x < 1

0 sinon:

(1:61)

Elle pr�esente une singularit�e au point x =

1

2

. On donne (�g. 1.8 ) les coe�cients d'on-

delettes

�

f;  

jk

�

pour j = 5 en fonction du point x =

k+M+1

2

j

qui est approximativement

le centre support de  (M est l'ordre de l'ondelette utilis�ee). La courbe trac�ee en trait �n

repr�esente ces coe�cients pour l'ondelette de Daubechies d'ordre 2 (peu r�eguli�ere), celle en

trait gras l'ondelette d'ordre 5 (plus r�eguli�ere).

Les coe�cients d'ondelettes d'ordre 5 sont �elev�es sur une largeur plus grande que ceux

d'ordre 2. Ceci provient du fait que le support des ondelettes d'ordre 5 est plus large que

celui des ondelettes d'ordre 2 (cf. x 1.2) .

Les coe�cients d'ondelettes d'ordre 5 sont plus petits au niveau de la singularit�e. On

retrouve les propri�et�es �enonc�ees pr�ec�edemment, c'est �a dire que les coe�cients convergent

plus vite si l'ondelette est plus r�eguli�ere.

Remarque :

Ces propri�et�es nous permettent d'�etablir une proc�ed�e simple de ra�nement local :

On se �xe un seuil ", et si les coe�cients d'ondelettes

�

f;  

jk

�

de la fonction f sont plus

grands que ", alors on ra�ne autour du point x = 2

�j

k. Cela permet de s'a�ranchir du calcul

des contraintes comme cela est n�ecessaire en �el�ements �nis.
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Figure 1.7 : Graphe de f
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Figure 1.8 : Coe�cients d'ondelettes de f (ordre 2 et 5)
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1.8 Conclusion

La structure des bases que nous allons utiliser est donc extrêmement simple, construite �a

partir de deux fonctions d�e�nies sur IR �a valeurs dans IR dont on fait des produits tensoriels

et cart�esiens, puis par dilatations et translations des fonctions ainsi obtenues. Cette structure

les rendent particuli�erement bien adapt�ees �a l'�etude des ph�enom�enes o�u di��erentes �echelles

entrent en jeu, l'homog�en�eisation par exemple.

Le choix des ondelettes s'av�ere di�cile �a r�ealiser. Nous avons opt�e ici pour les ondelettes

de Daubechies car elles sont �a support compact, propri�et�e permettant l'utilisation des al-

gorithmes rapides (de d�ecomposition{recomposition ou de calcul de produits scalaires entre

d�eriv�ees d'ondelettes par exemple) qui seront exacts, et permettant aussi �a la matrice d'�elas-

ticit�e que nous construiront d'avoir une structure bande (d'autant plus �etroite que l'ordre

de l'ondelette sera petit).
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Chapitre 2

Repr�esentation de l'op�erateur

d'�elasticit�e en bases d'ondelettes

2.1 Introduction

Le coût du calcul de la matrice d'�elasticit�e (issu de la projection du tenseur d'�elasticit�e

dans une base) crô�t rapidement avec le nombre de degr�e de libert�e. Ceci nous contraint

�a concevoir un algorithme rapide si l'on veut qu'il devienne comp�etitif. Dans le cas d'une

base d'ondelettes, nous verrons que ce coût provient essentiellement de la d�etermination

d'int�egrales du type :

Z

1

0

f(x) 	

(n)

j

1

i

(x) 	

(m)

j

2

`

(x) dx (2:1)

o�u f est une fonction constante par morceaux (f d�epend des coe�cients d'�elasticit�e du

ou des mat�eriaux), et \

(n)

" d�esigne la d�eriv�ee d'ordre n (n=0 ou 1).

Vu le nombre de ces int�egrales, et la faible r�egularit�e de l'ondelette comme de la fonction

f , ces int�egrales ne sauraient être calcul�ees par des m�ethodes de type quadrature (trap�eze,

m�ethode de Simpson, ...).

Pour les mêmes raisons, l'utilisation de l'analyse de Fourier ne semble gu�ere plus int�e-

ressante, même si l'on sait facilement d�eterminer les coe�cients de Fourier des ondelettes.

Notre technique a alors �et�e la suivante :

1 { Dans le cas o�u f est une fonction constante, le calcul des coe�cients :
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Z

1

0

	

(n)

j

1

i

(x) 	

(m)

j

2

`

(x) dx (2:2)

sont calcul�es �a partir des int�egrales :

r

n;m

k

=

Z

1

0

	

(n)

0k

(x) 	

(m)

00

(x) dx (2:3)

�a l'aide de l'algorithme pyramidal de S. Mallat [26] qui permet de d�eterminer les coe�cients

d'ondelettes d'une fonction �a un niveau d'approximation (ou de d�etail) j les connaissant �a

un niveau j

0

sup�erieur.

2 { Dans le cas o�u f n'est pas une fonction constante, on la d�ecompose �a l'aide d'une base

d'ondelettes deH

1

p

(Y ) (not�ee �

�k

) �a un niveau � (cette base d'ondelettes ne sera g�en�eralement

pas celle dans laquelle on discr�etise l'op�erateur) :

f(x) '

X

k2�

j

�

f;�

�k

1

��

f;�

�k

2

�

�

�k

1

(x

1

) �

�k

2

(x

2

) (2:4)

qui am�ene au calcul d'int�egrales du type :

Z

1

0

�

�k

(x) 	

(n)

j

1

i

(x) 	

(m)

j

2

`

(x) dx : (2:5)

Comme pr�ec�edemment, �a l'aide de l'algorithme pyramidal, ces int�egrales sont calcul�es �a

partir des coe�cients :

�

n;m

k`

=

Z

1

0

�

0k

(x) 	

(n)

0`

(x) 	

(m)

00

(x) dx : (2:6)

Les coe�cients r

n;m

k

et �

n;m

k`

seront d�etermin�es par une m�ethode bas�ee sur celle �elabor�ee

par G. Beylkin [4]. Grâce aux propri�et�es de l'analyse multir�esolution, ces coe�cients se

trouvent être des vecteurs propres d'une matrice de petite dimension. Dans la pratique, ces

coe�cients seront calcul�es une fois pour toute et stock�es dans des �chiers.

Ensuite, nous pr�esentons plusieurs tests de validations du calcul de l'op�erateur d'�elasti-

cit�e par cette m�ethode, �a l'aide d'un exemple analytique. Ceci nous permettra notamment

d'�etudier l'inuence de divers param�etres (ordre de l'ondelettes, niveau d'approximation,

etc.).
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2.2 Discr�etisation de l'op�erateur d'�elasticit�e

2.2.1 Introduction

Les deux probl�emes auxquels nous nous sommes int�eress�es au cours de cette �etude sont

l'homog�en�eisation p�eriodique et l'�elasticit�e lin�earis�e bidimensionnelle. Dans ces deux cas, on

pourra consid�erer que le corps �elastique �etudi�e occupe un domaine bidimensionnel, qu'il est

p�eriodique de p�eriode que nous noterons 
 dans ce chapitre, avec :


 =]0; 1[�]0; 1[ : (2:7)

La premi�ere �etape de la r�esolution de ces types de probl�eme consiste en la discr�etisation

de l'op�erateur d'�elasticit�e :

a(u; v) =

Z




IK(x) e(u(x)) : e(u(x)) dx (2:8)

o�u IK est un tenseur d'ordre 4 a priori non constant (appel�e tenseur de rigidit�e), et e

repr�esente l'op�erateur gradient sym�etrique :

e(u) = grad

s

(u); (2:9)

ou; en composante : e

ij

(u) =

1

2

�

@u

i

@x

j

+

@u

j

@x

i

�

i; j = 1; 2: (2:10)

Notation :

A�n de simpli�er les notations, on �ecrira parfois les d�eriv�ees partielles sous la forme :

@u

i

@x

j

= u

i;j

(2:11)

et nous utiliserons la convention de sommation d'indice d'Einstein (un indice r�ep�et�e deux

fois sera somm�e de 1 �a 3).
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Dans la premi�ere partie, nous rappellerons la forme que nous utiliserons pour le tenseur

de rigidit�e en �elasticit�e plane lin�earis�ee (hypoth�ese des contraintes ou d�eformations planes),

ainsi que celle des tenseurs de d�eformations et de contraintes.

Ensuite, en utilisant la m�ethode de Galerkin, nous d�eterminerons la forme de la matrice

issue de la projection de l'op�erateur d'�elasticit�e �a l'aide d'une base d'ondelettes �a support

compact.

En�n, nous �etudierons plus pr�ecis�ement comment seront calcul�es les coe�cients de la

matrice, �a l'aide de la m�ethode que nous avons expos�ee bri�evement en introduction.

2.2.2 Le tenseur de rigidit�e en �elasticit�e plane lin�earis�ee

A�n de �xer les notations, nous rappelons rapidement comment s'�ecrivent les di��erents

tenseurs, ainsi que la loi de comportement les reliant en �elasticit�e lin�earis�ee bidimensionnelle.

En �elasticit�e lin�earis�ee (tridimensionnelle), la loi de comportement s'�ecrit, �a l'aide des

coe�cients caract�eristiques du mat�eriau :

e(u) =

1 + �

E

� �

�

E

tr(�)Id; (2:12)

ou; en composante : e

ij

(u) =

1 + �

E

�

ij

�

�

E

�

kk

�

ij

i; j = 1; 2; 3; (2:13)

o�u E le module de Young et � le coe�cient de Poisson.

Pour se ramener au cas bidimensionnel, on va supposer que les contraintes ou que les

d�eformations sont planes (�

i3

= 0 pour i = 1; 2; 3, ou e

i3

= 0 pour i = 1; 2; 3). Dans ces

deux cas, en utilisant toutes les sym�etries des di��erents tenseurs, on peut �ecrire les tenseurs

d'ordre 2 (tenseurs de d�eformations et de contraintes) sous forme de vecteurs, et le tenseur

de rigidit�e sous forme d'une matrice.
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a { Hypoth�ese des contraintes planes

Faire l'hypoth�ese des contraintes planes revient �a supposer que l'on a �

i3

= 0 pour

i = 1; 2; 3. Ceci entraine imm�ediatement que :

e

13

= e

23

= 0 et e

33

= �

�

E

(�

11

+ �

22

) ; (2:14)

donc, si on note les tenseurs de d�eformations et de contraintes sous forme de vecteurs :

e(u) =

0

B

B

@

e

1

(u)

e

2

(u)

e

3

(u)

1

C

C

A

avec :

8

>

>

<

>

>

:

e

1

(u) = e

11

= u

1;1

e

2

(u) = e

22

= u

2;2

e

3

(u) = 2e

12

= u

1;2

+ u

2;1

(2:15)

et :

� =

0

B

B

@

�

1

�

2

�

3

1

C

C

A

avec :

8

>

>

<

>

>

:

�

1

= �

11

�

2

= �

22

�

3

= �

12

(2:16)

alors la matrice de rigidit�e d'�elasticit�e plane s'�ecrit :

� = IKe =

E

1� �

2

0

B

B

@

1 � 0

� 1 0

0 0

1��

2

1

C

C

A

e: (2:17)

b { Hypoth�ese des d�eformations planes

De même, si l'on suppose que les d�eformations sont planes (e

i3

= 0 pour i = 1; 2; 3), on

en d�eduit que :

�

13

= �

23

= 0 et �

33

=

�E

(1 + �)(1� 2�)

(e

11

+ e

22

) (2:18)

et, en utilisant les mêmes notations que pr�ec�edemment, la matrice de rigidit�e s'�ecrit :

� = IKe =

E

(1 + �)(1 � 2�)

0

B

B

@

1 � � � 0

� 1 � � 0

0 0

1�2�

2

1

C

C

A

e: (2:19)



52 2 { Repr�esentation de l'op�erateur d'�elasticit�e en bases d'ondelettes

2.2.3 Mise en oeuvre de la m�ethode de Galerkin

L'objectif de ce paragraphe est la discr�etisation de l'op�erateur de rigidit�e en le projetant

dans une base d'ondelettes �a l'aide d'une m�ethode de Galerkin.

Pour cela, on se place �a un niveau d'approximation j, et on consid�ere l'espace vectoriel

(de dimension 2

2j+1

) issu d'une analyse multir�esolution :

V

j

= V

j

0

�=j

�

�=j

0

W

�

: (2:20)

Pour simpli�er les �ecritures des propositions suivantes, nous allons utiliser les notations

suivantes :

Notations :

� Lors de la discr�etisation de l'op�erateur d'�elasticit�e dans une base d'ondelettes, nous

noterons 	

jk

pour d�esigner �a la fois la fonction d'�echelle de Daubechies sur H

1

p

(0; 1) au

niveau d'approximation j et translat�ee de 2

�j

k (habituellement not�ee �

jk

), et l'ondelette

associ�ee (habituellement not�ee 	

jk

).

� De même, sur H

1

p

(
), on notera 	

j

k

pour d�esigner la fonction d'�echelle �

jk

, et les

ondelettes associ�ees 	

1

jk

, 	

2

jk

et 	

3

jk

.

On peut alors discr�etiser l'op�erateur d'�elasticit�e �a l'aide d'une base d'ondelettes par la pro-

position suivante :

Proposition 1 La projection de l'op�erateur d'�elasticit�e plane dans une base d'ondelettes �a

un niveau d'approximation j est une matrice not�ee K d'ordre 2

2j+1

avec :

[K

(i

1

;i

2

)(`

1

;`

2

)

] = [K

i;`

]

i;`2�

j

(2:21)

o�u K

i;`

est la \matrice �el�ementaire" 2 � 2 :

K

i;`

=

2

6

6

4

F

11

11

+ F

22

33

F

12

12

+ F

21

33

F

21

21

+ F

12

33

F

22

22

+ F

11

33

3

7

7

5

; (2:22)
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avec :

F

�

K

= F

�;J

K;i;`

=

Z




IK

pq

(x)

@	

j

1

i

@x

�

(x)

@	

j

2

`

@x

�

(x) dx (2:23)

et :

K = (p; q) p; q = 1; 2 ou 3 ;

� = (�; �) �; � = 1 ou 2 direction de la d�eriv�ee ;

J = (j

1

; j

2

) j

0

� j

1

; j

2

� j niveau d'approximation de chaque ondelette (ou

fonction d'�echelle).

Preuve :

A�n de v�eri�er cette proposition, il est tout d'abord n�ecessaire d'expliciter l'op�erateur

d'�elasticit�e. Exprimons pour cela le produit doublement contract�e �(u) : e(v) (a�n de sim-

pli�er les notations, on omettra dor�enavant la d�ependance en x) :

�(u) : e(v) =

�

IK e(u) : e(v)

�

=

�

IK

11

u

1;1

+ IK

12

u

2;2

�

v

1;1

+

�

IK

12

u

1;1

+ IK

22

u

2;2

�

v

2;2

+IK

33

(u

1;2

+ u

2;1

)(v

1;2

+ v

2;1

) :

(2:24)

Cette expression est ensuite discr�etis�ee avec une base d'ondelettes en �ecrivant u comme

un �el�ement de l'analyse multir�esolution (cf. (1.53)), et v comme un �el�ement de cette base

d'ondelettes. On obtient ainsi que :

� Si v =

0

@

	

j

2

k

0

1

A

; j

0

� j

2

� j; k 2 �

j

2

, alors :

�(u) : e(v) =

j

1

=j

X

j

1

=j

0

X

i;`2�

j

1

�

IK

11

u

i

1

	

j

1

i;1

+ IK

12

u

`

2

	

j

1

`;2

�

	

j

2

k;1

+ IK

33

�

u

i

1

	

j

1

i;2

+ u

`

2

	

j

1

`;1

�

	

j

2

k;2

:

� Si v =

0

@

0

	

j

2

k

1

A

; j

0

� j

2

� j; k 2 �

j

2

, alors :

�(u) : e(v) =

j

1

=j

X

j

1

=j

0

X

i;`2�

j

1

�

IK

12

u

i

1

	

j

1

i;1

+ IK

22

u

`

2

	

j

1

`;2

�

	

j

2

k;2

+ IK

33

�

u

i

1

	

j

1

i;2

+ u

`

2

	

j

1

`;1

�

	

j

2

k;1

;

et, par int�egration sur 
, on obtient la preuve de la proposition.
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Remarque:

Il est clair que la matrice K est sym�etrique (par d�e�nition de l'op�erateur d'�elasticit�e)

même si la matrice �el�ementaire K

i;`

ne l'est pas pour tout i; `.

2.2.4 Calcul des coe�cients de la matrice d'�elasticit�e

Il reste maintenant �a calculer les coe�cients F

�

K

tels qu'ils ont �et�e d�e�nis dans (2.23). Vu le

nombre de ces coe�cients, la technique utilis�ee se devra d'être aussi rapide que possible. Ceci

nous a amen�e �a s�eparer deux cas, celui o�u le tenseur de rigidit�e est constant sur l'intersection

des supports des ondelettes, et celui o�u le tenseur n'est pas constant.

a { IK est constant sur l'intersection des supports des ondelettes

Dans ce cas, en sortant IK de l'int�egrale, on obtient simplement la proposition suivante :

Proposition 2 Dans le cas o�u IK est constant sur l'intersection des supports des ondelettes,

un coe�cient F

�;J

K;i;`

de la matrice d'�elasticit�e s'�ecrit :

F

�;J

K;i;`

= IK

pq

A

�

1

;J

i

1

;`

1

A

�

2

;J

i

2

;`

2

(2:25)

avec :

A

�

1

;J

i

1

;`

1

=

Z

1

0

	

(n

1

)

j

1

i

1

(x

1

) 	

(m

1

)

j

2

`

1

(x

1

) dx

1

�

idem pour A

�

2

;J

i

2

;`

2

�

(2:26)

o�u:

{ les couples (n

1

; n

2

) et (m

1

;m

2

) sont d�e�nis de la fa�con suivante :

Si � = 1 alors (n

1

; n

2

) = (1; 0);

Si � = 2 alors (n

1

; n

2

) = (0; 1);

Si � = 1 alors (m

1

;m

2

) = (1; 0);

Si � = 2 alors (m

1

;m

2

) = (0; 1);

{ les couples �

1

et �

2

sont d�e�nis par :
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�

1

= (n

1

;m

1

) ; �

2

= (n

2

;m

2

);

{ et f

(n)

repr�esente la d�eriv�ee d'ordre n de f .

Preuve :

Pour d�emontrer cette proposition, il su�t d'�ecrire :

F

�;J

K;i;`

=

Z




IK

pq

(x)

@	

j

1

i

@x

�

(x)

@	

j

2

`

@x

�

(x) dx

= IK

pq

Z




@	

j

1

i

@x

�

(x)

@	

j

2

`

@x

�

(x) dx

= IK

pq

Z

1

0

	

(n

1

)

j

1

i

1

(x

1

) 	

(m

1

)

j

2

`

1

(x

1

) dx

1

Z

1

0

	

(n

2

)

j

1

i

2

(x

2

) 	

(m

2

)

j

2

`

2

(x

2

) dx

2

;

d'o�u le r�esultat.

Remarque :

Dans le cas o�u le tenseur de rigidit�e IK est constant et o�u j

1

= j

2

, on peut montrer

simplement (par simple translation) que la "matrice �el�ementaire" K

i+n;`+n

est �egale �a la

matrice K

i;`

pour tout n. La matrice totale a donc une forme particuli�ere puisque chaque

coe�cient est identique �a celui qui se trouve deux colonnes et deux lignes au dessus (modulo

N o�u N est le nombre de colonne de la matrice).

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

K

11

K

12

K

13

::: K

1N�1

K

1N

K

21

K

22

K

23

::: K

2N�1

K

2N

K

1N�1

K

1N

K

11

::: K

1N�3

K

1N�2

K

2N�1

K

2N

K

21

::: K

2N�3

K

2N�2

::: ::: :::

K

13

K

14

K

15

::: K

11

K

12

K

23

K

24

K

25

::: K

21

K

22

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

(2:27)
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Dans le cas g�en�eral o�u IK est constant par morceaux, il su�ra de ne calculer que deux

lignes pour chaque valeur de IK, et tous les coe�cients o�u IK n'est pas constant sur l'intersec-

tion des supports des ondelettes pour connaitre la matrice enti�ere, ce qui est gain important

pour le temps de calcul.

b { IK n'est pas constant sur l'intersection des supports des ondelettes

Si IK n'est pas constant, on le d�ecompose dans une base d'ondelettes qui n'est pas n�e-

cessairement celle utilis�ee pour la discr�etisation de l'op�erateur (puisque IK est constant par

morceaux, le meilleur choix semble être la base de Haar).

Appelons � la fonction d'�echelle de H

1

p

(0; 1) utilis�ee pour d�ecomposer IK, et � le niveau

d'approximation choisi, on a donc l'approximation :

IK

pq

(x

1

; x

2

) =

X

k2�

�

IK

k

pq

�

�k

1

(x

1

) �

�k

2

(x

2

) (2:28)

Le niveau d'approximation � n'est pas n�ecessairement �egal �a j

1

ou j

2

. Dans la pratique,

on choisira � plus grand que j

1

et que j

2

a�n d'avoir 2

��j

1

et 2

��j

2

entiers.

Cette approximation �etant faite, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3 Dans le cas o�u IK n'est pas constant sur l'intersection des supports des on-

delettes, un coe�cient F

�;J

K;i;`

de la matrice d'�elasticit�e s'�ecrit :

F

�;J

K;i;`

=

X

k2�

�

IK

k

pq

B

�

1

;�;J

k

1

;i

1

;`

1

B

�

2

;�;J

k

2

;i

2

;`

2

(2:29)

avec :

B

�

1

;�;J

k

1

;i

1

;`

1

=

Z

1

0

�

�k

1

(x

1

) 	

(n

1

)

j

1

i

1

(x

1

) 	

(m

1

)

j

2

`

1

(x

1

) dx

1

: (2:30)
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Preuve :

Pour d�emontrer cette proposition, il su�t d'�ecrire :

F

�;J

K;i;`

=

Z




IK

pq

(x)

@	

j

1

i

@x

�

(x)

@	

j

2

`

@x

�

(x) dx

=

X

k2�

�

IK

k

pq

Z




�

�k

1

(x

1

) �

�k

2

(x

2

)

@	

j

1

i

@x

�

(x)

@	

j

2

`

@x

�

(x) dx

=

X

k2�

�

IK

k

pq

Z

1

0

�

�k

1

(x

1

) 	

(n

1

)

j

1

i

1

(x

1

) 	

(m

1

)

j

2

`

1

(x

1

) dx

1

Z

1

0

�

�k

2

(x

2

) 	

(n

2

)

j

1

i

2

(x

2

) 	

(m

2

)

j

2

`

2

(x

2

) dx

2

d'o�u le r�esultat.

2.2.5 Remarques sur la structure de la matrice

Comme les ondelettes de Daubechies sont �a support compact, la projection de l'op�erateur

d'�elasticit�e dans une telle base peut être repr�esent�ee par une matrice ayant une structure

bande. En e�et, si l'on consid�ere une ligne i de la matrice, les coe�cients (i; `) non nuls de

cette ligne sont ceux tels que les produits :

	

(n

1

)

j

1

i

1

(x

1

) 	

(m

1

)

j

2

`

1

(x

1

) ; (2:31)

	

(n

2

)

j

1

i

2

(x

2

) 	

(m

2

)

j

2

`

2

(x

2

) (2:32)

ne soient pas identiquement nuls. Sachant que le support d'une ondelette de Daubechies

d'ordre M v�eri�e :

Support

�

	

jk

�

�

h

k

2

j

;

k + 2M � 1

2

j

i

; (2:33)

l'ensemble des coe�cients (i; `) non nuls seront ceux v�eri�ant :

h

i

1

2

j

1

;

i

1

+ 2M � 1

2

j

1

i

\

h

`

1

2

j

2

;

`

1

+ 2M � 1

2

j

2

i

6= ; ; (2:34)



58 2 { Repr�esentation de l'op�erateur d'�elasticit�e en bases d'ondelettes

h

i

2

2

j

1

;

i

2

+ 2M � 1

2

j

1

i

\

h

`

2

2

j

2

;

`

2

+ 2M � 1

2

j

2

i

6= ;: (2:35)

Dans le cas o�u j

1

= j

2

, une ligne comprend au plus 2(4M � 3)

2

coe�cients, donc si l'on

ne consid�ere que le niveau d'approximation (sans les niveaux de ra�nement), la matrice

contient au plus 2N(4M � 3)

2

o�u N est le nombre de degr�es de libert�e.

21ligne (i  , i  )

2  coefficients
j

|| | | | | | | |

4M-3

||| | || | |||| | ||| | | ||| | | |||

colonne (i  ,i  )1 2

2(4M-3) 2(4M-3) 2(4M-3) 2(4M-3)2(4M-3)

Figure 2.1 : Structure d'une ligne de la matrice d'�elasticit�e

(exemple avec M=2, j

1

= j

2

= 8)

Dans le cas g�en�eral, la matrice �a une structure plus complexe, pouvant être repr�esent�ee

par le sch�ema 2.2.

2.3 Calcul des int�egrales entre produits de d�eriv�ees

d'ondelettes

Nous allons nous int�eresser ici au calcul des coe�cients A

�;J

i;`

et B

�;�;J

k;i;`

tels qu'ils ont �et�e

d�e�nis par (2.26) et (2.30). La premi�ere �etape est de se ramener aux coe�cients :

A

�;j

i;`

=

Z

1

0

	

(n)

ji

(x) 	

(m)

j`

(x) dx ; (2:36)

B

�;j

k;i;`

=

Z

1

0

�

jk

(x) 	

(n)

ji

(x) 	

(m)

j`

(x) dx ; (2:37)

o�u j est le minimum de �; j

1

; j

2

. Pour cela, on utilisera l'algorithme pyramidal de S.

Mallat [26] qui permet de d�eterminer les coe�cients d'ondelettes d'une fonction f �a un

niveau d'approximation j les connaissant �a un niveau j

0

sup�erieur.
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niveau j+2niveau j+1
|

niveau j

ni
ve

au
 j+

1
ni

ve
au

 j+
2

ni
ve

au
 j

| | |
-

-

-

-

Figure 2.2 : Structure de la matrice d'�elasticit�e
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2.3.1 Algorithme pyramidal

La structure d'une base d'ondelettes est extrêmement simple, elle est constitu�ee unique-

ment de translations et de dilatations de deux fonctions, l'ondelette et la fonction d'�echelle.

Cette simplicit�e permet la mise en �uvre d'un algorithme rapide de d�ecomposition{recompo-

sition, aussi appel�e l'algorithme de Mallat [26], bas�e sur la notion d'analyse multir�esolution.

Il est particuli�erement adapt�e aux ondelettes �a support compact de I. Daubechies o�u les

�ltres associ�es sont de longueur �nie (ce qui permettra d'avoir un algorithme exact).

Nous rappellerons tout d'abord l'algorithme en dimension 1 puis nous verrons comment

il se transpose �a la dimension 2.

a { La dimension 1

On consid�ere ici une fonction f dans H

1

p

(0; 1), et une base d'ondelettes de Daubechies

d'ordreM du même espace construite �a partir de la fonction d'�echelle not�ee � et de l'ondelette

associ�ee not�ee 	. On rappelle que ces fonctions sont d�e�nies �a partir de leurs homologues

sur H

1

(IR) not�ees ' et  , et que l'on a la propri�et�e :

Z

1

0

f(x) �

jk

(x) dx =

Z

IR

f(x)'

jk

(x) dx pour j � 0; k = 0; :::; 2

j

� 1 (2:38)

et de même pour l'ondelette associ�ee.

Notation :

On consid�ere dans ce paragraphe les coe�cients d'ondelettes d'approximation et de d�etails

d'une fonction f :

s

j

k

=

Z

IR

f(x)'

jk

(x) dx ; d

j

k

=

Z

IR

f(x) 

jk

(x) dx j � 0; k = 0; :::; 2

j

� 1 (2:39)

et on s'int�eresse au passage des coe�cients d'un niveau j �a un niveau j

0

inf�erieur, ainsi

que l'op�eration inverse. Pour cela, on va utiliser la notion d'analyse multir�esolution ainsi que

les propri�et�es qui en d�ecoulent pour l'ondelette et la fonction d'�echelle.
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D�ecomposition

Si l'on connait les coe�cients d'ondelettes fs

j

k

g

k=0; :::; 2

j

�1

d'une fonction f �a un niveau

j, on en d�eduit les coe�cients fs

j�1

k

g

k=0; :::; 2

j�1

�1

et fd

j�1

k

g

k=0; :::; 2

j�1

�1

�a l'aide de la pro-

position [26] :

Proposition 4 Soient f une fonction de H

1

p

(0; 1), ' la fonction d'�echelle de Daubechies

d'ordre M sur H

1

(IR) et  l'ondelette associ�ee, h et g les �ltres dont elles sont issues. On

consid�ere les coe�cients d'ondelettes s

j

n

de f �a un niveau j, alors on en d�eduit ceux au niveau

j � 1 �a l'aide des formules :

s

j�1

k

=

n=2M�1+2k

X

n=2k

h(n � 2k) s

j

n

; d

j�1

k

=

n=2M�1+2k

X

n=2k

g(n � 2k) s

j

n

: (2:40)

Preuve : La preuve de cette proposition est une cons�equence directe de la notion d'analyse

multir�esolution (voir (1.13), (1.14), (1.16)).

L'algorithme se r�esume donc en un simple produit de convolution entre les �ltres h ou

g et les coe�cients d'ondelettes au niveau sup�erieur. Il est donc d'un coût de (2M � 1)N

op�erations (si l'on a N coe�cients au niveau j) pour un passage d'un niveau j au niveau

j � 1, et peut se r�esumer par le sch�ema suivant :

fs

j

k

g �! fs

j�1

k

g �! fs

j�2

k

g �! ::: ::: �! fs

1

k

g �! fs

0

k

g

& & & & &

fd

j�1

k

g fd

j�2

k

g ::: fd

1

k

g fd

0

k

g

Figure 2.3 : L'algorithme pyramidal : d�ecomposition
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Recomposition

On peut, �a l'aide des mêmes propri�et�es, r�ealiser l'op�eration inverse. On obtient ainsi la

proposition [26]:

Proposition 5 Soient f une fonction de H

1

p

(0; 1), ' la fonction d'�echelle de Daubechies

d'ordre M sur H

1

(IR) et  l'ondelette associ�ee, h et g les �ltres dont elles sont issues. On

consid�ere les coe�cients d'ondelettes s

j

n

et d

j

n

de f �a un niveau j, alors on en d�eduit ceux

au niveau j + 1 �a l'aide de la formule :

s

j+1

k

=

X

n

h(2n � k) s

j

n

+

X

n

g(2n � k) d

j

n

: (2:41)

Cette op�eration est analogue �a la pr�ec�edente, et peut se r�esumer par le sch�ema suivant :

fs

0

k

g �! fs

1

k

g �! fs

2

k

g �! ::: ::: �! fs

j�1

k

g �! fs

j

k

g

% % % % %

fd

0

k

g fd

1

k

g fd

2

k

g ::: fd

j�1

k

g

Figure 2.4 : L'algorithme pyramidal : recomposition

b { La dimension 2

L'algorithme pyramidal en dimension 2 est analogue �a celui de la dimension 1. Si on

consid�ere une fonction f de H

1

p

(
) o�u 
 est le carr�e unit�e, alors sa projection dans un

espace V

2

j

(j � 0) d'une analyse multir�esolution de H

1

p

(
) peut s'�ecrire �a partir de produits

d'ondelettes sur H

1

p

(0; 1) (cf. (1.50)). Les coe�cients d'ondelettes de f sont alors (en utilisant

toujours l'�egalit�e (2.38) ) :

s

j

k

=

�

f; �

jk

�

=

Z

IR

2

f(x

1

; x

2

) '

jk

1

(x

1

) '

jk

2

(x

2

) dx

1

dx

2

;

c

j

k

=

�

f;	

1

jk

�

=

Z

IR

2

f(x

1

; x

2

) '

jk

1

(x

1

)  

jk

2

(x

2

) dx

1

dx

2

;

d

j

k

=

�

f;	

2

jk

�

=

Z

IR

2

f(x

1

; x

2

)  

jk

1

(x

1

) '

jk

2

(x

2

) dx

1

dx

2

;
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e

j

k

=

�

f;	

3

jk

�

=

Z

IR

2

f(x

1

; x

2

)  

jk

1

(x

1

)  

jk

2

(x

2

) dx

1

dx

2

:

Donc, pour calculer les coe�cients d'ondelettes �a un niveau d'approximation j connais-

sant ceux d'un niveau j

0

, on utilise l'algorithme pyramidal du paragraphe pr�ec�edent dans

chacune des directions.

On obtient ainsi les algorithmes de d�ecomposition et de recomposition suivant :

D�ecomposition

Proposition 6 Soient f une fonction de H

1

p

(
), ' la fonction d'�echelle de Daubechies

d'ordre M sur H

1

(IR) et  l'ondelette associ�ee, h et g les �ltres dont elles sont issues.

On consid�ere les coe�cients d'ondelettes s

j

n

de f �a un niveau j, alors on en d�eduit ceux au

niveau j � 1 �a l'aide des formules :

s

j�1

k

=

2M�1+2k

1

X

n

1

=2k

1

2M�1+2k

2

X

n

2

=2k

2

h(n

1

� 2k

1

) h(n

2

� 2k

2

) s

j

n

; (2:42)

c

j�1

k

=

2M�1+2k

1

X

n

1

=2k

1

2M�1+2k

2

X

n

2

=2k

2

h(n

1

� 2k

1

) g(n

2

� 2k

2

) s

j

n

; (2:43)

d

j�1

k

=

2M�1+2k

1

X

n

1

=2k

1

2M�1+2k

2

X

n

2

=2k

2

g(n

1

� 2k

1

) h(n

2

� 2k

2

) s

j

n

; (2:44)

e

j�1

k

=

2M�1+2k

1

X

n

1

=2k

1

2M�1+2k

2

X

n

2

=2k

2

g(n

1

� 2k

1

) g(n

2

� 2k

2

) s

j

n

: (2:45)

Recomposition

Proposition 7 Soient f une fonction de H

1

p

(
), ' la fonction d'�echelle de Daubechies

d'ordre M sur H

1

(IR) et  l'ondelette associ�ee, h et g les �ltres dont elles sont issues.

On consid�ere les coe�cients d'ondelettes s

j

n

, c

j

n

, d

j

n

et e

j

n

de f �a un niveau j, alors on en

d�eduit ceux au niveau j + 1 �a l'aide de la formule :

s

j+1

k

=

1

2

h

X

n

h(2n

1

� k

1

) h(2n

2

� k

2

) s

j

n

+

X

n

h(2n

1

� k

1

) g(2n

2

� k

2

) c

j

n

+

X

n

g(2n

1

� k

1

) h(2n

2

� k

2

) d

j

n

+

X

n

g(2n

1

� k

1

) g(2n

2

� k

2

) e

j

n

i

:

(2:46)
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Remarques:

� Le coût de calcul pour le passage de N coe�cients d'un niveau d'approximation j au

niveau voisin j�1 n�ecessite (2M�1)

2N

) op�erations si l'on utilise une ondelette de Daubechies

d'ordre M .

� Dans le cas d'une ondelette �a support compact (o�u les �ltres h et g sont de longueur

�nie), cet algorithme est exact.

2.3.2 Les int�egrales entre produits de d�eriv�ees d'ondelettes

a { Les produits des d�eriv�ees de deux ondelettes

Dans le cas o�u le tenseur de rigidit�e est constant sur l'intersection des supports des

ondelettes, le calcul des coe�cients de la matrice d'�elasticit�e est bas�e sur la connaissance des

produits scalaires entre les d�eriv�ees de deux ondelettes (ou fonctions d'�echelle) p�eriodiques

A

�;J

i;`

d�e�nis par (2.26).

A l'aide des relations (1.13) ou (1.16) ainsi que leurs d�eriv�ees appliqu�ees �a l'ondelette (ou

la fonction d'�echelle) dont le niveau d'approximation est le plus �elev�e, on peut se ramener

aux int�egrales (en appelant j = min(j

1

; j

2

)) entre les d�eriv�ees de deux fonctions d'�echelle au

même niveau d'approximation :

A

�;j

i;`

=

Z

1

0

�

(n)

ji

(x) �

(m)

j`

(x) dx : (2:47)

Ensuite, �a l'aide de la d�e�nition des ondelettes p�eriodiques, on peut d�eterminer les coef-

�cients pr�ec�edents �a partir des produits scalaires entre les d�eriv�ees de fonction d'�echelle sur

H

1

(IR) (cf. remarque (2.38)) :

a

�;j

i;`

=

Z

IR

'

(n)

ji

(x) '

(m)

j`

(x) dx ; (2:48)

puis, par changement de variable et par int�egrations par parties, �a partir des coe�cients :

r

n

i

=

Z

IR

'

0i

(x) '

(n)

00

(x) dx =

Z

IR

'(x� i) '

(n)

(x) dx : (2:49)
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Le calcul de ces int�egrales est un cas particulier du th�eor�eme qui est dû �a G. Beylkin [4] :

Proposition 8 Soit les coe�cients r

n

i

=

Z

IR

'(x � i) '

(n)

(x) dx o�u ' est une ondelette de

Daubechies d'ordre M sur IR, ces coe�cients v�eri�ent l'�egalit�e :

r

n

i

= 2

n

h

r

n

2i

+

1

2

M

X

k=1

a

2k�1

(r

n

2i�2k+1

+ r

n

2i+2k�1

)

i

; (2:50)

et la condition de normalisation :

2M�1

X

k=0

k

n

r

n

k

= (�1)

n

n! ; (2:51)

o�u les coe�cients de corr�elation sont d�e�nis par :

a

i

= 2

2M�1�i

X

k=0

h(k) h(k + i) ; i = 1; :::; 2M � 1 ; (2:52)

o�u la suite fh(i)g

i=0;:::;2M�1

est le �ltre associ�e �a l'ondelette.

Pour le calcul e�ectif de ces coe�cients, on en d�eduit un corollaire :

Corollaire 2 Les coe�cients

n

r

n

k

; k = �2M+2; 2M�2

o

sont les vecteurs propres associ�es

�a la valeur propre 2

�n

de la matrice A de taille (4M � 3) � (4M � 3) d�e�nie par :

A

i`

=

2M�1

X

k=0

h(k) h(2i+ k � `) � (2i+ k � `)

[0;2M�1]

(2:53)

o�u � (n)

[0;p]

= 1 si n est dans l'intervalle [0; p], et 0 sinon,

et la condition de normalisation :

2M�1

X

k=0

k

n

r

n

k

= (�1)

n

n! : (2:54)

Preuve : Voir annexe 1

Remarque :

Comme la matrice A est de petite dimension, ces coe�cients peuvent être calcul�es par

un logiciel de calcul formel. Ils sont donn�es dans l'annexe 1 dans le cas des ondelettes de

Daubechies d'ordre 2 �a 5.
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b { Les produits des d�eriv�ees de trois ondelettes

Par la même technique que pr�ec�edemment (algorithme pyramidal puis int�egrations par

parties), l'int�egrale entre les d�eriv�ees de trois ondelettes (ou fonctions d'�echelle) p�eriodiques

B

�;�;J

k;i;`

d�e�nis par (2.30) peut se ramener aux produits scalaires entre les d�eriv�ees de trois

ondelettes non p�eriodiques au niveau d'approximation j = 0 :

�

�

`

1

;`

2

=

Z

IR

�(x) '

(n

1

)

(x� `

1

) '

(n

2

)

(x� `

2

) dx (2:55)

o�u � est la fonction d'�echelle d�e�nie sur IR �a partir de laquelle a �et�e construite la fonction

d'�echelle 1{p�eriodique �.

Comme pr�ec�edemment, ce calcul va se faire par la recherche de vecteurs propres d'une

matrice. On a la proposition suivante :

Proposition 9 Soit les coe�cients d�e�nis par (2.55) o�u � (resp: ') est une ondelette de

Daubechies d'ordre M (resp: M) sur H

1

(IR), ces coe�cients v�eri�ent l'�egalit�e :

�

�

`

1

;`

2

= 2

n

1

+n

2

2M�1

X

`

1

;`

2

=0

B

`

1

;`

2

;i

1

;i

2

�

�

i

1

;i

2

(2:56)

o�u B est le tenseur d'ordre 4 d�e�ni par :

B

`

1

;`

2

;i

1

;i

2

=

p

2

2M�1

X

k=0

H(k) h(i

1

� 2`

1

+ k) h(i

2

� 2`

2

+ k) � (i

1

� 2`

1

+ k)

[0;2M�1]

� (i

2

� 2`

2

+ k)

[0;2M�1]

(2:57)

et l'�equation de normalisation :

2M�1

X

k=0

k

`

r

`

k

= (�1)

`

`! (2:58)

o�u la suite fH(i)g

i=0;:::;2M�1

(resp. fh(i)g

i=0;:::;2M�1

) est le �ltre associ�e �a la fonction d'�echelle

� (resp. ').

Preuve : Voir Annexe 2.
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Remarque :

La recherche de ces coe�cients � consiste donc en la recherche d'une matrice propre

associ�ee �a la valeur propre 2

n

1

+n

2

du tenseur d'ordre 4 not�e B . Par un proc�ed�e de rangement

adapt�e, on peut se ramener �a la recherche de vecteurs propres. A chaque valeur propre, le

vecteur propre n'est pas unique (il su�t que la somme des d�eriv�ees soit �egale �a n

1

+ n

2

), il

faut utiliser plusieurs fois l'�equation de normalisation pour obtenir le vecteur souhait�e (pour

plus de pr�ecision, se r�ef�erer �a l'annexe 2). Ces coe�cients seront donn�es en annexe 2 dans le

cas des ondelettes de Daubechies d'ordre 2 �a 5.

c { Remarque sur le calcul de ces int�egrales

On peut remarquer que la mani�ere de proc�eder pour le calcul des coe�cients de la matrice

de rigidit�e peut entrainer des erreurs non n�egligeables si elle est mal conditionn�ee. En e�et,

la formule de changement d'�echelle (1.13) est stable. Mais si on la d�erive, il apparâ�t un

terme \2" en facteur, la formule obtenue n'est alors plus stable.

Dans le cas de la d�eriv�ee de l'ondelette  

0

, une solution est de construire une analyse

multir�esolution (biorthogonale) telle que l'ondelette associ�ee soit justement  

0

[2], [12], on

peut ainsi (en notant � la fonction d'�echelle associ�ee) construire un �ltre G tel que :

 

0

(x) =

p

2

X

k

G(k) �(2x � k)

Malheureusement, dans le cas de la d�eriv�ee de la fonction d'�echelle'

0

, on ne peut pas faire

une telle construction. J. Liandrat et P.J. Ponenti ont propos�e une technique pour am�eliorer

ces calculs, mais elle est complexe et coûteuse.

Toutefois, les tests de validation que nous avons e�ectu�es nous ont conduits �a penser que

notre mani�ere de proc�eder n'engrendrait pas d'instabilit�es importantes.
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2.4 Applications num�eriques

2.4.1 Test de validation

L'objectif de ce paragraphe est d'�evaluer la qualit�e du calcul de la matrice d'�elasti-

cit�e. Pour cela, on consid�ere un mat�eriau composite p�eriodique de p�eriode 
 =]0; 1[�]0; 1[,

dont une p�eriode est constitu�ee de trois couches carbure de silicium/aluminium/carbure de

silicium (largeur de la premi�ere couche : 0,25; de la seconde : 0,5 ; de la troisi�eme : 0,25)

repr�esent�ee par la �gure (2.5).

1 12

Mat�eriau 1 : Carbure de silicium

Module d'Young : 410 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,19

Mat�eriau 2 : Aluminium

Module d'Young : 72 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,32

Figure 2.5 : Composite �el�ementaire

On suppose ensuite que le mat�eriau a un d�eplacement u d�e�ni par :

u(x) =

(

u

1

(x

1

; x

2

) = sin(2�x

1

) cos(2�x

2

)

u

2

(x

1

; x

2

) = 10 cos(2�x

1

) sin(2�x

2

)

(2:59)

o�u x = (x

1

; x

2

) 2 
 =]0; 1[�]0; 1[.

On peut montrer simplement qu'alors le mat�eriau �elastique subit une force d�e�nie par :

f(x) =

8

<

:

f

1

(x

1

; x

2

) = 4�

2

h

IK

11

(x) + 10 IK

12

(x) + 11 IK

33

(x)

i

sin(2�x

1

) cos(2�x

2

)

f

2

(x

1

; x

2

) = 4�

2

h

IK

12

(x) + 10 IK

22

(x) + 11 IK

33

(x)

i

cos(2�x

1

) sin(2�x

2

)

(2:60)
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A�n d'�etudier les r�esultats, on ne s'int�eressera qu'�a l'�etude d'une coupe de la force f

d�e�nie par :

f

1

(x

1

; x

2

) pour x

1

2 [0; 1]; x

2

= 0; 5 (2:61)

qui, vue la sym�etrie du probl�eme, est tout �a fait repr�esentative des ph�enom�enes existant sur


.

Selon les cas, on comparera les coupes de la force obtenue par diverses m�ethodes :

1 | La force qui sera not�ee f

e

est celle donn�ee directement par la formule (2.60) ;

2 | La force approch�ee, not�ee f

p

, obtenue par projection de la force f dans un espace

d'approximation qui restera �a d�e�nir ;

3 | La force approch�ee, not�ee f

c

, obtenue par le calcul suivant :

On projette tout d'abord le d�eplacement (2.59) dans une base d'ondelettes. Le vecteur

ainsi obtenu est mutipli�e par la matrice d'�elasticit�e calcul�ee dans la même base. Cette op�era-

tion nous donne les coe�cients d'ondelettes d'une fonction (not�ee f

c

), qui, apr�es recomposi-

tion dans l'espace physique, sera compar�ee avec la force (2.60) qu'elle est cens�ee approcher.

A�n d'estimer l'erreur commise lorsque l'on utilise des m�ethodes approch�ees, et de loca-

liser cette erreur, on d�e�nit une fonction g par :

g(x

1

) =

jf

e

1

(x

1

; x

2

)� f

app

1

(x

1

; x

2

)j

jf

e

1

(x

1

; x

2

)j

pour x

1

2 [0; 1]; x

2

= 0; 5 (2:62)

o�u f

app

est la force approch�ee (f

p

ou f

c

). Cette fonction �evalue l'erreur relative commise en

chaque point par rapport �a la solution exacte.
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2.4.2 R�esultats et commentaires

Nous allons �etudier ici l'inuence de divers param�etres lorsque l'on traite le probl�eme

expos�e dans le paragraphe pr�ec�edent.

En premier lieu, nous �etudierons comment se comporte la solution f

c

par rapport �a la

solution exacte et �a la solution f

p

lorsque l'on augmente le niveau d'approximation (et donc

le nombre de degr�es de libert�e).

Ensuite, nous �etudierons l'inuence de l'ordre de l'ondelette sur la qualit�e de la solution.

En�n, nous nous int�eresserons au ra�nement �a la fois local (autour des singularit�es) et

global.

Nous n'�etudierons pas dans cette partie l'inuence de la discr�etisation du tenseur de rigi-

dit�e IK. Cette �etude sera faite dans la partie traitant de l'homog�en�eisation, o�u l'on consid�erera

des g�eom�etries plus complexes. Pour cette raison, ce tenseur sera toujours discr�etis�e �a l'aide

de la fonction d'�echelle de Haar �a un niveau d'approximation � = 7 (32 768 coe�cients).

a { Inuence du niveau d'approximation

Lorsque le niveau d'approximation j de la fonction d'�echelle avec laquelle on projette les

di��erents op�erateurs augmente, la solution approch�ee doit tendre vers la solution exacte.

A�n de v�eri�er cette a�rmation, on projette l'op�erateur d'�elasticit�e et le d�eplacement

dans une base d'ondelettes �a l'aide de la fonction d'�echelle de Daubechies d'ordre 3, et on

compare les r�esultats obtenus lorsqu'on choisit un niveau d'approximation j = 4 (512 degr�es

de libert�e) ou j = 6 (8192 degr�es de libert�e).

Commentaires :

Les courbes obtenues (�gure 2.6) montre clairement que l'augmentation du niveau d'ap-

proximation (et donc du nombre de degr�es de libert�e) diminue l'erreur commise.

Cette erreur est essentiellement localis�ee autour des singularit�es est la solution obtenue

avec 512 degr�es de libert�e est tout �a fait acceptable loin des singularit�es. Ceci nous permettra

d'avoir des renseignements sur le niveau d'approximation le plus bas que l'on devra choisir

lorsque nous nous pr�eoccuperons de ra�nement local.

Les e�ets de Gibbs deviennent de plus en plus localis�es autours des singularit�es. Ce

ph�enom�ene provient du fait que, comme le support d'une ondelette est r�eduit de moiti�e lors
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D�ecomposition dans V

4

(512 degr�es de libert�e)

Nombre de coe�cients dans

la matrice : 29 056

D�ecomposition dans V

6

(8096 degr�es de libert�e)

Nombre de coe�cients dans

dans la matrice : 364 672

(trait plein : solution calcul�ee | trait pointill�e : solution exacte)

Erreur relative pour j = 4 Erreur relative pour j = 6

Figure 2.6 : Inuence du niveau d'approximation
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du passage d'un niveau j au niveau j + 1, l'intervalle occup�e par ces ondelettes diminue

�egalement de moiti�e.

On remarque �egalement que l'erreur relative maximale commise sur la coupe diminue

lorsque le niveau d'approximation augmente.

Le nombre th�eorique de coe�cients non nuls dans la matrice d'�elasticit�e crô�t lin�eairement

avec le nombre de degr�es de libert�e (il est �egal �a 2N(4M �3)

2

, o�u N est le nombre de degr�es

de libert�e et M l'ordre de l'ondelette). Dans la pratique, beaucoup de ces coe�cients sont

nuls �a cause des propri�et�es des produits scalaires entre les d�eriv�ees d'ondelettes. Nous n'avons

conserv�e, pour faire le calcul, que les coe�cients d'un module sup�erieur �a 10

�10

IK

11

o�u IK

11

est l'�el�ement de coordonn�ees (1,1) de la matrice d'�elasticit�e. Il ne reste alors que 57 600

coe�cients signi�catifs au lieu de 93 184 dans le cas o�u le niveau d'approximation j = 4, ce

qui repr�esente un gain important. Ce gain est encore meilleur dans le cas o�u j = 6 (727 296

coe�cients signi�catifs au lieu de 1 327 104 pr�evus par la th�eorie). Le nombre de coe�cients

signi�catifs ne crô�t donc pas lin�eairement avec le nombre de degr�es de libert�e (il est multipli�e

par 12,63 pour le passage du niveau d'approximation j = 4 au niveau j = 6, alors que le

nombre de degr�es de libert�e est multipli�e par 16).

b { Comparaison avec une d�ecomposition directe

On tente ici d'�evaluer la qualit�e d'approximation de la matrice d'�elasticit�e. Pour cela,

on compare la projection f

p

de la force dans une base d'ondelettes (ici les ondelettes de

Daubechies d'ordre M = 3) avec la fonction f

c

obtenue apr�es multiplication de la matrice

d'�elasticit�e par la projection du d�eplacement u dans la même base.

On pr�esente une superposition des coupes d�e�nies par (2.61) de f

p

et de f

c

dans le cas

o�u le niveau d'approximation j est �egal �a 4, et dans le cas o�u il est �egal �a 6.

On compare les erreurs commises �a l'aide de la fonction g d�e�nie par (2.62). On superpose

la di��erence relative entre f

c

et f

e

avec la di��erence relative entre f

p

et f

e

.

Commentaires :

Il apparâ�t nettement que la di��erence d'erreur entre f

p

et f

c

est minime (moins de 1% de

di��erence). L'erreur commise est principalement due aux discontinuit�es de la force, même si

la multiplication de la matrice d'�elasticit�e et du vecteur issu de la projection du d�eplacement

induit une l�eg�ere propagation de cette erreur, et un e�et de Gibbs plus important autour de

ces singularit�es.
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D�ecomposition dans V

4

(512 degr�es de libert�e)

D�ecomposition dans V

6

(8096 degr�es de libert�e)

Erreur relative pour j = 4 Erreur relative pour j = 6

(trait plein : d�ecomposition directe | trait pointill�e : force calcul�ee)

Figure 2.7 : Comparaison avec une d�ecomposition directe
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c { Inuence de l'ordre de l'ondelette

Selon les caract�eristiques de l'ondelette utilis�ee (r�egularit�e, taille du support ...), l'ap-

proximation sera plus ou moins bonne sur les parties r�eguli�eres, et les ph�enom�enes de Gibbs

seront plus ou moins �etendus.

A�n d'�evaluer ces ph�enom�enes, nous avons compar�e les r�esultats obtenus lorsque l'on

utilise les ondelettes de Daubechies d'ordre 3 ou 5 (on a choisi ici un niveau d'approximation

j = 5). L'erreur relative commise dans chacun des cas est toujours �evalu�ee �a l'aide de la

fonction g (d�e�nie par (2.62)) appliqu�ee �a chacune des solutions approch�ees.

Commentaires :

On retrouve ici certains r�esultats �edict�es dans le chapitre 1. Entre autre, au plus l'ordre

de l'ondelette est �elev�e, au plus la convergence vers la solution est rapide. En contre-partie,

comme le support de l'ondelette est plus large, les ph�enom�enes de Gibbs sont plus �etal�es.

Même si la solution obtenue lorsque l'on utilise les ondelettes d'ordre plus �elev�e est

meilleure, il n'est pas clair que leur utilisation soit avantageuse. En e�et, la largeur de bande

de la matrice d'�elasticit�e augmente avec l'ordre de l'ondelette. Dans le cas o�u l'ordre M = 5

et o�u le niveau d'approximation j = 5, le nombre de coe�cients de la matrice d'�elasticit�e

devient comparable au cas o�u M = 3 et j = 6, et les r�esultats ne sont pas meilleurs, tout

au moins au niveau des singularit�es. En�n, le coût de calcul d'un coe�cient de la matrice

d'�elasticit�e crô�t �egalement avec l'ordre de l'ondelette. L'ordre de l'ondelette que l'on doit

choisir d�epend donc de la r�egularit�e de la solution.

d { Le ra�nement

Le nombre de degr�es de libert�e du probl�eme croit rapidement lorsque le niveau d'approxi-

mation augmente (il est multipli�e par 4 pour le passage d'un niveau j au niveau j + 1). De

plus, si les singularit�es du mat�eriau sont isol�es, le nombre de coe�cients signi�catifs peut

être tr�es inf�erieur (voir paragraphe 1.7).

Pour v�eri�er ces propri�et�es, on traite le probl�eme pr�ec�edent avec une ondelette de Dau-

bechies d'ordre 3 dans di��erents espaces vectoriels issues d'une analyse multir�esolution : les

espaces V

5

, V

4

�W

4

et dans un sous espace de celui-ci o�u l'on ne conserve les coe�cients

d'ondelettes de W

4

qu'autour des singularit�es.
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Ordre de l'ondelette M = 3

Nombre de coe�cients dans

la matrice : 98 368

Ordre de l'ondelette M = 5

Nombre de coe�cients dans

dans la matrice : 364 672

(trait plein : solution calcul�ee | trait pointill�e : solution exacte)

Erreur relative pour M = 3 Erreur relative pour M = 5

(niveau d'approximation j = 5, 2 048 degr�es de libert�e)

Figure 2.8 : Inuence de l'ordre de l'ondelette
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D�ecomposition dans V

5

(2 048 degr�es de libert�e)

Nombre de coe�cients dans

la matrice : 98 368

D�ecomposition dans V

4

�W

4

(2 048 degr�es de libert�e)

Nombre de coe�cients dans

la matrice : 607 024

D�ecomposition dans V

4

� w

4

(w

4

sous{espace de W

4

)

(1 472 degr�es de libert�e)

Nombre de coe�cients dans

la matrice : 316 720

Figure 2.9 : Le ra�nement
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Commentaires :

On observe tout d'abord que les deux premiers r�esultats (calcul�es dans V

5

directement

ou dans V

5

= V

5

�W

4

) sont tr�es proches (moins de 1 % de di��erences). Dans le cas d'un

ra�nement local (o�u on n'a conserv�e que les coe�cients d'ondelettes de coordonn�ees k dans

W

4

tels que l'ondelette 	

jk

a une intersection non vide avec une des interfaces (x

1

= 0; 25 ou

x

1

= 0; 75)), le nombre de degr�es de libert�e est beaucoup moins important (1472 au lieu de

2048), alors que l'erreur relative commise reste du même ordre que dans les cas pr�ec�edents (la

di��erence entre les erreurs relatives est de l'ordre de 1 %). Toutefois, on observe que le nombre

de coe�cients de la matrice d'�elasticit�e est plus �elev�e que si l'on traite l'exemple directement

dans V

5

(de plus, la d�etermination de chacun de ces coe�cients est coûteuse puisqu'il s'agit

de ceux dont l'ondelette �a une intersection non vide avec l'interface). En contrepartie, on

peut remarquer que des �etudes ont montr�e [9] qu'il �etait possible de supprimer les coe�cients

les plus petits, sans perdre pour autant de la pr�ecision dans les calculs.

2.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de proposer une m�ethode bas�ee sur la transform�ee en onde-

lettes pour discr�etiser l'op�erateur d'�elasticit�e, et de valider cette technique sur un exemple

analytique qui nous a amen�e �a tirer plusieurs conclusions.

Tout d'abord, les r�esultats obtenus dans le cas d'une solution discontinue sont satisfai-

sants, même si l'on observe un ph�enom�ene de Gibbs autour des discontinuit�es. Ce ph�enom�ene

n'est d'ailleurs pas ampli��e par la multiplication de la matrice (on trouve des r�esultats ana-

logues en d�ecomposant directement la solution).

D'autre part, l'utilisation d'une ondelette de Daubechies d'ordre �elev�e ne s'av�ere pas

obligatoirement avantageuse. En e�et, même si son emploi acc�el�ere la convergence de la

m�ethode de Galerkin, le coût de calcul de la matrice d'�elasticit�e plus important nuit �a son

int�erêt.

En�n, on observe qu'il est aussi possible d'utiliser une discr�etisation relativement grossi�ere

et de ne consid�erer une discr�etisation �ne qu'autour des singularit�es. Cette technique permet

de r�eduire le nombre de degr�es de libert�e de fa�con sensible, et rend possible l'obtention de

r�esultats comparables �a ceux fournis par une discr�etisation �ne sur la totalit�e du domaine.

D'autres validations de cette m�ethode seront propos�ees dans la seconde partie.
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Conclusion

Les ondelettes �etant des fonctions localis�ees �a la fois dans l'espace physique et dans

l'espace de Fourier, elles peuvent se placer comme une solution interm�ediaire entre l'analyse

de Fourier et la m�ethode des �el�ements �nis. Leurs propri�et�es de localisation permettent de

plus de pouvoir d�eterminer la r�egularit�e globale et surtout locale des fonctions analys�ees.

Des techniques de ra�nement local tr�es simples sont alors ais�ees �a �elaborer. Ceci est un

net avantage par rapport aux m�ethodes existantes, puisque c'est impossible �a r�ealiser avec

l'analyse de Fourier o�u l'on utilise des fonctions non localis�ees, et tr�es di�cile �a mettre en

oeuvre avec les �el�ements �nis. En e�et, avec cette derni�ere technique, on est amen�e �a calculer

des contraintes, d'o�u un surcoût de calcul [78]. D'autre part, des di�cult�es num�eriques

peuvent apparâ�tre lorsque l'on d�esire faire du remaillage local (respect de crit�eres de taille

par exemple) [62].

Divers types de bases d'ondelettes existent :

{ Ondelettes de Meyer [28] ou ondelettes splines [3] �a d�ecroissances rapides mais �a support

non compact ;

{ Ondelettes de Daubechies ayant une r�egularit�e plus ou moins grande, �a support compact

plus ou moins grand [11].

Un choix optimal d'une de ces ondelettes s'av�ere di�cile. Plus l'ondelette est r�eguli�ere

(donc convergence rapide des coe�cients d'ondelettes), plus son support est large (donc le

�ltre associ�e �a la fonction d'�echelle est plus grand, ce qui entraine une lenteur des algo-

rithmes de d�ecomposition-recomposition, et une plus grande largeur de bande de la matrice

d'�elasticit�e). On est donc amen�e �a faire un compromis entre la rapidit�e des calculs et la pr�e-

cision de la solution que l'on souhaite obtenir. Remarquons que l'utilisation de l'ondelette

de Daubechies d'ordre 3 (la moins r�eguli�ere que l'on ait utilis�e) �equivaut �a des �el�ements �nis

quadratiques (P2), tant au niveau de la taille des supports des fonctions analysantes, que

du coût en temps de calcul.

Un d�efaut de ces bases de L

2

(IR) (ou de L

2

(IR

n

)) est qu'elles ne nous permettent pas

de traiter des probl�emes sur des born�es de IR

n

de formes quelconques avec des conditions
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aux limites. Il existe toutefois des bases d'ondelettes de L

2

(
) o�u 
 est un ouvert de forme

simple (par exemple de la forme ]a; b[�]c; d[ dans le cas de IR

2

), telle que l'on puisse prendre

en compte les conditions aux limites sur les bords de 
 [1], [20], [31]. De plus, le fait que

ces bases ne soient pas construites �a partir d'une seule fonction rend leurs maniements plus

lourds.

Nous avons montr�e qu'il �etait possible de repr�esenter l'op�erateur d'�elasticit�e en bases

d'ondelettes, la matrice obtenue �etant alors creuse et "bande par blocs". A partir de ces

r�esultats, nous allons tout d'abord nous int�eresser �a l'homog�en�eisation p�eriodique o�u les sin-

gularit�es que l'on peut rencontrer (�bres dans une matrice) ont souvent des �echelles de tailles

tr�es di��erentes, ph�enom�ene qui peut particuli�erement bien être �etudi�e par la transform�ee en

ondelettes. Un autre probl�eme incontournable que nous allons traiter est celui de l'�elasticit�e

lin�earis�ee avec conditions aux limites (dans le cas de probl�emes non lin�eaires, une technique

de r�esolution consiste souvent �a se ramener �a une suite de probl�emes lin�eaires). Pour ce faire,

puisque la transform�ee en ondelettes ne nous permet pas de r�esoudre directement ce type de

probl�emes, on utilisera des m�ethodes bas�ees sur la technique des domaines �ctifs [70], [83],

[73], qui consiste �a \plonger" le domaine 
 occup�e par le corps dans un ouvert plus grand

et de forme simple (un carr�e par exemple), puis �a imposer les conditions sur le bord de 


par p�enalisation ou Lagrangien augment�e.
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Partie 2

L'homog�en�eisation p�eriodique
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Introduction

La pr�esence d'h�et�erog�en�eit�es au sein d'une matrice homog�ene induit des modi�cations

notables sur le comportement de celle-ci. L'utilisation massive de mat�eriaux composites

dans l'industrie en est une parfaite illustration. Cette modi�cation peut se manifester tant

au niveau de la rigidit�e de la structure (par exemple un mat�eriau en aluminium peut être

renforc�e par ajout de �bres de silicium), qu'au niveau thermique.

Di��erentes approches ont �et�e explor�ees par plusieurs auteurs a�n de d�eterminer le com-

portement �elastique global du composite [44], [45], [46], [57], [59]. Certains visent simplement

�a obtenir des bornes des divers coe�cients �elastiques (module de Young, coe�cients de Pois-

son) de ce type de mat�eriau, d'autres donnent des approximations plus pr�ecises.

Les m�ethodes num�eriques utilis�ees pour �etudier l'inuence d'inclusions de mati�ere sur

le comportement global d'une structure sont principalement bas�ees sur deux types de tech-

niques : les �el�ements �nis [50], [54] ou l'analyse spectrale [42], [52] ,[54]. Ce m�emoire vise �a

proposer une m�ethode alternative, les ondelettes, en tentant de pallier les d�efauts des deux

pr�ec�edentes. Toutefois, même si la transform�ee en ondelettes permet une �etude locale, des

ph�enom�enes de Gibbs tr�es localis�es peuvent persister. De plus, comme nous le verrons par

la suite, les temps de calcul obtenus par cette m�ethode sont l�eg�erement sup�erieurs.

Une grande partie de ces mat�eriaux peut être consid�er�ee comme p�eriodique. De nombreux

r�esultats, autant math�ematiques que num�eriques, ont �et�e donn�es dans bon nombre d'articles

[40], [50], [51], [52], [55], [58]. L'id�ee principale consiste �a consid�erer ces composites comme

une juxtaposition p�eriodique de cellules identiques (g�eom�etriquement et m�ecaniquement).

Le premier chapitre sera consacr�e aux rappels concernant deux des m�ethodes existant

pour "homog�en�eiser" un mat�eriau composite p�eriodique. Bien que les deux m�ethodes am�e-

nent aux mêmes �equations pos�ees sur un volume �el�ementaire repr�esentatif de la structure,

nous insisterons sur la m�ethode des moyennes (ou approche intuitive) qui sera utilis�ee par

la suite. Cette partie s'est largement inspir�ee de la lecture de la th�ese de doctorat d'�etat de

P. Suquet [57], et en est tr�es proche quant �a son contenu.
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Les ph�enom�enes �a �etudier lorsque l'on s'int�eresse �a l'homog�en�eisation p�eriodique com-

porte plusieurs �echelles de taille (tailles respectives de �bres dans une matrice pouvant aller

de 1 �a 100 par exemple). La transform�ee en ondelettes, puisqu'elle est �egalement multiniveau,

est bien �a même d'analyser ce type de probl�eme. Nous nous sommes donc int�eress�e, dans un

second chapitre, �a la mise en oeuvre d'un algorithme de r�esolution num�erique de probl�emes

d'homog�en�eisation p�eriodique bidimensionnelle lin�earis�ee �a l'aide de la transform�ee en onde-

lettes. Nous �etudierons comment appliquer la m�ethode de Galerkin pour calculer la matrice

d'�elasticit�e (en utilisant les r�esultats de la partie 1), le second membre pour calculer les co-

e�cients du tenseur de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent. Le probl�eme pos�e sur la

cellule de base n'�etant pas inversible, nous proposerons certaines m�ethodes pour obtenir une

solution unique [38], [39], [49]. Nous examinerons en�n les r�esultats de la m�ethode d�evelop-

p�ee en les comparant notamment avec ceux provenant d'un code d'�el�ements �nis (MicMac,

[54]) sur des exemples simples (bicouche ou �bre{matrice �el�ementaire), ce qui permettra

d'optimiser le choix des di��erents param�etres pour traiter des probl�emes plus complexes o�u

di��erentes �echelles entrent en jeu (exemples �bres{matrice).
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Chapitre 1

Principe de l'homog�en�eisation

p�eriodique

1.1 Position du probl�eme

Le principe de l'homog�en�eisation consiste �a substituer �a un mat�eriau h�et�erog�ene un ma-

t�eriau homog�ene qui aurait, pour une gamme usuelle de chargement, un comportement que

l'on souhaite �equivalent. Cette d�emarche est utilis�ee pour deux grands types de probl�emes :

1{ Lorsque l'on veut �etudier le comportement global d'une structure fortement h�et�erog�ene

(de type mat�eriau composite par exemple), le coût de calcul, si l'on prend en compte toutes

les complexit�es de la structure, peut être d�emesur�e face �a la pr�ecision que l'on souhaite

obtenir. Il est alors n�ecessaire de travailler sur une structure plus simple, mais globalement

�equivalente.

2{ Certains mat�eriaux sont usuellement consid�er�es commehomog�enes : c'est le cas du bois

par exemple. Mais il est clair qu'�a une �echelle plus �ne, ces milieux sont h�et�erog�enes. L'�etude,

�a l'aide d'un proc�ed�e d'homog�en�eisation, de l'inuence de ces h�et�erog�en�eit�es microscopiques

sur le comportement macroscopique peut expliquer certains ph�enom�enes.

La di�cult�e de l'homog�en�eisation consiste alors �a �elaborer un proc�ed�e plus ou moins

syst�ematique permettant de construire, �a partir d'un mat�eriau h�et�erog�ene donn�e, ce mat�eriau

homog�ene qui aurait ce comportement que l'on souhaite �equivalent.
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procédé

d’homogénéisation

composite matériau homogène équivalent

Figure 1.1 : Principe de l'homog�en�eisation

1.1.1 Milieu homog�ene �equivalent (m.h.�e.)

Introduction

On consid�ere un mat�eriau h�et�erog�ene constitu�e d'une matrice ayant un comportement

connu, dans laquelle il existe de nombreuses inclusions de mat�eriaux (aussi appel�ees �bres)

ayant des comportements di��erents (�egalement connus) de celui de la matrice. Le principe de

l'homog�en�eisation consiste donc �a �elaborer, �a partir de ce mat�eriau dont l'�etude s'av�ererait

trop coûteuse, la loi de comportement d'une structure plus simple ayant globalement les

mêmes propri�et�es m�ecaniques.

A la taille moyenne de ces h�et�erog�en�eit�es, on associe un param�etre " n�ecessairement petit.

Dans le composite, il r�egne un �etat de contraintes et de d�eformation que l'on note �

"

et e

"

(ou tout autre champ de variables d'�etat). Quant au milieu homog�ene recherch�e, on suppose

qu'il y r�egne les champs �

0

et e

0

qu'il convient de d�e�nir.

Le param�etre " �etant petit, il est naturel de chercher �

0

et e

0

tel que :

�

0

= lim

"!0

�

"

; e

0

= lim

"!0

e

"

; (1:1)

et de même pour les autres variables d'�etat.

La loi de comportement du mat�eriau homog�ene sera alors la loi liant ces variables d'�etat

limites.

Il existe plusieurs types de m�ethodes pour r�esoudre ce probl�eme. Nous allons nous int�eres-

ser plus particuli�erement �a deux d'entre elles, par ordre croissant de di�cult�e math�ematique,

il s'agit de :



Position du probl�eme 87

| la m�ethode des moyennes (ou approche intuitive) [53], [57] ;

| le d�eveloppement asymptotique [40], [55], [56].

L'objectif de ce m�emoire n'�etant pas une �etude de l'homog�en�eisation mais plutôt l'apport

de la technique des ondelettes dans ce domaine, nous utiliserons ici ces m�ethodes qui sont

les plus simples �a mettre en oeuvre.

Le probl�eme ramen�e au volume �el�ementaire repr�esentatif (v.e.r.)

Le probl�eme sur l'ensemble du mat�eriau (qui occupe une r�egion de IR

2

not�ee 
) est bien

�evidemment trop lourd pour pouvoir être r�esolu num�eriquement : le nombre de degr�es de

libert�e n�ecessaire serait trop consid�erable. On est donc amen�e �a traiter ce probl�eme sur un

sous-domaine de 
. Le principe est le suivant :

A un point x de 
, on associe un sous-domaine Y (x) de 
, appel�e volume �el�ementaire

repr�esentatif (v.e.r) sens�e être repr�esentatif des caract�eristiques du mat�eriau autour de ce

point.

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, la taille moyenne d'une h�et�erog�en�eit�e (donc du

sous-domaine Y (x)) est de l'ordre de ". On fait subir �a ce petit domaine un grossissement

de

1

"

et la taille moyenne d'une h�et�erog�en�eit�e devient alors de l'ordre de 1. Pour rep�erer un

point �a cette �echelle microscopique, on attache �a Y (x) des coordonn�es locales y = (y

1

; y

2

).

x
1

x
2

1

2
y

y

 1/εx

matrice

hétérogénéités

x

Y(x)
Ω

volume élémentaire représentatifcomposite

échelle macroscopique échelle microscopique

Figure 1.2 : Le volume �el�ementaire repr�esentatif
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Remarque:

Dans la pratique, le choix du v.e.r. Y (x) s'av�ere di�cile �a r�ealiser : il doit être �a la fois

su�samment grand pour être bien repr�esentatif des ph�enom�enes existant autour de x, mais

aussi su�samment petit pour que la r�esolution du probl�eme ne soit num�eriquement pas trop

coûteuse.

Le probl�eme de la validit�e du r�esultat en fonction du choix du v.e.r. sera hors de notre

propos.

1.1.2 Cas d'un mat�eriau p�eriodique

On se place ici dans le cas o�u le milieu h�et�erog�ene est constitu�e d'une r�ep�etition p�eriodique

d'une seule cellule qui sera appel�ee cellule de base.

x 1/ε

x
1

y
1

2
y

2
x

composite cellule de base

Ω Y

Figure 1.3 : La cellule de base

Dans ce cas, le v.e.r. Y sera tout naturellement la cellule de base et ne d�ependra plus du

point x comme dans le cas g�en�eral.

Au niveau microscopique (grossissement

1

"

) et dans chaque cellule, on consid�erera que

les champs de contraintes et de d�eformation seront une variation Y {p�eriodique autour d'une

valeur constante, cette valeur pouvant par contre varier d'une cellule �a l'autre. En d'autres

termes, au niveau de chaque cellule, on n�egligera la d�ependance en x pour ne conserver que

celle en y. En particulier, la d�eformation associ�ee �a un champ de d�eplacement u(x; y) s'�ecrira

e

y

(x; y) o�u "e

y

" signi�e que l'on ne d�erive que par rapport �a la variable locale y.

Dans le mat�eriau composite entier consid�er�e au niveau macroscopique, tous les champs

seront des variations "Y {p�eriodiques autour d'un champ "macroscopique" d�ependant de x,
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la variable y attach�ee �a la cellule de base deviendra par homoth�etie la variable y =

x

"

, et les

tenseur de d�eformation et de contraintes s'�ecriront :

�(x; y) = �

"

(x) = �(x;

x

"

) ; e(x; y) = e

"

(x) = e(x;

x

"

) : (1:2)

Remarque :

On pourrait aussi consid�erer un mat�eriau tel que le v.e.r. ne d�epende que tr�es lentement

de la variable x, c'est �a dire que deux cellules voisines aient des propri�et�es m�ecaniques tr�es

proches. On parlera alors de milieux quasi-p�eriodiques. L'�etude de ces milieux se fera comme

celle des milieux p�eriodiques. Cette approximation s'av�ere être raisonnable et d'autant meil-

leure que la d�ependance en x est faible.

1.1.3 Les fonctions rapidement oscillantes

Sur le mat�eriau composite, les champs des variables d'�etat, qui d�ependent de toutes les

variations des caract�eristiques du milieu, sont des fonctions rapidement oscillantes (dans le

cas d'un mat�eriau p�eriodique, nous avons vu que ce sont des fonctions "Y {p�eriodiques).

Il est donc naturel, dans une premi�ere approche, de prendre pour champs sur le mat�eriau

homog�ene �equivalent la moyenne de ceux de la structure r�eelle.

On d�e�nit la valeur moyenne de la fa�con suivante :

Soit x 2 
 un point du composite, et Y (x) le v.e.r. autour de ce point, soit f une variable

d'�etat du mat�eriau composite, f d�epend de x (variations globales) et de y (variations locales).

On pose :

f

0

(x) =

1

jY (x)j

Z

Y (x)

f(x; y) dy �

D

f(x; y)

E

Y (x)

; jY (x)j =

Z

Y (x)

dy : (1:3)

Dans le cas p�eriodique, o�u y =

x

"

, Y (x) est ind�ependant de x et f

"

(x) = f(x;

x

"

), alors :

lim

"!0

f

"

= f

0

=

1

jY j

Z

Y

f(x; y) dy =

D

f(x; y)

E

Y

: (1:4)
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Sous certaines hypoth�eses sur la r�egularit�e de f , cette convergence est une convergence

faible dans L

1

(
) [56].

Illustration :

On prend pour exemple : f(x; y) = g(x) + sin(y) ; Y =]0; 2�[ alors :

f

"

(x) = g(x) + sin(

x

"

) et lim

"!0

f

"

(x) =

D

f(x; y)

E

]0;2�[

= g(x) .

Figure 1.4 : Illustration de la m�ethode des moyennes

1.2 M�ethode des moyennes

Comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, les grandeurs macroscopiques qui se d�egagent

naturellement de leurs homologues microscopiques sont les valeurs moyennes de celles-ci

(d'o�u le nom de la m�ethode). L'objectif de ce paragraphe est d'�etudier, lorsqu'on applique

cette m�ethode, comment la loi de comportement liant les variables d'�etat sur le mat�eriau

composite "passe �a la limite" sur le mat�eriau homog�ene �equivalent.
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1.2.1 Pr�esentation de la m�ethode

Supposons que dans le milieu h�et�erog�ene (que l'on va consid�erer dor�enavant comme p�e-

riodique) r�egne un �etat de contraintes �(x; y) et de d�eformations e(x; y) (d�ependant �a la fois

de la variable globale x (2 
) et de la variable locale y (2 Y ) ). Le principe de la m�ethode

des moyennes est alors de supposer que dans le mat�eriau homog�ene �equivalent (m.h.�e.) r�egne

les �etats :

�

0

(x) =

D

�(x; y)

E

Y

; e(u

0

(x)) =

D

e(u(x; y))

E

Y

: (1:5)

Ensuite, �a l'aide de la loi de comportement du mat�eriau composite :

�(x; y) = IK(x; y) e(u(x; y)) (approche d�eformation); (1:6)

ou :

e(u(x; y)) = SS(x; y) �(x; y) (approche contrainte); (1:7)

o�u IK (resp. SS) est un tenseur d'ordre 4 appel�e tenseur de rigidit�e (resp. souplesse), on

d�etermine la loi de comportement du m.h.�e. par la recherche de la loi (lin�eaire) liant le

champ des contraintes et des d�eformations :

�

0

(x) = IK

eff

(x) e(u

0

(x)) (approche d�eformation); (1:8)

ou :

e(u

0

(x)) = SS

eff

(x) �

0

(x) (approche contrainte): (1:9)

Au vue des propri�et�es des lois d'�etat qui d�ecrivent le mat�eriau composite (Y {p�eriodicit�e

de �(x; :) et de e(x; :) pour tout x, non prise en compte de la d�ependance en x au niveau de

la cellule de base Y ), il devient naturel d'introduire l'espace :

S

per

(Y ) =

n

� = (�

ij

) ; �

ij

= �

ji

; �

ij

2 L

2

(Y ) ; �

ij;j

2 L

2

(Y ) ;

traces de �

ij

n

j

oppos�ees sur les faces oppos�ees de Y

o

(1:10)

o�u n repr�esente la normale ext�erieure au domaine Y .
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Les champs de d�eplacement �a D�eformation P�eriodique sont des combinaisons lin�eaires de

champs lin�eaires et de champs p�eriodiques :

DP (Y ) =

n

u : u = E:y + v(y) ; v 2

�

H

1

p

(Y )

�

2

o

(1:11)

(E est un tenseur d'ordre 2 sym�etrique, constant, homog�ene �a une d�eformation).

Remarques:

� Lorsque v est un champ p�eriodique sur Y , il v�eri�e :

D

e

y

(v)

E

Y

=

1

jY j

Z

@Y

1

2

(v

i

n

j

+ v

j

n

i

) = 0 (1:12)

(car v est Y {p�eriodique, n anti-p�eriodique).

Par cons�equent, si u 2 DP (Y ), alors :

D

e

y

(u)

E

Y

=

D

E

E

Y

+

D

e

y

(v)

E

Y

= E: (1:13)

On peut donc donner une autre d�e�nition de DP (Y ) :

u 2 DP (Y )() u�

D

e

y

(u)

E

Y

y est un champ p�eriodique

�

2

�

H

1

p

(Y )

�

2

�

: (1:14)

� Comme il l'a �et�e �ecrit pr�ec�edemment, on a consid�er�e que les champs de d�eformation

et de contraintes ne d�ependent pas de x au niveau de la cellule de base Y . Cela se retrouve

ici lorsque l'on d�e�nit DP (Y ) �a l'aide d'un tenseur E ne d�ependant pas de x (on pourrait

le noter E

x

pour rappeler que ce tenseur est constant dans chaque cellule, mais peut varier

d'une cellule �a l'autre).

1.2.2 Loi de comportement du mat�eriau homog�ene �equivalent

A partir des consid�erations pr�ec�edentes, il reste maintenant �a construire :

{ soit le tenseur de rigidit�e IK

eff

du m.h.�e. �a partir de son homologue IK du composite

(approche d�eformation);
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{ soit le tenseur de souplesse SS

eff

�a partir de son homologue SS du composite (approche

contrainte).

a { Approche d�eformation

On recherche donc la relation existant entre �

0

(x) et e(u

0

(x)) �a partir de celle liant �(x; y)

et e(u(x; y)). On a :

�

0

(x) =

D

�(x; y)

E

Y

=

D

IK(x; y) e(u(x; y))

E

Y

: (1:15)

L'op�erateur de moyenne "

D

:

E

Y

" ainsi que celui de d�erivation "e" �etant lin�eaire, la

fonction liant e(u(x; y)) �a e(u

0

(x)) est aussi lin�eaire. Supposons que l'on sache �ecrire :

e(u(x; y)) = c(x; y) e(u

0

(x)) ; (1:16)

o�u c est un tenseur d'ordre 4, alors :

�

0

(x) =

D

IK(x; y) c(x; y)

E

Y

e(u

0

(x)) = IK

eff

(x) e(u

0

(x)) ; (1:17)

et le tenseur de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent devient la moyenne du tenseur

de rigidit�e du composite pond�er�ee par un tenseur d'ordre 4, appel�e tenseur de localisation

des d�eformations.

Ce tenseur c d�etermine la d�eformation locale du mat�eriau connaissant la d�eformation du

mat�eriau homog�ene �equivalent. Cette relation n'est �evidemment pas unique, et le tenseur de

rigidit�e du m.h.�e. d�epend donc de la mani�ere dont on est capable de r�ecup�erer les ph�enom�enes

microscopiques au travers de c �a partir d'un ph�enom�ene macroscopique donn�e.

La m�ethode la plus simpliste consiste �a �ecrire :

e(u(x; y)) = e(u

0

(x)) (1:18)

Cette m�ethode, appel�ee m�ethode de Voigt, consistant �a prendre pour c l'identit�e,

n�eglige totalement les h�et�erog�en�eit�es lors de ce passage microscopique-macroscopique. Elle

donne par cons�equent d'assez mauvais r�esultats.
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Une autre fa�con de d�eterminer c est la suivante :

A un champ e(u

0

) donn�e sur le m.h.�e., on cherche un champ de d�eplacement cin�emati-

quement admissible sur le composite tel que

D

e

y

(u)

E

Y

= e(u

0

) (pour simpli�er les notations,

on n'�ecrira pas ici la d�ependance en x �a l'int�erieur de la cellule de base). Pour cela, on r�esoud

sur Y le probl�eme :

Probl�eme 1 Soit e(u

0

) donn�e, trouver u 2 DP (Y ) et � 2 S

per

(Y ) tels que :

(P1)

8

>

>

<

>

>

:

�(y) = IK(y) e

y

(u) ;

div

y

(�) = 0 ;

D

e

y

(u)

E

Y

= e(u

0

):

(1:19)

Ce probl�eme est bien pos�e, il admet une solution (�; u) unique pour �, u �etant d�e�ni �a un

vecteur constant pr�es (nous �etudierons ult�erieurement comment �xer ce vecteur constant).

Ce probl�eme est lin�eaire, c'est �a dire que la relation liant e(u

0

(x)) et le d�eplacement u(x; y)

est lin�eaire. On peut donc �ecrire en composante :

u

i

(y) = v

k`

i

(y) e

k`

(u

0

) (i; k; ` = 1; 2) (1:20)

o�u v

k`

i

est la i-�eme composante du vecteur de d�eplacement v

k`

i

solution du probl�eme (P1)

pour un �etat de d�eformation macroscopique e(u

0

) donn�e par :

e

ij

(u

0

) =

1

2

(�

ik

�

j`

+ �

i`

�

jk

) (1:21)

(e

ij

(u

0

) est en fait remplac�e par des d�eformations simples : traction simple dans la direction

1 ou 2, cisaillement simple dans la direction 1-2).

On peut alors �ecrire :

e

ijy

(u(y)) = e

ijy

(v

k`

(y)) e

k`

(u

0

) (1:22)

et par suite :

c

ijk`

(y) = e

ijy

(v

k`

(y)) : (1:23)
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R�ecapitulation :

La d�etermination du tenseur de rigidit�e homog�en�eis�e IK

eff

se ram�ene au calcul du tenseur

de localisation des d�eformations c(y), lui-même �etant construit par r�esolutions du probl�eme

(P1) o�u la d�eformation macroscopique e(u

0

) est remplac�ee par des d�eformations �el�ementaires

de type compression simple et cisaillement simple dans chaque direction.

Remarque :

On peut �ecrire le probl�eme (P1) �a l'aide de d�eplacements p�eriodiques (et non plus �a

d�eformations p�eriodiques) en �ecrivant le probl�eme variationnel associ�e �a (P1) :

Probl�eme 2 Soit E un tenseur constant d'ordre 2 donn�e, trouver u 2

�

H

1

p

(Y )

�

2

tel que :

(PV 2)

8

>

>

<

>

>

:

Z

Y

IK(y) e

y

(u(y)) : e

y

(v(y)) dy = �

Z

Y

IK(y) E : e

y

(v(y)) dy

pour tout v Y � p�eriodique:

(1:24)

Remarque :

La condition

D

e

y

(u)

E

Y

= 0 est inutile puisque dire que u est Y {p�eriodique entraine

automatiquement cette condition.

La composante c

ijk`

du tenseur de localisation est alors :

c

ijk`

= e

ijy

(v

k`

(y)) + E

k`

ij

(1:25)

o�u E

k`

ij

=

1

2

(�

ik

�

j`

+ �

i`

�

jk

).

De plus, si on note v

k`

la solution du probl�eme (PV 2) associ�ee �a E

k`

, alors le tenseur de

rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent s'�ecrit :

IK

eff

ijk`

=

D

IK

ijpq

(x; y) e

pq

(v

k`

) + IK

ijpq

(x; y) E

k`

pq

E

Y

(1:26)

(somme sur les indices p et q).
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Validit�e de la m�ethode :

Cette m�ethode est exacte pour des mat�eriaux p�eriodiques au sens suivant :

Si �

"

(x) et u

"

(x) sont les champs de contraintes et de d�eplacements qui r�egnent dans

le mat�eriau h�et�erog�ene �a l'�equilibre, soumis �a une densit�e de force f ainsi qu'�a certaines

conditions aux limites, alors, lorsque " converge vers 0, �

"

et u

"

converge faiblement vers des

�el�ements �

0

et u

0

satisfaisant [57] :

8

>

>

<

>

>

:

�

0

= IK

eff

e

y

(u

0

) dans 
 ;

div

x

�

0

+ f = 0 dans 
 ;

+ Conditions aux limites.

(1:27)

b { Approche contraintes

L'approche en contraintes est la duale de la pr�ec�edente. On �ecrit tout d'abord la relation

(duale de la pr�ec�edente) liant la contrainte �(x; y) �a la d�eformation e(x; y) �a l'aide du tenseur

de souplesse :

e(u(x; y)) = SS(x; y) �(x; y) ; (1:28)

et on consid�ere les champs de contraintes et de d�eformation sur le m.h.�e. :

e(u

0

(x)) =

D

e

y

(u(x; y))

E

Y

; �

0

(x) =

D

�(x; y)

E

Y

: (1:29)

Par suite, il vient :

e(u

0

(x)) =

D

SS(x; y) e(u(x; y))

E

Y

; (1:30)

et si l'on est capable d'�ecrire la relation lin�eaire liant la contrainte locale �(x; y) �a partir

de son homologue globale �

0

(x) �a l'aide d'un tenseur d'ordre 4, not�e C, c'est �a dire :

�(x; y) = C(x; y) �

0

(x) (1:31)

alors :

e(u

0

(x)) =

D

SS(x; y) C(x; y)

E

Y

�

0

(x) (1:32)

et le tenseur de souplesse du m.h.�e., not�e SS

eff

s'�ecrit :

SS

eff

(x) =

D

SS(x; y) C(x; y)

E

Y

: (1:33)
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Ce tenseur d'ordre 4 est donc la moyenne du tenseur de souplesse du composite pond�er�ee

par un tenseur C appel�e tenseur de localisation des contraintes, et d�ecrit comment, �a

partir d'une contrainte macroscopique donn�e sur le m.h.�e., on obtient la contrainte locale

sur le composite.

Pour d�eterminer ce tenseur, la m�ethode la plus simple, consistant �a �ecrire :

SS

eff

(x) =

D

SS(x; y)

E

Y

(1:34)

est appel�ee m�ethode de Reuss et n�eglige totalement les ph�enom�enes locaux sur le com-

posite lors de ce passage macroscopique{microscopique et donne par cons�equent d'assez

mauvais r�esultats.

Comme pr�ec�edemment, une autre m�ethode de calcul de C et de se ramener �a la r�esolution

du probl�eme suivant sur la cellule de base Y (pour simpli�er les notations, on n�eglige la

d�ependance en x) :

Probl�eme 3 Soit �

0

un tenseur d'ordre 2 donn�e, trouver u 2 DP (Y ) et � 2 S

per

(Y ) tels

que :

(P

0

3)

8

>

>

<

>

>

:

e

y

(u) = SS(y) �(y) ;

div

y

(�) = 0 ;

D

�

y

(u)

E

Y

= �

0

:

(1:35)

Ce probl�eme est bien pos�e, il admet une solution (�; u) unique pour �, u �etant d�e�ni �a

un vecteur constant pr�es.

1.3 D�eveloppements asymptotiques

1.3.1 Pr�esentation de la m�ethode

Cette m�ethode, d�evelopp�ee tout d'abord par E. Sanchez-Palencia [40], [55], [56], s'appuie

sur la remarque suivante :

Comme il l'a �et�e �ecrit dans l'introduction de ce chapitre, le probl�eme d'homog�en�eisation

poss�ede un petit param�etre naturel " associ�e �a la taille moyenne des h�et�erog�en�eit�es. L'id�ee
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g�en�erale de la m�ethode des d�eveloppements asymptotiques est d'�ecrire les variables d'�etat

du composite sous forme de d�eveloppements limit�es en puissances de ".

Par exemple, pour le cas de la contrainte (not�ee �

"

) et du d�eplacement (not�e u

"

), on

�ecrit :

�

"

= �

0

(x; y) + "�

1

(x; y) + ::: + "

i

�

i

(x; y) + ::: (1:36)

u

"

= u

0

(x; y) + "u

1

(x; y) + ::: + "

i

u

i

(x; y) + ::: (1:37)

(o�u y =

x

"

).

Les fonctions �

i

(x; :) et u

i

(x; :) sont Y {p�eriodiques par rapport �a la variable y (la d�e-

pendance en x d�ecrit toujours les variations globales de ces fonctions, tandis que celle en y

d�ecrit les variations locales). La loi de comportement homog�en�eis�ee ne portera donc que sur

les premiers termes dans les d�eveloppements limit�es, ici �

0

et u

0

.

A�n d'�ecrire les d�eveloppements limit�es des diverses fonctions, on rappelle que la r�egle

de d�erivation est ici la suivante :

Si f

"

(x) = f(x;

x

"

) alors

df

"

dx

i

(x) =

@f

@x

i

(x;

x

"

) +

1

"

@f

@y

i

(x;

x

"

) (i = 1; 2) (1:38)

Nous pouvons alors �ecrire :

div

x

�

"

=

1

"

div

y

�

0

+ (div

x

�

0

+ div

y

�

1

) + "(div

x

�

1

+ div

y

�

2

) + :::

+ "

i

(div

x

�

i

+ div

y

�

i+1

) + :::

(1:39)

e

x

(u

"

) =

1

"

e

y

(u

0

) + (e

x

(u

0

) + e

y

(u

1

)) + "(e

x

(u

1

) + e

y

(u

2

)) + :::

+ "

i

(e

x

(u

i

) + e

y

(u

i+1

)) + :::

(1:40)

et on porte ces d�eveloppements limit�es dans la loi de comportement a�n d'identi�er les

termes du même ordre. L'identi�cation des termes d'ordre 0 donne la loi de comportement

homog�en�eis�ee tandis que l'identi�cation des termes d'ordre sup�erieur permet d'obtenir une

meilleure approximation de la loi de comportement du composite.
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1.3.2 Loi de comportement du mat�eriau homog�ene �equivalent

Le mat�eriau composite p�eriodique, soumis �a une densit�e de force f v�eri�e �a l'equilibre

les �equations :

8

>

>

<

>

>

:

�

"

= IK

"

e

x

(u

"

) dans 
 ;

div

x

�

"

+ f = 0 dans 
 ;

u

"

2 DP (Y ) �

"

2 S

per

(Y ) :

(1:41)

Par identi�cation, on obtient:

ordre "

�1

: e

y

(u

0

) = 0 =) u

0

(x; y) = u

0

(x)

div

y

(�

0

) = 0

ordre "

0

: �

0

(x; y) = IK(x; y)(e

x

(u

0

)) + e

y

(u

1

)) (y =

x

"

)

div

x

�

0

+ div

y

�

1

+ f = 0

ordre "

1

: �

1

(x; y) = IK(x; y)(e

x

(u

1

) + e

y

(u

2

))

div

x

�

1

+ div

y

�

2

= 0

etc ...

Ensuite, on utilise les r�esultats du paragraphe sur les fonctions rapidement oscillantes

a�n d'�ecrire :

lim

"!0

�

"

= lim

"!0

�(x;

x

"

) =

D

�

0

(x; y)

E

Y

= �

0

(x) ; (1:42)

lim

"!0

e(u

"

) = lim

"!0

e(u(x;

x

"

)) =

D

e(u

0

(x; y))

E

Y

= e(u

0

(x)) : (1:43)

On pose v = u

1

+ e

x

(u

0

)y (ce qui entraine que v est �a d�eformation p�eriodique ), alors

la loi de comportement sur le m.h.�e. (qui est en fait la recherche du tenseur de rigidit�e

ou de souplesse homog�en�eis�e) provient de l'identi�cation des termes �a l'ordre �1 et 0. En

particulier, le calcul du tenseur de rigidit�e IK

eff

se ram�ene �a la r�esolution du probl�eme suivant

sur la cellule de base Y (approche d�eformation) :

Probl�eme 4 Soit e(u

0

) donn�e, trouver v 2 DP (Y ) et � 2 S

per

(Y ) tels que :
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(P4)

8

>

>

<

>

>

:

�(y) = IK(y) e

y

(v) ;

div

y

(�) = 0 ;

D

e

y

(v)

E

Y

= e(u

0

) :

(1:44)

Dans le cas de l'homog�en�eisation p�eriodique de mat�eriaux �elastique, le probl�eme �a r�e-

soudre est donc rigoureusement le même que par la m�ethode des moyennes. Il en est de

même pour l'approche en contraintes.

L'identi�cation des termes �a l'ordre sup�erieur permet, par r�ecurrence, d'obtenir des am�e-

liorations sur la connaissance des champs r�eels r�egnant dans le milieu homog�ene �equivalent.

1.4 Conclusion

Un probl�eme d'homog�en�eisation a pu être �ecrit en �elasticit�e �a l'aide de deux approches

distinctes, mais conduisant aux mêmes �equations. D'autres m�ethodes, dont celle consistant �a

consid�erer l'�energie du syst�eme [57], aurait aussi pû nous amener �a celles-ci. Les �equations aux

d�eriv�ees partielles mises en jeu ont une forme classique en �elasticit�e lin�earis�ee, et nous nous

proposons de les r�esoudre �a l'aide de la transform�ee en ondelettes en utilisant les r�esultats

de la partie 1.
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Chapitre 2

M�ethode de Galerkin{Ondelettes

pour l'homog�en�eisation p�eriodique

2.1 Introduction

Dans le comportement d'un mat�eriau h�et�erog�ene, di��erentes �echelles peuvent entrer en

jeu. Lors de son �etude, il est donc n�ecessaire d'�elaborer des techniques adapt�ees �a cette pro-

pri�et�e qui ne soient pas trop coûteuses. La transform�ee en ondelettes semble alors int�eressante

puisqu'elle permet de consid�erer di��erentes �echelles, et ceci de fa�con locale (contrairement �a

l'analyse de Fourier par exemple).

La transform�ee en ondelettes permet de plus de faire une analyse du mat�eriau (par des

techniques de traitement de l'image) ind�ependamment du probl�eme de l'homog�en�eisation

�a proprement parler, et d'utiliser ces r�esultats pour la recherche du mat�eriau homog�ene

�equivalent (recherche des zones qui n�ecessiterons une analyse plus �ne, calcul des di��erents

op�erateurs).

Dans ce chapitre, nous consid�ererons un mat�eriau h�et�erog�ene bidimensionnel, qui sera

constitu�e de plusieurs mat�eriaux homog�enes �elastiques dont les lois de comportement seront

connus. Comme nous l'avons vu dans le chapitre pr�ec�edent, la recherche de la loi de compor-

tement d'un mat�eriau homog�ene �equivalent n�ecessite la r�esolution du probl�eme variationnel

lin�eaire :

Probl�eme 5 Soit E un tenseur constant d'ordre 2 donn�e, trouver u 2

�

H

1

p

(Y )

�

2

tel que :



102 2 { M�ethode de Galerkin{Ondelettes pour l'homog�en�eisation p�eriodique

(PV )

8

>

>

>

<

>

>

>

:

Z

Y

IK(y) e(u(y)) : e(v(y)) dy = �

Z

Y

IK(y) E : e(v(y)) dy

pour tout v dans

�

H

1

p

(Y )

�

2

:

(2:1)

Ce probl�eme admet une solution u d�e�nie �a un vecteur constant pr�es. A�n d'obtenir une

solution approch�ee de ce probl�eme, nous allons discr�etiser les di��erents op�erateurs lin�eaires

qui entrent en jeu, ceci �a l'aide d'une base d'ondelettes et d'une m�ethode de Galerkin, et

nous pr�esenterons une technique pour en s�electionner une solution particuli�ere. Ensuite, nous

montrerons comment, �a partir du champ de d�eplacement solution du probl�eme discr�etis�e, on

peut approximer les composantes du tenseur de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent.

En�n, nous pr�esenterons et commenterons les r�esultats obtenus.

2.2 La discr�etisation

2.2.1 La matrice d'�elasticit�e

La discr�etisation de l'op�erateur d'�elasticit�e (premier membre de l'�equation (2.1)) se fait

selon la m�ethode d�ecrite dans la premi�ere partie. Elle consiste �a calculer deux lignes de la

matrice d'�elasticit�e K �a l'int�erieur de chaque mat�eriau �a l'aide des int�egrales entre produits

de deux ondelettes (voir Partie 1, x 2.2.4.a), ainsi que tous les coe�cients K

i;`

tels que

l'intersection des supports des ondelettes 	

j

1

i

et 	

j

2

`

rencontre l'interface entre les mat�eriaux

�a l'aide des produits scalaires entre les d�eriv�ees de trois ondelettes, o�u la premi�ere est celle

qui provient de la discr�etisation des composantes de la matrice de rigidit�e. Dans le cas o�u les

di��erentes composantes homog�enes du composite ont une g�eom�etrie simple, la discr�etisation

de la matrice de rigidit�e IK est r�ealis�ee grâce �a la fonction d'echelle de Haar(voir Partie 1, x

2.2.4.b).

La matrice K a alors une structure par bandes (pour plus de pr�ecisions, voir Partie 1,

Figure 2.2).

Dans le cas (qui ne sera pas �etudi�e ici) o�u le mat�eriau a une structure complexe, on

peut obtenir les coe�cients d'ondelettes des di��erentes composantes de la matrice IK par des

techniques de traitement de l'image, puis calculer la matrice d'�elasticit�e K �a l'aide de ces

coe�cients d'ondelettes par la m�ethode expos�e au chapitre pr�ec�edent (Partie 1, x 2.2.4.b).
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2.2.2 Choix d'une solution particuli�ere

Le probl�eme variationnel (2.1) que nous devons r�esoudre admet une solution unique �a un

vecteur constant pr�es. On est donc amen�e �a ajouter une condition suppl�ementaire pour �xer

ce vecteur. Son choix est peu important puisque le calcul des coe�cients macroscopiques

ne n�ecessite que la connaissance de la d�eformation li�ee au d�eplacement u. Cette condition

doit être choisie uniquement pour sa commodit�e de mise en oeuvre. Lorsque l'on utilise

la technique des �el�ements �nis, la condition la plus g�en�eralement utilis�ee est de �xer les

d�eplacement des quatre noeuds aux coins du carr�e (th�eorie des modules e�ectifs) par une

m�ethode de p�enalisation. Cette m�ethode n'est pas commode �a mettre en oeuvre avec la

transform�ee en ondelettes. On a alors pr�ef�er�e imposer la condition :

Z

Y

u(y) dy = 0 (2:2)

�a l'aide d'une technique due �a H. Attouch [38] et appel�eem�ethode de viscosit�e (même

si ce terme est impropre ici). Nous verrons que cette technique est particuli�erement simple

a mettre en oeuvre dans notre cas.

a { R�esultats asymptotiques

L'id�ee du th�eor�eme suivant, dû �a H. Attouch [38], consiste �a �ecrire le probl�eme variationnel

(PV ) sous forme de minimisation d'une fonctionnelle, puis de le remplacer par une suite

de probl�emes de minimisation ayant chacun une solution unique, la suite de ces solutions

convergeant vers une solution particuli�ere du probl�eme initial (principe de s�election).

Th�eor�eme 9 Soit f : X �! IR

S

f1g une fonction, et soit :

(P ) minf f(x) : x 2 X g (2:3)

un probl�eme de minimisation associ�e. Supposons que inf

X

f soit un r�eel �ni.

Soit g : X �! IR

+

une fonction r�eelle strictement positive. Pour tout " > 0, consid�erons

le probl�eme de minimisation approch�e :

(P

"

) minf f(x) + "g(x) : x 2 X g : (2:4)
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Supposons qu'il existe une topologie sur X telle que les propri�et�es suivantes soient v�eri-

��ees :

(i) 8" > 0, il existe une solution u

"

de (P

"

) et la suite minfu

"

; " �! 0 g est

relativement compacte ;

(ii) f et g sont semi{continues inf�erieurement.

Alors la limite simple u de la suite fu

"

; " �! 0 g minimise la fonction f sur X et satisfait

au principe de s�election par la viscosit�e :

8

<

:

g(u) � g(v) 8 v 2 argmin f ;

u 2 argmin f :

(2:5)

b { Application au probl�eme de l'homog�en�eisation p�eriodique

Nous allons maintenant utiliser le r�esultat pr�ec�edent a�n d'imposer la condition aux

limites (2.2).

Consid�erons tout d'abord le probl�eme de minimisation :

(P ) min

n

1

2

Z

Y

�(v) : e(v) dy : v 2 (H

1

p

(Y ))

2

o

(2:6)

et le probl�eme approch�e :

(P

"

) min

n

1

2

Z

Y

�(v) : e(v) dy +

"

2

kvk

2

L

2

(Y )

: v 2 (H

1

p

(Y ))

2

o

: (2:7)

On a alors le r�esultat suivant :

Corollaire 3 Toute limite simple u de la suite fu

"

; " �! 0g minimise la fonction :

1

2

Z

Y

�(v) : e(v)dy

sur (H

1

p

(Y ))

2

et satisfait au principe de s�election par la viscosit�e:

8

>

>

<

>

>

:

kuk

L

2

(Y )

� kvk

L

2

(Y )

8v 2 argmin

1

2

Z

Y

�(v) : e(v)dy

u 2 argmin

1

2

Z

Y

�(v) : e(v)dy :

(2:8)
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Preuve :

Ce r�esultat est une application �el�ementaire du th�eor�eme 9, avec :

X = (H

1

p

(Y ))

2

, f(v) =

1

2

Z

Y

�(v) : e(v)dy et g(v) =

1

2

kvk

2

L

2

(Y )

:

Un autre r�esultat important nous donne :

Lemme 1 La solution que l'on obtient par le principe de s�election par la viscosit�e v�eri�e

Z

Y

udy = 0.

Preuve

Le principe de s�election nous donne kuk

2

L

2

(Y )

� kvk

2

L

2

(Y )

8v 2 Argmin f :

Donc kuk

2

L

2

(Y )

� ku+ Ck

2

L

2

(Y )

8C 2 IR ;

ce qui s'�ecrit aussi : C

2

jY j+ 2C

Z

Y

udy � 0 8C 2 IR ;

donc

Z

Y

udy = 0 .

Remarque :

Cette m�ethode est particuli�erement simple �a mettre en oeuvre. En e�et, la matrice K

construite �a partir du probl�eme initial (2.1) sera remplac�ee par la matrice K

"

d�e�nie par :

K

"

= K+ "Id (2:9)

o�u Id repr�esente la matrice identit�e. Il su�t donc de rajouter le terme +" sur la diagonale

de la matrice K.

c { M�ethodes dynamiques

La technique que nous pr�esentons ici, due �a H. Brezis [41], consiste �a remplacer le pro-

bl�eme variationnel initial par un probl�eme dynamique, dont la solution (d�ependant du temps)

tend vers la solution du probl�eme initial lorsque t tend vers l'in�ni.
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En d'autres termes, si l'on d�esire r�esoudre le probl�eme lin�eaire obtenu apr�es discr�etisation

d'un probl�eme aux d�eriv�ees partielles elliptique :

Soit A un op�erateur et f un vecteur, trouver u v�eri�ant :

Au = f:

� Dans le cas o�u l'op�erateur A est inversible, la technique standard consiste �a remplacer

le probl�eme pr�ec�edent par le probl�eme dynamique suivant [41] :

Soit B et A deux op�erateurs, et f un vecteur, trouver v v�eri�ant :

B(t) _v(t) +Av(t) = f + condition initiale:

� Dans le cas o�u A admet un noyau non nul (ce qui est le cas du probl�eme que l'on a �a

r�esoudre), on peut remplacer le syst�eme di��erentiel initial par le probl�eme dynamique :

Soit A un op�erateur di��erentiel, g une fonction et f un vecteur, trouver v v�eri�ant :

_v(t) +Av(t) + g(t)v(t) = f + condition initiale:

On peut montrer que sous certaines hypoth�eses sur g, fonction qui admet une limite nulle

�a l'in�ni, v(t) converge vers la solution u de moyenne nulle du syst�eme lin�eaire initial [39],

[49]. Dans ce cas, le syst�eme di��erentiel peut être r�esolu par une m�ethode explicite de type

Runge-Kutta [49].

Cette technique a �et�e exp�eriment�ee avec succ�es en dimension 1, mais n'a pas encore

�et�e mise en oeuvre pour traiter le probl�eme de l'homog�en�eisation. Cette technique permet,

par l'introduction de nouveaux param�etres, d'optimiser des algorithmes classiques (Jacobi,

Gauss-Seidel, gradient, ...).
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2.2.3 Calcul du second membre

a { La discr�etisation

La projection, dans une base d'ondelettes, de la fonctionnelle (second membre de l'�equa-

tion (2.1)) :

`(v) = �

Z

Y

IK(y) E : e(v(y)) dy (2:10)

est calcul�ee par une technique analogue �a celle employ�ee pour projeter l'op�erateur d'�elas-

ticit�e. En utilisant les mêmes notations que pour le calcul de la matrice d'�elasticit�e (partie

1), on obtient la proposition :

Proposition 10 La projection de la fonctionnelle ` dans une base d'ondelettes �a un niveau

d'approximation j peut être repr�esent�ee par un vecteur B de dimension 2

2j+1

, avec :

[B

i

] = [IB

i

] (i 2 �

j

) (2:11)

o�u IB

i

est le \vecteur �el�ementaire" (de dimension 2) :

IB

i

=

2

6

6

4

L

1

1

+ L

2

3

L

2

2

+ L

1

3

3

7

7

5

(2:12)

avec :

L

d

k

= L

d;j

k;i

=

n=3

X

n=1

Z

Y

IK

kn

(y) E

n

	

j

i;d

(y) dy (2:13)

et :

d = 1 ou 2 : direction de la d�eriv�ee

k = 1; 2 ou 3 : num�ero de la composante du vecteur IKE.
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Preuve :

On a tout d'abord :

IKE : e(v) =

�

n=3

X

n=1

IK

1n

E

n

�

v

1;1

+

�

n=3

X

n=1

IK

2n

E

n

�

v

2;2

+

�

n=3

X

n=1

IK

3n

E

n

�

(v

1;2

+ v

2;1

)

=

�

n=3

X

n=1

IK

1n

E

n

�

v

1;1

+

�

n=3

X

n=1

IK

3n

E

n

�

v

1;2

+

�

n=3

X

n=1

IK

2n

E

n

�

v

2;2

+

�

n=3

X

n=1

IK

3n

E

n

�

v

2;1

En �ecrivant ensuite v comme une �el�ement de la base d'ondelettes dans laquelle on projette

`, et en int�egrant sur Y l'expression ainsi obtenue, on obtient la preuve de la proposition.

b { Calcul des composantes du second membre

On s'��nt�eresse dans ce paragraphe au calculs des coe�cients :

L

d;j

k;i

=

n=3

X

n=1

Z

Y

IK

kn

(y) E

n

	

j

i;d

(y) dy :

Pour simpli�er les notations, appelons T

k

la fonction :

T

k

(y) =

n=3

X

n=1

IK

kn

(y) E

n

: (2:14)

Comme dans le cas du calcul de la matrice d'�elasticit�e, on s�epare deux cas, selon si T

k

est ou n'est pas constant sur le support de l'ondelette 	

j

i

.

1 { T

k

est constant sur le support de l'ondelette

Dans ce cas, on obtient simplement :
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L

d;j

k;i

= T

k

Z

Y

	

j

i;d

(y) dy

= T

k

Z

1

0

	

n

1

j;i

1

(y

1

) dy

1

Z

1

0

	

n

2

j;i

2

(y

2

) dy

2

o�u soit n

1

(si d=1), soit n

2

(si d=2) est �egal �a 1. Donc par p�eriodicit�e :

L

d;j

k;i

= 0 : (2:15)

2 { T

k

n'est pas constant sur le support de l'ondelette

Dans ce cas, on d�ecompose T

k

dans une base d'ondelettes. Comme dans le cas du calcul

de la matrice d'�elasticit�e, cette base peut-être di��erente de celle utilis�ee pour discr�etiser `.

Dans la pratique, on choisira toujours celle avec laquelle on a approxim�e le tenseur de rigidit�e

IK.

Appelons � la fonction d'�echelle de H

1

p

(0; 1) utilis�ee pour approcher T

k

, et � le niveau

d'approximation choisi (ici encore, on choisira �egalement le même niveau que pour l'approxi-

mation de IK). On obtient ainsi :

T

k

'

X

`2�

�

T

`

k

�

�`

1

(x

1

) �

�`

2

(x

2

) (2:16)

et le coe�cient L

d;j

k;i

est approxim�e par :

L

d;j

k;i

'

X

`2�

�

T

`

k

D

n

1

;�;j

`

1

;i

1

D

n

2

;�;j

`

2

;i

2

(2:17)

avec :

D

n;�;j

`;i

=

Z

1

0

�

�`

(x) 	

(n)

ji

(x) dx : (2:18)

Ces coe�cients D sont ensuite calcul�es comme les coe�cients A

�;J

i;`

(voir Partie 1, 2.2.4.a

et annexe 1).
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2.3 Calcul des coe�cients macroscopiques

Apr�es avoir discr�etis�e les di��erents op�erateurs intervenant dans l'�equation variationnelle

(2.1) et invers�e le syst�eme lin�eaire ainsi obtenu, on obtient les coe�cients d'ondelettes de la

solution approch�ee de moyenne nulle u du probl�eme variationnel.

A partir de ces coe�cients, il reste �a calculer les composantes de la matrice de rigidit�e

du mat�eriau homog�ene �equivalent. Pour cela, on rappelle l'�egalit�e (1.25) :

IK

eff

pq

=

n=3

X

n=1

D

IK

pn

(y) e

n

(u

q

)

E

Y

+

D

IK

pn

(y) E

q

n

E

Y

o�u u

q

est la solution approch�ee du probl�eme (PV ) associ�ee �a la solicitation E

q

(E

q

n

=

�

n;q

; n; q = 1; 2; 3).

La seconde partie de cette somme peut être calcul�ee directement puisque E est une

fonction constante et que IK est constant par morceaux.

Quant �a la premi�ere partie, on la d�etermine par la même technique que pour le second

membre, en rempla�cant la fonction T

k

par IK

qn

. En e�et, puisque IK

qn

est d�ecompos�e �a l'aide

de la base d'ondelettes

n

�

�`

1

(x

1

) �

�`

2

(x

2

) ; `

1

; `

2

= 0; :::; 2

�

� 1

o

, et que la d�eformation

e

n

(u

q

) peut être �ecrite �a l'aide des d�eriv�ees de l'ondelette 	, la premi�ere partie de la somme

(1.25) peut se ramener �a la somme d'int�egrales entre la fonction d'�echelle � et les d�eriv�ees

de l'ondelette et de la fonction d'�echelle 	 (not�es D).

2.4 Exemples num�eriques

Dans ce paragraphe, nous nous pr�eoccuperons de la validation des r�esultats obtenus

par la m�ethode expos�ee dans les pages pr�ec�edentes. Dans ce qui suit, nous consid�ererons

des mat�eriaux bidimensionnels (hypoth�ese des contraintes planes) h�et�erog�enes constitu�es de

di��erents mat�eriaux homog�enes. Le module de Young de ces mat�eriaux ainsi que les tenseurs

de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent seront toujours exprim�es en GPa.
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2.4.1 Exemple analytique

L'algorithme bas�e sur la transform�ee en ondelettes est tout d'abord valid�e sur un exemple

analytique (mat�eriau homog�ene p�eriodique, cellule de base Y =]0; 1[�]0; 1[, second membre

donn�e sur la cellule de base sous forme d'un polynôme). Ce test nous sera tr�es utile pour

ajuster les di��erents param�etres qui ont �et�e introduits : coe�cients de viscosit�e, ordre de l'on-

delette, dimension de l'espace d'approximation, m�ethode num�erique �a utiliser pour inverser

le syst�eme lin�eaire, ...

On choisit une force impos�ee (second membre) de la fa�con suivante :

f(x

1

; x

2

) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

f

1

(x

1

; x

2

) = �4IK

11

x

2

1

(1� x

1

)

2

x

4

2

(1� x

2

)

4

(14x

2

1

� 14x

1

+ 3)

�4IK

33

x

4

1

(1� x

1
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et on montre qu'alors, le d�eplacement est donn�e par :
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On suppose en�n que le mat�eriau (homog�ene et bidimensionnel) a un module de Young

�egal �a 210 GPa et un coe�cient de Poisson de 0,2 (on suppose de plus que la structure

satisfait aux hypoth�eses des contraintes planes).

1 { Erreur relative

A�n d'�evaluer l'erreur commise par rapport �a la solution exacte en fonction des di��erents

param�etres, on montre ici un tableau donnant une estimation de l'erreur relative e en norme

`

2

, d�e�nie par la formule :

e

2

=

X

x2N

ju

ex

(x)� u

app

(x)j

2

ju

ex

(x)j

2

(2:21)
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o�u N est l'ensemble des points consid�er�es :

N =

n

x =

�

n

1

2

6

;

n

2

2

6

�

; n

1

; n

2

= 0; 1; :::; 2

6

� 1

o

: (2:22)

u

ex

est la solution exacte (analytique), et u

app

la solution approch�ee calcul�ee �a l'aide d'une

base d'ondelettes de Daubechies d'ordre 3,4 ou 5, pour un niveau d'approximation allant de

j = 4 (512 degr�es de libert�e) �a j = 6 (8192 degr�es de libert�e).

Erreur relative M = 3 M = 4 M = 5

j = 4 0; 10:10

�1

0; 32:10

�2

0; 66:10

�3

j = 5 0; 15:10

�2

0; 19:10

�3

0; 16:10

�4

j = 6 0; 19:10

�3

0; 11:10

�4

0; 21:10

�5

La solution �etant tr�es r�eguli�ere (3 fois continument di��erentiable), la solution obtenue �a

l'aide de l'ondelette d'ordre 5 est bien meilleure que celle obtenue avec l'ondelette d'ordre 3.

Par contre, si l'on compare la qualit�e d'approximation �a son coût de calcul en fonction de

l'ordre de l'ondelette (�gure 2.1), on remarque que cet avantage devient moins net. En e�et,

lorsque l'ordre de l'ondelette augmente, le nombre de coe�cients non nuls dans la matrice

crô�t (pour un niveau d'approximation j = 5, 165 888 coe�cients non nuls pour M = 3,

567 296 pour M = 5), ce qui ralentit la convergence du gradient conjugu�e (m�ethode qui

est utilis�ee pour inverser le syst�eme lin�eaire). De plus, lorsque l'ordre augmente, le coût de

calcul d'un coe�cient de la matrice d'�elasticit�e crô�t �egalement.

2 { Le param�etre de viscosit�e

On s'int�eresse ensuite �a l'inuence du param�etre de viscosit�e sur la qualit�e de la solution.

Pour cela, on observe la uctuation de l'erreur relative (toujours �a l'aide de l'erreur relative

d�e�nie par la formule (2.21)) en fonction du param�etre de viscosit�e.

Dans ce cas, l'erreur est faible jusqu'�a une valeur limite (" = 10

�2

), valeur �a partir de

laquelle l'erreur commence �a crô�tre. Ceci nous permet de penser qu'il faudra prendre "

inf�erieur �a cette limite si l'on ne d�esire pas perturber la solution, mais su�samment proche



Exemples num�eriques 113

Erreur relative

Temps de calcul CPU (s)

(Serveur Sun Sparc 630 mp)

Figure 2.1 : Comparaison qualit�e-coût en fonction de l'ordre de l'ondelette (j=5, " = 10

�2

)

Figure 2.2 : Inuence du param�etre de viscosit�e (M=5, j=5)
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pour obtenir une moyenne proche de z�ero. On choisira cette valeur limite (" = 10

�2

) par la

suite.

Remarque:

Pour cet exemple, la m�ethode �a �egalement converg�e pour " = 0. Ce ph�enom�ene provient

de la m�ethode que l'on a utilis�ee pour inverser le syst�eme lin�eaire (le gradient conjugu�e) et

d'une propri�et�e de la matrice d'�elasticit�eK. En e�et, comme la somme coe�cients de chaque

colonne de la matrice est nulle (s

i

=

X

k

K

ik

= 0 pour tout i), et que l'on initialise le gradient

conjugu�e avec un vecteur X

0

dont la somme de ses composantes est nulle (

X

k

X

0

k

= 0), alors,

si le gradient conjugu�e converge, chaque vecteur it�er�eX

`

poss�ede la même propri�et�e. De plus,

comme la moyenne d'une fonction est une fonction lin�eaire de la somme de ses coe�cients

d'ondelettes, la moyenne de la solution sera nulle.

Lorsque, sur des exemples plus complexes, on aura besoin de pr�econditionner la matrice,

ce param�etre " sera indispensable puisque une condition �a remplir sera d'avoir une ma-

trice d'�elasticit�e K + "Id inversible. Il en sera de même si l'on veut utiliser des techniques

multigrilles [60], [79], [73].

3 { Inversion du syst�eme lin�eaire

Comme nous l'avons d�ej�a signal�e, le syst�eme lin�eaire est invers�e par la m�ethode du

gradient conjugu�e sans pr�econditionnement. La m�ethode de stockage de la matrice d'�elasticit�e

est la m�ethode morse (seuls les coe�cients non nuls sont stock�es) [47].

La courbe donnant les uctuations du r�esidu lors des it�erations du gradient conjugu�e

nous montre qu'elles sont relativement faibles (de l'ordre de 100 it�erations pour obtenir un

r�esidu inf�erieur �a 10

�12

), ce qui nous am�ene �a penser que le spectre de la matrice dans le

sous-espace propre des it�er�es (il s'agit de l'hyperplan d�e�ni par

n

x 2 IR

N

:

N

X

i=1

x

i

= 0

o

o�u N

est la dimension de la matrice) est relativement peu �etal�e (Le conditionnement en lui-même

est �elev�e puisque cond(K + "Id) =

�

max

+"

"

o�u �

max

est la plus grande valeur propre de K et

" le param�etre de viscosit�e).
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(Ordre M=5, niveau d'approximation j=5 (2 048 ddl), viscosit�e " = 10

�2

)

Figure 2.3 : Evolution du carr�e du r�esidu lors du processus it�eratif

2.4.2 Exemple d'un mat�eriau bicouche

Nous pr�esentons ensuite un premier test d'homog�en�eisation avec un mat�eriau composite

(mat�eriau bicouche). La solution de base est le carr�e Y =]0; 1[�]0; 1[, constitu�e de deux

bandes verticales de largeur

1

2

. Vue la simplicit�e de la g�eom�etrie du composite, les compo-

santes de la matrice de rigidit�e sont d�ecompos�ees �a l'aide de la fonction d'�echelle de Haar au

niveau d'approximation � = 6.

1 2

Mat�eriau 1 : Carbure de silicium

Module d'Young : 410 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,19

Mat�eriau 2 : Aluminium

Module d'Young : 72 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,32

Figure 2.4 : Composite �el�ementaire

1 { Comparaison avec un code �el�ements �nis

On donne les tenseurs de rigidit�e obtenus avec la m�ethode expos�ee dans les chapitres

pr�ec�edents avec une ondelette de Daubechies d'ordre M = 3, niveau d'approximation j = 5



116 2 { M�ethode de Galerkin{Ondelettes pour l'homog�en�eisation p�eriodique

(2048 degr�es de libert�e), et les r�esultats obtenus par une m�ethode bas�ee sur la technique des

�el�ements �nis et avec un nombre comparable de degr�es de libert�e (�gure 2.5).
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�6

34; 5 250 4:10

�7

8:10
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Ondelettes : Ordre M=3

IK
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6
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4

135 34; 4 �4:10

�10

34; 4 250 �7:10

�11

5:10

�10

�8:10

�11

47; 1

3

7

7

5

M�ethode des �el�ements �nis

Figure 2.5 : Comparaison Ondelettes { El�ements �nis (2 048 degr�es de libert�e)

Ces tableaux nous montre que les deux m�ethodes nous donnent des r�esultats tout �a fait

comparables (moins de 1% de di��erences).

Les temps de calcul, sup�erieurs pour les ondelettes, principalement dus �a l'assemblage

de la matrice, s'explique par le choix des ondelettes de Daubechies d'ordre 3 correspondant

�a des �el�ements �nis quadratiques. En outre, la cr�eation du maillage n'est pas comptabilis�ee

dans l'ex�ecution du code �el�ements �nis.

Dans cet exemple encore, une �etude analogue �a celle e�ectu�ee sur l'exemple analytique

pr�ec�edent montre que la valeur optimale du coe�cient de viscosit�e est �egal �a 10

�2

.

2 { Inuence de l'ordre de l'ondelette

Dans l'exemple (analytique) pr�ec�edent o�u le d�eplacement�etait donn�e par une fonction tr�es

r�eguli�ere, nous avons conclu qu'il n'�etait pas forc�ement avantageux d'utiliser une ondelette

tr�es r�eguli�ere. Voyons ce qu'il en est dans le cas o�u le d�eplacement est moins r�egulier. Nous

pr�esentons pour cela les r�esultats obtenus en utilisant les ondelettes de Daubechies d'ordre

4 et 5 (�gure 2.6) �a comparer avec ceux de la �gure 2.5.

Il apparâ�t clairement que que par rapport �a une m�ethode d'�el�ement �nis consid�er�ee

comme r�ef�erence, l'ondelette d'ordre M = 3 donne de meilleurs r�esultats (d'autant plus que

le calcul de la matrice d'�elasticit�e est moins coûteux).
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Figure 2.6 : Inuence de l'ordre de l'ondelette (j = 5; " = 10

�2

)

Ordre M=3, niveau d'approximation j=5 (2 048 ddl)

Figure 2.7 : Evolution du carr�e du r�esidu au cours du processus it�eratif

3 { Inversion du syst�eme lin�eaire

La �gure 2.7 repr�esente les uctuations du r�esidu lors des it�erations du gradient conjugu�e,

toujours sans pr�econditionnement.

On observe que le nombre d'it�erations n'est pas tr�es �elev�e (de l'ordre de 100 it�erations

pour obtenir un r�esidu inf�erieur �a 10

�5

fois la norme du second membre, �egale �a 10

6

), les

uctuations existantes �etant principalement dues �a la di��erence entre les coe�cients d'�elas-

ticit�e des deux mat�eriaux (ce qui d�et�eriore le conditionnement de la matrice d'�elasticit�e). L�a

encore, on peut estimer que la matrice d'�elasticit�e n'est pas mal conditionn�ee et que l'emploi

d'un pr�econditionneur n'est pas n�ecessaire.

Remarquons que, pour un probl�eme ayant un nombre comparable de degr�es de libert�e,

la m�ethode du gradient conjugu�e appliqu�ee aux �el�ements �nis converge en deux �a trois fois

plus d'it�erations.
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4 { Vitesse de convergence de la m�ethode de Galerkin

Lorsque le nombre de degr�es de libert�e augmente, la solution approch�ee doit converger

vers la solution exacte. Pour �etudier la vitesse de cette convergence, on montre les r�esultats

obtenus lorsque le niveau d'approximation j = 4 (512 degr�es de libert�e) et lorsque j = 6

(8192 degr�es de libert�e), on a �egalement les r�esultats pour j = 5 dans la �gure 2.5.
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Figure 2.8 : Convergence de la m�ethode de galerkin (M=3)

On observe que les composantes du tenseur de rigidit�e homog�en�eis�e varient peu en fonc-

tion du niveau d'approximation, ce qui montre qu'un niveau d'approximation j = 4 est

su�sant pour avoir une bonne approximation des coe�cients homog�en�eis�es.

2.4.3 Exemples de mat�eriaux de type �bres{matrice

Les exemples classiques en homog�en�eisation p�eriodique concernent souvent l'�etude des

mat�eriaux de type �bres{matrice. On pr�esente dans ce paragraphe plusieurs exemples de ce

type. Tout d'abord, on s'int�eresse �a l'�etude d'un composite ne comportant qu'une seule �bre

circulaire, o�u la validation des r�esultats pourra être faite grâce �a une comparaison avec ceux

obtenus par un code �el�ements �nis (Micmac, [54]). Nous pr�esenterons ensuite des exemples

plus complexes o�u le mat�eriau h�et�erog�ene sera compos�e d'une matrice et de plusieurs �bres

de tailles tr�es di��erentes.

Les composantes du tenseur de rigidit�e du mat�eriau h�et�erog�ene seront d�ecompos�ees �a

l'aide de la fonction d'�echelle de Haar �a un niveau d'approximation � = 10 (sauf si un autre

niveau est indiqu�e). La viscosit�e sera �x�ee �egale �a " = 10

�2

, et le param�etre d'arrêt du

gradient conjugu�e �egal �a 10

�4

.
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a { Cas d'une seule �bre

Un premier exemple classique en homog�en�eisation est l'�etude d'un mat�eriau compos�e

d'une matrice entourant une seule �bre circulaire. Ici, nous avons choisi une matrice carr�e

(Y =]0; 1[�]0; 1[) d'aluminium dans laquelle se trouve une �bre circulaire de carbure de

silicium (centre (0,498 ; 0,496), rayon R=0,3015) de fraction volumique : 0,285.

2

1

Mat�eriau 1 : Carbure de silicium

Module d'Young : 410 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,19

Mat�eriau 2 : Aluminium

Module d'Young : 72 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,32

Figure 2.9 : G�eom�etrie du composite (Cas d'une seule �bre)

1 { Comparaison avec un code �el�ements �nis

Le tenseur de rigidit�e obtenu par la m�ethode de Galerkin { Ondelettes (pour une ondelette

de Daubechies d'ordre M = 3, niveau d'approximation j=5 (2 048 degr�es de libert�e)) est

compar�e avec celui obtenu par une m�ethode bas�ee sur la technique des �el�ements �nis (code

MicMac, [54]) avec un nombre comparable de degr�es de libert�e.
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Ondelettes : Ordre M=3

IK

hom

=

2

6

6

4

114 32; 3 2:10

�6

32; 3 114 2:10

�6

1:10

�6

5:10

�6

37; 4

3

7

7

5

M�ethode des �el�ements �nis

Figure 2.10 : Comparaison Ondelettes { El�ements �nis (2 048 degr�es de libert�e)

Les di��erences, minimes sur les deux termes diagonaux, sont plus importantes sur les

autres termes signi�catifs (de l'ordre de 10 %).
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2 { Inuence de l'ordre de l'ondelette

On s'int�eresse ici �a l'inuence du choix de l'ordre de l'ondelette sur la qualit�e de la

solution. On pr�esente pour cela les r�esultats obtenus avec des ondelettes de Daubechies

d'ordre 4 ou 5, �a un niveau d'approximation j = 5 (2 048 degr�es de libert�e).
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Figure 2.11 : Inuence de l'ordre de l'ondelette

On remarque tout d'abord qu'ici, les r�esultats varient peu en fonction de l'ordre (la

di��erence la plus notable �etant sur les termes IK

21

; IK

31

; IK

32

ainsi que leurs sym�etriques).

Mais ici encore, vu le nombre de coe�cients non nuls dans la matrice pour chaque cas ( 104

164 pour M = 3, 229 559 pour M = 4, 387 508 pour M = 5), le coût de calcul de chacun

de ces coe�cients et des it�erations du gradient conjugu�e, l'utilisation de l'ondelettes d'ordre

M = 3 reste la plus avantageuse.

3 { Inversion du syst�eme lin�eaire

Les syst�emes lin�eaires �a r�esoudre pour d�eterminer le tenseur de rigidit�e homog�en�eis�e

sont toujours invers�es par la m�ethode du gradient conjugu�e, sans pr�econditionnement. On

pr�esente (�gure 2.12) l'�evolution du r�esidu lors des it�erations sur un exemple �a 2 048 degr�es

de libert�e (dans le cas o�u les tenseur des d�eformation E agissant au second membre est un

tenseur de traction simple dans la direction 1).

La convergence du gradient conjugu�e dans ce cas est toujours relativement rapide (même

si elle est plus lente que dans les exemples �a g�eom�etries plus simples). On peut donc estimer

que la r�esolution des syst�emes lin�eaires ne n�ecessite pas l'emploi d'un pr�econditionneur pour

des probl�emes de cette taille.
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Ordre M=3, Niveau d'approximation j=5 (2 048 ddl)

Figure 2.12 : Evolution du r�esidu au cours du processus it�eratif
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Figure 2.13 : Convergence de la m�ethode de Galerkin (M=3)
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4 { Vitesse de convergence de la m�ethode de Galerkin

On s'int�eresse ici �a l'inuence du niveau d'approximation (donc du nombre de degr�es de

libert�e) sur la qualit�e d'approximation des coe�cients de la matrice de rigidit�e du mat�eriau

homog�ene �equivalent (�gure 2.13).

Ces coe�cients �evoluent peu lorsque le niveau d'approximation augmente (la di��erence

maximale est de l'ordre de quelques pourcents), et 512 degr�es de libert�e su�sent pour en

avoir une bonne approximation.

A�n d'observer la convergence au niveau microscopique, on montre une coupe du d�epla-

cement (u

1

(x

1

; x

2

) �a x

1

constant (x

1

= 0; 3)) pour chaque niveau d'approximation (j = 4 �a

8), et pour un essai de cisaillement simple (�gure 2.14).

Figure 2.14 : Superposition d'une coupe pour chaque niveau d'approximation (M = 3)

On remarque que, même au niveau microscopique, la solution obtenue avec le moins de

degr�es de libert�e est d�ej�a une bonne approximation. C'est au niveau des extrema (points

autour desquels le gradient du d�eplacement est le plus �elev�e) que la solution est de qualit�e

moindre.



Exemples num�eriques 123

5 { Inuence de la discr�etisation de l'op�erateur de rigidit�e

Examinons sur cet exemple l'inuence de la qualit�e de la discr�etisation de l'op�erateur de

rigidit�e. Pour cela, on le d�ecompose dans une base de Haar (ce choix �etant justi��e par le

fait que les coe�cients d'�elasticit�e du composite sont constants par morceaux) �a un niveau

d'approximation � = 6 ou 8 (�gure 2.15), �a comparer avec la matrice de rigidit�e de la �gure

2.10 (o�u � = 10). Pour ce test, nous avons choisi pour mettre en oeuvre la m�ethode de

Galerkin l'ondelette de Daubechies d'ordre M = 3 �a un niveau d'approximation j = 5 (2048

degr�es de libert�e).
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6
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43; 2 115 �2:10
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�2:10

�2

29; 2

3

7

7

5

Niveau d'approximation � = 6
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2

6

6

4

115 43; 3 �1:10

�2

43; 3 113 �2:10

�2

�1:10

�1

�2:10

�2

29; 2

3

7

7

5

Niveau d'approximation � = 8

Figure 2.15 : Inuence de la discr�etisation de l'op�erateur de rigidit�e

On observe que les di��erences sont minimes (elles sont de l'ordre de 1 %) et sont surtout

sensibles sur les termes IK

hom

i3

(i = 1; 2) ainsi que leurs sym�etriques. Ceci nous am�ene �a

penser qu'il su�t de choisir pour le param�etre � une valeur qui rend la taille du support de

l'ondelette �

�k

(qui est un carr�e de côt�e

1

2

�
) de l'ordre de grandeur des �bres du composites.

b { Cas de deux �bres

L'int�erêt principal de la transform�ee en ondelettes est qu'elle est particuli�erement bien

adapt�ee �a l'�etude de ph�enom�enes o�u di��erentes �echelles entrent en jeu. Nous avons voulu

v�eri�er cette propri�et�e sur un probl�eme d'homog�en�eisation. Pour cela, nous avons consid�er�e

une cellule de base constitu�ee d'une matrice rectangulaire (Y =]0; 1[�]0; 1[) dans laquelle se

trouve deux �bres circulaires ayant des �echelles di��erentes. La premi�ere est centr�ee (centre

(0,5 ; 0,5)) et de rayon R

1

= 0; 3, la seconde de centre (0,3 ; 0,1) et de rayon R

2

= 0; 03.

Sachant que le support d'une ondelette  

j

k

est inclu dans un carr�e de longueur de côt�e

�egale �a

2M

2

j

, le niveau d'approximation �a utiliser pour pouvoir consid�erer la �bre de petite

taille doit être �elev�e (2

j

doit être de l'ordre de 2MR

2

). Malgr�e tout, nous allons voir que

même avec un niveau d'approximation faible, les coe�cients macroscopiques ne sont pas tr�es

di��erents, même si au niveau microscopique, les d�eplacements au niveau de la �bre ne sont

pas tr�es pr�ecis.
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2

1

1

Mat�eriau 1 : Carbure de silicium

Module d'Young : 410 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,19

Mat�eriau 2 : Aluminium

Module d'Young : 72 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,32

Figure 2.16 : G�eom�etrie du composite (Cas de deux �bres)

1 { Vitesse de convergence de la m�ethode de Galerkin

On donne (�gure 2.17) les tenseurs de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent obtenus

avec des niveaux d'approximation de plus en plus �elev�es. On a utilis�e pour cela l'ondelette

de Daubechies d'ordre M = 3 qui pr�esente ici l'avantage d'avoir un support de plus petite

taille, permettant ainsi d'utiliser un niveau d'approximation plus faible (ce qui est un gain

de calcul appr�eciable).
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Niveau d'approximation : 8

Figure 2.17 : Convergence de la m�ethode de Galerkin (M=3)

Les di��erents coe�cients de la matrice de rigidit�e varient peu en fonction du niveau

d'approximation, ce qui am�ene �a penser que les r�esultats obtenus avec j = 5 sont de bonne

qualit�e.

Voyons ce qui ce passe au niveau microscopique. Pour cela, examinons une coupe de la

composante u

1

du d�eplacement �a x

1

constant (x

1

= 0; 3) qui passe par le centre de la �bre

de petite taille, et coupe �egalement celle de plus grande taille (�gure 2.18).
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(M=3, j=5, ...,8)

Figure 2.18 : Superposition d'une coupe pour chaque niveau d'approximation

On observe qu'au niveau microscopique, le niveau j = 5 est relativement peu pr�ecise. En

e�et, le d�eplacement obtenu au niveau de la petite �bre est liss�e. Il en est de même pour

le niveau j = 6. Par contre, pour les niveaux sup�erieurs, il apparâ�t une convergence qui

montre que les approximations sont meilleures. Loin de cette petite �bre toutefois, la qualit�e

de la solution au niveau le plus bas est tr�es convenable, ce qui montre que pour abaisser

le coût en temps de calcul, il est n�ecessaire de ne consid�erer qu'un niveau faible loin de la

petite �bre, mais de ra�ner autour de celle-ci.

2 { Une premi�ere approche du ra�nement

Comme nous l'avons �etudi�e dans la premi�ere partie, la taille des coe�cients de d�etails

sont directement li�es �a la r�egularit�e locale d'une fonction. A�n de pr�eciser cette propri�et�e,

nous avons choisi une coupe d'une composante du d�eplacement (u

1

(x

1

; x

2

) pour x

1

= 0; 3 et

x

2

2 [0; 1]) obtenue avec le niveau d'approximation j = 8, et nous l'avons d�ecompos�e dans

l'espace d'approximation V

6

�W

6

�W

7

(de H

1

p

(0; 1)). Nous avons ensuite superpos�e la coupe

du d�eplacement avec une courbe rep�esentant les coe�cients de d�etails (grossis 20 fois) du

niveau 6 et du niveau 7 (�gure 2.19).
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Niveau de d�etail : 6 Niveau de d�etail : 7

Figure 2.19 : Coe�cients de d�etail d'une coupe du d�eplacement

On observe tout d'abord que ces coe�cients sont petits et ont tendance �a converger vers

z�ero. On remarque ensuite que les seuls coe�cients signi�catifs se trouvent dans les zônes �a

fort gradient, au niveau des interfaces �bres{matrice. Donc, lorsque l'on se pr�eoccupera de

ra�nement, il su�ra de se �xer un seuil s, et de ra�ner l�a o�u les coe�cients de d�etail seront

plus grands que s.

Remarque:

Si l'on ra�ne autour des singularit�es, on obtient des r�esultats du même ordre que si l'on

utilise une grille r�eguli�ere (voir partie 1, paragraphe 2.4.2.c). Mais si les zones o�u l'on ra�ne

ne sont pas extr�emement localis�ees, alors, même si le nombre de degr�es de libert�e est plus

petit, le nombre de coe�cients non nuls de la matrice d'�elasticit�e peut être plus grand (il est

trois fois plus grand dans le cas de l'exemple de la partie 1). Ceci est un probl�eme lorsque

l'on voudra inverser cette matrice. Deux solutions existent pour r�esoudre ce d�efaut, on peut

soit utiliser des ondelettes d�e�nies sur des grilles non r�eguli�eres (et non utiliser une grille

dyadique comme dans notre cas), soit utiliser des ondelettes bidimensionnelles qui ne soient

pas des produits tensoriels d'ondelettes monodimensionnelles [35], [36].

c { Comparaison des r�esultats

Les deux exemples (cas d'une �bre et cas de deux �bres) ont �et�e choisis de telle sorte que

la �bre du premier exemple poss�ede la même fraction volumique que l'ensemble des deux

�bres du second, et que son centre se trouve au \centre de gravit�e" des deux �bres. On va

donc pouvoir comparer les deux r�esultats.
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Les r�esultats obtenus au niveau macroscopique sont tr�es proches (seul les coe�cicients

IK

hom

i3

; i = 1; 2 sont plus �elev�es dans le cas de deux �bres, montrant que l'anisotropie est plus

sensible dans ce cas.

A�n d'observer les di��erences au niveau microscopique, comparons une coupe d'une com-

posante du d�eplacement (u

1

(x

1

; x

2

) pour x

1

= 0; 3 et x

2

2 [0; 1]).

Figure 2.20 : Superposition d'une coupe de chaque exemple

Les di��erences sont notables surtout au niveau de la petite �bre, mais loin de celle ci (et

notamment sur la grande �bre), les r�esultats sont quasi{identiques.

1 { Convergence du gradient conjugu�e

La g�eom�etrie du composite �etant plus complexe dans le cas de deux �bres (on n'a plus

notamment la sym�etrie par rapport �a la premi�ere bissectrice), on s'attend �a ce que le spectre

de la matrice du syst�eme lin�eaire �a r�esoudre soit plus �etal�e dans le plan des it�er�es, ralentissant

la convergence du gradient conjugu�e. Pour v�eri�er l'importance de cette d�et�erioration, on

examine le nombre d'it�erations n�ecessaire pour chaque exemple dans le cas d'un essai de

traction simple dans la direction 1, en fonction du niveau d'approximation (on rappelle que

le seuil d'arrêt du gradient conjugu�e est �x�e �a 10

�4

).

Le nombre d'it�erations est de deux �a trois plus �elev�e dans le cas de deux �bres. Cette

constatation nous am�ene �a penser que pour des g�eom�etries plus complexes, l'emploi d'un

pr�econditionneur sera n�ecessaire.

Le coût de la m�ethode est fortement li�e au nombre de coe�cients non nuls dans la

matrice d'�elasticit�e (calcul d'un coe�cient, calcul d'une it�eration du gradient conjugu�e, ...).
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Niveau d'approximation 5 6 7 8

Nombre d'it�erations (1 �bre) 226 474 957 1916

Nombre d'it�erations (2 �bres) 547 853 1737 5299

Figure 2.21 : Inuence de la petite �bre sur la convergence du gradient conjugu�e

Le nombre th�eorique de coe�cients non nuls dans la matrice est de 2

2j+2

(4M � 3) pour

un niveau d'approximation j est une ondelette d'ordre M . Dans la pratique, ce nombre est

nettement inf�erieur grâce �a des propri�et�es d'orthogonalit�es entre les d�eriv�ees d'ondelettes.

Niveau d'approximation 5 6 7 8

Nombre de coe�. (1 �bre) 104 164 377 352 1 426 230 5 538 626

Nombre de coe�. (2 �bres) 104 280 379 532 1 439 158 5 552 788

Nombre de coe�. th�eorique 166 912 667 648 2 670 592 10 682 368

Ordre de l'ondelette : M=3

Figure 2.22 : Nombre de coe�cients dans la matrice d'�elasticit�e

Le nombre de coe�cients non nuls dans la matrice (dans la pratique, on a consid�er�e les

coe�cients sup�erieurs �a 10

�10

) est proche dans les deux exemples, mais l�eg�erement sup�erieur

pour le cas de deux �bres. Par contre, ce nombre est nettement inf�erieur au nombre th�eorique

(dans un rapport de 1,5 �a 2), et cet avantage crô�t avec le niveau d'approximation.

2 { Temps de calcul

Observons les temps de calcul n�ecessaires pour d�eterminer le tenseur de rigidit�e du mat�e-

riau homog�ene �equivalent, pour chacun des deux exemples, en fonction du niveau d'approxi-

mation. Ces temps de calcul, obtenus sur une machine de type IBM SP2, comprennent le

calcul de la matrice d'�elasticit�e (ordre de l'ondeletteM = 3, niveau d'approximation pour la

d�ecomposition des composantes du tenseur de rigidit�e du composite � = 10), le calcul des trois

vecteurs au second membre (tractions simples dans les directions 1 et 2, cisaillement simple

dans les directions 1{2), des trois inversions des syst�emes lin�eaires (on n'a pas tenu compte

des sym�etries du probl�eme pour initialiser le gradient conjugu�e dans la seconde inversion),

et du calcul des 9 coe�cients du tenseur de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent.
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Niveau d'approximation 6 7 8

Temps de calcul (1 �bre) 05'07" 16'17" 1h 24'29"

Temps de calcul (2 �bres) 10'04" 31'36" 4h 09'13"

Figure 2.23 : Temps de calcul des tenseurs de rigidit�e "homog�en�eis�es" (sur IBM SP2)

On observe que les di��erences en temps de calcul sont du même ordre que celles du

nombre d'it�erations du gradient conjugu�e, montrant par l�a même qu'il s'agit de la partie la

plus coûteuse de l'algorithme.

d { Cas de plusieurs �bres

A�n d'�etudier le comportement du code de calcul sur exemple plus complexe, on �etudie

le cas o�u le composite (dont la cellule de base est toujours le carr�e ]0; 1[�]0; 1[) est une

matrice d'aluminium entourant quatre �bres de carbure de silicium. Une est centr�ee dans

la matrice et a un rayon �egal �a 0,3, les trois autres ont pour rayon R = 0; 03 et ont pour

centre (C

1

=(0,1 ; 0,3) ; C

2

=(0,9 ; 0,3) ; C

3

=(0,7 ; 0,1)). On pourra ainsi comparer les r�esultats

obtenus dans le cas de deux �bres.

1

1

1

1

2 Mat�eriau 1 : Carbure de silicium

Module d'Young : 410 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,19

Mat�eriau 2 : Aluminium

Module d'Young : 72 GPa

Coe�cient de Poisson : 0,32

Figure 2.24 : G�eom�etrie du composite (Cas de quatre �bres)

On pr�esente ensuite la matrice de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent obtenue par

le code en utilisant une ondelette de Daubechies d'ordreM = 3, �a un niveau d'approximation

j = 8 (131 072 degr�es de libert�e), et en choisissant toujours la viscosit�e �egale �a 10

�2

(�gure

2.25).

Ces r�esultats nous montrent que l'ajout de deux �bres (par rapport au cas de deux �bres)

renforce le composite, et que l'anisotropie n'est pas accentu�ee.
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IK

hom

=

2

6

6

4

113 44; 6 �0; 4

44; 6 114 �0; 9

�0; 4 �0; 9 28; 8

3

7

7

5

Niveau d'approximation : 8

Figure 2.25 : Matrice de rigidit�e homog�en�eis�ee dans le cas de 4 �bres (M=3, 131 072 ddl)

La convergence du gradient conjugu�e a n�ecessit�e 4 910 it�erations qui est un nombre tout

�a fait comparable au cas o�u il n'y a que deux �bres (5 299 it�erations).

Examinons en�n la di��erence de comportement au niveau microscopique entre les deux

exemples (�gure 2.26). Pour cela, on montre une coupe d'une composante du d�eplacement

(u

1

(x

1

; x

2

) pour x

1

= 0; 3 et x

2

2]0; 1[) dans le cas o�u le composite est soumis �a un e�ort

de cisaillement simple. Cette coupe passe par le centre des deux �bres les plus �a gauche, et

pourra être compar�ee au cas o�u le composite est constitu�e de deux �bres. En�n, �a cause de

la sym�etrie de la structure, on comparera �egalement la coupe (u

1

(x

1

; x

2

) pour x

1

= 0; 7 et

x

2

2]0; 1[) qui passe par le centre de la petite �bre de droite, �a la coupe (u

1

(x

1

; x

2

) pour

x

1

= 0; 3 et x

2

2]0; 1[) du cas o�u le composite n'a que deux �bres.

Sur la premi�ere �gure, on observe que les �bres de petites tailles sont bien prises en

compte. Sur les deux suivantes, on peut voir que l'introduction d'une �bre suppl�ementaire

entraine une modi�cation locale du comportement de la structure, ce qui explique la faible

variation de la matrice de rigidit�e des mat�eriaux homog�enes �equivalents selon les exemples.

2.4.4 Remarques g�en�erales

a { Param�etre de viscosit�e

Comme nous l'avons d�ej�a signal�e, si l'on initialise le gradient conjugu�e avec un vec-

teur dont la somme des composantes est nulle, alors, grâce aux propri�et�es de notre matrice

d'�elasticit�e et du gradient conjugu�e, si la convergence est atteinte, la moyenne de la solution

sera nulle. Cette propri�et�e n'�etant pas forc�ement �etablie pour des solveurs plus performants

(avec pr�econditionneur, m�ethode multigrille, ...), il est n�ecessaire d'estimer l'inuence du

param�etre de viscosit�e. Pour cela, initialisons le gradient conjugu�e avec un vecteur dont la

somme des composantes est non nulle, et voyons, selon la valeur de la viscosit�e choisie, la

moyenne de la solution obtenue.
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Coupe du d�eplacement

(cas de 4 �bres)

Superposition d'une coupe dans chaque cas :

Trait plein : 4 �bres

Trait pointill�e : 2 �bres

Superposition d'une coupe dans chaque cas :

Trait plein : 4 �bres (x

1

= 0; 7 constant)

Trait pointill�e : 2 �bres (x

1

= 0; 3 constant))

Figure 2.26 : Coupes dans le cas de 4 �bres
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Nous avons choisi de traiter l'exemple analytique, et la courbe donnant le logarithme de

la moyenne en fonction du logarithme de la viscosit�e (�gure 2.27) pourra être compar�ee �a

celle donnant le logarithme de l'erreur en fonction du logarithme de la viscosit�e (�gure 2.2).

On initialise les it�erations du gradient conjugu�e avec le vecteur U

0

=

1

p

2048:1000

(1; 1; :::; 1)

t

,

(kU

0

k = 10

�3

).

Figure 2.27 : Inuence de " sur la moyenne de la solution (M=5, j=5)

On observe tout d'abord que pour une valeur de la viscosit�e inf�erieure �a 10

�5

, la moyenne

garde une valeur constante (2:10

�2

), ce qui est �egalement le cas dans la �gure 2.2. On peut

donc penser qu'ici la viscosit�e a une valeur trop petite pour pouvoir agir.

Ensuite, au del�a de cette valeur, la moyenne d�ecrô�t r�eguli�erement (elle est divis�ee par

10 si l'on multiplie la viscosit�e par 10), et cette d�ecroissance est exactement inverse �a l'aug-

mentation de l'erreur relative. On peut donc conclure que dans cet exemple, une valeur de

la viscosit�e choisie entre 10

�4

et 10

�2

semble optimale.

b { Le gradient conjugu�e

Ce paragraphe concerne quelques rappels sur la m�ethode du gradient conjugu�e. On rap-

pelle tout d'abord que la convergence de la m�ethode est atteinte en au plus N it�erations

(o�u N est le nombre total de degr�es de libert�e), et que la rapidit�e de cette convergence est

directement li�ee au conditionnement de la matrice. En e�et, si l'on note A la matrice du

syst�eme lin�eaire �a inverser (semi d�e�nie positive), le facteur de convergence est inf�erieur �a

une constante � d�e�nie par :

� =

�

q

K(A)� 1

�

2

�

q

K(A) + 1

�

2

K(A) = cond(A) : (2:23)
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Dans la pratique, l'initialisation se fait par une it�eration de gradient. La matrice �a inverser

est stock�ee sous forme morse, c'est-�a-dire que l'on ne conserve que les coe�cients non nuls,

leurs positions dans la matrice �etant connues grâce �a des tableaux de pointeurs.

Le test d'arrêt est d�e�ni de la fa�con suivante : on �xe un seuil ", et on arrête les it�erations

lorsque la norme `

2

du r�esidu devient inf�erieur �a " fois la norme `

2

du second membre.

2.5 Conclusion

Cette premi�ere �etude sur l'utilisation de la transform�ee en ondelettes pour traiter des

probl�emes d'homog�en�eisation p�eriodique s'av�ere prometteuse. Sur des probl�emes simples, les

r�esultats obtenus par cette m�ethode sont comparables �a ceux provenant d'un code �el�ements

�nis. Si l'on observe les temps de calcul, les r�esultats moins satisfaisants de la transform�ee en

ondelettes proviennent de la r�egularit�e (et donc de la taille) de ces ondelettes, correspondant

�a des �el�ements �nis de type P2. Toutefois, dans ce domaine, une optimisation du code est

possible.

Les conclusions que l'on peut tirer de cette �etude nous montrent qu'il vaut mieux utiliser

des ondelettes peu r�eguli�eres (ce qui est l�egitime puisque les op�erateurs entrant en jeu sont

peu r�eguliers). La vitesse de convergence de la m�ethode de Galerkin semble rapide, il su�t

que la taille du support de l'ondelette (ou de la fonction d'�echelle) analysante ait une taille

du même ordre de grandeur que les singularit�es.

Diverses am�eliorations du code de calcul sont possibles, notamment pour traiter des pro-

bl�emes en faisant du ra�nement local. Il faudrait avant tout mettre en oeuvre un algorithme

automatique (tel qu'on a pu le d�e�nir) pour les probl�emes non lin�eaires o�u apparâ�traient

des zones de singularit�e que l'on ne peut pas localiser a priori. En�n, toujours si l'on utilise

un ra�nement local, on peut utiliser des m�ethodes d'inversion adapt�ees �a la propri�et�e prin-

cipale des ondelettes : le multiniveau. Des techniques bas�ees sur les multigrilles [73] semblent

particuli�erement e�caces pour r�esoudre ce type de probl�emes.
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Conclusion

Cette �etude sur l'utilisation de la transform�ee discr�ete en ondelettes est avant tout une

�etude pr�eliminaire, qui permet d'�evaluer son int�erêt, et tente d'optimiser les di��erents para-

m�etres entrant en jeu (ondelettes �a utiliser pour mettre en oeuvre la m�ethode de Galerkin,

pour discr�etiser l'op�erateur de rigidit�e du mat�eriau composite, param�etre de viscosit�e, ...).

Les premi�eres conclusions que l'on peut en tirer sont positives. Le rapport qualit�e{coût

de cette m�ethode, même s'il n'est pas toujours �a son avantage sur des exemples simples,

n'est pas tr�es �eloign�e de la m�ethode des �el�ements �nis, d'autant plus que la transform�ee en

ondelettes ne demande pas la cr�eation d'un maillage, partie extr�emement coûteuse mais non

comptabilis�ee dans les temps de calcul de la m�ethode des �el�ements �nis.

Plusieurs perspectives deviennent d�esormais envisageables. On peut en e�et esp�erer pou-

voir traiter des probl�emes o�u le mat�eriau composite a une g�eom�etrie complexe, n�ecessitant

l'utilisation de techniques de traitement de l'image (elles-même bas�ees sur la transform�ee en

ondelettes) pour d�eterminer les coe�cients d'�elasticit�e locaux (module de Young et coe�cient

de poisson par exemple) du composite.

Une autre voie de recherche pourrait r�esider dans la mise en oeuvre de techniques plus

e�caces pour obtenir les tenseurs de rigidit�e du mat�eriau homog�ene �equivalent. Une premi�ere

�etude sur ce sujet a d'ailleurs �et�e faite, utilisant la transform�ee en ondelettes et la transform�ee

de Fourier (la transform�ee de Fourier pr�esentant l'avantage de pouvoir exprimer simplement

la matrice de souplesse dans le cas d'un mat�eriau homog�ene, mais aussi l'inconv�enient de

provoquer des ph�enom�enes de Gibbs pour des mat�eriaux h�et�erog�enes) [43], [52].

En�n, grâce �a des techniques de ra�nement local automatique, on peut esp�erer traiter

des probl�emes non lin�eaires (viscoplasticit�e, cr�eations de �ssure, ...) plus e�cacement que la

m�ethode des �el�ements �nis o�u le probl�eme du remaillage peut être extr�emement ardu [78],

[82].
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Partie 3

L'�elasticit�e bidimensionnelle

lin�earis�ee
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Introduction

En �elasticit�e, la r�esolution de la plupart des probl�emes non lin�eaires (plasticit�e ou visco-

plasticit�e, contact et frottement, etc. ) s'obtient �a l'aide des m�ethodes de Newton et d'Uzawa,

par succession de probl�emes lin�eaires dont les solutions convergent vers le probl�eme initial.

Il apparâ�t donc qu'un premier probl�eme �a r�esoudre est celui de l'�elasticit�e lin�earis�ee avec

conditions aux limites de type Neumann (e�orts impos�es), Dirichlet (d�eplacement impos�es),

ou mixte.

La m�ethode couramment utilis�ee pour r�esoudre ce type de probl�eme est celle des �el�ements

�nis. Elle consiste �a mailler le corps �a �etudier. Ce maillage, d�ependant essentiellement de la

g�eom�etrie de ce corps, n'est pas sans poser quelques di�cult�es num�eriques, en dimension 3

notamment, et demande un coût de calcul important [81]. En e�et, un des probl�emes est dû

au mailleur qui peut cr�eer des �el�ements voisins de tailles tr�es di��erentes, engendrant ainsi

des instabilit�es num�eriques. Un autre d�efaut de cette m�ethode est la di�cult�e de d�etection

des zones �a fort gradient [78].

Des techniques alternatives ont �et�e propos�ees, visant essentiellement �a supprimer la notion

de maillage (�el�ements di�us [80], analyse de Fourier [64]). Nous en proposons une nouvelle

(toujours bas�ee sur l'absence de maillage), notamment �a cause de la facilit�e avec laquelle on

peut d�etecter les zones �a fort gradient, bas�ee sur la transform�ee en ondelettes. Cette technique

a d'ailleurs d�ej�a �et�e utilis�ee pour r�esoudre plusieurs types d'�equations aux d�eriv�ees partielles,

provenant essentiellement de la m�ecanique des uides [22], [23], [24], [34], [67].

En contrepartie, justement �a cause de l'absence de la notion de maillage, nous serons dans

l'incapacit�e, dans le cas g�en�eral, de r�esoudre le probl�eme directement sur la r�egion occup�ee

par le syst�eme. Nous avons donc choisi d'utiliser des techniques de domaines �ctifs [70], o�u le

corps consid�er�e est "plong�e" dans une r�egion plus grande, de g�eom�etrie tr�es simple (un carr�e

par exemple pour le cas de la dimension 2). Il faudra ensuite imposer des conditions aux

limites �a l'int�erieur de ce grand domaine par des m�ethodes de type p�enalisation, Lagrangien

ou Lagrangien augment�e. Ceci fera l'objet d'un premier chapitre.
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La seconde partie traitera pour sa part de la mise en oeuvre num�erique et des r�esultats

obtenus par cette m�ethode. Nous verrons notamment qu'elle n�ecessite la connaissance de la

projection de l'�el�ement de mesure lin�eique sur le bord du domaine int�erieur, et nous �etu-

dierons comment la calculer. Il en sera de même pour les di��erentes matrices qui entrerons

en jeu. Nous donnerons ensuite quelques r�esultats num�eriques (calcul de longueur de p�eri-

m�etres, exemples analytiques) nous permettant de valider la m�ethode et d'optimiser certains

param�etres.
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Chapitre 1

Formulation math�ematique du

probl�eme

1.1 Ecriture du probl�eme

1.1.1 Introduction

On se propose dans cette partie de r�esoudre un probl�eme d'�elasticit�e lin�earis�ee en dimen-

sion 2, avec conditions aux limites de type Neumann ou Dirichlet, �a l'aide de la transform�ee

en ondelettes. L'int�erêt de cette m�ethode est la suppression de la notion de maillage, et,

par cons�equent, l'�elaboration d'une technique utilisable ind�ependemment de la g�eom�etrie du

syst�eme. Il su�ra d'avoir une image "par pixel" de ce corps, ou une fonction analytique

d�e�nissant sa fronti�ere. Dans le cas o�u le corps �etudi�e n'a pas une g�eom�etrie tr�es simple (de

type carr�e ou rectangle), la technique consiste �a �ecrire le probl�eme sur un domaine carr�e

incluant le pr�ec�edent (appel�e domaine �ctif car n'ayant aucune r�ealit�e physique), et d'�ecrire

les conditions aux limites �a l'int�erieur de ce domaine . Ici, plusieurs solutions existent, et

nous en �etudierons deux : la p�enalisation et la m�ethode du Lagrangien. Nous adopterons et

d�evelopperons l'analyse d'une troisi�eme m�ethode combinant les deux pr�ec�edentes, bas�ee sur

la formulation d'un Lagrangien augment�e.

1.1.2 Domaines �ctifs

On consid�ere, dans cette partie, un mat�eriau �elastique lin�earis�e, bidimensionnel, de ten-

seur de rigidit�e (d'ordre 4) not�e IK, occupant un domaine ouvert de IR

2

not�e !, et soumis
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�a une densit�e surfacique de force f . On suppose de plus que ! est de fronti�ere su�sam-

ment r�eguli�ere @!, d�ecompos�ee en deux parties @!

D

et @!

F

telles que @! = @!

D

[ @!

F

et

j@!

D

j > 0 (j@!

D

j =

Z

@!

D

ds). Sur @!

D

, on impose un d�eplacement u

0

donn�e, sur @!

F

, on

soumet le corps �a une densit�e lin�eique de force g et on recherche la position d'�equilibre d'un

tel syst�eme.

ω

ω

ω

F

D

Figure 1.1 : Probl�eme d'�elasticit�e

On est alors amen�e �a r�esoudre le probl�eme :

Probl�eme 6 | Soit f , u

0

et g donn�es, trouver u et � tels que :

(P

!

)

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

div� + f = 0 dans !

u = u

0

sur @!

D

�:n = g sur @!

F

� = IKe(u) (loi de comportement)

(1:1)

(n d�esigne la normale unitaire sortante �a @!; e(u) le tenseur des d�eformations associ�e au

d�eplacement u : e(u) = grad

s

(u)).

Classiquement, ce probl�eme d'�elasticit�e lin�earis�ee admet une solution unique (u; �) si

j@!

D

j > 0 [69].

On d�esire r�esoudre ce probl�eme �a l'aide de la transform�ee en ondelettes. On est malheu-

reusement dans l'incapacit�e de le r�esoudre directement avec cette technique car les conditions
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aux limites sont pos�ees sur un domaine non rectangulaire. Malgr�e tout, on peut "plonger"

le domaine ! dans un domaine rectangulaire 
 de plus grande taille, et imposer ensuite

les conditions aux limites �a l'int�erieur de 
. Par commodit�e num�erique, on va supposer de

plus que ce probl�eme sur 
 est en fait un probl�eme sur IR

2

qui est 
{p�eriodique (ceci nous

permettra d'utiliser les ondelettes p�eriodiques de Daubechies). Si le domaine 
 est choisi

su�samment grand par rapport �a !, cette hypoth�ese ne perturbera pas notre probl�eme.

ω

ω

ω

F

D

Ω

Figure 1.2 : Domaine �ctif

Prolongeons tout d'abord f par

~

f dans 
 tout entier. On r�esout alors sur 
 le probl�eme

d'�elasticit�e suivant :

Probl�eme 7 (Domaines �ctifs) | Soit

~

f , u

0

et g donn�es, trouver ~u et ~� tels que :

(P




)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

:

div~� +

~

f = 0 dans 


~u = u

0

sur @!

D

~�:n = g sur @!

F

~� = IKe(~u) (loi de comportement)

~u 
� p�eriodique

(1:2)

Ce probl�eme admet aussi une solution unique (~�; ~u) (si j@!

D

j > 0) qui est �egale �a la

solution u du probl�eme (P

!

) sur le domaine ! (la d�emonstration de cette proposition sera

faite �a la �n du paragraphe sur le probl�eme pos�e sur sa derni�ere forme).

Ce probl�eme, pos�e sur 
, n'a plus une forme classique. En e�et, les conditions aux limites

ne sont pas impos�ees sur le bord de 
, mais sur le bord de !, donc �a l'int�erieur de 
. On

peut toutefois le ramener �a un probl�eme de minimisation sous contraintes, o�u la fonction �a
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minimiser est l'�energie potentielle du syst�eme, not�ee �, et les contraintes sont les conditions

aux limites impos�ees sur le bord de !. On a alors �a r�esoudre le probl�eme de minimisation

sous contraintes (th�eor�eme de l'�energie potentielle) :

Probl�eme 8 (Minimisation) | Soit

~

f , u

0

et g donn�es, trouver u tel que :

(P

m

)

u 2 Argmin �(v)

sous les contraintes :

8

<

:

u = u

0

sur @!

D

�:n = g sur @!

F

(1:3)

o�u la quantit�e :

�(v) =

1

2

Z




�(v) : e(v) dx �

Z




~

fv dx =

1

2

Z




IKe(v) : e(v) dx�

Z




~

fv dx (1:4)

est l'�energie potentielle � du syst�eme.

Dans le cas o�u :

u

0

2

�

L

2

(@!

D

)

�

2

g 2

�

L

2

(@!

F

)

�

2

~

f 2

�

L

2

(
)

�

2

(1:5)

on peut montrer [70] que ce probl�eme admet une solution unique (u; �) avec u 2

�

H

1

p

(
)

�

2

.

Pour r�esoudre ce probl�eme de minimisation sous contraintes, plusieurs m�ethodes sont

possibles. On peut utiliser une m�ethode de p�enalisation qui consiste �a �ecrire les �equations

variationnelles du probl�eme et �a y ajouter un terme de p�enalisation multipli�e par un r�eel

1

"

le plus grand possible, la solution u

"

du probl�eme p�enalis�e convergeant vers la solution du

probl�eme initial lorsque " tend vers z�ero.

Une autre technique utilisable pour r�esoudre ce probl�eme de minimisation sous con-

traintes est la m�ethode du Lagrangien, ou une am�elioration de celle-ci, la m�ethode du La-

grangien augment�e. Ici, on ajoute de nouvelles inconnues appel�ees champs de multiplicateurs

de Lagrange et on d�e�nit une fonctionnelle appel�ee Lagrangien o�u apparaissent toutes les

�equations du probl�eme. La solution est alors un point-selle du Lagrangien.
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1.2 Traitement des conditions aux limites

1.2.1 La p�enalisation

Cette technique consiste �a �ecrire le probl�eme variationnel associ�e au probl�eme initial, et

�a y ajouter des termes dus aux contraintes que l'on a impos�ees, multipli�es par un r�eel

1

"

qui doit tendre vers l'in�ni. En d'autre termes, on se ram�ene �a la r�esolution du probl�eme

variationnel suivant :

Probl�eme 9 (P�enalisation) | Soit

~

f , u

0

et g ; "

1

et "

2

donn�es, trouver u

"

tel que :

(P

p

)

Z




IKe(u

"

) : e(v) dx+

1

"

1

Z

@!

D

(u

"

�u

0

)v ds+

1

"

2

Z

@!

F

(IKe(u

"

):n� g)v ds =

Z




~

fv dx

(1:6)

pour tout champ v cin�ematiquement admissible.

et on peut montrer [70] que u

"

converge vers la solution u du probl�eme initial lorsque "

1

et "

2

tendent vers z�ero.

Le d�efaut de cette m�ethode est que, lorsque "

1

et "

2

sont petits, la matrice obtenue par

la projection de l'op�erateur du premier membre de l'�egalit�e (1.6) dans une base est tr�es mal

conditionn�ee (et d'autant plus mal que "

1

et "

2

sont petits), ce qui entraine d'importants

probl�emes num�eriques (inversion de la matrice) lors de la recherche de la solution.

1.2.2 Le Lagrangien

La technique employ�ee ici est totalement di��erente. On utilise la formulation "minimisa-

tion sous contraintes" du probl�eme. A chacune de ces contraintes, on attache une nouvelle

variable, appel�ee multiplicateur de Lagrange. On construit ensuite, �a l'aide de l'�energie po-

tentielle, une nouvelle fonctionnelle appel�ee Lagrangien, d�ependant du d�eplacement et des

champs de multiplicateurs, et pr�esentant un point-selle.

En d'autres termes, on d�e�nit le Lagrangien du probl�eme (P

m

), not�e L et d�e�ni par :

L(v; �

1

; �

2

) = �(v) +

D

�

1

; v � u

0

E

1

+

D

�

2

; �(v):n� g

E

2

; (1:7)
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les nouvelles variables �

1

et �

2

sont appel�ees multiplicateurs de Lagrange du pro-

bl�eme, et :

� �

1

est homog�ene �a une pression,

� �

2

est homog�ene �a un d�eplacement.

D�e�nissons tout d'abord les espaces fonctionnels dans lesquels nous allons travailler :

� Sur le domaine carr�e 
, le champ de d�eplacement 
-p�eriodique sera dans l'espace :

V :=

�

H

1

p

(
)

�

2

(1:8)

{ muni de son produit scalaire :

�

u; v

�

V

=

2

X

i=1

Z




h

u

i

v

i

+

2

X

k=1

@u

i

@x

k

@u

i

@x

k

i

dx; (1:9)

{ et de sa norme k:k

V

associ�ee.

� On d�e�nit sur les parties @!

D

et @!

F

de la fronti�ere @!, les applications traces :



D

: application trace de

�

H

1

(!)

�

2

sur

�

H

1=2

00

(@!

D

)

�

2

;



F

: application trace de

�

H

1

(!)

�

2

sur

�

H

1=2

00

(@!

F

)

�

2

;

� Sur la partie @!

D

de la fronti�ere de !, on d�e�nit :

M

1

=

�

H

1=2

00

(@!

D

)

�

2

et son dual : M

0

1

=

�

H

�1=2

(@!

D

)

�

2

(1:10)

{ pour la dualit�e :

D

w;�

1

E

1

=

Z

@!

D

w�

1

ds: (1:11)

{M

1

sera muni du produit scalaire :

�

u; v

�

@!

D

=

Z

@!

D

uv ds: (1:12)
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{M

1

sera muni de la norme :

kwk

M

1

= inf

n

kvk

V

: v 2 H

1

p

(
) 

D

(v) = w

o

: (1:13)

{M

0

1

sera muni de la norme :

k�

1

k

M

0

1

= sup

w2M

1

D

w;�

1

E

1

kwk

M

1

: (1:14)

� Sur la partie @!

F

de la fronti�ere de !, on d�e�nit :

M

2

=

�

H

1=2

00

(@!

F

)

�

2

et son dual : M

0

2

=

�

H

�1=2

(@!

F

)

�

2

(1:15)

{ pour la dualit�e :

D

�

2

; g

E

2

=

Z

@!

F

�

2

g ds (1:16)

{ Le produit scalaire surM

2

, ainsi que les normes surM

2

etM

0

2

seront d�e�nis de fa�con

analogue �a celles deM

1

etM

0

1

.

On peut montrer qu'alors, le probl�eme de minimisation sous contraintes (P

m

) est �equi-

valent au probl�eme de point-selle (P

s

) suivant :

Probl�eme 10 (Lagrangien) | Le point (u; �

1

; �

2

) de V �M

0

1

�M

2

solution de (P

m

) est

un point-selle de L, c'est �a dire qu'il v�eri�e :

(P

L

) min

v2V

max

�

1

2M

0

1

max

�

2

2M

2

L(v; �

1

; �

2

) : (1:17)
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1.2.3 Le Lagrangien augment�e

A�n d'obtenir une meilleure convergence vers la solution, et pour que l'op�erateur entrant

en jeu soit coercif, on combine les deux m�ethodes pr�ec�edentes. On d�e�nit un Lagrangien

augment�e �a partir du pr�ec�edent de la fa�con suivante :

L

r

(v; �

1

; �

2

) = L(v; �

1

; �

2

) +

r

2

kv � u

0

k

2

M

1

(1:18)

pour tout v 2 V , �

1

2 M

0

1

, �

2

2 M

2

.

o�u r est un r�eel strictement positif (il est �equivalent au terme "

1

"

" de la p�enalisation).

On peut montrer qu'alors le probl�eme de point-selle (P

s

) est �equivalent au probl�eme

suivant pour tout r :

Probl�eme 11 (Lagrangien augment�e) | Le point (u; �

1

; �

2

) de V �M

0

1

�M

2

solution

de (P

m

) est un point-selle de L

r

, c'est �a dire qu'il v�eri�e :

(P

r

) min

v2V

max

�

1

2M

0

1

max

�

2

2M

2

L

r

(v; �

1

; �

2

) : (1:19)

Remarques:

� Contrairement �a la p�enalisation, o�u la solution du probl�eme "augment�e" converge vers

celle du probl�eme initial lorsque r tend vers l'in�ni, ici, les deux probl�emes (lagrangien et

lagrangien augment�e) ont la même solution en d�eplacement, et ceci pour tout r, r�eel stric-

tement positif. Ceci nous permettra de choisir r pas trop grand a�n de limiter les probl�emes

de conditionnement de l'op�erateur.

� Le Lagrangien augment�e est un Lagrangien augment�e partiel : seule la premi�ere con-

trainte est concern�ee (\augment�ee").
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1.3 Ecriture du probl�eme sous forme variationnelle

1.3.1 Recherche de point-selle

A�n de r�esoudre le probl�eme de point-selle (P

r

), on caract�erise (u; �

1

; �

2

) comme point

critique de L

r

, c'est �a dire que l'on recherche la solution (u; �

1

; �

2

) en �ecrivant que, puisque

le point (u; �

1

; �

2

) solution de (P

m

) est aussi un point-selle du lagrangien augment�e L

r

, alors

la d�eriv�ee de L

r

en ce point est nulle.

Probl�eme 12 (Point-selle) | La d�eriv�ee de L

r

au point (u; �

1

; �

2

) solution de (P

m

) est

nulle, c'est �a dire qu'elle v�eri�e :

(P

N

) L

0

r

(u; �

1

; �

2

)(v; �

1

; �

2

) = 0 pour tout v 2 V; �

1

2 M

0

1

; �

2

2 M

2

: (1:20)

Ce qui, en explicitant la d�eriv�ee de L

r

, s'�ecrit encore :

Z




�(u) : e(v) dx �

Z




~

fv dx+ r

�

u� u

0

; v

�

@!

D

+

D

v; �

1

E

1

+

D

�

2

; �(v):n

E

2

+

D

u� u

0

; �

1

E

1

+

D

�

2

; �(u):n� g

E

2

= 0

(1:21)

pour tout v 2 V , �

1

2 M

0

1

, �

2

2 M

2

.

ou encore :

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

Z




�(u) : e(v) dx + r

�

u; v

�

@!

D

+

D

v; �

1

E

1

+

D

�

2

; �(v):n

E

2

=

Z




~

fv dx+ r

�

u

0

; v

�

@!

D

pour tout v dans V

D

u; �

1

E

1

=

D

u

0

; �

1

E

1

pour tout �

1

dansM

0

1

D

�

2

; �(u):n

E

2

=

D

�

2

; g

E

2

pour tout �

2

dansM

2

(1:22)

donc, si l'on d�e�nit les op�erateurs (lin�eaires ou bilin�eaires) suivants :
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8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

a(u; v) =

Z




�(u) : e(v) dx+ r

�

u; v

�

@!

D

b

1

(v; �

1

) =

D

v; �

1

E

1

b

2

(v; �

2

) =

D

�

2

; �(v):n

E

2

h(v) =

Z




~

fv dx+ r

�

u

0

; v

�

@!

D

e

1

(�

1

) =

D

u

0

; �

1

E

1

e

2

(�

2

) =

D

�

2

; g

E

2

(1:23)

Le probl�eme (P

N

) peut alors s'�ecrire :

Probl�eme 13 Trouver (u; �

1

; �

2

) dans V �M

0

1

�M

2

tels que :

(P

0

N

)

8

>

>

<

>

>

:

a(u; v)+ b

1

(v; �

1

)+ b

2

(v; �

2

) = h(v) 8v 2 V

b

1

(u; �

1

) = e

1

(�

1

) 8�

1

2 M

0

1

b

2

(u; �

2

) = e

2

(�

2

) 8�

2

2 M

2

(1:24)

Remarques:

� Pour r�esoudre le probl�eme de minimisation sous contraintes (P

m

), la strat�egie a �et�e

ici d'augmenter la taille du syst�eme en ajoutant de nouvelles inconnues (les multiplicateurs

de Lagrange), et de nouvelles �equations ( les contraintes que l'on impose sur le minimum de

�).

� Si, lorsque l'on projette toutes ces �equations dans une base, les matrices issues des

op�erateurs a, b

1

et b

2

s'�ecrivent respectivement A, E

1

et E

2

, que les vecteurs issus des

fonctionnelles h, e

1

et e

2

s'�ecrivent H, E

1

et E

2

, alors le syst�eme lin�eaire �a r�esoudre est de

la forme :

2

6

6

4

A B

1

B

2

B

t

1

0 0

B

t

2

0 0

3

7

7

5

2

6

6

4

U

�

1

�

2

3

7

7

5

=

2

6

6

4

H

E

1

E

2

3

7

7

5

(1:25)

o�u U;�

1

;�

2

sont les projections des solutions (u; �

1

; �

2

) du probl�eme (P

0

N

), B

t

1

et B

t

2

sont

les transpos�es de B

1

et de B

2

.
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Comme nous le verrons dans le chapitre suivant, il existe des techniques sp�eci�ques de

r�esolution de ce type de syst�eme lin�eaire (l'algorithme d'Uzawa par exemple).

Il reste encore �a montrer que le probl�eme (P

0

N

) admet une solution unique pour a�rmer

qu'il est �equivalent �a celui du d�epart (P

!

). Ce sera l'objet du paragraphe suivant.

1.3.2 Unicit�e de la solution

On va s'int�eresser dans ce paragraphe �a l'unicit�e de la solution du probl�eme d'�elasticit�e

sur le domaine 
 pos�e sous sa derni�ere forme. Pour cela, on introduit le th�eor�eme suivant

[65]:

Th�eor�eme 10 (Brezzi) Soient V et M deux espaces d'Hilbert, soient f 2 V

0

; g 2 M

0

deux

formes lin�eaires continues sur V et M, et le probl�eme (P

B

) :

Trouver (u; �) 2 V �M tels que :

(P

B

)

8

<

:

a(u; v)+ b(v; �) = h(v) 8v 2 V

b(u; �) = e(�) 8� 2 M

(1:26)

Si a et b sont deux formes bilin�eaires (a sur V � V , b sur V �M) telles que :

(i) Continuit�e : Il existe deux constantes c

1

et c

2

strictement positives telles que :

a(u; v) � c

1

kuk

V

kvk

V

8(u; v) 2 V � V ; (1:27)

b(v; �) � c

2

kvk

V

k�k

M

8(v; �) 2 V �M : (1:28)

(ii) K{ellipticit�e de a : Il existe une constante c strictement positive telle que :

a(v; v) � c kvk

V

2

8v 2 K (1:29)

avec : K =

n

v 2 V : b(v; �) = 0 8� 2 M

o

.
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(iii) Condition de Babuska{Brezzi : Il existe une constante � strictement positive

telle que :

sup

v2V

jb(v; �)j

kvk

V

� �k�k

M

8� 2 M ; (1:30)

alors le probl�eme (P

B

) admet une solution unique (u; �) dans l'espace V �M.

{ Le probl�eme (P

0

N

) peut se mettre sous la forme :

8

<

:

a(u; v)+ b

1

(v; �

1

) + b

2

(v; �

2

) = h(v) 8v 2 V

b

1

(u; �

1

) + b

2

(u; �

2

) = e

1

(�

1

) + e

2

(�

2

) 8(�

1

; �

2

) 2 M =M

0

1

�M

2

:

(1:31)

{ On d�e�nit :

b(v; (�

1

; �

2

)) : V �M �! IR

(v; (�

1

; �

2

)) 7�! b

1

(v; �

1

) + b

2

(v; �

2

) ;

(1:32)

e(�

1

; �

2

) : M �! IR

(�

1

; �

2

) 7�! e

1

(�

1

) + e

2

(�

2

) ;

(1:33)

et le probl�eme a une forme analogue �a celle du th�eor�eme de Brezzi. Montrons alors

l'unicit�e de la solution de ce probl�eme.

(i) Continuit�e :

Il est clair que les formes bilin�eaires a et b sont continues sur leurs espaces de d�e�nition.

(ii) K-ellipticit�e :

L'espace K �etant l'ensemble des champs cin�ematiquement admissibles et v�eri�ant les

conditions aux limites sur @!, comme le corps est bloqu�e sur @!

D

qui est de mesure non

nulle (il n'y a donc pas de mouvement rigide possible), la forme bilin�eaire est K-elliptique

(ce r�esultat classique est une application du th�eor�eme de Korn).
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(iii) Condition de Babuska{Brezzi :

� Montrons la condition pour b

1

, c'est-�a-dire qu'il existe une constante � strictement

positive telle que :

sup

v2V

j

D



D

(v); �

1

E

1

j

kvk

V

� � k�

1

k

M

0

1

8�

1

2 M

0

1

(1:34)

Soit w 2 M

1

, par d�e�nition de la norme sur M

1

, il existe �

0

> 0 (�

0

= 1 + "; " > 0) et

v 2 V tel que :



D

(v) = w

kvk

V

� �

0

kwk

M

1

donc

j

D

w;�

1

E

1

j

kwk

M

1

� �

0

j

D



D

(v); �

1

E

1

j

kvk

V

� �

0

sup

v2V

j

D



D

(v); �

1

E

1

j

kvk

V

et donc :

k�

1

k

M

0

1

= sup

w2M

1

j

D

w;�

1

E

1

j

kwk

M

1

; � �

0

sup

v2V

j

D



D

(v); �

1

E

1

j

kvk

V

;

d'o�u le r�esultat (en prenant � =

1

�

0

).

� Montrons la condition pour b

2

, c'est-�a-dire qu'il existe une constante � strictement

positive telle que :

sup

v2V

j

D

�

2

; �(v):n

E

2

j

kvk

V

� � k�

2

k

M

2

8�

2

2 M

2

: (1:35)

Soit �

2

2 M

2

, appelons ~�

2

un rel�evement de �

2

sur ! (~�

2

2 H

1

(!)), alors la formule de

Green sur ! donne :

D

�

2

; �(v):n

E

2

=

Z

!

�(v)e(~�

2

) dx�

Z

!

div�(v)~�

2

dx :
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Soit v 2 V tel que :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

div�(v) = 0 dans !

v = 0 sur @!

D

v = �

2

sur @!

F

�(v) = IKe(v) (loi de comportement)

alors on peut prendre ~�

2

= v dans la formule de Green, et on obtient :

D

�

2

; �(v):n

E

2

=

Z

!

�(v)e(v) dx � c

1

kvk

2

(H

1

(!))

2

avec c

1

strictement positif (In�egalit�e de Korn car j@!

D

j � 0).

En utilisant le même proc�ed�e sur 
�!, on montre qu'il existe une constante c

2

strictement

positive telle que :

D

�

2

; �(v):n

E

2

� c

2

kvk

2

(H

1

p

(
�!))

2

Donc soit v 2 V tel que :

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

div�(v) = 0 dans 


v = 0 sur @!

D

v = �

2

sur @!

F

�(v) = IKe(v) (loi de comportement)

alors :

D

�

2

; �(v):n

E

2

�

1

2

�

c

1

kvk

2

(H

1

(!))

2

+ c

2

kvk

2

(H

1

p

(
�!))

2

�

� � kvk

2

V

On a donc pu exhiber un v 2 V tel que

b

2

(v; �

2

)

kvk

V

� � kvk

V

� � k�

2

k

M

2

(par d�e�nition de la norme k:k

M

2

). D'o�u :

sup

v2V

b

2

(v; �

2

)

kvk

V

� � k�

2

k

M

2

En�n, comme b(v; (�

1

; �

2

)) = b

1

(v; �

1

) + b

2

(v; �

2

), on en d�eduit imm�ediatement la condition

de Babuska-Brezzi.
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On a ainsi montr�e que le probl�eme (P

0

N

) satisfait aux conditions du th�eor�eme de Brezzi

et admet par cons�equent une solution unique (u; �

1

; �

2

) dans V �M

0

1

�M

2

.

1.4 Conclusion

La technique employ�ee pour r�esoudre le probl�eme lin�eaire initial pos�e sur un ouvert de

forme quelconque consiste �a l'�ecrire sur un domaine plus grand, sous sa forme "minimisation

sous contraintes", puis �a le ramener �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire. Cette technique

n'est pas sp�eci�que aux probl�emes lin�eaires, et peut être employ�ee pour des probl�emes non-

lin�eaires (probl�emes avec conditions aux limites de type contact, voire contact et frottement),

elle est par cons�equent un peu lourde pour r�esoudre un simple probl�eme lin�eaire. Une autre

technique plus e�cace serait peut être d'utiliser la m�ethode de viscosit�e de H. Attouch qui

a �et�e utilis�ee dans les parties pr�ec�edentes pour imposer �a la moyenne de la solution d'être

nulle. Il faudrait alors trouver le terme �a ajouter pour obtenir la solution qui satisfasse aux

conditions aux limites impos�ees, chose qui n'est pas encore faite �a ce jour.

Une autre di�cult�e est le calcul, lors de la discr�etisation �a l'aide d'une base d'ondelettes,

des int�egrales sur la fronti�ere du domaine int�erieur. Il faudra d�evelopper une th�eorie de la me-

sure a�n de d�eterminer les coe�cients d'ondelettes de la projection dans la base d'ondelettes

de l'�el�ement de mesure lin�eique. Ceci sera l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

M�ethode de Galerkin{ondelettes

pour l'�elasticit�e lin�earis�ee

2.1 Introduction

Nous avons pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent les r�esultats th�eoriques nous permettant

de s'assurer de la convergence de la m�ethode que l'on souhaite utiliser (domaine �ctif et

Lagrangien augment�e) sur des probl�emes d'�elasticit�e lin�earis�ee avec conditions aux limites

de type d�eplacement impos�e et force impos�ee. Nous allons nous int�eresser dans ce chapitre

�a la mise en oeuvre de cette m�ethode en utilisant les ondelettes. Nous verrons tout d'abord

que cette m�ethode n�ecessite la connaissance des coe�cients d'ondelettes sur le bord @! du

domaine sur lequel est pos�e le probl�eme initial, et nous �etudierons comment les calculer.

Ensuite, �a l'aide de ces r�esultats, nous pourrons d�eterminer la projection des di��erents op�e-

rateurs d�e�nis dans le chapitre pr�ec�edent. Dans une seconde partie, nous nous int�eressons aux

r�esultats num�eriques obtenus par cette m�ethode. Nous calculerons tout d'abord la longueur

de di��erents p�erim�etres a�n de valider le calcul de la projection de la mesure lin�eique sur

le bord du domaine int�erieur, et nous comparerons nos r�esultats avec ceux obtenus par une

autre �equipe [83]. En�n, nous traiterons deux probl�emes d'�elasticit�e lin�earis�ee avec condi-

tions aux limites, le premier o�u l'on connaitra une solution analytique, ce qui nous permettra

de pouvoir ajuster certains des nombreux param�etres qui entrent en jeu (niveaux d'approxi-

mation, taille du domaine �ctif, valeur du param�etre d'augmentation du Lagrangien, ...), le

second, plus r�ealiste, nous permettra de juger les capacit�es de l'algorithme.
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2.2 La discr�etisation

2.2.1 Calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure surfacique

Si l'on souhaite r�esoudre un probl�eme d'�elasticit�e �a l'aide de la transform�ee en ondelettes,

les m�ethodes expos�ees dans le chapitre pr�ec�edent (s'appuyant sur les techniques de domaine

�ctif et de lagrangien augment�e) nous am�enent, pour imposer les conditions aux limites,

�a calculer des int�egrales sur le bord du domaine int�erieur (not�ee @!). Pour ce faire, on va

calculer les coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur ce bord, ce qui nous permettra

de calculer ces int�egrales �a l'aide de ces coe�cients d'ondelettes et des int�egrales entre les

produits de trois ondelettes (ces int�egrales ont d�ej�a �et�e utilis�ees dans les deux premi�eres

parties, et leurs calculs sont expos�es dans l'annexe II).

a { Rappels sur la th�eorie de la mesure

A�n de calculer les coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur le bord du domaine

int�erieur, faisons tout d'abord quelques rappels sur la th�eorie de la mesure. Ces rappels

s'inspirent de l'article de R. O. Wells et X. Zhou [83], ainsi que du m�emoire de D.E.A. de

M. Khalfaoui [76] (Pour plus de d�etails, se r�ef�erer �egalement �a [74]).

On donne tout d'abord quelques d�e�nitions et propositions nous permettant de construire

les coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur @! �a partir du gradient de la fonction

caract�eristique �

!

de !.

D�e�nition 4 Soit U un ouvert de IR

2

et u une fonction Lebesgue{int�egrable. Alors u est

dite �a variation born�ee sur U si :

sup

g2C

1

0

(U;IR

2

);jgj�1

Z

U

u divg dxdy < +1: (2:1)

Supposons que u soit �a variation born�ee sur un ouvert U 2 IR

2

. Alors, grâce au th�eor�eme

de repr�esentation de Riesz, il existe une mesure de Radon, not�ee �, et une fonction �(x; y)

mesurable telle que j�(x; y)j = 1 pour �{presque tout (x; y) dans U , telle que pour tout g

dans C

1

0

(U; IR

2

), on ait :

Z

U

u divg dxdy =

Z

U

g� dxdy:
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En e�et, pour tout g �a support compact dans U :

Z

U

u divg dxdy = �

Z

u

ru gdxdy (car g est �a support compact dans U)

= �

Z

U

g

ru

jruj

ru

=

Z

U

g� d�,

o�u � = jruj est la mesure de Radon, et � =

ru

jruj

(ru d�esigne le gradient de u : ru =

�

@u

@x

;

@u

@y

�t

).

D�e�nition 5 Soit ! un domaine de IR

2

et U un ouvert de IR

2

, on dit que ! est �a p�erim�etre

�ni sur U si la fonction caract�eristique �

!

est �a variation born�ee sur U . En particulier, on

dit que ! est �a p�erim�etre �ni si �

!

est �a variation born�ee sur IR

2

.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 11 Soit U un ouvert de IR

2

. Si ! est �a p�erim�etre �ni sur U , alors :

Z

U

jr�

!

j = sup

g2C

1

0

(U;IR

2

);jgj�1

Z

!

divg dxdy: (2:2)

En particulier, si @! est r�egulier, on a :

Z

U

jr�

!

j = L(@! \ U); (2:3)

o�u L(@! \ U) d�esigne la longueur de @! \ U .

Preuve : voir [76], [83].

Supposons maintenant que le domaine int�erieur ! soit d�e�ni de la fa�con suivante :

! = f(x; y) 2 IR

2

: F (x; y) � 0g; (2:4)

o�u F est une fonction lipschitzienne. La fronti�ere de ! sera alors donn�ee par :
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@! = f(x; y) 2 IR

2

: F (x; y) = 0g ;

le vecteur normal unitaire n sur le bord de ! est d�e�ni par :

n =

rF

jrF j

: (2:5)

Si on prolonge la normale n (d�e�nie sur @!) �a IR

2

par un �el�ement de C

1

0

(IR

2

), on peut montrer

[76], [83] que l'on a alors :

L(@!) = �

Z

IR

2

r�

!

:n dxdy :

Plus g�en�eralement, pour toute fonction f int�egrable d�e�nie sur @!, apr�es un prolongement

r�egulier de f �a IR

2

, on a :

Z

@!

f ds = �

Z

IR

2

f k@!k; (2:6)

o�u k@!k est la mesure d�e�nie par :

k@!k = �r�

!

:n : (2:7)

b { Application : calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique

Les coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur le bord @! vont être calcul�es �a

partir de la formule (2.7). Comme on peut le voir, ce calcul repose sur la connaissance des

coe�cients d'ondelettes des fonctions �

!

(pour calculer r�

!

), et F (pour calculer n).

Une autre id�ee de ce calcul est d'�ecrire que, si l'on choisit un niveau d'approximation

� su�sament �elev�e, et une fonction d'�echelle � telle que l'ondelette associ�ee ait un nombre

su�sant de moments nuls, alors la valeur du coe�cient d'ondelettes f

�k

d'une fonction f

(dans H

1

p

(0; 1)) peut être raisonnablement approch�ee par (voir formule (1.33), Partie 1)) :
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f

�k

=

D

f; �

�k

E

'

1

2

�=2

f

�

k + c

2

�

�

(2:8)

o�u c est d�e�ni par : c =

Z

IR

x '(x) dx (' �etant l'ondelette de L

2

(IR) �a partir de laquelle

est construite �). Cette formule se g�en�eralise �a

�

H

1

p

(
)

�

2

.

Appelons f�

�

k

; � 2 IN; k 2 �

�

g la base de H

1

p

(
) que l'on utilise pour discr�etiser les

fonctions F et �

!

, alors, �a l'aide de la remarque pr�ec�edente, on peut d�ecomposer F et �

!

de

la fa�con suivante :

�

!

(x; y) '

X

k2�

�

�

�

k

�

�

k

(x; y) ; F (x; y) '

X

k2�

�

F

�

�k

�

�

k

(x; y); (2:9)

o�u :

�

�

k

'

1

2

�

�

!

�

k

1

+ c

2

�

;

k

2

+ c

2

�

�

; F

�

k

'

1

2

�

F

�

k

1

+ c

2

�

;

k

2

+ c

2

�

�

: (2:10)

On calcule ensuite le gradient de ces fonctions �a l'aide des produits scalaires entre une

ondelette et sa d�eriv�ee. En d'autres termes, on a :

@�

!

@x

(x; y) '

X

k2�

�

 

@�

!

@x

!

�

k

�

�

k

(x; y) ;

@�

!

@y

(x; y) '

X

k2�

�

 

@�

!

@y

!

�

k

�

�

k

(x; y); (2:11)

@F

@x

(x; y) '

X

k2�

�

 

@F

@x

!

�

k

�

�

k

(x; y) ;

@F

@y

(x; y) '

X

k2�

�

 

@F

@y

!

�

k

�

�

k

(x; y); (2:12)

o�u :

 

@�

!

@x

!

�

k

=

2

�

�1

X

`=0

�

�

(`;k

2

)

r

1�

k

1

�`

;

 

@�

!

@y

!

�

k

=

2

�

�1

X

`=0

�

�

(k

1

;`)

r

1�

k

2

�`

; (2:13)

 

@F

@x

!

�

k

=

2

�

�1

X

`=0

F

�

(`;k

2

)

r

1�

k

1

�`

;

 

@F

@y

!

�

k

=

2

�

�1

X

`=0

F

�

(k

1

;`)

r

1�

k

2

�`

: (2:14)
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On approche ensuite les coe�cients d'ondelettes des composantes de la normale (n

�

kx

et

n

�

ky

) �a l'aide de leurs d�e�nitions :

n

x

(x; y) =

@F

@x

(x; y)

r

�

@F

@x

(x; y)

�

2

+

�

@F

@y

(x; y)

�

2

; n

y

(x; y) =

@F

@y

(x; y)

r

�

@F

@x

(x; y)

�

2

+

�

@F

@y

(x; y)

�

2

;

(2:15)

ce qui nous permet d'�ecrire :

n

�

kx

=

�

@F

@x

��

k

s

�

�

@F

@x

�

�

k

�

2

+

�

�

@F

@y

�

�

k

�

2

; n

�

ky

=

�

@F

@y

��

k

s

�

�

@F

@x

�

�

k

�

2

+

�

�

@F

@y

�

�

k

�

2

: (2:16)

On peut montrer qu'alors [83], si F est deux fois di��erentiable, la suite (n

�

)

�

= (n

�

x

; n

�

y

)

t

�

,

d�e�nie par :

n

�

x

=

X

k2�

�

n

�

kx

�

�

k

(x; y) ; n

�

y

=

X

k2�

�

n

�

ky

�

�

k

(x; y) (2:17)

converge dans H

1

loc

(IR

2

) lorsque � tends vers l'in�ni.

Par cons�equent, on peut approximer la mesure lin�eique k@!k �a l'aide d'une base d'onde-

lettes �a un niveau d'approximation � par :

k@!k

�

'

X

k2�

�

�

�

k

�

�k

(x) (2:18)

o�u :

�

�

k

= �

�

@�

@x

�

�

k

�

@F

@x

�

�

k

+

�

@�

@y

�

�

k

�

@F

@y

�

�

k

s

�

�

@F

@x

�

�

k

�

2

+

�

�

@F

@y

�

�

k

�

2

: (2:19)

Donc, si l'on consid�ere une fonction f d�e�nie sur @! �a valeurs dans IR, on peut approcher

l'int�egrale de f sur @! par :
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Z

@!

f ds '

X

k2�

�

f

�

k

�

�

k

(2:20)

o�u f

�

k

est la projection de f dans un espace d'approximation �a un niveau �. On peut

montrer [83], que lorsque � tend vers l'in�ni, la seconde partie de l'�egalit�e converge vers la

premi�ere.

Remarque :

Dans la pratique, vu le nombre important d'approximations qui sont faites, le niveau

d'approximation � �a choisir si l'on souhaite obtenir une bonne approximation doit être rela-

tivement �elev�e.

2.2.2 La matrice d'�elasticit�e

Rappelons que dans ce chapitre, nous d�esirons r�esoudre un probl�eme d'�elasticit�e avec

conditions aux limites de type Dirichlet (voir Partie 1):

Probl�eme 14 | Soit f et u

0

donn�es, trouver u tel que :

(P

!

)

8

<

:

div(IKe(u)) + f = 0 dans !

u = u

0

sur @!

(2:21)

Pour cela, on va utiliser la m�ethode des domaines �ctifs consistant �a \plonger" ! dans un

carr�e 
 de taille plus grande, et �a imposer les conditions aux limites sur @! par la technique

du Lagrangien augment�e.

Comme ici, la fronti�ere @! est consid�er�ee sur sa totalit�e (on ne la divise plus en deux

parties @!

D

et @!

F

), on est amen�e �a d�e�nir :



@!

: application trace de

�

H

1

(!)

�

2

sur

�

H

1=2

(@!)

�

2

;
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ω

ω

Ω

Figure 2.1 : Probl�eme d'�elasticit�e avec conditions de Dirichlet sur @!

ainsi que les espaces vectoriels :

M =

�

H

1=2

(@!)

�

2

=

�



@!

(H

1

(!))

�

2

et son dual : M

0

=

�

H

�1=2

(@!)

�

2

(2:22)

{ pour la dualit�e :

D

u; �

E

@!

=

Z

@!

u� ds (2:23)

{M sera muni du produit scalaire :

�

u; v

�

@!

=

Z

@!

uv ds: (2:24)

La m�ethode d�ecrite pr�ec�edemment revient alors �a remplacer le probl�eme initial par le

suivant (que l'on �ecrit sous forme variationnelle) :

Probl�eme 15 | Soit f , u

0

et donn�es, trouver (u; �) 2 V �M

0

tel que :

(PV




)

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

a

r

(u; v) +

D

v; �

E

@!

= r

�

u

0

; v

�

@!

+

Z




~

f v dxdy 8v 2 V

D

; u

E

@!

=

D

; u

0

E

@!

8 2 M

0

(2:25)

o�u a

r

(u; v) =

Z




(IKe(u)) : e(v)) dxdy + r

�

u; v

�

@!

, et

~

f et la prolong�ee de f (d�e�nie dans

!) sur 
.
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Lors de la discr�etisation, le syst�eme lin�eaire peut se mettre sous la forme :

2

4

A

r

B

B

t

0

3

5

2

4

U

�

3

5

=

2

4

F

r

U

0

3

5

: (2:26)

Nous nous int�eressons dans ce paragraphe au calcul de la matrice, donc au calcul des

sous{matrices A

r

et B.

a { Calcul de la matrice A

r

Cette matrice provient de la discr�etisation de l'op�erateur :

a

r

(u; v) =

Z




(IKe(u)) : e(v) dxdy + r

�

u; v

�

@!

(2:27)

o�u la matrice de rigidit�e sera constante sur 
. La premi�ere partie de la somme sera

calcul�ee comme dans les parties 1 et 2 (�a l'aide des produits scalaires entre les d�eriv�ees deux

ondelettes).

Appelons tout d'abord f	

j

k

; j 2 IN; k 2 �

j

g l'ondelette de H

1

p

(
) que l'on utilise pour

mettre en oeuvre la m�ethode de Galerkin, et d�e�nissons le sous{ensemble de IN� IN :

L

j

=

n

` 2 IN� IN : Support(�

j`

) \ @! 6= 0

o

(2:28)

alors, on a, de fa�con �evidente, la proposition suivante :

Proposition 12 La projection, dans une base d'ondelettes, de l'op�erateur \r

�

u; v

�

@!

" pro-

venant de la mise en oeuvre de la m�ethode du Lagrangien augment�e est une matrice I

@!

de

dimension N

j

�N

j

(N

j

= 2

2j+1

), avec :

h

I

@!

(i

1

;i

2

)(`

1

;`

2

)

i

=

h

I

@!

i`

i

i;`2�

j

(2:29)

o�u I

@!

i`

est la matrice \�el�ementaire" 2� 2 :

I

@!

i`

=

2

4

I

j

i`

0

0 I

j

i`

3

5

(2:30)
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o�u

I

j

i`

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 si i =2 L

j

ou ` =2 L

j

;

Z

@!

	

j

i

	

j

`

ds =

Z




	

j

i

	

j

`

k@!k sinon:

(2:31)

Remarque:

Dans la pratique, on calcule les int�egrales I

@!

i`

�a l'aide des coe�cients d'ondelettes de la

mesure lin�eique k@!k et les int�egrales des produits de trois ondelettes :

I

j

i`

'

X

k2L

j

�

�

k

Z




�

�

k

	

j

i

	

j

`

dxdy : (2:32)

b { Calcul de la matrice B

Le calcul de la matrice B se fait de fa�con analogue �a celui de la matrice I

@!

.

Si l'on note

n

�

J`

; J 2 IN; ` 2 �

o

l'ondelette d�e�nie sur 
 telle que sa trace sur @!

engendre H

�1=2

(@!) que l'on utilise pour la discr�etisation du multiplicateur �, et L

�

J

le sous-

ensemble de IN� IN :

L

�

J

=

n

` 2 IN� IN : support(�

J`

) \ @! 6= ;

o

; N

�

J

= card(L

�

J

) (2:33)

alors on a, de fa�con �evidente, la proposition :

Proposition 13 La projection, �a l'aide d'une base d'ondelettes, de l'op�erateur b

1

(notation

du chapitre 1) issu de la mise en oeuvre de la m�ethode du Lagrangien augment�e est une

matrice B de dimension N

j

�N

�

J

avec :

h

B

@!

(i

1

;i

2

)(`

1

;`

2

)

i

=

h

IB

@!

i`

i

i2�

j

;`2L

�

J

(2:34)

o�u IB

@!

i`

est la matrice \�el�ementaire" 2 � 2 :
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IB

@!

i`

=

2

4

IB

j;J

i`

0

0 IB

j;J

i`

3

5

(2:35)

o�u

IB

J;j

i`

=

Z

@!

	

j

i

	

J

`

ds =

Z




	

j

i

	

J

`

k@!k: (2:36)

Remarque :

Dans la pratique, on calcule les int�egrales IB

J;j

i`

�a l'aide des coe�cients d'ondelettes de la

mesure lin�eique k@!k et int�egrales des produits de trois ondelettes :

IB

J;j

i`

'

X

k2L

j

�

�

k

Z




�

�

k

	

j

i

�

J

`

dxdy : (2:37)

2.2.3 Le second membre

Le calcul du second membre utilise les mêmes techniques que le calcul des matrices.

En e�et, la projection de la densit�e de force surfacique f dans l'espace d'approximation

intervenant dans la mise en oeuvre de la m�ethode de Galerkin est un simple produit scalaire

entre f et l'ondelette (ou la fonction d'�echelle). Ce calcul a �et�e expos�e dans la partie 1

(formule (1.33)). Les deux autres termes se calculent �a l'aide des coe�cients d'ondelettes de

la mesure de fronti�ere k@!k.

a { Calcul du vecteur F

r

Comme nous l'avons d�ej�a signal�e, le terme provenant de la prise en compte de la force

volumique se fait par une simple projection de celle-ci dans l'espace d'approximation.

Le terme \r

�

u

0

; v

�

@!

" provenant de l'augmentation du Lagrangien se calcule �a l'aide des

coe�cients d'ondelettes de la mesure de fronti�ere k@!k. En e�et, supposons que l'on soit en

mesure de relever u

0

(d�e�ni sur @!) en une fonction ~u

0

d�e�nie sur 
, alors, en d�ecomposant

~u

0

dans la base d'ondelettes

n

	

j

`

; j 2 IN; ` 2 �

o

, on obtient la proposition suivante :

Proposition 14 La projection, �a l'aide d'une base d'ondelettes, de la fonctionnelle h (no-

tation du chapitre 1) issu de la mise en oeuvre de la m�ethode du Lagrangien augment�e est

un vecteur F

r

de dimension N

j

avec :
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h

F

r

(i

1

;i

2

)

i

=

h

F

r

i

i

i2�

j

(2:38)

o�u F

r

i

est le vecteur \�el�ementaire" (de dimension 2) :

F

r

i

=

2

4

F

j

i

F

j

i

3

5

(2:39)

o�u

F

j

i

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

0 si i =2 L

j

ou ` =2 L

j

;

X

k2�

j

u

j

0k

Z

@!

	

j

i

	

j

k

ds =

X

k2�

j

u

j

0k

Z




	

j

i

	

j

k

k@!k sinon:

(2:40)

b { Calcul du vecteur U

0

Le vecteur U

0

provenant du produit de dualit�e de u

0

avec le multiplicateur de Lagrange,

est calcul�e �a l'aide de la proposition suivante :

Proposition 15 La projection, �a l'aide d'une base d'ondelettes, de la fonctionnelle e

1

(no-

tation du chapitre 1) issu de la mise en oeuvre de la m�ethode du Lagrangien augment�e est

un vecteur U

0

de dimension N

�

j

avec :

h

U

0

(`

1

;`

2

)

i

=

h

U

0

`

i

`2L

�

j

(2:41)

o�u U

0

`

est le vecteur \�el�ementaire" (de dimension 2) :

U

0

`

=

2

4

U

j;J

`

U

j;J

`

3

5

(2:42)

o�u

U

j;J

`

=

X

k2�

j

u

j

0k

Z

@!

	

j

k

�

J

`

ds =

X

k2�

j

u

j

0k

Z




	

j

k

�

J

`

k@!k : (2:43)
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2.3 R�esolution num�erique : la m�ethode d'Uzawa

L'algorithme d'Uzawa est un algorithme it�eratif de r�esolution des syst�emes lin�eaires du

type (2.26) [70]. Il consiste �a trouver le d�eplacement (�a l'aide d'une inversion d'un syst�eme

lin�eaire) associ�e �a un multiplicateur donn�e, puis �a r�eactualiser le multiplicateur (�a l'aide de

multiplications matrice{vecteur) �a partir du d�eplacement trouv�e , et �a r�eiterer le proc�ed�e

tant que le r�esidu (sur u

k

, sur �

k

ou sur l'ensemble des deux) est sup�erieur �a un seuil " choisi.

Dans le cas de notre exemple, on peut r�esumer cet algorithme par le sch�ema suivant :

(1) 

0

2 IR

L

�

j

donn�e ;

(2) Etape de minimisation sur v, qui revient �a r�esoudre (k � 1) :

trouver u

k

(2 IR

N

j

) tel que :

A

r

u

k

= F

r

�B

k

;

(3) Actualisation du multiplicateur :



k+1

= 

k

+ �

k

(Bu

k

� U

0

) ;

(4) Si ku

k+1

� u

k

k

l

2

(IR

N

j

)

� ", retourner �a l'�etape (2).

Remarques :

� Il existe des algorithmes (\�a pas variable") consistant �a choisir, pour chaque k � 1, une

valeur optimale pour �

k

. Dans notre cas, nous prendrons �

k

constant pour tout le processus

it�eratif.

� L'inversion du syst�eme lin�eaire �a r�ealiser �a chaque it�eration de la m�ethode d'Uzawa

est fait grâce �a la m�ethode du gradient conjugu�e que l'on initialisera �a chaque pas avec la

solution du pas pr�ec�edent.
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2.4 Exemples num�eriques

Nous allons �etudier dans ce paragraphe, les r�esultats obtenus lorsque l'on utilise la trans-

form�ee en ondelettes pour traiter des probl�emes d'�elasticit�e lin�earis�ee. Tout d'abord, a�n

d'�evaluer la qualit�e du calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur le bord

du domaine int�erieur (voir paragraphe 2.2.1.a de cette partie), nous pr�esentons les r�esultats

obtenus sur le calcul de p�erim�etres. Ensuite, nous pr�esenterons deux exemples de probl�emes

d'elasticit�e avec conditions aux limites de type Dirichlet, un exemple o�u la solution analy-

tique peut être calcul�ee, et un autre exemple o�u la condition de Dirichlet que l'on impose

sur le bord est de type d�eplacement normal �a la fronti�ere.

a { Calcul de p�erim�etres

Nous pr�esentons ici, a�n de valider le calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure

lin�eique sur le bord int�erieur, les r�esultats que l'on a obtenus avec notre logiciel que l'on

appellera lagond par la suite, lorsque l'on calcule la longueur du p�erim�etre du domaine

int�erieur (voir formule 2.20 avec f = 1). On donne aussi les r�esultats de R.O. Wells et X.

Zhou [83] sur des exemples identiques, obtenus par une m�ethode analogue.

1 { Inuence du niveau d'approximation

Pour �evaluer l'inuence du niveau d'approximation (et donc du nombre de degr�es de

libert�e) sur la qualit�e de la mesure du p�erim�etre, nous avons choisi deux g�eom�etries. La

premi�ere est un disque centr�ee (de centre (0,5 ; 0,5)) de rayon R = 0; 3 (p�erim�etre : 1,88495)

dans un carr�e 
 =]0; 1[�]0; 1[. L'ondelette choisie cette discr�etisation est l'ondelette de Dau-

bechies, �a des niveaux d'approximation indiqu�es dans le tableau 2.2. On donne les r�esultats

obtenus par Wells et Zhou [83] ainsi que les notres. Dans chaque cas, on donne l'erreur

relative commise, d�e�nie par :

e =

`

ex

� `

cal

`

ex

;

o�u `

ex

(resp. `

cal

) est la longueur du p�erim�etre exacte (resp. calcul�ee).

Les r�esultats obtenus montre qu'il y a convergence et que le niveau d'approximation � = 5

donne des r�esultats d�ej�a satisfaisants.
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Niveau Wells{Zhou Erreur relative Lagond erreur relative

� = 5 1,86741 9,3.10

�3

1,88479 8,5.10

�5

� = 6 1,89049 2,9.10

�3

1,88491 1,8.10

�5

� = 7 1,88448 2,5.10

�4

1,88498 1,3.10

�5

Figure 2.2 : Calcul de longueur de p�erim�etre (disque de rayon R = 0; 3)

Voyons maintenant ce qu'il en est sur un domaine plus complexe. Pour cela, nous avons

choisi de traiter le cas du losange, o�u il y a quatre points de non di��erentiabilit�e. Le domaine

�ctif est toujours le carr�e 
 =]0; 1[�]0; 1[, et le losange est d�e�ni par :

jx� 0; 5j+ jy � 0; 5j < 0; 3:

Il s'agit donc d'un losange centr�e, de côt�e (c = 0; 3:

p

2), qui a pour p�erim�etre ` ' 1; 69705.

On traite toujours cet exemple avec une ondelette de Daubechies d'ordre M = 3.

Niveau Wells{Zhou Erreur relative Lagond erreur relative

� = 5 1,72207 1,7.10

�2

1,58257 6,7.10

�2

� = 6 1,71796 1,2.10

�2

1,66748 1,7.10

�2

� = 7 1,70751 6,2.10

�3

1,67567 1,3.10

�2

Figure 2.3 : Calcul de longueur de p�erim�etre (losange de diagonale d = 0; 3)

Comme on pouvait s'y attendre, on observe que ces r�esultats sont nettement moins bons

que les pr�ec�edents (de l'ordre de 1000 fois moins bons, dans le cas o�u � = 7). La non di��eren-

tiabilit�e du contour a�ecte donc fortement le calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure

lin�eique, et il sera donc plus di�cile de traiter des probl�emes o�u le bord du domaine poss�e-

dera des irr�egularit�es. En particulier, on devra choisir un ordre d'approximation sup�erieur.

2 { Inuence de la taille du domaine int�erieur

On sera amen�e, dans une seconde partie de notre �etude, �a s'int�eresser �a l'inuence de

la taille du domaine �ctif par rapport �a celle du domaine int�erieur. Voyons tout d'abord ce

qu'il en est de cette inuence sur le calcul du p�erim�etre d'un disque. Au lieu d'augmenter

la taille du domaine �ctif, nous allons diminuer la taille du domaine int�erieur, ce qui revient



172 2 { M�ethode de Galerkin{ondelettes pour l'�elasticit�e lin�earis�ee

au même. On choisit toujours pour domaine �ctif le carr�e Y =]0; 1[�]0; 1[ et on �evalue �a

l'aide de la transform�ee en ondelettes (toujours l'ondelette de Daubechies d'ordre M = 3 �a

un niveau d'approximation � = 5), la longueur du p�erim�etre de disques de di��erents rayons.

Rayon du cercle p�erim�etre exact P�erim�etre obtenu erreur relative

R = 0; 2 1,25664 1,25705 3,3.10

�4

R = 0; 3 1,88495 1,88479 8,5.10

�5

R = 0; 4 2,51327 2,51346 8,1.10

�5

R = 0; 45 2,82743 2,83013 9,5.10

�4

Figure 2.4 : Calcul de longueur de p�erim�etre (en fonction du rayon du disque)

On observe que pour un disque ayant un petit rayon (R = 0; 2), les r�esultats obtenus

sont moins bons. Ceci s'explique par le choix de la fonction F que l'on utilise pour relever la

normale (d�e�nie sur le bord du domaine int�erieur) sur le domaine �ctif. En e�et, on a choisi :

F (x; y) = (x� 0; 5)

2

+ (y � 0; 5)

2

ce qui entraine que le rel�evement de la normale pr�esente une sigularit�e au point (x; y) =

(0; 5; 0; 5). Donc, si le cercle est petit, et si le support de l'ondelette est trop grand, alors

ce support peut intercepter �a la fois le bord du domaine int�erieur et son centre, perturbant

par l�a-même le calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique sur le bord de ce

domaine. Pour des cercles tr�es petits, il est donc n�ecessaire d'augmenter le nombre de points

d'approximation.

Ensuite, lorsque R augmente, la valeur est stable (autour de 8:10

�5

) et d�epend essentiel-

lement du niveau d'approximation choisi (voir tableau 2.2). En�n, lorsque le rayon devient

su�sament grand pour que le support de l'ondelette rencontre �a la fois le bord des deux do-

maines (pour R = 0:45 par exemple) alors des perturbations entrainent un mauvais r�esultat

au niveau du calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique. Un bon choix de la

taille du domaine ext�erieur par rapport �a celle du domaine int�erieur se trouve donc dans le

cas o�u les rapports entre les rayons sont compris entre 1,1 est 3,5.
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b { Exemple analytique

Pour mettre en oeuvre la m�ethode expos�ee dans le chapitre pr�ec�edent sur un probl�eme

d'�elasticit�e r�ealiste, on choisit tout d'abord de traiter un exemple o�u l'on connait la solution

analytique. On consid�ere pour cela un corps ! �elastique compos�e d'aluminium (� = 0; 19,

E = 72GPa) dont on d�e�nira la g�eom�etrie par la suite. On suppose que ! est inclu dans le

carr�e 
 =]0; 1[�]0; 1[ qui sera choisi pour domaine �ctif, et que, dans !, le corps est soumis

�a la densit�e de force (surfacique) :

f(x; y) =

8

<

:

f

1

(x; y) = 4�

2

h

IK

11

+ IK

12

+ 2 IK

33

i

sin(2�x) cos(2�x)

f

2

(x; y) = 4�

2

h

IK

12

+ IK

22

+ 2 IK

33

i

cos(2�x) sin(2�y)

(2:44)

o�u (x; y) 2 !.

qui peut être prolong�ee de fa�con �evidente sur 
. Sur @!, on suppose que la structure a

un d�eplacement impos�e par :

u

0

(x; y) =

(

u

0

1

(x; y) = sin(2�x) cos(2�y)

u

0

2

(x; y) = cos(2�x) sin(2�y)

(2:45)

o�u (x; y) 2 @!.

et on montre simplement qu'alors, la structure a un d�eplacement d�e�ni par :

u(x; y) =

(

u

1

(x; y) = sin(2�x) cos(2�y)

u

2

(x; y) = cos(2�x) sin(2�y)

(2:46)

o�u (x; y) 2 !.

Pour traiter ce probl�eme ainsi que le suivant, nous avons choisi de prendre pour les trois

ondelettes n�ecessaires (une pour la discr�etisation du d�eplacement, une pour le multiplicateur,

une pour la discr�etisation de la mesure lin�eique), l'ondelette de Daubechies d'ordre M = 3

�a un niveau d'approximation, qui sera d�e�ni par la suite. Une �etude reste donc �a faire sur

le choix optimal de ces diverses ondelettes, ainsi que sur le niveau d'approximation �a choisir

pour chaque des discr�etisation.
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1 { Inuence de l'augmentation du Lagrangien

Le terme d'augmentation dans l'�ecriture du Lagrangien jouant le rôle d'un pr�econdition-

neur, voyons l'inuence de ce terme sur la convergence de la m�ethode. Pour cela, on traite le

cas o�u le domaine int�erieur est un cercle de rayon R = 0; 25 centr�e. On utilise toujours une

ondelette de Daubechies d'ordre M = 3, �a un niveau d'approximation j = 5 (2048 degr�es

de libert�e) pour toutes les discr�etisations, et on arrête les it�erations de la m�ethode d'Uzawa

d�es que la norme du r�esidu devient inf�erieure �a 10

�4

. Les r�esultats obtenus sont pr�esent�es

dans le tableau 2.5. On donne dans la premi�ere colonne la valeur de l'augmentation ; dans

la seconde, le nombre d'it�erations de la m�ethode d'Uzawa, et dans la quatri�eme, la somme

du nombre d'it�erations du gradient conjugu�e n�ecessaire �a chaque it�eration (le test d'arrêt,

choisi �xe au cours des it�erations, sera pris �egal �a 10

�3

). En�n, dans la quatri�eme colonne,

nous donnons l'erreur relative commise e d�e�nie par :

e =

ku

ex

� u

cal

k

L

2

ku

ex

k

L

2

o�u les di��erentes int�egrales sont calcul�es par la m�ethode des trap�ezes.

Augmentation It�erations d'Uzawa It�erations du G.C. erreur relative

10

4

10 132 2.10

�2

10

5

9 165 1.10

�2

10

6

16 136 1.10

�3

Figure 2.5 : Inuence de l'augentation du Lagrangien

Remarquons tout d'abord que la valeur de r = 10

6

(qui est approximativement 10 fois

plus grande que le terme diagonal de la matrice K) est la valeur maximale que l'on puisse

prendre pour que le gradient conjugu�e converge au d�ebut du processus, car on n'utilise pas

de pr�econditionneur. On observe ensuite que le fait d'augmenter le Lagrangien am�eliore bien

la solution (l'erreur relative est divis�ee par 20 si l'on multiplie r par 100), sans ajouter un

surcoût de calcul (le nombre d'it�erations de la m�ethode d'Uzawa est analogue, ainsi que le

nombre total d'it�eration du gradient conjugu�e).
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2 { Inuence du param�etre de descente

L'algorithme d'Uzawa contient un param�etre que l'on a not�e �

k

(que nous ne ferons pas

d�ependre ici de l'it�eration k) servant �a r�eactualiser le multiplicateur �a chaque it�eration. Ce

param�etre inue �a la fois sur le nombre d'it�erations de la m�ethode d'Uzawa (si � crô�t, le

nombre d'it�eration doit d�ecrô�tre), et sur le nombre total d'it�erations du gradient conjugu�e

(si � crô�t, le nombre d'it�eration du gradient conjugu�e crô�t �egalement). Pour �etudier ces

ph�enom�enes, on choisit de traiter l'exemple analytique dans le cas o�u le domaine ! est un

cercle de rayon R = 0; 3, de centre (0,5 ; 0,5), avec un niveau d'approximation j = 5 (2048

degr�es de libert�e) avec une augmentation du Lagrangien �egale �a r = 10

6

, et on fait varier le

param�etre � de 10

3

�a 5:10

4

. On donne les r�esultats ainsi obtenus dans le tableau 2.6 o�u l'on

a mis dans la premi�ere colonne la valeur de �, dans la seconde le nombre d'it�erations de la

m�ethode d'Uzawa (que l'on arrête lorsque le r�esidu est inf�erieur �a 10

�4

), dans la troisi�eme,

le nombre total d'it�erations du gradient conjugu�e ("

GC

= 10

�3

), et en�n dans la derni�ere,

l'erreur relative e commise dans chaque cas.

Param�etre � It�erations d'Uzawa It�erations du G.C. erreur relative

10

3

85 501 1.10

�1

5:10

3

52 418 7.10

�2

10

4

36 313 2.10

�2

5:10

4

29 152 5.10

�3

Figure 2.6 : Inuence du param�etre de descente

On observe bien que le nombre d'it�erations n�ecessaire pour avoir une bonne approxima-

tion augmente lorsque � diminue. En e�et, lorsque � = 10

3

, apr�es 85 it�erations de la m�ethode

d'Uzawa (et 501 du gradient conjugu�e), l'erreur est encore de 10%, alors que pour � = 5:10

4

,

apr�es 35 it�erations de la m�ethode d'Uzawa (et 152 du gradient conjugu�e), l'erreur est d�ej�a

de 0,5 %. Remarquons �egalement que pour une valeur de � sup�erieure �a 5:10

4

, la m�ethode

d'Uzawa diverge.

3 { Inuence de la taille du domaine �ctif

Une autre param�etre �a g�erer est la taille du domaine �ctif par rapport au domaine

int�erieur sur lequel est pos�e le probl�eme initial. En e�et, si le domaine �ctif est trop petit,

alors des ph�enom�enes d'int�eractions entre le bord du domaine int�erieur et celui du domaine
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�ctif peuvent apparâ�tre. D'un autre côt�e, si le domaine �ctif est trop grand, alors le nombre

de degr�es de libert�e n�ecessaire pour bien discr�etiser les op�erateurs agissant sur le domaine

int�erieur doit être �elev�e. Pour �evaluer ce ph�enom�ene, nous avons choisi un domaine �ctif �xe

(
 =]0; 1[�]0; 1[) dans lequel le domaine int�erieur sera de plus en plus petit (ce qui revient

�a prendre un domaine �ctif de plus en plus grand autour d'un domaine int�erieur �xe). Ce

domaine int�erieur est un disque centr�e (de centre (0,5 ; 0,5)) et de rayon R indiqu�e dans la

premi�ere colonne du tableau 2.7, la seconde indiquant le nombre d'it�erations de la m�ethode

d'Uzawa n�ecessaire pour obtenir un r�esidu inf�erieur �a 10

�4

, et la troisi�eme le nombre total

d'it�erations du gradient conjugu�e ("

GC

= 10

�3

).

Rayon R It�erations d'Uzawa It�erations du G.C. erreur relative

0; 2 31 241 1.10

�2

0; 3 29 152 5.10

�3

0; 4 20 197 4.10

�3

Figure 2.7 : Inuence de la taille du domaine �ctif (2048 ddl)

On observe que si le domaine �ctif est trop grand par rapport au domaine int�erieur (si le

rapport entre la surface du domaine �ctif sur celle du domaine int�erieur est sup�erieure �a 5),

on retrouve les r�esultats �edict�es pr�ec�edemment, �a savoir que si le disque est trop petit alors

le support de l'ondelette analysante peut intercepter �a la fois le bord du domaine int�erieur et

son centre o�u le rel�evement de la normale pr�esente une singularit�e, ce qui am�ene les erreurs

que l'on peut constater. Au del�a, les r�esultats s'am�eliorent lorsque le rayon R augmente. Le

fait que l'on ne constate pas de probl�eme pour un rayon grand provient de l'exemple que

l'on a choisi, o�u la solution exacte ne d�epend pas du choix du rayon du disque. Il n'en sera

pas de même dans le cas contraire.

4 { Etude des d�eform�ees obtenues

On montre dans ce paragraphe la d�eform�ee obtenue sur tout le domaine 
 dans le cas o�u

le rayon R du disque int�erieur sur lequel est pos�e le probl�eme initial est �egal �a 0,25. L'exemple

est trait�e avec une ondelette de Daubechies d'ordre M = 3 �a niveau d'approximation j = 5

(2048 ddl), avec une augmentation du Lagrangien �egale �a 10

6

. Dans la r�esolution par la

m�ethode d'Uzawa, le param�etre � est pris �egal �a 5:10

4

et on arrête les it�erations d�es que le

r�esidu devient inf�erieur �a 10

�4

(on rappelle que dans ce cas, l'erreur relative par rapport �a

la solution exacte est de l'ordre de 0,1%).
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Figure 2.8 : D�eform�ee obtenue dans le cas o�u R = 0; 25 (2048 ddl)

On peut observer que l'inuence de la prise en compte des conditions aux limites ne se

voit pas sur une telle �gure. Pour �etudier cela de plus pr�es, on trace sur la �gure suivante

une coupe du d�eplacement pr�ec�edent (u

1

(x; y); x 2]0; 1[ ; y = 0; 5) sur le domaine int�erieur.

On observe �egalement qu'ici, la solution exacte et la solution approch�ee sont tr�es proche,

même si au niveau des bords du domaine int�erieur, on a une l�eg�ere di��erence.

c { Exemple d'un d�eplacement normal impos�e sur le bord

Le second exemple est le cas o�u le domaine int�erieur ! sur lequel on pose le probl�eme

d'�elasticit�e initial est un disque centr�e de centre (0,5 ; 0,5), de rayon qui sera d�e�ni par la

suite, sur le bord duquel on impose au d�eplacement d'être colin�eaire �a la normale. On impose

de plus une force surfacique nulle �a l'int�erieur du domaine. En d'autres termes, on d�esire

r�esoudre le probl�eme d'�elasticit�e :

(P

!

)

8

<

:

�div(IKe(u)) = 0 dans !

u = �n sur @!

o�u n est la normale ext�erieure �a !, et � est une constante qui sera choisie �egale �a 0,1. On

suppose de plus que le corps �elastique est compos�ee d'aluminium (E = 72GPa, � = 0; 19).
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Figure 2.9 : Superposition d'une coupe et de la solution exacte (R = 0; 25)

1 { Inuence du param�etre de descente

On choisit dans cet exemple d'utiliser l'ondelette de Daubechies d'ordre M = 3 �a un

niveau d'approximation j = 5 (2048 degr�es de libert�e) pour discr�etiser le d�eplacement,

le multiplicateur de Lagrange ainsi que la mesure lin�eique. Dans ce paragraphe, on �xe

�egalement l'augmentation du Lagrangien �egale �a 10

6

et on �etudie le nombre d'it�erations

de la m�ethode d'Uzawa n�ecessaire pour obtenir un r�esidu inf�erieur �a 10

�4

, le nombre total

d'it�erations du gradient conjugu�e (troisi�eme colonne, "

GC

= 10

�3

) ainsi que l'erreur commise

(sur le bord) dans la quatri�eme colonne, en fonction du param�etre � (premi�ere colonne).

Param�etre � It�erations d'Uzawa It�erations du G.C. erreur

5:10

3

64 656 3.10

�2

10

4

44 460 2.10

�2

5:10

4

28 193 1.10

�2

Figure 2.10 : Inuence de la taille du domaine �ctif

On observe que l'augmentation du param�etre � diminue consid�erablement le nombre

d'it�erations dans la m�ethode d'Uzawa, ainsi que le nombre total d'it�erations du gradient

conjugu�e, tout en nous permettant d'obtenir une solution de meilleure qualit�e. On retrouve

bien les r�esultats nous pr�edisant que le param�etre � inue fortement sur la rapidit�e de conver-

gence de la m�ethode d'Uzawa. Remarquons cependant que pour une valeur de � sup�erieure

�a 5:10

4

, la m�ethode d'Uzawa diverge.
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2 { Inuence de la taille du domaine �ctif

Comme pour l'exemple pr�ec�edent, on �etudie l'inuence de la taille du domaine �ctif en

fonction de la taille domaine int�erieur ! sur lequel est pos�e le probl�eme. Pour cela, on choisi

un domaine �ctif de taille �xe (
 =]0; 1[�]0; 1[) et on fait varier le rayon du disque int�erieur.

On traite toujours cet exemple avec une ondelette de Daubechies d'ordre M = 3, �a un

niveau d'approximation j = 5 (2048 degr�es de libert�e). On arrête les it�erations de la m�ethode

d'Uzawa lorsque le r�esidu devient inf�erieur �a 10

�4

, et on note alors le nombre d'it�erations

qui ont �et�e n�ecessaires (deuxi�eme colonne), le nombre total d'it�erations du gradient conjugu�e

(troisi�eme colonne, "

GC

= 10

�3

), ainsi que l'erreur commise en d�eplacement sur le bord

(derni�ere colonne).

Rayon R It�erations d'Uzawa It�erations du G.C. erreur

0; 1 70 504 5.10

�2

0; 2 56 224 5.10

�4

0; 25 42 197 1.10

�3

0; 3 44 193 2.10

�2

0; 4 103 264 8.10

�2

Figure 2.11 : Inuence de la taille du domaine �ctif

On observe que dans cet exemple, la taille du domaine �ctif a une grande importance. Si

le domaine �ctif est trop grand (5 fois plus grand), �a cause de la singularit�e du rel�evement

de la normale �a l'origine, les mauvais r�esultats obtenus obligent �a choisir un niveau d'ap-

proximation plus �elev�e (donc un nombre de degr�es de libert�e plus important) si l'on veut

am�eliorer cette solution. Dans le cas o�u le domaine �ctif est petit, des probl�emes de bord

peuvent apparâ�tre, que l'on peut facilement expliquer (voir �gures 2.13).

3 { Etude des d�eform�ees obtenues

A�n d'�etudier d'o�u proviennent les erreurs que l'on peut commettre sur la d�eform�ee, et

notamment en fonction de la taille relative du domaine �ctif et du domaine sur lequel on

pose le probl�eme initial, on montre les d�eform�ees obtenues dans deux exemples.

La premi�ere d�eform�ee est celle obtenue dans le cas o�u le domaine int�erieur est un disque

de rayonR = 0:25 (qui �etait le cas o�u l'on avait obtenu un des meilleurs r�esultats). La seconde

provient du cas o�u le domaine int�erieur est un disque de rayon R = 0; 4, dont les r�esultats
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�etaient de moins bonne qualit�e (dans les deux cas, on a pris : M = 3 ; j = 5 (2048ddl) ;

r = 10

6

; � = 5:10

4

; "

GC

= 10

�3

; "

Uzawa

= 10

�4

).

Figure 2.12 : D�eform�ee obtenue dans le cas o�u R = 0; 25 (2048 ddl)

On observe qu'ici, la solution est moins r�eguli�ere sur le bord du domaine int�erieur. En

e�et, le rôle pr�epond�erant de la matrice B et du second membre U

0

dans le calcul de la

d�eform�ee, et la mauvaise qualit�e d'approximation de la mesure lin�eique sur le bord du do-

maine int�erieur perturbant ce calcul sont �a l'origine de ce r�esultat. Notons toutefois que la

solution semble de bonne qualit�e. On peut de plus observer sur ces dessins combien la taille

du domaine �ctif par rapport au domaine int�erieur joue un rôle pr�epond�erant, ne devant être

ni trop grande (comme c'est le cas dans la �gure 2.13), ni trop petite.

A�n de mesurer les perturbations qui peuvent apparâ�tre sur le bord du domaine int�erieur,

on trace une coupe (u

1

(x; y) x 2]0; 1[; y = 0; 5) du d�eplacement de la �gure 2.12 (o�u le

domaine int�erieur �etait un disque de rayon �egal �a 0,25).

On observe que les perturbations sont localis�ees autour de la fronti�ere du disque, mais

que loin de celle-ci, la solution est r�eguli�ere.
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Figure 2.13 : D�eform�ee obtenue dans le cas o�u R = 0; 4 (2048 ddl)

Figure 2.14 : Coupe dans le cas o�u R=0,25 (2048 ddl)
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2.5 Conclusion

La mise en oeuvre de cet algorithme bas�e sur l'utilisation d'un Lagrangien augment�e et

d'une base d'ondelettes est di�cile �a optimiser �a cause du nombre important de param�etres

qui entrent en jeu (taille du domaine �ctif, valeur de l'augmentation du Lagrangien, valeur

du param�etre �

k

et du test d'arrêt du gradient conjugu�e �a chaque it�eration de la m�ethode

d'Uzawa, valeur du test d'arrêt de la m�ethode d'Uzawa, ordre et niveau des di��erentes

ondelettes, ...). Ceci rend di�cile l'obtention automatique de bons r�esultats d'autant plus que

tous ces param�etres d�ependent du probl�eme que l'on a �a traiter. On peut toutefois remarquer

que l'obtention d'une erreur relative de l'ordre de 1% peut être facilement obtenue sur des

exemples simples.

Un autre obstacle �a la bonne performance de la m�ethode est l'impr�ecision que l'on commet

sur le calcul des coe�cients d'ondelettes de la mesure lin�eique, �a cause du trop grand nombre

d'approximations qui sont faites. Dans ce domaine, un important travail d'optimisation reste

�a faire.
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Conclusion

On s'�etait propos�e, dans cette partie, de r�esoudre un probl�eme d'�elasticit�e sur un ouvert

! de forme quelconque avec conditions aux limites, et ceci �a l'aide de la transform�ee en

ondelettes. Etant dans l'incapacit�e de traiter directement les conditions aux limites avec

cette technique, nous avons choisi d'utiliser la m�ethode dite des domaines �ctifs, qui consiste

�a "plonger" le domaine ! occup�e par le corps dans un domaine plus grand (�ctif) 
 et �a

imposer les conditions aux limites sur le bord du domaine int�erieur @! par une m�ethode de

Lagrangien.

Comme nous avons pu l'�etudier, cette m�ethode nous am�ene �a calculer les coe�cients

d'ondelettes de la mesure lin�eique sur le bord du domaine int�erieur @!. Malheureusement,

le calcul de ces coe�cients nous oblige �a faire d'importantes approximations, ce qui nuit

fortement �a la pr�ecision des r�esultats. Il faudra, si cela est possible, am�eliorer cette partie

du calcul si l'on veut que l'algorithme devienne plus performant.

Un autre inconv�enient de cette technique est le nombre tr�es important de param�etres

qui entrent en jeu, tant au niveau de la discr�etisation (choix des ondelettes et des niveaux

d'approximation de la mesure lin�eique, du d�eplacement et du multiplicateur), qu'au niveau de

la r�esolution du syst�eme lin�eaire (test d'arrêt de la m�ethode d'Uzawa, du gradient conjugu�e,

param�etre d'augmentation du Lagrangien, param�etre de descente dans la m�ethode d'Uzawa).

Une importante �etude reste donc �a faire dans ce domaine.

Diverses am�eliorations sur l'algorithme restent possibles pour am�eliorer ses performances.

En e�et, on peut esp�erer que si l'on prend un domaine �ctif su�samment grand par rapport

au domaine 
 sur lequel est pos�e le probl�eme initial, alors on pourra n�egliger les coe�cients

d'ondelettes qui sont dans 
�! et �eloign�es de !, ce qui nous permettra de r�eduire le nombre

de degr�es de libert�e, et de ne plus avoir �a imposer de conditions de p�eriodicit�e sur le bord

de 
.

Une autre solution pourrait être de choisir une technique radicalement di��erente du

Lagrangien pour imposer les conditions aux limites sur le bord de !. On pourrait en e�et
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tenter d'utiliser la m�ethode de viscosit�e expos�ee dans le chapitre 2, et l'adapter au probl�eme

que l'on a �a traiter ici. Malheureusement, l'op�erateur qui doit être ajout�e �a l'op�erateur

d'�elasticit�e n'a toujours pas �et�e d�etermin�e �a ce jour. Il en va de même pour les m�ethodes

dynamiques.
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Conclusion g�en�erale

Ce travail de recherche avait pour objectif l'�elaboration d'une technique performante pour

la mod�elisation num�erique de non lin�earit�es localis�ees (g�eom�etriques ou comportementales)

en m�ecanique du solide. Pour ce faire, nous avons choisi d'utiliser la transform�ee en onde-

lettes. Celle-ci �etant, de par sa structure même (translation et surtout dilatation d'une seule

fonction), particuli�erement adapt�ee �a l'�etude de ph�enom�enes o�u di��erentes �echelles entrent

en jeu.

Aucun travail, �a notre connaissance, n'existait sur ce sujet. Nous nous sommes donc tout

d'abord int�eress�es �a un probl�eme fondamental, celui de l'�elasticit�e lin�earis�ee { sachant que,

dans le cas non lin�eaire, une technique de r�esolution consiste bien souvent �a se ramener

�a une suite de probl�emes lin�eaires. C'est pourquoi nous avons g�en�eralis�e les travaux de

G. Beylkin [4] sur les op�erateurs �a inconnues scalaires, a�n de calculer la projection de

l'op�erateur de l'�elasticit�e lin�earis�ee dans une base d'ondelettes. Cet op�erateur est en e�et un

op�erateur vectoriel avec couplage des inconnues, qui n'a quasiment pas �et�e trait�e avec une

base d'ondelettes �a ce jour. Nous avons ensuite r�esolu un probl�eme permettant de valider les

algorithmes que nous avons au pr�ealable propos�es. Parmi les bases d'ondelettes �a utiliser par

la suite, nous avons choisi les ondelettes de Daubechies. Celles-ci �etant �a support compact, la

matrice issue de la projection de l'op�erateur d'�elasticit�e dans un tel type de bases a ainsi une

structure creuse, condition bien utile pour la r�esolution de probl�emes de tailles importantes.

Les premiers r�esultats ont r�ev�el�e un ph�enom�ene de Gibbs plus limit�e qu'avec l'analyse de

Fourier, mais aussi que la d�etection des zônes �a fort gradient, o�u un ra�nement local est

n�ecessaire, est plus facile �a r�ealiser qu'en utilisant la technique des �el�ements �nis.

Nous avons pu alors nous int�eresser �a deux types de probl�emes de m�ecanique bidimen-

sionnelle des solides : l'homog�en�eisation p�eriodique lin�earis�ee et l'�elasticit�e lin�earis�ee sur un

domaine de forme quelconque avec conditions aux limites.
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L'homog�en�eisation p�eriodique lin�earis�ee bidimensionnelle am�ene souvent �a l'�etude de

ph�enom�enes d'�echelles di��erentes. C'est de plus un premier pas en vue du traitement de

probl�emes non lin�eaires, avec viscoplasticit�e ou couplage thermodynamique par exemple.

Les r�esultats obtenus sur des cas simples sont comparables �a ceux que l'on peut avoir grâce

�a la technique des �el�ements �nis (au niveau du temps de calcul, des r�esultats, ...). Par contre

sur les exemples plus complexes (dans le cas de �bres de tailles tr�es di��erentes dans une

matrice notamment), les comparaisons donnent �a penser que la transform�ee en ondelettes

s'av�erera plus performante.

Un autre probl�eme de m�ecanique des solides que nous avons trait�e de mani�ere nouvelle

en utilisant les ondelettes est celui de l'�elasticit�e lin�earis�ee bidimensionnelle avec conditions

aux limites de type Dirichlet (d�eplacements impos�es). C'est un probl�eme de base qui sert,

par lin�earisations successives, au traitement des probl�emes non lin�eaires, de type contact et

frottement, plasticit�e et autres. Les conclusions �a tirer du traitement de quelques exemples

ne doivent pas cacher les quelques lacunes dont sou�re l'algorithme. La principale vient du

calcul de la mesure lin�eique sur le bord du domaine, qui contient trop d'approximations pour

être pr�ecis. Les matrices des syst�emes lin�eaires �a inverser �etant tr�es mal conditionn�ees, cette

impr�ecision peut amener de mauvais r�esultats. Mais dans le cas o�u le corps a une g�eom�etrie

simple, et o�u les singularit�es se trouvent loin du bord, la technique ici mise au point est

pleine d'int�erêt.

Bien des am�eliorations restent toutefois possibles. Dans le cas de mat�eriaux dont la struc-

ture est tr�es complexe, on pourra en e�et utiliser des techniques de traitement de l'image

(o�u la transform�ee en ondelettes est particuli�erement e�cace) a�n de d�eterminer les coef-

�cients d'�elasticit�e de ce mat�eriau. La r�esolution des probl�emes alors obtenus devra être

r�ealis�ee par des solveurs performants et adapt�es �a la structure d'une base d'ondelettes, en

pr�econditionnant la matrice d'�elasticit�e par exemple, et en utilisant pour la r�esolution du

syst�eme lin�eaire des techniques de multigrilles [72], [75]. Ces derni�eres sont particuli�erement

bien adapt�ees puisque bas�ees, comme la transform�ee en ondelettes, sur la notion de multini-

veau. Une autre voie de recherche consistera aussi �a utiliser des ondelettes (orthogonales ou

plus sûrement biorthogonales) adapt�ees au probl�eme que l'on aura �a traiter. On peut ainsi

construire, comme cela a �et�e fait dans le cas d'op�erateurs �a inconnues scalaires [21], une

base d'ondelettes dans laquelle l'op�erateur d'�elasticit�e est diagonal, du moins dans le cas o�u

les coe�cients d'�elasticit�e du mat�eriau sont constants sur toute la structure. Ceci permet-

trait, entre autre, l'utilisation d'algorithmes plus performants pour r�esoudre des probl�emes

d'homog�en�eisation [52]. La construction d'ondelettes bidimensionnelles [35], [36] nous per-
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mettrait �egalement de simpli�er les proc�edures de ra�nement par l'emploi d'un seul �ltre

au lieu d'un produit de deux.

Un important travail reste �a faire sur le solveur, avec utilisation indispensable d'un pr�e-

conditionneur si l'on veut pouvoir augmenter le Lagrangien avec de plus grandes valeurs.

De plus, la mise en oeuvre de techniques de type multigrilles sera n�ecessaire pour r�eduire le

coût de la r�esolution du syst�eme lin�eaire. En�n, et �a plus long terme, une solution �a la prise

en compte e�cace des conditions aux limites pourrait être d'utiliser une technique mixte

�el�ements �nis - ondelettes ; �el�ements �nis sur le bord pour traiter les conditions aux limites,

ondelettes �a l'int�erieur pour traiter les non lin�earit�es. Pour des probl�emes non lin�eaires, la

transform�ee en ondelettes permet d'�elaborer simplement des crit�eres de ra�nement automa-

tique peu coûteux.

On peut donc l�egitimement penser, au vu de ces premi�eres recherches, que la transform�ee

en ondelettes est capable de se poser { sur certains types de probl�emes tout au moins { en

alternative aux m�ethodes pr�eexistantes que sont la transform�ee de Fourier et les �el�ements

�nis.





191

Annexes





193

Annexe I

Produits scalaires entre les d�eriv�ees de deux ondelettes

1 { Calcul des coe�cients

Le calcul des coe�cients de la matrice d'�elasticit�e (cf. Chap. 1.2) ainsi que le calcul du

second membre (cf. Chap. 2.1 et 3.1) est bas�e (via l'algorithme pyramidal et un changement

de variable) sur la connaissance des produits scalaires entre les d�eriv�ees de deux fonctions

d'�echelle de L

2

(IR), not�es r

n

k

et d�e�nis par :

r

n

k

=

Z

IR

�(x� k) '

(n)

(x) dx (A1:1)

o�u la fonction � (resp. ') est la fonction d'�echelle de Daubechies de L

2

(IR) d'ordre M

(resp. M).

Le calcul de ces coe�cients est bas�e sur la proposition suivante :

Proposition 16 Les coe�cients

n

r

n

k

; k = �2M + 2; 2M � 2

o

sont les vecteurs propres

associ�es �a la valeur propre 2

�n

de la matrice A de taille (4M � 3)� (4M � 3) d�e�nie par :

A

i`

=

2M�1

X

k=0

H(k) h(2i+ k � `) � (2i+ k � `)

[0;2M�1]

(A1:2)

et la condition de normalisation :

2M�1

X

k=0

k

n

r

n

k

= (�1)

n

n! (A1:3)

o�u la suite fH(i)g

i=0;:::;2M�1

(resp. fh(i)g

i=0;:::;2M�1

) est le �ltre associ�e �a la fonction d'�echelle

� (resp. '). (� (n)

[0;p]

= 1 si n est dans l'intervalle [0; p] et 0 sinon).
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La d�emonstration de cette proposition est bas�ee sur les travaux de Beylkin [4], adapt�ee

au cas o�u les deux ondelettes sont di��erentes.

Preuve :

Les ondelettes � et ' v�eri�ent les relations :

�(x) =

p

2

2M�1

X

k

1

=0

H(k

1

) �(2x� k

1

) (A1:4)

'(x) =

p

2

2M�1

X

k

2

=0

h(k

2

) '(2x� k

2

) (A1:5)

donc

r

n

i

=

Z

IR

�(x� i) '

(n)

(x) dx

= 2

n+1

2M�1

X

k

1

=0

2M�1

X

k

2

=0

H(k

1

) h(k

2

)

Z

IR

�(2x� 2i� k

1

) '

(n)

(2x� k

2

) dx

= 2

n+1

2M�1

X

k

1

=0

2M�1

X

k

2

=0

H(k

1

) h(k

2

)

Z

IR

�(2x� 2i� k

1

+ k

2

) '

(n)

(2x) dx

On fait les changements de variable :

X = 2x; ` = 2i+ k

1

� k

2

; k = k

1

et on obtient alors :

r

n

i

= 2

n

2M�1

X

k=0

2i+k+2M�1

X

`=2i+k

H(k) h(2i + k � `) r

n

`

sachant que le support de la fonction d'�echelle d'ordre M est inclus dans l'intervalle

[0; 2M � 1], les coe�cients r

n

`

sont nuls si ` n'est pas dans l'intervalle [�2M + 2; 2M � 2],

donc :
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r

n

i

= 2

n

2M�2

X

`=�2M+2

2M�1

X

k=0

H(k) h(2i+ k � `) � (2i+ k � `)

[0;2M�1]

r

n

`

= 2

n

2M�2

X

`=�2M+2

A

i`

r

n

`

o�u A

i`

est d�e�ni par l'�egalit�e (A1:2).

2 { Tableaux des coe�cients r

n

i

La premi�ere s�erie de tableaux donne les coe�cients r

n

i

o�u la premi�ere ondelette est la

fonction d'�echelle de Haar et o�u la seconde ondelette est la fonction d'�echelle de Daubechies

d'ordre M avecM = 3; 4; 5, et n = 0 ou 1 (n�ecessaire pour le calcul du second membre pour

l'homog�en�eisation p�eriodique).

La seconde s�erie de tableaux donne les coe�cients r

n

i

dans le cas o�u les ondelettes sont

les ondelettes de Daubechies d'ordre M (M = 2; :::; 5) et n = 1 ou 2 (le cas n = 0 n'est pas

int�eressant puisque r

n

0

= �

0;n

).

a { Produits entre l'ondelette de Haar et une ondelette de Dau-

bechies

1. Ondelette d'ordre 3

r

n

`

n = 0 n = 1

` = 0 0.60074157D+00 0.12863351D+01

` = 1 0.49596988D+00 -0.16721720D+01

` = 2 -0.11122472D+00 0.48110451D+00

` = 3 0.14172363D-01 -0.91033200D-01

` = 4 0.34091099D-03 -0.42343456D-02
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2. Ondelette d'ordre 4

r

n

`

n = 0 n = 1

` = 0 0.37993441D+00 0.10071700D+01

` = 1 0.77344743D+00 -0.10410069D+01

` = 2 -0.19895392D+00 0.73447417D-01

` = 3 0.51937611D-01 -0.51374821D-01

` = 4 -0.58645916D-02 0.10566401D-01

` = 5 -0.50478006D-03 0.12167870D-02

` = 6 0.38431279D-05 -0.18829413D-04

3. Ondelette d'ordre 5

r

n

`

n = 0 n = 1

` = 0 0.22061401D+00 0.69613606D+00

` = 1 0.89605964D+00 -0.24707845D+00

` = 2 -0.16040442D+00 -0.63131161D+00

` = 3 0.58307915D-01 0.21948583D+00

` = 4 -0.16379208D-01 -0.35714248D-01

` = 5 0.15641904D-02 -0.32443714D-02

` = 6 0.23574537D-03 0.17643657D-02

` = 7 0.21203882D-05 -0.37395343D-04

` = 8 0.48969559D-08 -0.17407613D-06

b { Produits entre deux mêmes fonctions d'�echelle de Daubechies

1. Ondelette d'ordre 2

r

n

`

n = 1

` = 0 0

` = 1 �

2

3

` = 2

1

12
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2. Ondelette d'ordre 3

r

n

`

n = 1 n = 2

` = 0 0 �

295

56

` = 1 �

272

365

356

105

` = 2

53

365

�

92

105

` = 3 �

16

1095

4

35

` = 4 �

1

2920

3

560

3. Ondelette d'ordre 4

r

n

`

n = 1 n = 2

` = 0 0 �

342:643

82:248

` = 1 �

39:296

49:553

2:852:128

1:079:505

` = 2

76:113

396:424

�

12:053:651

17:272:080

` = 3 �

1:664

49:553

162:976

1:079:505

` = 4

2:645

1:189:272

�

60:871

5:757:360

` = 5

128

743:295

�

352

215:901

` = 6 �

1

1:189:272

55

3:454:416

4. Ondelette d'ordre 5

r

n

`

n = 1 n = 2

` = 0 0 �

2:370:618:501:415

618:154:371:936

` = 1 �

957:310:976

1:159:104:017

1:632:655:076:608

676:106:344:305

` = 2

265:226:398

1:159:104:017

�

439:132:551:286

676:106:344:305

` = 3 �

735:232

13:780:629

367:031:529:728

2:028:319:032:915

` = 4

17:297:069

2:318:208:034

�

80:883:901:277

2:704:425:377:220

` = 5 �

1:386:496

5:795:520:085

107:449:600

135:221:268:861

` = 6 �

563:818

10:431:936:153

148:937:594

405:663:806:583

` = 7 �

2:048

8:113:728:119

32:000

19:317:324:123

` = 8 �

5

18:545:664:272

4:375

1:236:308:743:872
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Annexe II

Produits scalaires entre les d�eriv�ees de trois ondelettes

1 { Calcul des coe�cients

Le calcul des coe�cients de la matrice d'�elasticit�e (cf. Chap. 1.2) n�ecessite la connaissance

des int�egrales entre les produits des d�eriv�ees de trois ondelettes, not�es �

�

`

1

;`

2

, et d�e�nis par :

�

�

`

1

;`

2

=

Z

IR

�(x)'

(n

1

)

(x� `

1

) '

(n

2

)

(x� `

2

) dx (A2:1)

o�u la fonction � (resp. ') est la fonction d'�echelle de Daubechies de L

2

(IR) d'ordre M

(resp. M), et � = (n

1

; n

2

).

Comme pour le cas du produit de deux ondelettes, le calcul de ces coe�cients consiste �a

rechercher un vecteur propre d'une matrice de petite dimension. Plus pr�ecisemment, on a la

proposition :

Proposition 17 Soit les coe�cients d�e�nis par (A2:1) o�u � (resp: ') est une ondelette de

Daubechies d'ordre M (resp: M) sur L

2

(IR)), ces coe�cients v�eri�ent l'�egalit�e :

�

�

`

1

;`

2

= 2

n

1

+n

2

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

B

`

1

;`

2

;i

1

;i

2

�

�

i

1

;i

2

(A2:2)

o�u B est le tenseur d'ordre 4 d�e�ni par :

B

`

1

;`

2

;i

1

;i

2

=

p

8

2M�1

X

k=0

H(k) h(i

1

� 2`

1

+ k) h(i

2

� 2`

2

+ k) � (i

1

� 2`

1

+ k)

[0;2M�1]

� (i

2

� 2`

2

+ k)

[0;2M�1]

(A2:3)

et l'�equation de normalisation :

2M�1

X

k=0

k

`

r

`

k

= (�1)

`

`! (A2:4)
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o�u la suite fH(i)g

i=0;:::;2M�1

(resp. fh(i)g

i=0;:::;2M�1

) est le �ltre associ�e �a la fonction d'�echelle

� (resp. ').

Preuve :

Sachant que � et ' v�eri�ent les relations :

�(x) =

p

2

2M�1

X

k=0

H(k) �(2x � k) ; '(x) =

p

2

2M�1

X

k=0

h(k) '(2x� k) ; (A2:5)

on a l'�egalit�e suivante :

�

�

`

1

;`

2

= 2

n

1

+n

2

p

8

2M�1

X

k=0

2M�1

X

k

1

;k

2

=0

H(k) h(k

1

) h(k

2

) �

�

2`

1

+k

1

�k;2`

2

+k

2

�k

: (A2:6)

On fait les changements de variable :

i

1

= 2`

1

+ k

1

� k ; i

2

= 2`

2

+ k

2

� k ;

et on a alors :

�

�

`

1

;`

2

= 2

n

1

+n

2

p

8

2M�1

X

k=0

2`

1

�k+2M�1

X

i

1

=2`

1

�k

2`

2

�k+2M�1

X

i

2

=2`

2

�k

H(k) h(i

1

� 2`

1

+ k) h(i

2

� 2`

2

+ k) �

�

i

1

;i

2

:

Or �

�

`

1

;`

2

= 0 pour `

1

; `

2

=2 [2� 2M; 2M � 2]

donc :

�

�

`

1

;`

2

= 2

n

1

+n

2

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

B

`

1

;`

2

;i

1

;i

2

�

�

i

1

;i

2

o�u B est d�e�nie par l'�egalit�e (A2:3).

La recherche de ces coe�cients �

�

`

1

;`

2

consiste donc en la recherche d'une matrice propre

du tenseur d'ordre 4 not�e B associ�ee �a la valeur propre 2

n

1

+n

2

. Par un proc�ed�e de rangement,

on peut se ramener �a la recherche de vecteurs propres. A chaque valeur propre, le vecteur

propre n'est pas unique (il su�t que la somme des d�eriv�ees soit �egale �a n

1

+ n

2

), il faudra

alors utiliser plusieurs fois l'�equation de normalisation pour obtenir le vecteur souhait�e.
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a { Calcul des coe�cients �

(0;0)

`

1

;`

2

Pour obtenir les coe�cients �

(0;0)

`

1

;`

2

, il est n�ecessaire de calculer un vecteur propre de la ma-

trice B associ�e �a la valeur propre 1. On doit de plus introduire une condition suppl�ementaire

pour obtenir l'unique vecteur qui nous int�eresse.

Les fonctions � et ' v�eri�ent les �egalit�es :

X

k2ZZ

�(x� k) = 1 8x 2 IR ; (A2:7)

Z

IR

'(x) '(x� k) dx = �

0;k

8k 2 ZZ ; (A2:8)

donc la condition de normalisation s'�ecrit :

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

�

(0;0)

`

1

;`

2

= 1 : (A2:9)

b { Calcul des coe�cients �

(0;1)

`

1

;`

2

Les coe�cients �

(0;1)

`

1

;`

2

correspondent �a un vecteur propre de la matrice B associ�e �a la valeur

propre

1

2

. Ecrivons une condition de normalisation :

Soit 

`

1

;`

2

=

Z

IR

�

(1)

(x) '(x � `

1

) '(x � `

2

) dx, alors �

(0;1)

`

1

;`

2

et 

`

1

;`

2

sont deux vecteurs

propres non colin�eaires de la matrice B , ces deux vecteurs v�eri�ent les �egalit�es :

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

2

�

(0;1)

�`

1

;`

2

�`

1

= 1 ;

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

2



�`

1

;`

2

�`

1

= 0 ;

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

1

�

(0;1)

`

1

;`

2

= 0 ;

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

1



`

1

;`

2

= 1 ;

Donc, pour calculer �

(0;1)

`

1

;`

2

et sachant que sous-espace propre de la matrice B associ�e �a la

valeur propre

1

2

est de dimension 2, la technique consiste �a obtenir deux vecteurs propres A

et B de B lin�eairement ind�ependant, et de d�eterminer ensuite � et � tels que :
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�

�

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

2

A

�`

1

;`

2

�`

1

�

+ �

�

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

2

B

�`

1

;`

2

�`

1

�

= 1 ;

�

�

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

1

A

`

1

;`

2

�

+ �

�

2M�2

X

`

1

;`

2

=2�2M

`

1

B

`

1

;`

2

�

= 0 ,

et ensuite :

�

(0;1)

`

1

;`

2

= � A

`

1

;`

2

+ � B

`

1

;`

2

: (A2:10)

c { Calcul des coe�cients �

(1;1)

`

1

;`

2

Les coe�cients �

(1;1)

`

1

;`

2

correspondent �a un vecteur propre de la matrice B associ�e �a la valeur

propre

1

4

. Les vecteurs propres :

A

`

1

;`

2

=

Z

IR

�(x� `

1

) '

(1)

(x� `

2

) '

(1)

(x) dx ;

B

`

1

;`

2

=

Z

IR

�(x� `

1

) '(x� `

2

) '

(2)

(x) dx ;

sont deux autres vecteurs propres lin�eairement ind�ependant de B associ�es �a la valeur

propre

1

4

. Le sous espace-propre de B associ�es �a la valeur propre

1

4

�etant de dimension 3,

on peut, comme dans le paragraphe pr�ec�edent, calculer trois vecteurs propres lin�eairement

ind�ependant et d�eterminer �

(1;1)

`

1

;`

2

�a l'aide de trois conditions de normalisation.

2 { Tableaux des coe�cients �

�

`

1

;`

2

On donne, dans les trois tableaux suivants, les coe�cients �

�

`

1

;`

2

(� = (0; 0); (0; 1); (1; 1))

dans le cas o�u l'ondelette � est la fonction d'�echelle de Haar, et o�u la seconde est la fonction

d'�echelle de Daubechies d'ordre M = 3 et 4.
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a { Ondelette d'ordre 3

`

1

`

2

�

(0;0)

`

1

;`

2

�

(0;1)

`

1

;`

2

�

(1;1)

`

1

;`

2

-4 -4 0.14779113D-05 -0.89648432D-05 0.19835924D-03

-4 -3 0.32493517D-04 -0.80147782D-04 0.15307948D-02

-4 -2 -0.13438872D-03 0.18874485D-03 -0.47794645D-02

-4 -1 0.44132828D-03 -0.44209798D-03 0.84074534D-02

-4 0 0.00000000D+00 0.34246575D-03 -0.53571429D-02

-3 -4 0.32493517D-04 -0.32324793D-03 0.15307948D-02

-3 -3 0.13384609D-02 -0.45289878D-02 0.46023610D-01

-3 -2 -0.56847878D-02 0.10909327D-01 -0.12829957D+00

-3 -1 0.18927524D-01 -0.21111061D-01 0.20343833D+00

-3 0 -0.44132828D-03 0.15053970D-01 -0.12269317D+00

-2 -4 -0.13438872D-03 0.14450222D-02 -0.47794645D-02

-2 -3 -0.56847878D-02 0.26251809D-01 -0.12829957D+00

-2 -2 0.31063533D-01 -0.69897128D-01 0.46736464D+00

-2 -1 -0.11767594D+00 0.16648346D+00 -0.10118172D+01

-2 0 -0.18793136D-01 -0.12428316D+00 0.67753161D+00

-1 -4 0.44132828D-03 -0.50046893D-02 0.84074534D-02

-1 -3 0.18927524D-01 -0.10306869D+00 0.20343833D+00

-1 -2 -0.11767594D+00 0.29307441D+00 -0.10118172D+01

-1 -1 0.47094873D+00 -0.75289388D+00 0.30518616D+01

-1 0 0.12332824D+00 0.56789284D+00 -0.22518902D+01

0 -4 0.00000000D+00 -0.34246575D-03 -0.53571429D-02

0 -3 -0.44132828D-03 -0.96071829D-02 -0.12269317D+00

0 -2 -0.18793136D-01 0.24682915D+00 0.67753161D+00

0 -1 0.12332824D+00 -0.10642085D+01 -0.22518902D+01

0 0 0.49664780D+00 0.82732896D+00 0.17024089D+00
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b { Ondelette d'ordre 4

`

1

`

2

�

(0;0)

`

1

;`

2

�

(0;1)

`

1

;`

2

�

(1;1)

`

1

;`

2

-6 -6 0.16790899D-09 -0.17727340D-09 0.66945513D-07

-6 -5 -0.10366669D-07 -0.66789737D-07 -0.10578900D-05

-6 -4 -0.60875409D-07 -0.27745217D-06 -0.22295504D-05

-6 -3 0.29349897D-06 0.24272533D-05 0.15131902D-04

-6 -2 -0.47542067D-06 -0.67563820D-05 -0.16770556D-04

-6 -1 0.40961224D-05 0.38326974D-05 0.20780799D-04

-6 0 0.00000000D+00 0.84085054D-06 -0.15921649D-04

-5 -6 -0.10366667D-07 0.89346575D-07 -0.10578900D-05

-5 -5 0.14289982D-05 -0.71737393D-06 0.14174959D-03

-5 -4 0.10582822D-04 0.29664059D-04 0.85023662D-04

-5 -3 -0.53499879D-04 -0.19811191D-03 -0.15791451D-02

-5 -2 0.10167038D-03 0.63839558D-03 0.27343194D-02

-5 -1 -0.56085589D-03 -0.29328081D-03 -0.29904858D-02

-5 0 -0.40961224D-05 -0.17603889D-03 0.16095961D-02

-4 -6 -0.60874138D-07 0.49896814D-06 -0.22295504D-05

-4 -5 0.10582823D-04 -0.43779819D-04 0.85023662D-04

-4 -4 0.18207829D-03 -0.68482511D-04 0.56391260D-02

-4 -3 -0.85916963D-03 -0.62878906D-03 -0.21092361D-01

-4 -2 0.17750513D-02 0.55762292D-02 0.27951981D-01

-4 -1 -0.75344048D-02 -0.29116643D-02 -0.26161524D-01

-4 0 0.56133131D-03 -0.19240125D-02 0.13579984D-01

-3 -6 0.29349899D-06 -0.31730951D-05 0.15131902D-04

-3 -5 -0.53499879D-04 0.24534205D-03 -0.15791451D-02

-3 -4 -0.85916963D-03 0.11088739D-02 -0.21092361D-01

-3 -3 0.49761867D-02 -0.71529432D-03 0.11104916D+00

-3 -2 -0.13663784D-01 -0.18948098D-01 -0.22876632D+00

-3 -1 0.54105143D-01 -0.17538699D-01 0.26793436D+00

-3 0 0.74324409D-02 0.35851049D-01 -0.12756083D+00
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`

1

`

2

�

(0;0)

`

1

;`

2

�

(0;1)

`

1

;`

2

�

(1;1)

`

1

;`

2

-2 -6 -0.47542067D-06 0.73935120D-05 -0.16770556D-04

-2 -5 0.10167038D-03 -0.67818498D-03 0.27343194D-02

-2 -4 0.17750513D-02 -0.60217510D-02 0.27951981D-01

-2 -3 -0.13663784D-01 0.19822404D-01 -0.22876632D+00

-2 -2 0.48370652D-01 0.21202465D-03 0.69293999D+00

-2 -1 -0.17971040D+00 0.16649623D+00 -0.89840734D+00

-2 0 -0.55826633D-01 -0.17983811D+00 0.40356414D+00

-1 -6 0.40961224D-05 -0.22797117D-04 0.20780799D-04

-1 -5 -0.56085589D-03 0.14991906D-02 -0.29904858D-02

-1 -4 -0.75344048D-02 0.14800908D-01 -0.26161524D-01

-1 -3 0.54105143D-01 -0.21957700D-01 0.26793436D+00

-1 -2 -0.17971040D+00 -0.13375696D+00 -0.89840734D+00

-1 -1 0.71292107D+00 -0.50662321D+00 0.21534924D+01

-1 0 0.19422278D+00 0.64606057D+00 -0.14938882D+01

0 -6 0.00000000D+00 -0.84085054D-06 -0.15921649D-04

0 -5 -0.40961224D-05 0.19500331D-03 0.16095961D-02

0 -4 0.56133131D-03 0.71746555D-03 0.13579984D-01

0 -3 0.74324409D-02 -0.47699757D-01 -0.12756083D+00

0 -2 -0.55826633D-01 0.21973258D+00 0.40356414D+00

0 -1 0.19422278D+00 -0.68014013D+00 -0.14938882D+01

0 0 0.23354859D+00 0.50719568D+00 0.12027112D+01
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R�esum�e

En m�ecanique du solide, la r�esolution de probl�emes complexes de taille croissante exige

la conception d'algorithmes performants, robustes et pr�ecis. Ce m�emoire vise �a proposer

une m�ethode pour la mod�elisation num�erique de non lin�earit�es localis�ees (g�eom�etriques et

comportementales). La technique choisie a �et�e la transform�ee en ondelettes, celle-ci �etant, de

par sa structure même, adapt�ee �a l'�etude de ph�enom�enes o�u di��erentes �echelles entrent en

jeu. Puisque, �a notre connaissance, aucun travail n'existait sur le sujet, une g�en�eralisation des

travaux de G. Beylkin (sur les op�erateurs �a inconnues scalaires) pour construire l'op�erateur

d'�elasticit�e (qui est �a inconnues vectorielles avec couplages) a tout d'abord �et�e n�ecessaire.

Ceci nous a ensuite permis de traiter deux probl�emes fondamentaux de la m�ecanique des

solides : l'homog�en�eisation p�eriodique et l'�elasticit�e lin�earis�ee avec conditions aux limites sur

un ouvert de forme quelconque.

Dans le cas de l'homog�en�eisation p�eriodique, une m�ethode de viscosit�e a �et�e mise en

oeuvre pour imposer une condition assurant l'unicit�e de la solution. Les r�esultats obtenus

par la m�ethode sont alors compar�es avec ceux d'un code d'�el�ements �nis.

Pour le cas de l'�elasticit�e lin�earis�ee, les conditions aux limites sur le bord d'un domaine

quelconque ne pouvant pas être trait�ees directement avec la transform�ee en ondelettes, nous

avons choisi d'utiliser des techniques de domaine �ctif et de Lagrangien augment�e. L�a encore,

une �etude num�erique a �et�e men�ee �a bien a�n d'�evaluer les performances de la m�ethode.

Mots clefs :

Elasticit�e, Homog�en�eisation p�eriodique,

Ondelettes, M�ethode de Galerkin,

M�ethode de viscosit�e, Lagrangien augment�e, Domaine �ctif.


