
Autour de l'équation et de la hiérar
hie deVlasovClément Gallo, en
adré par François Golse1 L'équation de VlasovConsidérons un système de N parti
ules identiques en intera
tion. L'état d'uneparti
ule à tout instant sera donné par un ve
teur dans l'espa
e des phases
R

3
x×R

3
v. Si les états initiaux desN parti
ules sont respe
tivement a1, ...aN ∈ R

6,la répartition initiale des parti
ules étant don
 donnée par µαN :=
N∑

n=1
δan

(da) où
αN := (a1, ...aN) ∈ R

6N , on note, pour 1 6 n 6 N , zn(t, αN ) = z(t, an, µ
αN ) =

(xn(t, αN ), ẋn(t, αN )) l'état de la n-ième parti
ule à l'instant t. La for
e d'intera
tionentre les parti
ules n et m sera donnée par F (xn − xm) = −∇φ(xn − xm) =
∇φ(xm − xn) qui dérive d'un potentiel et véri�e la loi de l'a
tion et de la réa
-tion. Le système qui en résulte, dit �système de Newton à N parti
ules� estdon
, pour des parti
ules de masse 1:

ẍn(t, αN ) =

N∑

m=1

F (xn(t, αN ) − xm(t, αN )) (1)
(xn(0, αN), ẋn(0, αN )) = an = (xn(0, αN ), vn(0, αN )) (2)que l'on peut réé
rire sous la forme:

ẍ(t, an, µ
αN ) =

∫

R6

−∇φ(x(t, an, µ
αN ) − x(t, b, µαN ))µαN (db) (3)

(x(0, an, µ
αN ), ẋ(0, an, µ

αN )) = an (4)On note M+ l'ensemble des mesures de Radon positives, de masse totale�nie, et M1
+ l'ensemble de 
elles de masse totale égale à 1.En 1977, les auteurs de [BH℄ étudiaient un �système de Newton� d'une formeun peu plus générale que (3)-(4):

ẍ(t, a, µ) =

∫

R6

−∇φ(x(t, a, µ) − x(t, b, µ))µ(db) (5)
z(0, a, µ) = (x(0, a, µ), ẋ(0, a, µ)) = a (6)pour lequel ils donnaient un théorème d'existen
e et d'uni
ité:Théorème 1.1 Si φ ∈ C2

b , pour tout µ ∈ M+, (5)-(6) admet une uniquesolution z(t, a, µ) ∈ C1(R, C1(R6)). Pour tout t ∈ R, l'appli
ation z(t, µ) :1



a −→ z(t, a, µ) est un C1-di�éomorphisme de R
6 sur R

6, z(t, a, µ) est unifor-mément 
ontinue en µ, pour a ∈ R
6 et t dans un borné, detDz(t, a, µ) = 1, et

Tt : (a, µ) → (z(t, a, µ), µ ◦ z(t, µ)−1) est un groupe à un paramètre.preuve Soit T > 0, soit BT := C0
b ([−T, T ] × R

6,R3). C'est un espa
e deBana
h, s'il est muni de la norme ||g||T := sup
|t|6T, a∈R6

||g(t, a)||.Soit U(µ) : BT −→ BT dé�nie par:
U(µ, g)(t, a) =

∫ t

0

ds

∫ s

0

dr

∫

R6

µ(da′)F (g(r, a) + x+ rv − (g(r, a′) + x′ + rv′))L'appli
ation g(t, a, µ) −→ x(t, a, µ) = x+ tv+ g(t, a, µ) induit une bije
tionde l'ensemble des points �xes de U(µ) sur l'ensemble des solutions de (5)-(6):si g est un point �xe de U(µ),
d2

dt2
g(t, a, µ) =

d2

dt2
x(t, a, µ) =

∫

R6

µ(da′)F (x(t, a, µ) − x(t, a′, µ))et x(0, a, µ) = x, ẋ(0, a, µ) = v. Ré
iproquement, si x véri�e (5)-(6), il est 
lairpar intégration que g est un point �xe de U(µ). On a:
||U(µ, g)||T = sup

|t|6T, a∈R6

||U(µ, g)(t, a)|| 6 T 2sup||∇φ|| |µ| = c1T
2|µ| si φ ∈ C2

b

||U(µ, g1) − U(µ, g2)||T 6 c2T
2||g1 − g2||T |µ| 
ar φ ∈ C2

boù c2 ne dépend que de la borne supérieure des dérivées se
ondes de µ. Pour
T su�samment petit , U(µ) est don
 une 
ontra
tion stri
te sur BT ; (5)-(6) aune unique solution z(t, a, µ) qui est C1 en t et en a. Le système (5)-(6) étantautonome et T pouvant être 
hoisi égal à T = 1√

2c2|µ|
, la solution est globaleen t. De plus, z(t, a, µ) est de dérivées uniformément bornées par rapport à a(il su�t pour le voir d'é
rire que U(µ, g)(t, a) = g(t, a, µ)).Soit H(t, x, y) := 1

2 ||y||2 +
∫

R6 µ(da′)φ(x−x(t, a′, µ)). Si on é
rit z(t, a, µ) =
(x(t, a, µ), y(t, a, µ)), (5)-(6) peut se réé
rire 
omme un système hamiltonien:

{
ẋ = y = ∂H

∂y

ẏ = ẍ = −∂H
∂xOn en déduit que detDz(t, µ) = 1, ∀t. En e�et, le système étant autonome, ilsu�t, pour montrer que ∀t0, d

dt
detD(x0,y0)z(t, µ)

∣
∣
t=t0

= 0, de le montrer pour
t0 = 0. Or (x, y)(t) = (x0, y0) +

(
∂H
∂y
,−∂H

∂x

)

(0, x0, y0)t+O(t2). Don

D(x0,y0)z(t, µ) = Id+

(
∂2H
∂x∂y

−∂2H
∂x2

∂2H
∂y2 − ∂2H

∂y∂x

)

t+O(t2),

detD(x0,y0)z(t, µ) = 1 + Tr

(
∂2H
∂x∂y

−∂2H
∂x2

∂2H
∂y2 − ∂2H

∂y∂x

)

t+O(t2)
ar dIddet(M) = Tr(M), don
 d
dt
detD(x0,y0)z(t, µ)

∣
∣
t=0

= 0 (on vient en fait dedémontrer le théorème de Liouville pour les systèmes hamiltonniens). Don
, si2



l'on pose µ(t) := µ◦ z(t, µ)−1, µ(t) ∈ M+ et on a Tt+s = Tt ◦Ts 
ar, par uni
itéde la solution, z(t+ s, a, µ) = z(t, z(s, a, µ), µ(s)). �Si µ est la répartition des parti
ules à l'instant 0 (
ette répartition pouvantpar exemple être �exa
te�, 
'est à dire du type µαN , ou du type densité de prob-abilité), µ(t) := µ ◦ z(t, µ)−1 peut être vue 
omme la répartition des parti
ulesà l'instant t. On va maintenant s'intéresser à l'EDP véri�ée par µ(t).Reprenons d'abord notre exemple du système à N parti
ules. On sera parla suite intéressé par la répartition des parti
ules à la limite N → ∞, il est don
plus 
ommode de rempla
er µαN par µαN

N := 1
N
µαN ∈ M1

+, 
e qui revient àrempla
er φ par φ
N

dans (1) (
e s
aling du potentiel est dit �s
aling du 
ouplagefaible�). Soit don
 ωN(t, αN ) := (x1(t, αN ), v1(t, αN )...xN (t, αN ), vN (t, αN )) lasolution de (1)-(2) ave
 φ rempla
é par φ
N
. C'est la 
ara
téristique issue de

ωN (0, αN) = αN de l'équation de Liouville:
∂PN

∂t
+

N∑

j=1

vj .∇xj
PN − 1

N

∑

16j,k6N

∇φ(xj − xk).∇vj
PN = 0 (7)ave
 donnée initiale PN (0) =

N∏

i=1

δan
.De même, si la répartition initiale est donnée par µf (da) := f(a)da où

f ∈ C1(R6), si on note µf (t)(da) = µ ◦ z(t, µf )−1(da) = f(t, a)da, z(t, a, µf ) estla 
ara
téristique issue de a = (x, v) de l'équation de Vlasov:
∂f

∂t
(t, x, v) + v.∇xf(t, x, v) −∇vf(t, x, v)

∫

R6

∇φ(x− x′)f(t, x′, v′)dx′dv′ = 0 (8)ave
 donnée initiale:f(0, x, v) = f(x, v).Dans [BH℄, on a le résultat plus pré
is:Théorème 1.2 Si φ ∈ C2
b et si µ ∈ M1

+ , alors µ(t) := µ◦z(t, µ)−1 est solutionfaible de l'équation de Vlasov ave
 donnée initiale µ(0) = µ, au sens où pourtout ψ ∈ C∞
0 (R+ × R

6),
< µ,ψ(0) > +

∫

R+

< µ(t), (∂tψ + v.∇xψ −∇x(φ ∗ ρµ(t)).∇vψ)(t) > dt = 0 (9)où ρf (t, x) :=

∫

R3

f(t, x, v)dv (10)De plus, si µ = µf où 0 6 f ∈ C1(R6), ∫
R6 f(a)da = 1, f(t, a) := f ◦

z(t, µ)−1(a) est solution 
lassique (ie f ∈ C1(R+, C
1(R6))) de l'équation deVlasov (8) ave
 pour donnée initiale f(0, a) = f(a).preuve

∫

R+

< µ(t), (∂tψ + v.∇xψ −∇x(φ ∗ ρµ(t)).∇vψ)(t) > dt

=

∫

R+

< µ,
d

dt
ψ(z(t, a, µ)) > dt

= − < µ,ψ(0) > 3



d'où la première partie de l'énon
é.Si µ = µf , on véri�e fa
ilement que f est une solution 
lassique de l'équationde Vlasov (8) en dérivant l'égalité f(t, z(t, a, µf)) = f(a), et en faisant le 
hange-ment de variable a = z(t, µ)−1(z). �On a ainsi montré que l'unique solution de (5)-(6) nous donnait une solutionde (8). Intéressons nous maintenant à l'uni
ité de 
ette solution.Théorème 1.3 Si φ ∈ C2
b , si f ∈ C(R+,M+) ∩ L∞(R+,M+) est solutionfaible de l'équation de Vlasov (9), alors

∀t ∈ R+, ||f(t)||M+ = ||f(0)||M+(où on note, pour f ∈ M+, ||f ||M+ =< f, 1 >= ||f ||C0(R6)′).En parti
ulier, si f(0) ∈ M1
+ alors f(t) ∈ M1

+ pour tout t.preuve La preuve 
onsiste simplement en une justi�
ation du 
al
ul formel:
d

dt

∫ ∫

R6

f(t, x, v)dxdv

=

∫ ∫

R6

(

−v.∂f
∂x

(t, x, v) +
∂f

∂v
(t, x, v).(∇xφ ∗ ρf (t))(x)

)

dxdv = 0Soit ψ : R → R une fon
tion C∞ 
roissante telle que
{
ψ ≡ 0 sur ] −∞, 0[
ψ ≡ 1 sur ]1,+∞[Soit t0 ∈ R+. Pour n > 1, on pose:

ψn(t, x, v) := ψ((t0 − t)n+ 1)ψ(n− |v| + 1)ψ(
1

n
(n− |x|) + 1)Clairement, ψn ∈ C∞

0 (R+ × R
6), et

< f(0), ψn(0) >→< f(0), 1 >,

< f(t), v.∇xψn(t) > = < f(t), v.∇xψn(t)1[0,n]∪[2n,∞[(|x|)
︸ ︷︷ ︸

0

>

+ < f(t), v.∇xψn(t)1[n,2n](|x|)
︸ ︷︷ ︸

|.|6C

>→ 0pour tout t ∈ R+, 
ar f(t) est de mesure �nie. Don
, par théorème de 
onver-gen
e dominée (< f(t), v.∇xψn(t)1[n,2n](|x|) >6 ||f ||L∞(R+,M+)C1[0,t0+1](t)):
∫

R+

< f(t), v.∇xψn(t) > dt =

∫ t0+1

0

< f(t), v.∇xψn(t) > dt→ 0

<f(t),∇xφ ∗ ρf(t).∇vψn(t)> =<f(t),∇xφ ∗ ρf(t).∇vψn(t)1[0,n]∪[n+1,∞[(|v|)
︸ ︷︷ ︸

0

>

+ <f(t),∇xφ ∗ ρf(t).∇vψn(t)1[n,n+1](|v|)
︸ ︷︷ ︸

|.|6C||∇xφ||L∞<f(t),1>

>→ 04




ar f(t) est de mesure �nie, pour tour t ∈ R+. Et don
, 
omme f ∈L∞(R+,M+),on a de même:
∫

R+

<f(t),∇xφ∗ρf(t).∇vψn(t)> dt =

∫ t0+1

0

<f(t),∇xφ∗ρf(t).∇vψn(t)> dt → 0En�n, en posant χn(x, v) := ψ(n− |v| + 1)ψ( 1
n
(n− |x|) + 1)

∣
∣
∣
∣
∣

∫

R+

< f(t), ∂tψn(t) > dt− < f(t0), 1 >

∣
∣
∣
∣
∣

6

∣
∣
∣
∣
∣

∫ t0+
1
n

t0

<f(t) − f(t0), ∂tψn(t)> dt

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
∣
<f(t0),

(
∫

R+

∂tψn(t)dt− 1

)

>

∣
∣
∣
∣
∣

6
1

n
n||ψ′||L∞ sup

s∈[t0,t0+
1
n

]

||f(s) − f(t0)||M++<f(t0), 1[n+1,∞[(|v|)1[2n,∞[(|x|)>

−→
n→∞

0
ar f ∈ C(R+,M+) ∩ L∞(R+,M+). Don

∫

R+

< f(t), ∂tψn(t) > dt→< f(t0),

∫

R+

∂tψn(t)dt =< f(t0), 1 >Au total, en passant à la limite dans l'expression du fait que f est solution faiblede Vlasov appliquée à ψn, on obtient bien que < f(t0), 1 >=< f(0), 1 >. �Théorème 1.4 On suppose φ ∈ C2
b . Si f(t) est solution de (9), si g(t) estsolution 
lassique de (8) ave
 pour données initiales f(0) = g(0) = f ∈ C1

0 (R6),alors ∀t ∈ R+, f(t) = g(t).preuve On é
rit que f et g sont solutions de (9) ave
 même 
ondition initiale,on soustrait les deux égalités obtenues: ∀ϕ ∈ C∞
0 (R+ × R

6),
∫

R+

∫

R6

(f − g)(t, x, v), (∂t + v.∇x −∇xφ ∗ ρf(t).∇v)ϕ(t, x, v)dxdvdt

+

∫

R+

∫

R6

∇vg(t, x, v).∇xφ ∗ ρ(f−g)(t)(x)ϕ(t, x, v)dxdvdt = 0En 
hoisissant pour ϕ, ϕn(t, x, v) := ψn(t, x, v)Sn(t, x, v) où ψn est 
eluidé�ni dans la preuve pré
édente et où Sn(f − g) est une approximation C∞ dusigne de f −g, on montre 
omme dans la preuve du théorème 1.3 que le premierterme 
onverge vers
|| |f − g|(t0)||M+ =< |f − g|(t0), 1 > .Majorons le se
ond terme:

|
∫

R+

∫

R6

∇vg(t, x, v).∇xφ ∗ ρ(f−g)(t)(x)ψn(t, x, v)Sn(f − g)(t, x, v)dxdvdt|

6

∫ t0+ 1
n

0

sup
t∈[0,t0+

1
n

]

|| |∇vg(t)| ||M+ ||∇xφ||L∞ sup
t∈[0,t0+

1
n

]

|| |f − g|(t)||M+dt5



don
 pour n→ ∞,
|| |f − g|(t0)||M+ 6 t0||∇xφ||L∞ sup

t∈[0,t0]

|| |∇vg(t)| ||M+ sup
t∈[0,t0]

|| |f − g|(t)||M+Par 
ontinuité, il existe t1 ∈ [0, t0] tel que
|| |f − g|(t1)||M+ = sup

t∈[0,t0]

|| |f − g|(t)||M+ .L'appli
ation u : t0 → t0||∇xφ||L∞ sup
t∈[0,t0]

|| |∇vg(t)| ||M+ est 
roissante, 
on-tinue, et u(t0) −→
t0→0+

0. On peut don
 
hoisir t0 assez petit pour que u(t0) < 1,et || |f − g|(t1)||M+ 6 u(t0)|| |f − g|(t1)||M+ . Don
 || |f − g|(t1)||M+ = 0, et
∃t0 > 0, f(t) = g(t) sur [0, t0].Soit alors t̃ := sup{t > 0, h(t) = 0} > 0. Si on avait t̃ < ∞, on poserait
f̃(t) := f(t̃+ t) et g̃(t) := g(t̃+ t) pour t > 0 qui sont solutions de l'équation deVlasov ave
 même donnée initiale f̃(0) = f(t̃) = g(t̃) = g̃(0), et don
, d'après
e que l'on vient de voir, il existe t0 > 0 tel que f et g 
oin
ident sur [t̃, t̃+ t0],
e qui est 
ontradi
toire ave
 la dé�nition de t̃. Don
 t̃ = ∞ et le théorème estprouvé. �2 Passage à la limite dans l'équation de VlasovDans [BH℄ est donné un résultat 
on
ernant la �weak 
oupling limit� du systèmeà N parti
ules ave
 potentiel φ

N
:Théorème 2.1 Si φ ∈ C2

b , si µαN

N

w∗−→ µ ∈ M1
+, alors

µαN

N (t) = µαN

N ◦ z(t, µαN

N )−1 = µ
ωN (t,αN )
N

w∗−→ µ(t) = µ ◦ z(t, µ)−1preuve Soit h ∈ C0
b (R6).

∣
∣
∣
∣

∫

R6

µ
ωN (t,αN )
N (da)h(a) −

∫

R6

µ(t)(da)h(a)

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫

R6

µ
ωN (t,αN )
N (z(t, µαN

N )(db))h(z(t, b, µαN

N ))−
∫

R6

µ(t)(z(t, µ)(db))h(z(t, b, µ))

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

∫

R6

µαN

N (db)h(z(t, b, µαN

N )) −
∫

R6

µ(db)h(z(t, b, µ))

∣
∣
∣
∣

6

∣
∣
∣
∣

∫

R6

µαN

N (db)(h(z(t, b, µαN

N )) − h(z(t, b, µ)))

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣

∫

R6

(µαN

N − µ)(db)h(z(t, b, µ))

∣
∣
∣
∣

︸ ︷︷ ︸

→0 par hypothèseSoit ε > 0. Comme µαN

N

w∗
⇀ µ et µ ∈ M1

+, il existe un 
ompa
tK(ε) ⊂ R
6 telque ∀N ∈ N, µαN

N (K(ε)) > 1−ε (on 
hoisitK(ε) pour que µ(K(ε)) > ε
2 , il existedon
 N0 tel que l'inégalité soit véri�ée pour N > N0, et don
, quitte à agrandir

K(ε), elle est véri�ée pour tout N). Sur K(ε), h est uniformément 
ontinue, etdon
, grâ
e au théorème 1.1, sup
b∈K(ε)

|h(z(t, b, µαN

N )) − h(z(t, b, µ))| −→
N→∞

0, d'oùle résultat souhaité. �6



3 La hiérar
hie de VlasovLe système (3)-(4) permet théoriquement la résolution du problème à N par-ti
ules interagissant suivant un potentiel C2
b . Il n'est 
ependant pas utilisableen pratique, d'une part du fait de la très grande taille de N pour un systèmephysique 
on
ret (de l'ordre de 1023 par exemple), interdisant tout 
al
ul, etd'autre part par
e qu'il serait de peu d'utilité de 
onnaître exa
tement l'état de
haque parti
ule à tout instant: 
e qui nous intéresse est une densité de proba-bilité relative à l'état de quelques parti
ules ( 
e �quelques� pourra en fait être
hoisi aussi grand que l'on veut).Soit don
, pour n 6 N , les marginales:

Pn
N (t, a1...an) :=

∫

R6(N−n)

PN (t, a1...aN )dan+1...daN (11)où PN (t) est la solution de (7) dé�nie par PN (t, αN ) := PN (0, ωN (t)−1(αN )),où PN (0) ∈ M1
+ est la répartition initiale des N parti
ules (on remarque que

Pn
N (t) est bien dé�ni 
ar ∀t, PN (t) ∈ M1

+, et qu'on a fait i
i l'abus de notationqui 
onsiste à rempla
er les 
ro
hets de distributions par des intégrales). Onsuppose les parti
ules indistingables au temps t = 0:
PN (0, a1...aN ) = PN (0, aσ(1)...aσ(N)) ∀σ ∈ SN (12)vu l'équation de Liouville, 
ette propriété se propage 
lairement au 
ours dutemps:pour tout t, PN (t, a1, ..., aN ) = PN (t, aσ(1), ..., aσ(N)), ∀σ ∈ SN (13)Intégrons l'équation de Liouville par rapport aux (N −n) dernières variables entenant 
ompte de (11),

∂P
(n)
N

∂t
+

N∑

i=1

∫

R6(N−n)

vi

∂PN

∂xi

dxn+1dvn+1...dxNdvN

− 1

N

N∑

i=1

N∑

j=1

∫

R6(N−n)

∇φ(xi − xj)
∂PN

∂vi

dxn+1dvn+1...dxNdvN = 0La 
ontribution des termes n + 1 6 i 6 N est nulle (on intègre d'abord en xidans la première somme, en vi dans la se
onde), et on sépare les 
as 1 6 j 6 net n+ 1 6 j 6 N :
∂P

(n)
N

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂P
(n)
N

∂xi

− 1

N

n∑

i=1

n∑

j=1

∇φ(xi − xj)
∂P

(n)
N

∂vi

− 1

N

n∑

i=1

N∑

j=n+1

∫

R6(N−n)

∇φ(xi − xj)
∂PN

∂vi

dxn+1dvn+1...dxNdvN = 0Mais, grâ
e à (13),
∫

R6(N−n)

∇φ(xi − xj)
∂PN

∂vi

(...xn+1, vn+1...xj , vj ...)dxn+1dvn+1...dxNdvN

=

∫

R6(N−n)

∇φ(xi − xn+1)
∂PN

∂vi

(...xj , vj ...xn+1, vn+1...)dxn+1dvn+1...dxNdvN

=

∫

R6(N−n)

∇φ(xi − xn+1)
∂PN

∂vi

(...xn+1, vn+1...xj , vj ...)dxn+1dvn+1...dxNdvN7



Ce dernier terme ne dépendant plus de j ∈ {n + 1...N}, on en déduit la�hiérar
hie �nie de Vlasov�:
∂P

(n)
N

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂P
(n)
N

∂xi

− 1

N

n∑

i=1

n∑

i=1

∇φ(xi − xj)
∂P

(n)
N

∂vi

−N − n

N

n∑

i=1

∫

R6

∇φ(xi − xn+1)
∂P

(n+1)
N

∂vi

dxn+1dvn+1 = 0 (14)On obtient la hiérar
hie (in�nie) de Vlasov en faisant tendre formellement
N vers l'in�ni dans (14):
∂P (n)

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂P (n)

∂xi

−
n∑

i=1

∫

R6

∇φ(xi − xn+1)
∂P (n+1)

∂vi

dxn+1dvn+1 = 0 (15)Remarque Sous l'hypothèse de 
haos initial, on a l'existen
e d'une solutionà la hiérar
hie in�nie de Vlasov (15): si
Pn(0, da1...dan) =

n∏

j=1

µ(daj) (16)alors Pn(t, da1...dan) =
n∏

j=1

µ(t, daj) est une solution faible fa
torisée de (15).En e�et:
0 =

n∑

i=1






n∏

j=1
j 6=i

µ(t, daj)






[
∂µ

∂t
(t, dai) + vi.

∂µ

∂x
(t, dai)

− ∂µ

∂v
(t, dai)

∫

R6

∇φ(xi − xn+1)µ(t, das+1)

]4 Passage à la limite dans la hiérar
hie de VlasovThéorème 4.1 On suppose φ ∈ C2
b , et ∀n > 1, P

(n)I
N

w∗
⇀ P (n)I dans (C0(R

6n))′.Si on note P (n)
N la solution (faible) de la hiérar
hie �nie de Vlasov (14) 
on-struite pré
édemment, ave
 donnée initiale P (n)

N (0) = P
(n)I
N ∈ M1

+, toute valeurd'adhéren
e {P (n)}n>1 dans ∏

n>1

L∞(R+, C0(R
6n)′) de la suite de marginales

(

{P (n)
N }n>1

)

N>1
est solution au sens des distributions de la hiérar
hie de Vlasov(15) ave
 pour donnée initiale P (n)(0) = P (n)I .Si on suppose de plus que l'énergie est d'ordre N , à savoir qu'il existe C > 0tel que

∫ ∫

R6N

(|XN |2 + |VN |2)PN (0, XN , VN )dXNdVN 6 CN (17)alors les P (n)(t) sont des mesures de probabilité, pour tout t ∈ R+. Dans 
edernier 
as, on a l'existen
e sur R+ d'une solution à la hiérar
hie de Vlasov(15). 8



preuve Soit ({P (n)
Φ(N)}n>1

)

N>1
∈ ∏

n>1

L∞(R+, C0(R
6n)′) une sous-suite 
on-vergente pour la topologie faible étoile ; on la note en
ore ({P (n)

N }n>1

)

N>1
par
ommodité. Soit χ ∈ C∞

0 (R+ × R
6n). On multiplie (14) par χ, et on sommesur R+ × R

6n:
0 =

∫

R+×R6n




∂P

(n)
N

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂P
(n)
N

∂xi

− 1

N

n∑

i=1

n∑

j=1

∇φ(xi − xj)
∂P

(n)
N

∂vi

− N − n

N

n∑

i=1

∫

R6

∇φ(xi − xn+1)
∂P

(n+1)
N

∂vi

dxn+1dvn+1

)

χ(t, a1...an)dtda1...dan

= −
∫

R6n

P
(n)
N (0, a1...an)χ(0, a1...an)da1...dan

−
∫

R+×R6n

P
(n)
N




∂χ

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂χ

∂xi

− 1

N

n∑

i=1

n∑

j=1

∇φ(xi − xn+1)
∂χ

∂vi



dtda1...dan

∫

R+×R6(n+1)

N − n

N
P

(n+1)
N

n∑

i=1

∇φ(xi − xn+1)
∂χ

∂vi

dtda1...dand'où
0 −→

N→∞

∫

R6n

−P (n)Iχ(0)da1...dan

−
∫

R+×R6n

[

P (n)

(

∂χ

∂t
+

n∑

i=1

vi

∂χ

∂xi

)

−
n∑

i=1

∂χ

∂vi

∫

R6

P (n+1)∇φ(xi − xn+1)dan+1

]

dtda1...dand'où la première partie de l'énon
é.Supposons maintenant (17). On a déjà vu que ∀t ∈ R+, PN (t) ∈ M1
+(R6N ),don
 P

(n)
N (t) ∈ M1

+(R6n). Il su�t don
 pour 
on
lure de montrer que, àune sous-suite près, la 
onvergen
e P (n)
N (t) ⇀ P (n)(t) est étroite. Soit HNl'Hamiltonien de l'équation de Liouville (7):

HN (XN , VN ) =
|VN |2

2
+

1

N

∑

16j<k6N

φ(xj − xk) (18)On a:
d

dt

∫ ∫

HN (XN , VN )PN (XN , VN , t)dXNdVN

= −
∫ ∫

HN (XN , VN )

[
∂HN

∂VN

∂PN

∂XN

− ∂HN

∂XN

∂PN

∂VN

]

dXNdVN = 09




ar ∂HN

∂XN
est indépendant de VN et ∂HN

∂VN
est indépendant de XN . Don
, du faitde (13), pour tout j ∈ {1...N},

∫ ∫

|vj |2PN (XN , VN , t)dXNdVN

=
1

N

∫ ∫

|VN |2PN (XN , VN , t)dXNdVN

=
1

N

[∫ ∫

|VN |2PN (XN , VN , 0)dXNdVN

+

∫ ∫
1

N

∑

16j<k6N

2φ(xj − xk)(PN (XN , VN , 0) − PN (XN , VN , t))dXNdVN





6
1

N

(

CN +
2

N
||φ||L∞2

N(N − 1)

2

)

6 Cd'autre part,
d

dt

∫ ∫

|xj |2PN (XN , VN , t)dXNdVN

= −
∫ ∫

|xj |2
[
∂HN

∂VN

∂PN

∂XN

− ∂HN

∂XN

∂PN

∂VN

]

dXNdVN

=

∫ ∫

xjvjPN (XN , VN , t)dXNdVN

6

∫ ∫
x2

j + v2
j

2
PN (XN , VN , t)dXNdVN

6 C +
1

2

∫ ∫

|xj |2PN (XN , VN , t)dXNdVNet don
, d'après le lemme de Gronwall, pour tout T > 0, il existe C(T ) tel que
∫ ∫

|xj |2PN (XN , VN , t)dXNdVN 6 C(T ), pour t 6 T .Fixons n ∈ N. Soit, pour m ∈ N, θm ∈ C0
0 (R6n) telle que 0 6 θm 6 1,

θm(Xn, Vn) = 0 pour |(Xn, Vn)| > m+ 1, et θm(Xn, Vn) = 1 pour |(Xn, Vn)| <
m. Soit g ∈ C0

b (R6n).
|
∫

P
(n)
N (XN , VN )g(XN , VN )dXNdVN −

∫

P (n)(XN , VN )g(XN , VN )dXNdVN |

6 |
∫

P
(n)
N gθmdXNdVN −

∫

P (n)gθmdXNdVN |

+|
∫

P
(n)
N g(1 − θm)dXNdVN |

+|
∫

P (n)g(1 − θm)dXNdVN |Soit ε > 0, et m assez grand pour que 1
m2 < ε et pour que le troisième terme del'inégalité pré
édente soit lui aussi inférieur à ε. Majorons le se
ond terme:10



|
∫

P
(n)
N g(1 − θm)dXndVn|

6 ||g||L∞

∫

{|Xn|2+|Vn|2>m2}

P
(n)
N (XnVn)

|Xn|2 + |Vn|2
|Xn|2 + |Vn|2

dXndVn

6
||g||L∞

m2

∫

P
(n)
N (XnVn)(|Xn|2 + |Vn|2)dXndVn

6
||g||L∞

m2

∫

PN (XNVN )(|Xn|2 + |Vn|2)dXNdVN

6
nC(T )||g||L∞

m2

P
(n)
N ⇀ P (n), g est bornée et θm est à support 
ompa
t, don
, pour N assezgrand, | ∫ (P

(n)
N − P (n))gθmdXndVn| < ε, et au total,

|
∫

P
(n)
N (XN , VN )g(XN , VN )dXNdVN −

∫

P (n)(XN , VN )g(XN , VN )dXNdVN |

6 (2 + nC(T )||g||L∞)εOn a don
 bien la 
onvergen
e faible étroite de P (n)
N vers P (n), 
e qui a
hèvela preuve du théorème. �5 De l'équation à la hiérar
hie de VlasovSous l'hypothèse du 
haos initial (16), on peut obtenir un résultat voisin de
elui obtenu dans la se
tion pré
édente, dire
tement à partir du théorème (2.1)de Braun et Hepp. Le lemme suivant est lui aussi énon
é dans [BH℄.Lemme 5.1 On suppose µαN

N

w∗−→ µ ∈ M1
+. Si h ∈ C0

b (R6n), on dé�nit les�quantités observables intensives�:
Ot

h(αN ) := N−n

N∑

n1...nn=1

h(zn1(t, αN ), ..., znn
(t, αN )) (19)

=

∫

R6n

h(z(t, a1, µ
αN

N ), ..., z(t, an, µ
αN

N ))µαN

N (da1)...µ
αN

N (dan)

=

∫

R6n

h(a1, ..., an)µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan)Alors Ot
h(αN ) −→

N→∞

∫

R6n h(z(t, a1, µ), ..., z(t, an, µ))µ(da1)...µ(dan). Autrementdit,
n∏

j=1

µαN

N (t, daj)
w∗−→

n∏

j=1

µ(t, daj)

11



preuve On �xe t ∈ R+. Soit ε > 0. Soit K(ε) un 
ompa
t de R
6 tel que

max(< µαN

N (t), 1K(ε)c >,< µ(t), 1K(ε)c >) 6 ε. On a alors:
|
∫

R6n

h(a1...an)(µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan) − µ(t, da1)...µ(t, dan))|

6 |
∫

K(ε)n

h(a1...an)(µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan) − µ(t, da1)...µ(t, dan))| + 2ε||h||L∞Quitte à agrandir K(ε), on peut supposer
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∏

j=1

µαN

N (t) −
n∏

j=1

µ(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(∂(K(ε)n) +B(0, 1)) 6 εSoit alors χ ∈ C∞
0 (K(ε)n) tel que χ ≡ 1 sur K(ε)n ∩ [∂(K(ε)s) +B(0, 1)]c =:

K ′(ε). On a:
|Ot

h(αN ) −
∫

R6n

h(z(t, a1, µ), ..., z(t, an, µ))µ(da1)...µ(dan)|

6 2ε||h||L∞ + ε||h||L∞

+ |
∫

K(ε)n

h(a1...an)χ(a1...an)(µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan) − µ(t, da1)...µ(t, dan))|par densité de n⊗

i=1

C∞
0 (K(ε)) dans C∞

0 (K(ε)n), lui même dense dans C0
0 (K(ε)n),

∃g ∈
n⊗

i=1

C∞
0 (K(ε)) tel que ||g − χh||L∞ 6 ε. On é
rit g sous la forme:
g(a1...an) =

M∑

m=1

gm
1 (a1)...g

m
n (an), gm

i ∈ C∞
0 (K(ε)).On a:

∫

K(ε)n

g(a1...an)(µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan) − µ(t, da1)...µ(t, dan))

=

M∑

m=1

(
n∏

i=1

∫

K(ε)

gm
i (ai)µ

αN

N (t, dai) −
n∏

i=1

∫

K(ε)

gm
i (ai)µ(t, dai)

)

=
M∑

m=1

n∑

i=1

∫

K(ε)

gm
i (ai)(µ

αN

N − µ)(t, dai)
i−1∏

j=1

∫

K(ε)

gm
j (aj)µ(t, daj)

n∏

j=i+1

∫

K(ε)

gm
j (aj)µ

αN

N (t, daj)et don

12



|
∫

K(ε)n

g(a1...an)(µαN

N (t, da1)...µ
αN

N (t, dan) − µ(t, da1)...µ(t, dan))|

6

M∑

m=1

n∑

i=1

|
∫

K(ε)

gm
i (ai)(µ

αN

N − µ)(t, daj)|
︸ ︷︷ ︸

→0

n∑

j=1
j 6=i

||gm
j ||L∞

6 εpour N assez grand. Au total,
|Ot

h(αN ) −
∫

R6n

h(z(t, a1, µ), ..., z(t, an, µ))µ(da1)...µ(dan)| 6 3ε||h||L∞ + ε+ 2ε.

�Remarque Si µ ∈ M1
+, la solution PN (t, dαN ) de l'équation de Liouville (7),de donnée initiale PN (0, dαN ) =

N∏

n=1
µ(dan) peut être dé�nie par:

∫

R6N

PN (t, dαN )g(αN ) =

∫

R6N

PN (0, dαN )g(ωN (t, αN )), ∀g ∈ C0
b (R6N )Dans [BH℄ était montré le lemme suivant:Lemme 5.2 Si h ∈ C0

b (R6N ), alors
∫

R6N

O0
h(αN )PN (t, dαN ) −→

N→∞

∫

R6n

h(a1...an)

n∏

i=1

µ(t, dai)où µ(t) est une solution faible le l'équation de Vlasov (8) ave
 donnée initiale
µ(0) = µ.preuve Pour t = 0,
1

Nn

N∑

n1...nn

∫

R6n

h(an1 ...ann
)PN (0, dαN ) =

∫

R6n

h(a1...an)

n∏

σ=1

µ(t, daσ) +O(N−1)(le terme prin
ipal vient des ve
teurs (n1...nn) tels que tous les nj sont deux àdeux distin
ts). Pour t 6= 0, soit B6 la tribu borélienne sur R
6, soit (Ω, B) :=

∞∏

n=1
(R6,B6) muni de la mesure µ̃(dα) =

∞∏

n=1
µ(dan), où α = (a1...an...), αN =

(a1...aN ). Si ∆ ∈ B6 est tel que µ(∂∆) = 0, les variables aléatoires χn
∆(α) =

χ∆(an) ont pour espéran
e µ(∆), pour varian
e µ(∆) − µ(∆)2, et don

µα

N (∆) =

∫

R6

χ∆(a)µα
N (da) =

1

N

N∑

n=1

χ∆(an) −→
N→∞

µ(∆) µ̃p.p.SoitA un ensemble dénombrable d'hyper
ubes [an, bn] = {z ∈ R
6, ai

n < zi
n 6

bin, 1 6 i 6 6}, stable par interse
tion �nie, tel que ∀z ∈ R
6, ∀ε > 0, ∃[an, bn] ∈13



A, z ∈ (an, bn) ⊂ {z′, |z − z′| 6 ε} (on peut prendre par exemple la base deHaar). A est dénombrable don
 il existe Q ⊂ Ω, µ̃(Q) = 1, et
µα

N ((an, bn]) −→
N→∞

µ((an, bn]), ∀α ∈ Q, ∀(an, bn] ∈ AOn en déduit que ∀α ∈ Q,µα
N → µ,w∗. De plus, ∫

R6N PN (t, dαN )Oh(αN ) =
∫

Ω
µ̃(dα)Ot

h(αN ), ∀N, |Ot
h(αN )| 6 sup|h(a1...an)| <∞, et ∀α ∈ Q,Ot

h(αN ) −→
∫

R6n h(a1...an)
n∏

i=1

µ(t, dai) par le lemme 5.1. µ̃(Q) = 1, don
 on 
on
lut par lethéorème de 
onvergen
e dominée. �A 
e stade, on peut obtenir un théorème voisin du théorème 4.1:Théorème 5.1 Si φ ∈ C2
b , si on note P (n)

N la solution de la hiérar
hie �nie deVlasov (14) ave
 donnée initiale, pour n 6 N : P (n)
N (0) =

n∏

i=1

µ(dai), la suite demarginales ({P (n)
N }n>1

)

N>1

onverge faible étoile dans ∏

n>1

L∞(R+, C0(R
6n)′)vers { n∏

i=1

µ(t, dai)

}

n>1

, qui, d'après la remarque de la �n de la se
tion 2, estune solution de la hiérar
hie de Vlasov (15).preuve On va utiliser le lemme 5.2, et montrer que
∫

R6N

O0
h(αN )PN (t, dαN ) ∼

N→∞

∫

R6N

P
(n)
N (t, a1...an)h(a1...an)da1...dan

∫

R6N

O0
h(αN )PN (t, dαN )

=
1

Nn

N∑

n1...nn=1

∫

R6N

PN (t, a1...aN )h(an1 ...ann
)da1...daN

=
1

Nn

N∑

n1...nn=1
ni2 à 2 distin
ts ∫R6N

PN (t, a1...aN )h(an1 ...ann
)da1...daN

+
1

Nn

N∑

n1...nn=1
∃i6=j,ni=nj

∫

R6N

PN (t, a1...aN )h(an1 ...ann
)da1...daNOr, si les ni sont deux à deux distin
ts, l'hypothèse des parti
ules indistingablesentraîne que

∫

R6N

PN (t, a1...aN )h(an1 ...ann
)da1...daN

=

∫

R6N

PN (t, a1...aN )h(a1...an)da1...daN

=

∫

R6n

P
(n)
N (t, a1...an)h(a1...an)da1...dan14



de plus,
|
∫

R6N

PN (t, a1...aN )h(an1 ...ann
)da1...daN | 6 ||h||L∞ = O(1)

Card{(n1...nn) ∈ {1...N}n, i 6= j ⇒ ni 6= nj} =
N !

(N − n)!
∼

N→∞
Nn

Card{(n1...nn) ∈ {1...N}n, ∃i 6= jni = nj} 6

(
n

2

)

Nn−1don

∫

R6N

O0
h(αN )PN (t, dαN ) =

∫

R6n

P
(n)
N (t, da1...dan)h(a1...an) +O(

1

N
)d'après le lemme 5.2,

∫

R6n

P
(n)
N (t, da1...dan)h(a1...an) −→

N→∞

∫

R6n

h(a1...an)

n∏

i=1

µ(t, dai)don
 P (n)
N (t, da1...dan)

w∗
⇀

n∏

i=1

µ(t, dai). �Remarque Le théorème 5.1 donne un résultat plus pré
is que le théorème 4.1dans le 
as parti
ulier où l'on a le 
haos initial (16): dans 
e 
as, il expli
ite lasolution de la hiérar
hie in�nie de Vlasov (15) vers laquelle tendent les solutionsde la hiérar
hie �nie de Vlasov (14), et nous dit qu'il y a propagation du 
haospour les t > 0. D'un autre 
oté, le théorème 4.1 se 
ontente de dire qu'il ya 
onvergen
e vers une solution de la hiérar
hie in�nie, sans pré
iser laquelle.Dans les 
as où l'on est 
apable de montrer l'uni
ité de la solution de (15),le théorème 4.1 est 
ependant plus général, 
ar il s'applique également à desrépartitions initiales non fa
torisées; et il nous donne en
ore la propagation du
haos via la remarque de la �n de la se
tion 2 si (16) est véri�ée.Intéressons nous don
 à l'uni
ité de la solution de la hiérar
hie de Vlasov,qui, sous 
ertaines hypothèses sur φ, est montré dans [NS℄.6 Uni
ité pour la hiérar
hie de VlasovThéorème 6.1 On suppose φ ∈ L1(R3), φ̂ ∈ C0
0 (R3)� où la transformée deFourier est i
i normalisée de sorte que φ(x) =

∫

R3 φ̂(q)eiqxdq.Alors la solution de la hiérar
hie de Vlasov existe sur R+ et est unique.preuve L'existen
e dé
oule du théorème 4.1.Si P (n)(t,Xn, Vn) ∈ M1
+(R6n) est solution de (15), on pose:

f (n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn) :=

∫ ∫

R6n

P (n)(t,Xn, Vn)e
i

n
P

j=1
(xjηj+ξjvj)

dXndVn

∈ L∞(R6n) ∩ C0(R6n)15



Cal
ulons 
e que devient la hiérar
hie de Vlasov (15) en termes de f (n):
∫ ∫

R6n

∂P (n)

∂t
(t,Xn, Vn)e

i
n

P

j=1

(xjηj+ξjvj)

dXndVn =
∂f (n)

∂t
(t, ξ1...ξn, η1...ηn) ;

∫ ∫

R6n

n∑

j=1

vj

∂P (n)

∂xj

(t,Xn, Vn)e
i

n
P

j=1

(xjηj+ξjvj)

dXndVn

=

n∑

j=1

−
∫ ∫

R6n

vjiηjP
(n)(t,Xn, Vn)e

i
n

P

j=1

(xjηj+ξjvj)

dXndVn

= −
n∑

j=1

ηj

∂f (n)

∂ξj
(t, ξ1...xin, η1...ηn) ;

∫∫

R6n

n∑

j=1

∫

R6

∇φ(xj − xn+1)
∂P (n+1)

∂vj

dxn+1dvn+1e
i

n
P

j=1

(xjηj+ξjvj)

dXndVn

=

n∑

j=1

−
∫ ∫

R6n

∫

R6

∇
(∫

R3

φ̂(q)eiq(xj−xn+1)dq

)

P (n+1)(t,Xn+1, Vn+1)iξje
i

n
P

j=1

(xjηj+ξjvj)

dxn+1dvn+1dXndVn

=

n∑

j=1

∫ ∫

R6n

∫

R6

∫

R3

φ̂(q)(qξj)P
(n+1)(t,Xn+1, Vn+1)

e
i

n
P

j=1

xjηj

eiqxje−iqxn+1e
i

n
P

j=1

ξjvj

dxn+1dvn+1dXndVn

=

n∑

j=1

∫

R3

φ̂(q)(qξj)f
(n+1)(t, ξ1...ξn, 0, η1...ηj + q...ηn,−q)dqSi P (n)(t,Xn, Vn)∈M1

+(R6n) est solution de (15) ave
 donnée initialeP (n)(0),
f (n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn) ∈ L∞(R6n)∩C0(R6n) ave
 donnée initiale f (n)(0) est so-lution de (20), que Narnhofer et Sewell appellent hiérar
hie de Vlasov dans[NS℄:

∂f (n)

∂t
(t, ξ1...ξn, η1...ηn) −

n∑

j=1

ηj

∂f (n)

∂ξj
(t, ξ1...ξn, η1...ηn)

=

n∑

j=1

∫

R3

φ̂(q)(qξj)f
(n+1)(t, ξ1...ξn, 0, η1...ηj + q...ηn,−q)dq (20)Montrons don
 l'uni
ité de la solution de (20) dans ∏

n>1

C0(R6n)∩L∞(R6n).Soit f (n) la di�éren
e entre deux solutions de (20), et soit
g(n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn) = f (n)(t, ξ1 − η1t...ξn − ηnt, η1...ηn).16



L'équation (20) se réé
rit:
∂g(n)

∂t
(t, ξ1...ξn, η1...ηn)

=

n∑

j=1

∫

R3

φ̂(q)q(ξj − ηjt)f
(n+1)(t, ξ1 − η1t...ξn − ηnt, 0, η1...ηj + q...ηn,−q)dq

=

n∑

j=1

∫

R3

φ̂(q)q(ξj − ηjt)g
(n+1)(t, ξ1...ξj + qt...ξn,−qt, η1...ηj + q...ηn,−q)dqSoit, puisque f (n)(0) = 0,

g(n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn) =

∫ t

0

[

Kn,n+1(s)g
(n+1)(s)

]

(ξ1...ξn, η1...ηn)ds (21)où l'on a posé:
[

Kn,n+1(t)g
(n+1)(t)

]

(ξ1...ξn, η1...ηn) =

n∑

j=1

∫

R3

φ̂(ηn+1)ηn+1.(ξj − ηjt)

g(n+1)(t, ξ1...ξj + ηn+1t...ξn,−ηn+1t, η1...ηj + ηn+1...ηn,−ηn+1)dηn+1(22)en itérant (21), on obtient, pour k ∈ N:
g(n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn)=

∫ t

0

dt1...

∫ tk−1

0

dtk

[

Kn,n+1(t1)...Kn+k−1,n+k(tk)g(n+k)(tk)
](23)On dé�nit les 
onstantes suivantes, qui sont �nies grâ
e à l'hypothèse faitesur φ: A := sup{||φ̂(η)η||, η ∈ R

3}, B := sup{||η||, η ∈ Suppφ̂}, ainsi que
C := sup{||ξj||, j ∈ {1...n}} et D := sup{||ηj||, j ∈ {1...n}}. On remarque aussique pour tout n, la dé�nition de g(n) et 
elle de f (n) entraînent que ||g(n)||L∞ =
||f (n)||L∞ 6 2. On en déduit par (22):

∣
∣
∣

[

Kn,n+1(t)g
(n+1)(t)

]

(ξ1...ξn, η1...ηn)
∣
∣
∣ 6 n

(
4

3
πB3

)

A× 2(C + tD)En itérant 
ette inégalité et en l'inje
tant dans (23), on obtient:
|g(n)(t, ξ1...ξn, η1...ηn)| 6

∫ t

0

dt1...

∫ tk−1

0

dtk

(
8

3
πB3A

)k k−1∏

l=0

(n(C + tD) + 2tlB)

6

(
8

3
πB3A

)k
tk

k!

k−1∏

l=0

(n(C + tD) + 2tlB)

6

(
16

3
πB4At2e

)k
1√
2πk

(

1 +
n(C + tD)

2tBk

)k

︸ ︷︷ ︸

→e
n(C+tD)

2tBet don
, en passant à la limite quand k → ∞, on a que g(n)(t) est nulle, pour
∣
∣ 16

3 πB
4At2e

∣
∣ < 1, et don
 , en itérant, pour tout t. �17



Remarque Si on essaye de montrer dire
tement l'uni
ité de la solution de(15) (
'est à dire sans passer à la transformée de Fourier), on est amené d'unefaçon où d'une autre à montrer la 
ontinuité de l'appli
ation
P (n+1) −→

n∑

j=1

∫

R6

∇φ(xj − xn+1)
∂P (n+1)

∂vj

dxn+1dvn+1 ,d'un espa
e Hn+1 de fon
tions sur R
6(n+1) dans Hn. La di�
ulté pour obtenirune telle 
ontinuité provient de la dérivation ∂P (n+1)

∂vj
. Dans la preuve 
i-dessus,
ette di�
ulté se retrouve dans le fait que l'on a pas montré la 
onvergen
euniforme de g(n)(t), mais seulement sa 
onvergen
e uniforme sur les 
ompa
tsde R

6n (les �
onstantes C et D dépendent des ξj et des ηj).Referen
es[BH℄ W. Braun et K. Hepp, The Vlasov dynami
s and its �u
tuations in the1/N limit of intera
ting 
lassi
al parti
les, Commun. math. phys. 56 (1977),101-113.[BGM℄ C. Bardos, F. Golse et N.J. Mauser, Weak-
oupling-limit of the N-parti
le S
hrödinger equation, preprint de l'E.N.S. Ulm (2000)[BGGM℄ C. Bardos, F. Golse, A. Gottlieb et N.J.Mauser, On the deriva-tion of nonlinear S
hrödinger and Vlasov equations[LL3℄ L. Landau et E. Lif
hitz, Mé
anique quantique relativiste, éditions Mir(1967)[LP℄ P.L. Lions et T. Paul, Sur les mesures de Wigner, Revista Matemati
aIberoameri
ana, vol. 9, n. 3 1993)[NS℄ H. Narnhofer et G.L. Sewell, Vlasov hydrodynami
s of a quantumme
hani
al model, Commun. math. phys. 79 (1981), 9-24.[N℄ T. Nishida A note on a theorem of Nirenberg, J. of Di�. Geom. 12 (1998).[CIP℄ C. Cer
ignani, R. Illner et M. Pulvirenti The mathemati
al theoryof dilute gazes, Springer (1991).[A℄ V.I.Arnold,Mathemati
al methods of 
lassi
al me
hani
s, Graduate textsin mathemati
s, Springer (1974)
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