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1 L’équation de Vlasov

Considérons un systéme de N particules identiques en interaction. L’état d’une
particule & tout instant sera donné par un vecteur dans l’espace des phases
R3 xR3. Si les états initiaux des N particules sont respectivement a1, ...ay € RS,

N
la répartition initiale des particules étant donc donnée par p*V := > 4, (da) o
n=1

ay = (a1, ...an) € R on note, pour 1 < n < N, z,(t,an) = 2(t, an, u®v) =
(xn(t, an), Zn(t, an)) I'état de la n-iéme particule a I'instant ¢. La force d’interaction
entre les particules n et m sera donnée par F(z, — &) = —Vo(z, — zp) =
Vé(xm — xn) qui dérive d’un potentiel et vérifie la loi de I’action et de la réac-
tion. Le systéme qui en résulte, dit “systéme de Newton a N particules” est
donc, pour des particules de masse 1:

N
jn(tvaN) = ZF(ifn(t,OéN)—(Em(t,OéN)) (1)
(2 (0, an), 2, (0, an)) = an = (2,0, an), v, (0, an)) (2)

que l'on peut réécrire sous la forme:

(0™ = [ =Tt 0 n™) = ot b N @) ()
(x(ovana:uaN)v'j:(OaanhuaN)) = an (4)

On note M l'ensemble des mesures de Radon positives, de masse totale
finie, et ./\/l}r I’ensemble de celles de masse totale égale a 1.

En 1977, les auteurs de [BH] étudiaient un “systéme de Newton” d’une forme
un peu plus générale que (3)-(4):

i(taun) = [ —Vola(t.a ) = alt.b)(a) )
2(0,a, p) = (2(0,a, ), #(0,a, p)) = a (6)
pour lequel ils donnaient un théoréme d’existence et d’unicité:

Théoréme 1.1 Si ¢ € CF, pour tout p € My, (5)-(6) admet une unique
solution z(t,a,p) € CH(R,CY(R)). Pour tout t € R, Uapplication z(t,u) :



a — z(t,a,u) est un C*-difféomorphisme de RS sur RS, z(t,a,u) est unifor-
mément continue en pi, pour a € RS et t dans un borné, detDz(t,a,p) = 1, et
Ty : (a, 1) — (2(t,a, ), ppo z(t, u)~ 1) est un groupe a un paramétre.

preuve Soit T > 0, soit By := CY([-T,T] x RS,R?). C’est un espace de
Banach, sl est muni de la norme ||g||r :==  sup ||g(t,a)||-
a€R6

1<,

Soit U(p) : By — Br définie par:

Ulp, g)(t,a) = /0 ds /OS dr /]RG w(da YF(g(r,a) +z +rv— (g(r,a’) + 2’ +10"))

L’application g(t, a, u) — z(t, a, ) = x +tv+ g(t, a, u) induit une bijection
de I'ensemble des points fixes de U(u) sur 'ensemble des solutions de (5)-(6):
si g est un point fixe de U(u),

d? d?
otaun) = Smalta = [ p(dd)Platt.a —alt.a )

et x(0,a,u) =z, 2(0,a, u) = v. Réciproquement, si z vérifie (5)-(6), il est clair
par intégration que g est un point fixe de U(u). On a:

UG, 9)llr = sup  [|U(n,9)(t,a)l] < T?supl|[Vol| |u] = e1T?|ul si ¢ € CF
|tI<T, acRS

U (1, g1) — Ups g2)llr < c2T?(|g1 — gallr|pl car ¢ € Cf

ol co ne dépend que de la borne supérieure des dérivées secondes de p. Pour
T suffisamment petit , U(u) est donc une contraction stricte sur Br; (5)-(6) a
une unique solution z(t,a, i) qui est C! en t et en a. Le systéme (5)-(6) étant

autonome et T pouvant étre choisi égal & T = L la solution est globale
pouv g \/m g

en t. De plus, z(t,a, u) est de dérivées uniformément bornées par rapport a a
(il suffit pour le voir d’écrire que U(u, g)(t,a) = g(t, a, p1)).

Soit H(t,x,y) = %||yl|* + [ge n(da’)p(x — x(t,a’, 1)). Sion écrit z(t,a, p) =
(z(t,a, 1), y(t,a,n)), (5)-(6) peut se réécrire comme un systéme hamiltonien:

3 OH
vy = = Ta

On en déduit que detDz(t, ) = 1, Vt. En effet, le systéme étant autonome, il
suffit, pour montrer que Vi, %detD(xo,yo)z(t, u)|t:t0 = 0, de le montrer pour

to=0. Or (z,y)(t) = (zo0,y0) + (%—Z, —%—f) (0, 0,%0)t + O(t?). Donc

8%H _8212{
D(mo,yo)z(tv M) =Id+ %g%l _ QBQIH t+ O(tQ)v
0y2 Oyox
9*H _82_12{
T T 2
detDy, yo)2(t, ) =1+ Tr %2?}’ B ng t+O(t%)
Oy? Oyox

car drgdet(M) = Tr(M), donc %detD(wo’yo)z(t,u)h:O =0 (on vient en fait de
démontrer le théoréme de Liouville pour les systémes hamiltonniens). Donc, si



I'on pose pu(t) == poz(t,u)~t, u(t) € M4 et on a Tyys = Ty 0T car, par unicité
de la solution, z(t + s, a, u) = z(t, 2(s, a, u), wu(s))- O

Si p est la répartition des particules a l'instant 0 (cette répartition pouvant
par exemple étre “exacte”, c’est & dire du type u*V, ou du type densité de prob-
abilité), u(t) := po z(t, u)~! peut étre vue comme la répartition des particules
a I'instant ¢. On va maintenant s’intéresser & 'EDP vérifiée par pu(t).

Reprenons d’abord notre exemple du systéme & N particules. On sera par
la suite intéressé par la répartition des particules a la limite NV — oo, il est donc
plus commode de remplacer p®~ par p}y = %u‘w € Mﬁ_, ce qui revient &
remplacer ¢ par % dans (1) (ce scaling du potentiel est dit “scaling du couplage
faible”). Soit donc wy (¢, an) := (x1(t, an),v1(t, an)...an(t, an), vy (t, an)) la
solution de (1)-(2) avec ¢ remplacé par % C’est la caractéristique issue de
wn (0, an) = an de 'équation de Liouville:

0PN

N
1
Wju;vj.vmjpjv—ﬁ > Vé(z; —ax).Vy,Py = 0 (7)

1<5, k<N

N
avec donnée initiale Py (0) = []dq,,-
i=1

De méme, si la répartition initiale est donnée par pf(da) := f(a)da ou
f € CY(RY), si on note pf (t)(da) = poz(t, uf)~(da) = f(t,a)da, z(t,a, u’) est
la caractéristique issue de a = (z,v) de ’équation de Vlasov:

ﬁ(t, x,v) + 0.V f(t,z,v) — va(t,x,v)/ Vo(z — ") f(t, o', v )dx'dv' =0 (8)
ot RS

avec donnée initiale: (0, z,v) = f(z,v).
Dans [BH], on a le résultat plus précis:

Théoréme 1.2 Si¢p € C7 et sip € MY, alors u(t) == poz(t, u) ! est solution
faible de Uéquation de Vlasov avec donnée initiale 1(0) = p, au sens ow pour
tout 1 € C§° (R4 x RY),

C0) > + [ < ), 00t 4 05 = Va0 o) V)E) > =0 (0)
ot = d
) /R f(t, 2, v)dv (10)
De plus, si p = pf o 0 < f € CHRO), [o6 f(a)da = 1, f(t,a) := fo

z(t,;u)"(a) est solution classique (ie f € CH(Ry,CY(RS))) de I’équation de
Viasov (8) avec pour donnée initiale f(0,a) = f(a).

preuve

/R < 1lt), (Ot + 0.V a1 — V(6 % py)-Voth) () > dt

d
/}R < et a ) >

—< Mﬂ?(o) >



d’ou la premiére partie de I’énoncé.

Si = pf, on vérifie facilement que f est une solution classique de I'équation
de Vlasov (8) en dérivant I'égalité f(, z(t,a, u’)) = f(a), et en faisant le change-
ment de variable a = z(¢, 1) 71(2). O

On a ainsi montré que I'unique solution de (5)-(6) nous donnait une solution
de (8). Intéressons nous maintenant a l'unicité de cette solution.

Théoréme 1.3 Si ¢ € CF, si f € C(Ry, M4) N L®(R4, M) est solution
faible de l’équation de Viasov (9), alors

vt e Ry, [[f(O)llmy = [1£O)aey

(ot om note, pour f € M, [fllve, =< £.1 5= || fllcogoy)
En particulier, si f(0) € ML alors f(t) € ML pour tout t.

preuve La preuve consiste simplement en une justification du calcul formel:

%//]RG ft, z,v)dxdv
of

_ /:46(_ugguﬁavy+éguﬂgw(vm¢*pf@»@m)dxmjzo

Soit 1 : R — R une fonction C'*° croissante telle que

=0 sur | —oo,0]
1 =1sur |1, 4o00]

Soit tg € R4.. Pour n > 1, on pose:
Yl 2,0) 2= Y(t0 — )+ 1)n — ol + (- (n — lal) +1)
Clairement, 1, € C§°(R4 x RY), et
< f(0), ¢n(0) >—< f(0),1>,
< f(t)a vvmwn(t) > = < f(t)a v. vmwn(t)]-[O,n]U[Qn,oo[Gx') >

0
+ < f(t), 0.V (t)y 20 (|2]) >— 0

I<C

pour tout t € Ry, car f(t) est de mesure finie. Donc, par théoréme de conver-
gence dominée (< f(t), 0.Vt (t)1n 20 (12]) >< || £z @M )Clio,to+1) (1))

to+1
/ < f(t),v.Vab,(t) > dt = / < f(t),v.Va,(t) > dt — 0
Ry 0

<f(t), Ve * ppy-Vorbn(t) > =< f(t), Vad * pr)- Vol (t) 1o, n)um+1,00[([V]) >
0
+ <f(t), VT¢ * pf(t)-vvwn(t)l[n,rwrl] (|U|) >—0

[ISClIVad|[Loe <f(2),1>




car f(t) est de mesure finie, pour tour t € Ry. Et donc, comme f e L> (R, M4)
on a de méme:

3

to+1
~/1R <f(t)7vw¢*pf(t)'vv¢n(t)> dt = A <f(t)a vm¢*pf(t)-vvwn(t)> dt — 0

Enfin, en posant x,(z,v) := ¢(n — [v| + 1)i(E(n — |z]) + 1)

/ < f(), 0pn(t) > dt— < f(to),1 >
Ry

< +

< f(to), ( Ot (t)dt — 1) >

to+2
[ <50 - 1), 0000(0) >

to

1
< =l |lL= sup || f(s) = f(to)llm+ < f(t0)s Lna1,00[(|V]) L2n,0of(|2]) >
n s€[to,to+2]

—s 0
n— oo

car f € C(Ry, M4)N L®°(Ry, My). Donc
/ < f(t)v 8t¢n(t) > dt =< f(t())a 8t¢n(t)dt =< f(t())v]- >
Ry Ry

Au total, en passant a la limite dans I'expression du fait que f est solution faible
de Vlasov appliquée a 1), on obtient bien que < f(t),1 >=< f(0),1 >. O

Théoréme 1.4 On suppose ¢ € CZ. Si f(t) est solution de (9), si g(t) est
solution classique de (8) avec pour données initiales f(0) = g(0) = f € CZ(R"),
alors Vt € Ry, f(t) = g(t).

preuve On écrit que f et g sont solutions de (9) avec méme condition initiale,
on soustrait les deux égalités obtenues: Vo € C§° (R, x R®)

3

/ / (f —g)(t,z,v), (0 +v.Ve — Vo * pry.Vo)p(t, z,v)dzdvodt
R, JRS
+ / Vog(t, 2,v).Vug * pir—gy) () o(t, 2, v)drdvdt = 0
R, JRO

En choisissant pour ¢, ¢, (t,x,v) = (¢, x,v)S, (¢, z,v) ou ¥, est celui
défini dans la preuve précédente et ou S, (f — g) est une approximation C*° du
signe de f — g, on montre comme dans la preuve du théoréme 1.3 que le premier
terme converge vers

I11f = glto)llm, =< |f —gl(to),1 > .

Majorons le second terme:

| /R » Vog(t, 2,0).Vad * pir—gy) (@)n (t, 2,0)Sn (f — 9)(t, z,v)dzdvdt]|
+

to++
< / sup || [Vog@)] [lmp[IVedlloe  sup || [f = gl(t)]|a, di
0 te[0,to+ 2] te[0,to+ 2]

n



donc pour n — oo,

1S = gl(to)llm, <tol|Vadllre sup [[[Vog@)] [Iam, sup || |f = gl®)]lam,

te[0,to] te[0,to]

Par continuiteé, il existe ¢; € [0,to] tel que

1 = gl = sup L = gl @)

€10, t0]
L'application u : tog — to||Vz9|[ze sup || [Vug(t)| |[a, est croissante, con-
t O.to]

tinue, et u(tp) — 0. On peut donc choisir ¢y assez petit pour que u(tg) < 1,
to—0

et || 1f = gl(t)llae, < wlto)l] 1f = gl(t)llade- Donc || 1 = gl(t2)llaa, = 0, et
Jto > 0, f(t) = g(t) sur [0, 0]

Soit alors ¢ := sup{t > 0,h(t) = 0} > 0. Si on avait { < oo, on poserait
ft):= f(E+1t) et G(t) := g(f+1t) pour t > 0 qui sont solutions de I'équation de
Vlasov avec méme donnée initiale f(O) = f(t) = g(f) = §(0), et donc, d’aprés
ce que l'on vient de voir, il existe o > 0 tel que f et g coincident sur [t~, i+ to,
ce qui est contradictoire avec la définition de £. Donc £ = oo et le théoréme est
prouveé. ([

2 Passage a la limite dans I’équation de Vlasov

Dans [BH] est donné un résultat concernant la “weak coupling limit” du systéme
a N particules avec potentiel %:

Théoréme 2.1 Si ¢ € CZ, si paN 5 pe ML, alors
[e% [e% 1 — wn (t,a w* —
HSP (£) = p 0 2(t, ) Th = g O 5 ) = po 2(t, )

preuve Soit h € CP(R®).

/ HEN ) (o) h(a) - / u(t)(da)h(a)
RG

R6

= /uva(t’aN)(Z(tv#%N)(db))h(z(t,bw%N))—/ M(t)(z(tw)(db))h(z(t,bw))’
RS R6

= | [ amtete g - [ uann.om)
R6 R6

N

L el 50) = o0+

[0 = wiannee. )

—0 par hypothése

Soit ¢ > 0. Comme puQY “X pret p € M1, il existe un compact K (g) C RO tel
que VN € N, u3¥ (K (e)) > 1—¢ (on choisit K (¢) pour que pu(K(€)) > §, il existe
donc Ny tel que I'inégalité soit vérifiee pour N > Ny, et donc, quitte & agrandir
K (¢), elle est vérifiée pour tout N). Sur K (¢), h est uniformément continue, et

donc, grace au théoréme 1.1, sup |h(2(t,b, u}")) — h(z(t,b, 1)) — 0, d’ou
beK (e) N—oo
le résultat souhaité. O



3 La hiérarchie de Vlasov

Le systéme (3)-(4) permet théoriquement la résolution du probléme & N par-
ticules interagissant suivant un potentiel CZ. Il n’est cependant pas utilisable
en pratique, d’une part du fait de la trés grande taille de NV pour un systéme
physique concret (de I'ordre de 10?? par exemple), interdisant tout calcul, et
d’autre part parce qu’il serait de peu d’utilité de connaitre exactement 1’état de
chaque particule & tout instant: ce qui nous intéresse est une densité de proba-
bilité relative a I’état de quelques particules ( ce “quelques” pourra en fait étre
choisi aussi grand que l’on veut).
Soit donc, pour n < N, les marginales:

PL(t,ay...an) ::/ Py (t,ay...an)dany1...dan (11)
R6(N—n)

olt Py(t) est la solution de (7) définie par Py(t,an) := Py(0,wn(t) " (an)),
ou Py(0) € M}r est la répartition initiale des N particules (on remarque que
PR (t) est bien défini car V¢, Py (t) € ML, et qu’on a fait ici Pabus de notation
qui consiste a remplacer les crochets de distributions par des intégrales). On
suppose les particules indistingables au temps ¢ = 0:

Py(0,a1...an) = PN(OaaU(l)"'a‘o’(N)) Vo € Sy (12)

vu I’équation de Liouville, cette propriété se propage clairement au cours du
temps:

pour tout t, Py (t,a1,...,an) = Py(t,ay(1), - Ao(N))s Vo € Sy (13)

Intégrons I’équation de Liouville par rapport aux (N —n) derniéres variables en
tenant compte de (11),

8P<”
Z/ vl dmn+1dvn+1 dxydvy
R6(N—n) .23

[

P
- xj)a—vl'vdxn-l—ldvn-i-l'“dedUN =0
i=175=1 ’

La contribution des termes n+ 1 < ¢ < N est nulle (on intégre d’abord en z;
dans la premiére somme, en v; dans la seconde), et on séparelescas 1 <5< n
etn+1<j<N:

oPy I ap 1 " 8P(")
8t + - R 8{Ei N ZV¢
=1 1 1j=1
oP
- E E / — xj)%dxn+1dvn+1...deva =0
6(N — 77.) (%
’L lj=n+1

Mais, grace a (13),

OP,
/ Vo(x; — xj)a—N (- &g, Ung1...25, V5. )dTp 1AV 41 .. dr ydun
R6(N —n) v

i
0Py

= / Vo(r; — Tng1)—w— (5, V5. Tpt1, Ung1...)dTpg1 dUpg1 ... dzydoy
R6(N—n) 8’()1'

OP
= / Vo(x; — py1) N (e Tnt1, Vng1.-- T4, Vg ) ATy 1 dUp 11 .. dendon
R6(N—n) ov;




Ce dernier terme ne dépendant plus de j € {n + 1...N}, on en déduit la
“hiérarchie finie de Vlasov”:

orP(" & aPy 1 G or{)
ot 2" o, _N;;W(“z_%) v,
N (n+1)

_ = ) N dongs = 14
I ; » V(i — Tpt1) Do dont1dunia 0 (14)
On obtient la hiérarchie (infinie) de Vlasov en faisant tendre formellement

N vers l'infini dans (14):

ap(n) n ap(n) n 6P("+1)
—— i—— — Vé(2i — nt1) —s——dtnp1dvas =0 (15
ot +¢:1v oz, ; o (i — Tpt1) 90, Tn4+10Un+1 (15)

Remarque Sous l’hypothése de chaos initial, on a I’existence d’une solution
a la hiérarchie infinie de Vlasov (15): si

n

P"(0,da;y...day,) = H,u(daj) (16)
j=1
alors P"(t,dai...das,) = [] p(t,da;) est une solution faible factorisée de (15).
j=1

En effet:

(T Ao, o ou,
0= - (Hﬂ(t,dag) [3t (t,da;) + U“ax (t,da;)

(t,dai) | Vo(wi — zni1)u(t, dasy)
Rﬁ

SIS

4 Passage a la limite dans la hiérarchie de Vlasov

Théoréme 4.1 On suppose ¢ € CZ, etVn > 1, P](Vn)l L PO dans (Co(RO™)).
Si on note P](Vn) la solution (faible) de la hiérarchie finie de Vlasov (14) con-

struite précédemment, avec donnée initiale P](\,") (0) = P](f')l € M}r, toute valeur
d’adhérence {P™}, 51 dans [[ L®°(Ry,Co(R™)') de la suite de marginales

n>1
({P](\,n)}n,>1)N> est solution au sens des distributions de la hiérarchie de Viasov
>1
(15) avec pour donnée initiale P (0) = P(™1.

Si on suppose de plus que l’énergie est d’ordre N, 4 savoir qu’il existe C > 0
tel que

// N(|XN|2+|VN|2)PN(O,XN,VN)dXNdVN < CN (17)
]RG

alors les P (t) sont des mesures de probabilité, pour tout t € Ry. Dans ce
dernier cas, on a l’existence sur Ry d’une solution & la hiérarchie de Viasov

(15).



preuve Soit ({ B(N) }n>1) € [ L=(Ry, Co(R™)") une sous-suite con-
N21 >
vergente pour la topologie faible étoile ; on la note encore ({P](Vn)}n>1) par

N1
commodité. Soit xy € C5°(Ry x R5"). On multiplie (14) par x, et on somme
sur Ry x R6™:

orM & 6P( 1 ap(”
0= / NN A ws
N —n opnt
- Z Gqu(xi—an)deanvnH x(t, a...apn)dtdas ...day,
i=1"R !

= —/ pr )(0 a1...a,)x(0,a1...a,)day ...day,
]Rﬁn

R i

+XRO™ ’L 15=1

N—n i1y Ox
—P Vo(x; — Tny1)z—dtday...da,
/]R+><]R6(n+1) N N ; o —e +1)8Ui e

d’ou
0 — —PM™Iy(0)da,...day,
ox "L Oy
pn) | ZX ;
<8t + ;” 8@;)

n 8
- 8X POV G(2; — 2py1)dans
im1 Vi JRrS

dtdai...da,,

d’ou la premiére partie de I’énoncé.
Supposons maintenant (17). On a déja vu que Vt € Ry, Py (t) € ML (RSY),

donc P](\,n) (t) € ML(R"). 1 suffit donc pour conclure de montrer que, a

une sous-suite prés, la convergence P](f')(t) — PM)(t) est étroite. Soit Hy
I'Hamiltonien de I’équation de Liouville (7):

Va2 1
Hy(Xn, V) = %JFN > dlay —an) (18)
1<j<k<N

On a:

d
E//HN(XNavN)PN(XN;VN;t)dXNdVN

B OHy OPy ~ OHy 0Py B
- //HN(XN,VN) {8VN e 5%y gy | vV =0




car gxix est indépendant, de Vi et %LIT;: est indépendant de X . Donc, du fait

de (13), pour tout j € {1...N},

//|vj|2PN(XN,VN,t)dXNdVN

1
= N//|VN|2PN(XN,VN,t)dXNdVN

1
N [//|VN|2PN(XN7VN70)dXNdVN

1
+ //N > 26z — ax)(Pn(Xn, Vv, 0) — Py (X, Viv, 1)) dX ndViy
1<j<k<N
1 2 N(N —1)
< = _ w7
< 5 (on+ Flolm2 TS
< C

d’autre part,

d
E//|$j|2PN(XN,VN7t)dXNdVN

OHy OPy  OHyn OPy
P— J— . 2 p— %
B //|x]| |:8VN 0Xny O0Xn OVn dXndVy

= //th’UjPN(XN,VN,t)dXNdVN

N

22 + v?
// j2 L Py (X, Vi, t)dX ndVy

N

1
c+§//|xj|2PN(XN,VN,t)dXNdVN
et donc, d’apres le lemme de Gronwall, pour tout 7" > 0, il existe C'(T) tel que
ff |{Ej|2PN(XN, VN,t)dXNdVN < C(T) pour t < T.
Fixons n € N. Soit, pour m € N, 6,, € CJ(R") telle que 0 < 6, < 1,
0 (Xn, Vi) = 0 pour |(X,, V)| > m+ 1, et 0,,(X,,,V,,) = 1 pour [(X,,V,)| <
m. Soit g € Cp(R™).
|/P](V")(XN,VN)Q(XN,VN)dXNdVN - /P(”)(XN,VN)g(XN,VN)dXNdVN|
< | / P g0,mdX ndViy — / P™g,,dX NydVy|
+ [ P91 = o)ixvavi
H /P(")g(l — 0,)dXndVy|

Soit € > 0, et m assez grand pour que # < ¢ et pour que le troisiéme terme de
I'inégalité précédente soit lui aussi inférieur & €. Majorons le second terme:
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| / PMg(1 = 0,,)dX,dV,|

n X 2 2
< ||9||L°°/ P (X, V)%dxndvn
{1X0 24|V |2 >m2} | Xn]2 + Vil

< ”g”L /P(") X Vo) (| Xn? + Vo) dXndV,

< ”g”L /pN (Xn V) ([Xul? + [Va2)dX ndVi

( )gllz=

<
m2

P](Vn) — P g est bornée et 6, est & support compact, donc, pour N assez
grand, |f(P1(V") — P™)g0,,dX,,dV,| < e, et au total,
|/P}\?"(XN,VN)g(XN,VN)dXNdVN - /P(”)(XN,VN)g(XN,VN)dXNdVN|
< 2+ nC@)llgllL~)e
On a donc bien la convergence faible étroite de P](f') vers P(") ce qui achéve
la preuve du théoréme. O
5 De I’équation & la hiérarchie de Vlasov

Sous I’hypothése du chaos initial (16), on peut obtenir un résultat voisin de
celui obtenu dans la section précédente, directement & partir du théoréme (2.1)
de Braun et Hepp. Le lemme suivant est lui aussi énoncé dans [BH].

Lemme 5.1 On suppose p{~ e M}r Si h € CP(R®™), on définit les
“quantités observables intensives”:

N
Oj(ay) = N Z h(zn, (t,an), ..., Zn, (t, aN)) (19)

ni..n,=1

= /]R6 h(z(t, a1, pfY ), ooy 2(E, @ny p3 )Y (dar)...p 3 (day,)
= /6 h(ay, ..., an)p (t, day)...p 5 (t, day)
R n

Alors O} (an) el Jron M(z(t, a1, 1), ..., 2(t, an, p))p(day)...u(day ). Autrement
dit

7

[1ma (¢, dag) =5 T w(t, day)
j=1

j=1

11



preuve On fixe t € R;. Soit ¢ > 0. Soit K(¢) un compact de RS tel que
max(< paY (1), 1g(e)e >, < pu(t), 1g @) >) <e. On a alors:

[ h(@rean) (08 (¢ day)oopl (¢, dan) — pu(t, dan)...p(t, day,))|
R6"

< [ Parean)(py (8 dan)-. ) (t dan) — p(t; day)..p(t, dan))| + 2¢||h|| Lo
K(E)n

Quitte & agrandir K (), on peut supposer

)"+ B(0,1)) <

Hu

Soit alors x € C§°(K(e)™) tel que x = 1 sur K(e)" N [0(K (¢)%) + B(0,1)]° =
K'(g). On a:

|O;L(aN) - R h(Z(t, at, :u)a (X3} Z(ta [ u))u(dal)u(danﬂ
< 2¢||h]|L= +€l|h]| L~
+ h(ay...an)x(ai...an)(pyy (6, dar)...uN (¢, day) — p(t, day)...u(t, day))|
K(e)n

par densité de @ C5°(K (g)) dans C§° (K (£)™), lui méme dense dans CJ (K (e)"),

=1

n
dg € QC(K (e)) tel que ||g — xh||L~ < e. On écrit g sous la forme:
i=1

M

glay...a,) = 291 (a1)...g5'(an), gi" € CT(K(g)).
m=1
On a:
/ ) (S (1, day ).t (£, dan) — p(t, day)...pi(t, dan))
K(E)n
M n
- > ( (¢, day) — H/ Juct, dal)>
M n i—1
= )(t, dai) t,da;
mz::hz:; /K(E) 1;[ /K(E) ( )
/ g7 (@) Sy (1, day)
j=it1 7 K ()
et, donc
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] ganan) G (s dan)p (8 dan) = e, dan).plt, o)
K(e)

g7 (@) (U3 = )t day)| Y _[lgy ||

j=
J#i

N

K(e)

—0

pour N assez grand. Au total,

O () — / B2 (a1, 1), oy 2(8, @y p))pi(dar).opi(da)| < Bel[hl] e + & + 2.

6n

O

Remarque Si p € ML, la solution Py (t,day) de I'équation de Liouville (7),

N
de donnée initiale Py (0,dan) = [] p(dan) peut étre définie par:
n=1

Pyt doy )g(an) = /RGN Py (0, dan)g(wn (tan)), Vg € CO(RON)

R6N

Dans [BH] était montré le lemme suivant:

Lemme 5.2 Si h € CY(RY), alors

OV (an)Py(t,day) — h(ay...an) [ [ 1t dai)
i=1

R6N N—oo [ren

ot u(t ) est une solution faible le I’équation de Vlasov (8) avec donnée initiale

1(0) =

preuve Pour ¢ =0,

N" Z h(an, ---an, ) PN (0,day) = h(al...an)H,u(t,dag) +O(NTh
o=1

T R6" R6n

(le terme principal vient des vecteurs (ns...n,) tels que tous les n; sont deux a
deux distincts). Pour ¢ # 0, soit B° la tribu borélienne sur RS, soit (2, B) :=
oo (oo}

IT (R®, B%) muni de la mesure ji(da) = [] p(day,), ot a = (ay...an...), an =
n=1 n=1

(ar...an). Si A € BS est tel que u(0A) = 0, les variables aléatoires Y (o) =
xa(a,) ont pour espérance u(A), pour variance pu(A) — u(A)2, et donc

i5(2) = [ xalas(do) - ZXA (40) — w(A) fpp.

Soit A un ensemble dénombrable d’hypercubes [a,, b,] = {z € R, a!, < 2! <
bi,1 < i < 6}, stable par intersection finie, tel que Vz € RS Ve > 0, El[an, by, ] €
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A,z € (an,bn) C {Z',|z — 2/| < e} (on peut prendre par exemple la base de
Haar). A est dénombrable donc il existe Q@ C Q, i(Q) =1, et

1 ((an, b)) N ((an,bn]), Vo € Q,¥(an,by] € A

—00

On en déduit que Va € Q, u% — p,w*. De plus, fRGN Py (t,dan)Op(ay) =
Jo i(da)O} (an), YN, |0}, (an)| < suplh(ay...an)| < o0, et Vo € Q, O} (an) —
Jgen P(a1...an) [T p(t, da;) par le lemme 5.1. i(Q) = 1, donc on conclut par le

=1

théoréme de convergence dominée. O
A ce stade, on peut obtenir un théoréme voisin du théoréme 4.1:

Théoréme 5.1 Si ¢ € CZ, si on note P](\,") la solution de la hiérarchie finie de

Vlasov (14) avec donnée initiale, pour n < N: P](Vn) (0) = ] n(da;), la suite de
i=1

marginales ({PJ(VH)}”%)NN converge faible étoile dans ] L>°(Ry, Co(R"))

= n)l

i=1
une solution de la hiérarchie de Viasov (15).

n
vers {Hu(t,dai)} , qui, d’aprés la remarque de la fin de la section 2, est
i n>1

preuve On va utiliser le lemme 5.2, et montrer que

OY(an)Py(t, day) ~ /6N P](V")(t,al...an)h(al...an)dal...dan
R

R6N N—o00

/ 00 (aw ) Py (t, dax)
RN

N
1
= — Py (t,aq... h(ay, ...an, )dai...d
Nnm;:l [ Pl anean)hfan, an, )day...day
1 N
= — Pyx(t,aq... h(ay,, ...an, )dai...d
N ;71 [ Pultarean)h(an, an, )dar . day
1 N
+ W Z Jon PN(t,al...aN)h(am...ann)dal...daN
ny...p=

Ji#j,n; =n;

Or, si les n; sont deux & deux distincts, 'hypothése des particules indistingables
entraine que

PN(t, al...aN)h(am ...ann)dal...daN
R6N

= Py(t,a1...an)h(as...an)day...day
RSN

= Pj(vn)(t,al...an)h(al...an)dal...dan
RS
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de plus,

| Py (t,ay...an)h(ap, ...apn, )da;...dan| < ||h||< = O(1)

R6N

o NI .
Card{(nl...nn) S {1N}n,7, #] = Nn; 7& le} = m N:oo N

Card{(ni..n,) € {1.N}",3i # jn, =n,;} < <72l> Nt

donc

n 1
0% (an)Py(t,dan) = [ Pt day...dan)h(ar...an) + O()
]R(‘)N R6n

d’apreés le lemme 5.2,

/ P\ (t, day...dag)h(ar..an) — [ hlar..an)[Jp(t, das)
RO A

N—o0 R67

donc P](V") (t,day...day) =X T p(t, das). O

i=1

Remarque Le théoréme 5.1 donne un résultat plus précis que le théoréme 4.1
dans le cas particulier ot l'on a le chaos initial (16): dans ce cas, il explicite la
solution de la hiérarchie infinie de Vlasov (15) vers laquelle tendent les solutions
de la hiérarchie finie de Vlasov (14), et nous dit qu’il y a propagation du chaos
pour les ¢ > 0. D’un autre coté, le théoréme 4.1 se contente de dire qu’il y
a convergence vers une solution de la hiérarchie infinie, sans préciser laquelle.
Dans les cas ou 'on est capable de montrer I'unicité de la solution de (15),
le théoréme 4.1 est cependant plus général, car il s’applique également a des
répartitions initiales non factorisées; et il nous donne encore la propagation du
chaos via la remarque de la fin de la section 2 si (16) est vérifiée.

Intéressons nous donc & l'unicité de la solution de la hiérarchie de Vlasov,
qui, sous certaines hypothéses sur ¢, est montré dans [NS].

6 Unicité pour la hiérarchie de Vlasov

Théoréme 6.1 On suppose ¢ € L' (R?), ¢ € CY(R3), ou la transformée de
Fourier est ici normalisée de sorte que ¢(x) = [ps o(q)e'?*dq.
Alors la solution de la hiérarchie de Vlasov existe sur Ry et est unique.

preuve L’existence découle du théoréme 4.1.
Si PM(t, X,,,V,,) € ML (R®™) est solution de (15), on pose:

i Xn: (wjn;+&v5)
SO &) = / POt X, Viy)e =1 dX,dV,,
R6n

€ L®(R*") N CO(R")
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Calculons ce que devient la hiérarchie de Vlasov (15) en termes de f(™):

P(” i( 5+€5v5) o)
// (X, Ve im0 ax,av, = gt (£ &1 )
RGn

n

P(") iy (zjn;+&v5)
/] Zvja (t X Ve = ax av,
Ron 55

(n ) Z( z;n;+€5v;5)
Z / / vyin; P (t, X, Vi )e J dX,dV,
R6n

n

afm .
— —an 9 (t, &1 @i, 1--Mn) 5

Hp(n+1) i_znj (zjn;+&5v5)
// Z V¢ %+1)Td%+ld”n+1e = dXndVy
Rﬁn J

S
R6n JR6 ]R3

1 i Z (z5mi+E5v5)
PO (4 X g1, Vi )i€je =1 dzp41dvg1dX,dV;,

B n ) N\ p(ntl)
jZl//]R6n ~/]RG RS ¢(q)(q£j)P (t7Xn+1,Vn+1)

" n
inj'r]j i0m.  —iax izgjl)j
e =1 e'ieTMEntte i=1 dx,1dvp41dX,dVy,

= Z/R3 G(@)(g) F It €1, 0,11 + @i, —q)dg
j=1

Si PM(t, X, V;,) € ML (RO) est solution de (15) avec donnée initiale P("™)(0),

FONt, €1 &) € L®°(RO™) N CO(RS™) avec donnée initiale £(™)(0) est so-
lution de (20), que Narnhofer et Sewell appellent hiérarchie de Vlasov dans
[NS]:

n (n)
8f (t 51 gnanl an 8']; t flfn,’lh’r]n)

Z/}Rs A(@)(@&) f I (€1, 0,maeemy + @i, —q)dg (20)
=1

Montrons donc I'unicité de la solution de (20) dans [] CY(R") N L>°(R%™).
n>1
Soit f(™) la différence entre deux solutions de (20), et soit

gt &) = FO(E & — it & — Nt m1eny).
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L’équation (20) se réécrit:

g™

g (75 §1-Eny M)
Z/ O(@)a(& —nt) f IV, & — mte&n — 0t 0,710 + ¢, —q)dg
Z/ O(@)a(& — nt)g " (&1 + gt —at, My + @i, —q)d

Soit, puisque f(™(0) = 0,

t
9 b metn) = [ [Konir (90970 (6)] (€ (21
0

ou l'on a posé:

Kn,nJrl(t)g n+1)( ):| (5 §m771 nn Z/ ¢ 77n+1 Mn+1- (é-j - ﬁjt)

g, &1 &G+ NateeEny sty Moy + Dt ooy =1 ) Ay 1 (22)

en itérant (21), on obtient, pour k € N:

te—1

¢
g™ (t, &1 bny ---T]n)Z/dtl--- dtk[Kn,n—i-l (t1)e - Knhm1nak (te) g " o) (tk)} (23)
0 0

On définit les constantes suivantes, qui sont finies grace a I'hypothese faite
sur ¢ A = sup{l|gmnll,n € R, B := sup{llnll,n € Suppé}, ainsi que
C = sup{||§l],j € {1..n}} et D := sup{||n;||,j € {1..n}}. On remarque aussi
que pour tout n, la définition de g(™ et celle de f(™ entrainent que ||g(™||p~ =
||| < 2. On en déduit par (22):

[ Kot g ™D )] (€1 mma)

4
<n <§7TB3> A x 2(C +tD)
En itérant cette inégalité et en l'injectant dans (23), on obtient:

k k-1

tr—1
9™ (£, 61 Eny 1) /dt1 / dtk( TB*A ) [[(C +tD) +2tiB)

=0

8 k tk k—1
< <§7TBBA> o (n(C +tD) + 2tiB)
"1=0

k k
16 4 . 9 1 n(C +tD)
< —
< <37rBAte> m(l—i— 1Bk

n(C+tD)
—2tB

—e

et donc, en passant a la limite quand k — oo, on a que g™ (t) est nulle, pour
?wB‘lAth < 1, et donc , en itérant, pour tout ¢. O
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Remarque Si on essaye de montrer directement 'unicité de la solution de
(15) (c’est a dire sans passer & la transformée de Fourier), on est amené d’une
facon ol d’une autre & montrer la continuité de I’application

- P+l
pnty) Vo (xj — Tng1) ——— dzpp1dvy,
— jZ: o ¢(xj x +1) avj Ln+1AUn+1 ,

d’un espace H, 1 de fonctions sur RO+ dans H,,. La difficulté pour obtenir

. . . (n+1)
une telle continuité provient de la dérivation BPB

. Dans la preuve ci-dessus,

J
cette difficulté se retrouve dans le fait que 'on a pas montré la convergence
uniforme de ¢(™)(t), mais seulement sa convergence uniforme sur les compacts
de R%" (les “constantes C' et D dépendent des &; et des 7;).
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