
La per
olationClément Gallo, en
adré par Thomas DuquesneFebruary 1, 2006Après avoir introduit les prin
ipales notions permettant la 
ompréhension des pro
essus deper
olation, nous étudierons le pro
essus de per
olation par lien de Bernouilli sur di�érents typesde graphes: d'abord sur les arbres, et tout parti
ulièrement sur l'arbre k-aire, puis sur les réseaux
ubiques L
d. Au sujet des réseaux, nous nous attarderons sur deux grandes propriétés des pro
essusde per
olation de Bernouilli sur L

d, l'une en dessous de la probabilité 
ritique, l'autre au dessus.En�n, nous étudierons plus pré
isément le 
as d = 2, pour lequel nous 
al
ulerons expli
itementla probabilité 
ritique.1 Généralités1.1 La per
olation par liensSoit G = (V,E) un graphe, dont V est l'ensemble des sommets, et E l'ensemble des arêtes. Soit
Ω = {0, 1}E. Soit ω ∈ Ω. On dit qu'une arête e ∈ E est ouverte si ω(e) = 1, et qu'elle est ferméesi ω(e) = 0.Soit, pour e ∈ E, µe une mesure de probabilité sur {0, 1}. Pour 
haque e ∈ E, soit alors
pe ∈ [0, 1] tel que µe(1) = pe, et µe(0) = 1− pe.On dé�nit alors une mesure de probabilité P sur (Ω,F), où F est la tribu engendrée par les
ylindres {ω ∈ Ω, ω(e1) = x1, ..., ω(em) = xm}, xi ∈ {0, 1}, m ∈ N

∗:
P :=

∏

e∈E

µe.On ne 
onsidèrera i
i que le pro
essus de per
olation de Bernouilli de paramètre p, où tous les
pe, e ∈ E, sont égaux: pe ≡ p ∈ [0, 1]. On note alors la mesure de probabilité obtenue: Pp := P .Une 
on�guration ω ∈ Ω est identi�ée au sous graphe G(ω) de G, dé�ni par:

G(ω) = (V,E(ω)),

E(ω) = {e ∈ E, ω(e) = 1}.Un 
hemin sur G est dit ouvert si toutes les arêtes qu'il emprunte sont ouvertes. Si x, y ∈ V ,on note x ↔ y l'évènement: �il existe un 
hemin ouvert reliant x à y�. On dé�nit alors, pour
x ∈ V , le plus grand sous graphe ouvert 
onnexe 
ontenant x:

C(x) := C(x, ω) := {y ∈ V, x↔ y}.On dit qu'il y a per
olation s'il existe un sommet x ∈ V tel que |C(x)| =∞.Il est interessant de 
onnaître les valeurs du paramètre p pour lesquelles il y a ou non per
o-lation. Pour x ∈ V, Pp(|C(x)| = ∞) est 
lairement une fon
tion 
roissante de p. Ce
i motivela:
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1.1.1 Dé�nitionOn appelle probabilité 
ritique le réel pc ∈ [0, 1], dé�ni par:
pc := sup{p ∈ [0, 1], Pp(∃x ∈ V, |C(x)| =∞) = 0}(
ette dé�nition est bien 
ohérente, 
ar il est 
lair que P0(∃x ∈ V, |C(x)| =∞) = 0).Nous étudierons i
i le pro
essus de per
olation de Bernouilli sur deux types parti
uliers degraphes:

• les arbres in�nis
• les réseaux 
ubiques (le réseau 
ubique de dimension d sera noté L

d := (Zd,Bd), où B
d estl'ensemble des arêtes reliant les plus pro
hes voisins de Z

d).1.2 La per
olation par sitesDans le pro
essus de per
olation par sites, on dé
lare �ouverts� où �fermés� les sommets d'ungraphe G = (V,E) plut�t que ses arêtes, 
omme 
'était le 
as dans le pro
essus de per
olation parliens.Un 
hemin est dit ouvert si tous les sommets qu'il emprunte sont ouverts, on note en
ore, pour
x ∈ V , C(x) le sous ensemble de V 
onstitué des éléments de V pouvant être reliés à x par des
hemins ouverts. Soit, pour tout x ∈ V , µx une mesure de probabilité sur {0, 1}. On dé�nit unemesure de probabilité P sitep sur {0, 1} 
omme le produit:

P sitep :=
∏

x∈V

µx.I
i, on ne 
onsidèrera que le 
as où G = L
d. On suppose: ∀x ∈ V, µx(1) = p, µx(0) = 1 − p,où p ∈ [0, 1]. On pose en�n:

θsite(p) := Pp(|C(0)| =∞),

psitec = sup{p, θsite(p) = 0}.1.2.1 RemarqueTout pro
essus de per
olation par lien peut être ramené à un pro
essus de per
olation par site.Soit en e�et G = (V,E) un graphe, {µe}e∈E des mesures de probabilité sur {0, 1}. On 
onstruitalors le graphe G′ = (V ′, E′), où:
• V ′ = E

• E′ = {(xy), (x; y) ∈ E2, x 6= y, x et y ont une extrémité 
ommune}A un 
hemin ouvert d'arêtes dans G 
orrespond un 
hemin ouvert de sommets dans G′, etun pro
essus de per
olation par lien sur G induit 
anoniquement un pro
essus de per
olation parsites sur G′.La ré
iproque est fausse: par exemple, on peut voir qu'un pro
essus de per
olation par site sur
L

2 ne peut pas être étudié 
omme un pro
essus de per
olation par lien sur un autre graphe.Etant donné un graphe G = (V,E), il est intéressant de 
omparer les pro
essus de per
olationpar liens et par sites sur 
e graphe, et en parti
ulier de 
omparer les probabilités 
ritiques.1.2.2 ThéorèmeSoit G = (V,E) un graphe 
onnexe in�ni d'origine 0, de degré maximal ∆ < ∞ (i.e. 
haquesommet est relié à au plus ∆ autres sommets). Alors
1

∆− 1
6
(1)
plienc 6

(2)
psitec 6

(3)
1− (1− plienc )∆.2



lemme Dans le pro
essus de per
olation par lien sur un graphe 
onnexe in�ni,
Pp(0↔∞) := Pp(|C(0)| =∞) = 0⇔ Pp(∃v ∈ V, |C(v)| =∞) = 0et, dans le 
as 
ontraire, Pp(∃v ∈ V, |C(v)| =∞) = 1.preuve du lemme Supposons p 6= 0 (le lemme est véri�é si p = 0).

{0 ↔ ∞} ⊂ {∃v ∈ V, |C(v)| = ∞}, don
 Pp(0 ↔ ∞) 6 Pp(∃v ∈ V, |C(v)| = ∞), d'oùl'impli
ation ré
iproque.Si Pp(0↔∞) = 0, soit v ∈ V . Supposons par l'absurde Pp(v ↔∞) 6= 0. Alors
Pp(0↔∞) > Pp(v ↔∞)pl > 0
e qui 
ontredit l'hypothèse (l est la longueur d'un 
hemin reliant 0 et v). Don
 ∀v ∈ V, Pp(v ↔

∞) = 0, et
Pp(∃v ∈ V, |C(v)| =∞) = Pp(

⋃

v∈V

{v ↔∞}) 6
∑

v∈V

Pp(v ↔∞) = 0d'où l'impli
ation dire
te.Le fait que Pp(∃v ∈ V, |C(v)| =∞) ∈ {0, 1} dé
oule immédiatement de la loi du 0− 1.preuve de (1) Soit θ(p) := Pp(0 ↔ ∞). Si 0 ↔ ∞, alors pour tout n ∈ N, il existe un
hemin ne se re
oupant pas (SAW) de longueur supérieure ou égale à n, ouvert, d'origine 0.Soit σ(n) le nombre de SAWs de longueur supérieure où égale à n. Alors θ(p) 6 pnσ(n). Mais
σ(n) 6 ∆(∆− 1)n−1, don


∀n ∈ N, θ(p) 6 (p(∆− 1))n
∆

∆− 1
.Si p < 1

∆−1 , on fait tendre n vers l'in�ni, et θ(p) = 0, don
 p 6 plienc , et don

1

∆− 1
6 plienc .preuve de (2) et (3) Si X et Y sont deux sous ensembles aléatoires de V , on dit que Ydomine sto
hastiquement X (et on note X 6 Y ) si pour toute fon
tion f : P(V ) −→ R véri�ant

f(A) 6 f(B) dès que A ⊂ B ⊂ V , on a
E[f(X)] 6 E[f(Y )]On va montrer:

Csite(p) 6 Clien(p) 6 Csite(1− (1− p)∆) (∗)où Clien(p) est un sous ensemble aléatoire de V ayant la loi du sous graphe ouvert 
ontenant 0,dans le pro
essus de per
olation (par lien) de Bernouilli de paramètre p, et Csite(p) est un sousensemble aléatoire de V ayant la loi du sous graphe ouvert 
ontenant 0, sous la 
ondition que 0soit ouvert, dans le pro
essus de per
olation par site de paramètre p.Soit
f : P(V ) → {0, 1}

A →
{

0 si |C(0)| <∞
1 si |C(0)| =∞. Si A ⊂ B, on a bien f(A) 6 f(B), et don
, si (∗) est vraie, en prenant l'espéran
e,

Pp(|Csite(p)| =∞) 6 Pp(|Clien(p)| =∞) 6 Pp(|Csite(1− (1− p)∆)| =∞).Alors, 3



• si p < plienc , Pp(|Clien(p)| = ∞) = Pp(|Csite(p)| = ∞) = 0 et don
 p 6 psitec , don
 plienc 6

psitec .

• si p < psitec ,
Pp(|Clien(1 − (1− p) 1

∆ )| =∞) = Pp(|Csite(1− (1− (1− (1 − p) 1
∆ ))∆)| =∞)

= Pp(|Csite(p)| =∞) = 0.Don
 1− (1− p) 1
∆ 6 plienc , 
'est à dire p 6 1− (1− plienc )∆, et don
:

psitec 6 1− (1 − plienc )∆.preuve de Csite(p) 6 Clien(p). Soit G = (V,E) un graphe de degré maximal ∆ < ∞ .Soit p ∈ [0, 1], soit E = {e1, ..., en, ...}.Soit ω ∈ {0, 1}E une 
on�guration obtenue par un pro
essus de per
olation de Bernouilli deparamètre p sur G. Soit A0 = {0} (où 0 ∈ V ), et B0 = ∅.On 
onstruit une suite (Ak, Bk)k∈N par ré
urren
e: ayant 
onstruit (Ak, Bk), soit e ∈ E lapremière arête (dans l'énumération e1, ..., en, ...) telle que:
{
e 6∈ Bk
e a exa
tement une extrémité x qui est un sommet de Ak, on note e = (xy).soit alors:

Ak+1 =

{
Ak si ω(e) = 0
Ak
⋃{y} si ω(e) = 1

Bk+1 =

{
Bk
⋃{e} si ω(e) = 0

Bk si ω(e) = 1s'il n'existe pas de tel e, on pose (Ak+1, Bk+1) = (Ak, Bk).On remarque que (Ak)k∈N et (Bk)k∈N sont 
roissantes, et que
A∞ := C(0) = lim

k→∞
Ak .Colorions maintenant 0 en rouge, et, à 
haque étape de la 
onstru
tion, on 
olorie y:

{ en rouge si ω(e) = 1en noir si ω(e) = 0(on laisse à y sa 
ouleur initiale s'il est déjà 
olorié).Soit Ar∞ l'ensemble des sommets que l'on peut atteindre à partir de 0 par des 
hemins rouges.On remarque alors que:
• Ar∞ ⊂ A∞, et les voisins des sommets de Ar∞ qui ne sont pas dans Ar∞ sont noirs.
• Ar∞ a la même loi que Csite(p)et don
:

Csite(p) = Ar∞ 6 A∞ = Clien(p)(i
i, �=� signi�e �a même loi que�)
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preuve de Clien(p) 6 Csite(1 − (1 − p)∆). Soit G = (V,E) un graphe. On 
onstruit legraphe orienté ~G = (V, ~E), où ~E = { ~xy; ~yx, (xy) ∈ E}.Soit ~ω ∈ {0, 1} ~E une 
on�guration obtenue par un pro
essus de per
olation de Bernouilli deparamètre p sur ~G.On 
olorie l'origine en vert. Tout x ∈ V \{0} sera 
olorié en vert s'il existe f = ~xy ∈ ~E tel que
~ω(f) = 1, et en noir sinon. Alors, pour tout x ∈ V \{0},

Pp(x est vert) = 1− (1− p)deg(x) 6 1− (1 − p)∆.On 
onstruit A∞ 
omme dans la preuve pré
édente, au détail près que si e = (xy) ave

x ∈ Ak, y 6∈ Ak, e sera dit ouvert si et seulement si ~ω( ~xy) = 1.Soit Av∞ l'ensemble des sommets reliés à l'origine par des 
hemins verts. Alors:
• A∞ ⊂ Av∞
• Av∞ 6 Csite(1− (1− p)∆).et don
 C(0) = A∞ 6 Csite(1 − (1− p)∆).1.3 Exemples d'appli
ationSupposons qu'on ait un mélange homogène de deux matériaux sous forme de poudre, l'un étant
ondu
teur et pas l'autre. La probabilité que le 
ourant puisse passer d'un grain à son voisin seramanifestement une fon
tion 
roissante de la proportion du matériau 
ondu
teur. Le pro
essusde per
olation est dans 
e 
as un modèle qui nous permettra de dire si le mélange est ou non
ondu
teur.De nombreuses autres situations physiques peuvent être modélisées par des pro
essus de per-
olation. Citons par exemple le ferromagnétisme, des é
oulements de liquides dans des matériauxporeux, la propagation du feu dans une forêt...2 Les arbres2.1 Préliminaires sur les arbres2.1.1 Dé�nitionOn appelle arbre tout graphe 
onnexe sans 
y
le. On ne 
onsidèrera i
i que des arbres lo
alement�nis, 
'est à dire que pour tout sommet v du graphe, le nombre d'arêtes issues de v est �ni. Onappelle 
e nombre le degré de v, on le note deg(v). Cependant, deg(v) ne sera pas né
essairementune fon
tion bornée de v.Dans toute la suite, T = (V,E) désignera un tel arbre, dont l'origine sera notée 0.On 
her
he à mesurer la �taille� d'un arbre. L'un des 
ritères les plus naturels à 
onsidérer estle taux de 
roissan
e:2.1.2 Taux de 
roissan
eDé�nition Soit, pour n ∈ N, Sn = {v ∈ V, |v| = n} (où |v| désigne le nombre d'arêtespar
ourues par l'unique SAW reliant l'origine à v), l'ensemble des des
endants de l'origine de la

nième génération (on dit que l'origine est de la génération 0).Dé�nition Soit gr(T ) := lim inf |Sn|
1
n le taux de 
roissan
e inférieur de T , et gr(T ) := lim sup |Sn|

1
nle taux de 
roissan
e supérieur de T .Si gr(T ) = gr(T ), on parle simplement du taux de 
roissan
e de T , et on le note gr(T ).5



Exemple Pour l'arbre k-aire (
haque sommet a k > 1 �ls), on a |Sn| = kn pour tout n ∈ N, etdon

gr(T ) = gr(T ) = gr(T ) = k.2.1.3 Le nombre de bran
hementDes intuitions physiques...E
oulement d'eau Voyons les arêtes de l'arbre T 
omme des tuyaux véhi
ulant de l'eau.Soit λ > 1. On suppose qu'à une distan
e n de la ra
ine, le débit maximal a

epté par un tuyauest λ−n.Supposons par exemple que T soit l'arbre k-aire Tk.Si λ 6 k, on introduit un débit d'eau k

λ
à l'origine, 
ette eau se sépare dans 
ha
un des ktuyaux, dans lesquels 
ir
ule un débit 1

λ
. La première génération étant passée, 
haque débit 1

λ
sedivise en k: 1

kλ
6

1
λ2 , et ainsi de suite: il peut y avoir un é
oulement d'eau de 0 à l'in�ni.Par 
ontre, si λ > k, le débit total d'eau pouvant passer dans l'ensemble des tuyaux de Sn est

kn × 1
λn =

(
k
λ

)n −−−−→
n→∞

0. Il ne peut don
 pas y avoir é
oulement d'eau.Courant éle
trique Supposons maintenant que les arêtes à distan
e n de l'origine soientdes �ls éle
triques de 
ondu
tan
e λ−n. Si λ est trop grand, la 
ondu
tan
e entre l'origine etl'in�ni est nulle; elle ne l'est pas si λ est su�semment petit.Pour l'arbre Tk par exemple, la résistan
e entre l'origine et l'in�ni est:
∞∑

n=1

(
λ

k

)n

,qui est �nie si λ < k, et in�nie si λ > k.Dé�nition Soit T = (V,E) un arbre. On appelle 
utset de T tout sous ensemble Π de E tel quetout SAW reliant l'origine à l'in�ni passe par une unique arête de Π.Dé�nition On appelle nombre de bran
hement de T , et on note br(T ), la quantité:
br(T ) := sup{λ, inf

Π⊂E
Π cutset

∑

v∈Π

λ−|v| > 0} (1)
= sup{λ, il peut y avoir é
oulement d'eau àtravers des tuyaux de 
apa
ité λ−|v| } (2)
= sup{λ, la 
ondu
tan
e entre 0 et ∞ du réseau éle
-trique ave
 �ls de 
ondu
tan
e λ−|v| est nulle } (3)(on a, dans l'égalité (1), identi�é une arête de E à son extrémité la plus éloignée de 0)On appelle débit toute fon
tion ϕ : E −→ R+ véri�ant la loi des n÷uds:
∀u ∈ V, ∀v �ls de u, ϕ(uv) =

∑

w∈V
w �ls de v

ϕ(vw)On étend le domaine de dé�nition de ϕ aux sommets de T :
∀ v ∈ V \{0}, ϕ(v) := ϕ(uv), où u est le père de v

||ϕ|| := ϕ(0) :=
∑

v∈V

v �ls de 0

ϕ(v).

||ϕ|| est appelé débit total. Quand ||ϕ|| = 1, on parle de débit unitaire.6



Les égalités (2) et (3) ne sont alors que des reformulations du fait:
br(T ) = sup{λ, il existe un débit ϕ 6= 0, ∀ v ∈ V, ϕ(v) 6 λ−|v|};qui est lui même une 
onséquen
e immédiate de l'égalité:

sup{||ϕ||, ϕ(v) 6 λ−|v|, ∀ v} = inf
Π 
utset∑

v∈Π

λ−|v| .Exemple On a vu que pour l'arbre k-aire Tk, br(Tk) = k. On a don
 i
i l'égalité br(Tk) = gr(Tk).Cette égalité est fausse dans le 
as général: 
onsidérons par exemple l'arbre 3-1 ainsi dé�ni:
• l'origine a deux �ls
• pour n > 1, Sn = {vn1 , ..., vn2n} (les sommets sont numérotés de gau
he à droite)
• pour n > 1, 1 6 k 6 2n−1, vnk a un �ls
• pour n > 1, 2n−1 < k 6 2n, vnk a trois �ls.
On a alors 
lairement:
• gr(T ) = 2

• br(T ) = 1 (
onsidérer par exemple un é
oulement d'eau à travers T )2.1.4 Correspondan
e ave
 les mar
hes aléatoires sur TDé�nitions Soit T = (V,E) un arbre. Pour u, v ∈ V , la notation u ∼ v signi�e que u et v sontreliés par une arête.Pour e ∈ E, on dé�nit |e| = |v|, où e = (uv) et |u| < |v|.On a�e
te à 
haque arête de T une 
ondu
tan
e λ−|e|. On 
onsidère, pour λ > 0, la mar
healéatoire RWλ = (Xn)n>0 sur les sommets de T , dont les probabilités de transition sont donnéespar:
P (Xn+1 = v | Xn = u) =







λ−|(uv)|
P

w∈V
w∼u

λ−|(uv)| si u ∼ v
0 sinon

RWλ est dite ré
urrente si, presque sûrement, elle passe une in�nité de fois en 
ha
un despoints de V ; elle est dit trans
iente si elle vit en dehors de n'importe quel 
ompa
t, après untemps �ni.Théorème (admis) Soit T = (V,E) un arbre in�ni. RWλ est:
• trans
iente si λ < br(T )

• ré
urrente si λ > br(T ). 7



Illustration par l'arbre k-aire Soit m ∈ N
∗.

Eλ[|Xn=1| − |Xn| | |Xn| = m] = 1× kλ−(m+1)

kλ−(m+1) + λ−m
+ (−1)× kλ−m

kλ−(m+1) + λ−m

=
k
λ
− 1

k
λ

+ 1
.

• si λ < k = br(T ), Eλ[|Xn=1| − |Xn| | |Xn| 6= 0] > 0; et �Xn a tendan
e à s'éloigner de 0�.
• si λ > k = br(T ), Eλ[|Xn=1| − |Xn| | |Xn| 6= 0] < 0; et �Xn a tendan
e à revenir en 0�.2.2 Les arbres de Galton-WatsonSoit L une variable aléatoire à valeurs entières positives. Soient, pour i > 1 et n > 0, Lni desvariables aléatoires de même loi que L.On dé�nit par ré
urren
e, pour n > 0, les variables aléatoires Zn par:







Z0 = 1

Zn+1 =

{ ∑Zn

i=1 L
n
i si Zn > 1

0 si Zn = 0On asso
ie à 
e pro
essus de Galton-Watson un arbre aléatoire de la façon suivante: Lnireprésente le nombre de �ls du ième individu de la nème génération (et don
 Zn 
ompte le nombretotal d'individus de la nème génération).Un outil utile pour l'étude des arbres de Galton-Watson est la fon
tion génératri
e de L, dé�niesur [0, 1] par:
f(s) := E[sL] =

∞∑

N=0

P (L = n)sn.Pour n > 0 et s ∈ [0, 1], on pose fn(s) := f (n)(s), où f (n) désigne la nème itérée de f .On a alors fn(s) = E[sZn ]. Montrons le par ré
urren
e sur n. C'est vrai pour n = 0. Supposonsl'avoir montré au rang n.
fn+1(s) = fn ◦ f(s)

= E
[
f(s)Zn

]

= E
[

E
[
sL
]Zn
]

= E

[
Zn∏

i=1

E
[

sL
n
i

]
] (les Lni ont même loi que L)

= E
[

E
[

sL
n
i +...+Ln

Zn | Zn
]] (les Lni sont indépendants)

= E
[
E
[
sZn+1 | Zn

]]

= E
[
sZn+1

]La 
onstru
tion d'un sous graphe ouvert de l'arbre k-aire Tk par un pro
essus de per
olationde Bernouilli de paramètre p (ou du moins la 
onstru
tion de la 
omposante 
onnexe ouverte
ontenant la ra
ine, qui est la seule qui nous intéresse), peut être simulée par la 
onstru
tion d'unarbre de Galton-Watson, en 
hoisissant la variable aléatoire L de loi:
Pp(L = m) =

(
k

m

)

pm(1− p)k−m, ∀m > 0(ave
 ( k
m

)
= 0 si m > k). 8



2.3 ThéorèmeLa probabilité 
ritique du pro
essus de per
olation de Bernouilli sur un arbre T est donnée par:
pc(T ) =

1

br(T )
.2.3.1 preuve de pc(T ) >

1
br(T )Ce
i repose sur la méthode dite du premier moment, qui a�rme que pour tout 
utset Π,

{0↔∞} ⊂ {∃v ∈ Π, 0↔ v} =
⋃

v∈Π

{0↔ v},et don
:
P (0↔∞) 6 P

(
⋃

v∈Π

{0↔ v}
)

6
∑

v∈Π

P (0↔ v) .I
i, on a don
:
Pp(0↔∞) 6

∑

v∈Π

p|v| .Soit p < 1

br(T )
=

1

sup

{

λ > 1, inf
Π⊂E

Π 
utset ∑v∈Π

λ−|v| > 0

}

= inf

{

1

λ
, λ > 1, inf

Π⊂E

Π 
utset ∑v∈Π

(
1

λ

)|v|

> 0

}don
 inf Π⊂E
Π 
utset ∑v∈Π p

|v| = 0, et, par le premier moment, Pp(0↔∞) = 0, 
e qui implique d'aprèsle lemme de la se
tion 1.2.2, p 6 pc(T ), et don

pc(T ) >

1

br(T )
.2.3.2 Dé�nitions et notationsOn appelle bord de T , et on note ∂T , l'ensemble dé�ni par:

∂T =

{
{v ∈ V, v n'a pas de �ls} si T est �ni
{SAWs in�nis issus de 0} si T est in�niPour u, v ∈ T ∪∂T , on note u∧v le sommet de T où les 
hemins reliant l'origine respe
tivementà u et v, se séparent (u∧v ∈ T , sauf dans le 
as T in�ni et u = v ∈ ∂T , auquel 
as u∧u = u ∈ ∂T ).Si T est in�ni, si x ∈ V et ξ ∈ ∂T , on note �x ∈ ξ� l'évènement �ξ passe par x�.2.3.3 RemarqueUn débit unitaire ϕ sur un arbre T supposé in�ni induit une mesure de probabilité µ sur l'espa
e

(∂T,F), où F est la tribu engendrée par les 
ylindres {ξ ∈ ∂T, v ∈ ξ}v∈V , où µ est donnée par:
µ({ξ ∈ ∂T, v ∈ ξ}) := ϕ(v).9



2.3.4 LemmeSoit T = (V,E) un arbre (�ni ou non) sur lequel on e�e
tue un pro
essus de per
olation deBernouilli de paramètre p. Soit K la fon
tion dé�nie par:
K : ∂T × ∂T → [1,+∞]

(x, y) → 1
Pp(0↔x∧y)alors

Pp(0↔ ∂T ) > CapK(∂T ),où CapK(∂T ) := sup
µ, µ(∂T )=1

1
EK(µ) est la 
apa
ité de ∂T à travers le noyau K, où EK(µ) =

∫ ∫

x,y∈∂T

K(x, y) dµ(x) dµ(y) est l'énergie de la mesure µ à travers le noyau K.preuve du lemme Supposons d'abord T �ni. Soit µ une mesure de probabilité sur ∂T , et
Y =

∑

x∈∂T

µ(x)
10↔x

Pp(0↔ x)
.On a d'une part:

e[Y ] =
∑

x∈∂T

µ(x) = 1 etet E
[
Y 2
]

= E




∑

x∈∂T

∑

y∈∂T

µ(x)µ(y)
1{0↔x}∩{0↔y}

Pp(0↔ x)Pp(0↔ y)





=
∑

x∈∂T

∑

y∈∂T

µ(x)µ(y)
Pp({0↔ x} ∩ {0↔ y})
Pp(0↔ x)Pp(0↔ y)

=
∑

x∈∂T

∑

y∈∂T

µ(x)µ(y)
1

Pp(0↔ x ∧ y)
= EK(µ)et d'autre part,

E[Y ]2 = E [Y × 1Y >0]
2

6 E
[
Y 2
]
Pp(Y > 0) (Cau
hy-S
hwarz)et don
:

Pp(Y > 0) >
1

EK(µ)
.Mais {Y > 0} ⊂ {∃x ∈ ∂T, 0 ↔ x} = {0 ↔ ∂T }, et don
 Pp(0 ↔ ∂T ) >

1
EK(µ) , et 
e
i pourtoute mesure µ, don


Pp(0↔ ∂T ) > CapK(∂T ).Supposons maintenant T in�ni, et soit µ une mesure de probabilité sur (∂T,F). µ induit unemesure de probabilité sur Tn := {x ∈ V, |x| = n} (pour n ∈ N), dé�nie par:
µ(x) := µ({ξ ∈ ∂T, x ∈ ξ}).Grâ
e au 
as �ni, on a:

Pp(0↔ Tn) >
1

∑

x,y∈Tn

µ(x)µ(y)K(x, y)
(4)10



Mais si ξ, η ∈ ∂T , si x ∈ ξ, y ∈ η, x ∧ y est un an
être (au sens large) de ξ ∧ η, don

Pp(0↔ x ∧ y) > Pp(0↔ ξ ∧ η), 
'est à dire K(x, y) 6 K(ξ, η). Don
:

EK(µ) =

∫

∂T

∫

∂T

K(ξ, η) dµ(ξ) dµ(η)

=
∑

x,y∈Tn

∫

ξ
x∈ξ

∫

η
y∈η

K(ξ, η) dµ(ξ) dµ(η)

>
∑

x,y∈Tn

∫

ξ
x∈ξ

∫

η
y∈η

K(x, y) dµ(ξ) dµ(η)

>
∑

x,y∈Tn

µ(x)µ(y)K(x, y)

>
1

Pp(0↔ Tn)
d'après (4)on optimise en µ:

∀n > 0, Pp(0↔ Tn) > CapK(∂T ),puis on passe à la limite quand n→∞ (Pp(0↔ Tn) dé
roit):
Pp(0↔ ∂T ) > CapK(∂T ) .2.3.5 preuve de pc(T ) 6

1
br(T )Soit p > 1

br(T ) , et soit λ tel que 1
p
< λ < 1

br(T ) . Il existe don
 un débit non nul ϕ sur T tel que:
∀v ∈ V, ϕ(v) 6 λ−|v|.Soit µ := ϕ

||ϕ|| . µ est un débit unitaire, que l'on identi�e à une mesure de probabilité sur (∂T,F)
omme se
tion 2.3.3. De plus, on a:
∀v ∈ V, µ(v) 6

1

||ϕ||λ
−|v| . (5)Soit K : (∂T )2 → [1,+∞]

(ξ, η) → 1
Pp(0↔ξ∧η) = p−|ξ∧η| .L'énergie de µ à travers K est alors:

E(µ) =

∫

∂T

∫

∂T

p−|ξ∧η| dµ(ξ) dµ(η)

=
∑

v∈V

p−|v|

∫ ∫

v=ξ∧η

dµ(ξ) dµ(η)

6
∑

v∈V

p−|v|

∫

{v∈ξ}

dµ(ξ)

∫

{v∈η}

dµ(η)

6
∑

v∈V

p−|v|µ(v)2

6
1

||ϕ||
∑

v∈V

(pλ)−|v|µ(v) d'après (5)
6

1

||ϕ||
∞∑

n=0

(pλ)−n
∑

v∈V

|v|=n

µ(v)

6
1

||ϕ||

∞∑

n=0

(pλ)−n =
1

||ϕ||
1

1− 1
pλ

( 
ar pλ > 1)11



et don
, d'après le lemme 2.3.4.,
Pp(0↔ ∂T ) >

1

EK(µ)
> ||ϕ||(1− 1

pλ
) > 0 .Don
 Pp(|C(0)| =∞) > 0, et p > pc(T ), et don


pc(T ) 6
1

br(T )
.3 Etude de l'arbre k-aire Tk. (k > 2)3.1 La probabilité 
ritique pc(Tk)On a déjà vu que br(Tk) = k. Don
, d'après le théorème 2.3, pc(Tk) = 1

k
.On va retrouver 
e résultat en utilisant la fon
tion génératri
e d'un arbre de Galton-Watson.Pour 
elà, on 
ommen
e par montrer le:lemme Soit L une variable aléatoire à valeurs dans N, soit f sa fon
tion 
ara
téristique (onreprend les notations introduites en 2.2). Soit q le plus petit point �xe de f sur [0, 1]. On a alors:

P (Zn −→
n→∞

0) = q .preuve On remarque:
• {Zn = 0} ⊂ {Zn+1 = 0}, don
 P (Zn = 0) 6 P (Zn+1 = 0). En parti
ulier, (P (Zn = 0))n∈N
onverge.
• ∀s ∈ [0, 1], f(s) =

∑∞
n=0 P (L = n)sn, don
 f , ainsi que ses itérées fn, est 
roissante sur

[0, 1].Don
 pour tout n ∈ N, fn(0) 6 fn(q) = q.
• ∀s ∈ [0, 1], fn(s) = E[sZn ] =

∑∞
l=0 P (Zn = l)sl, et en parti
ulier, fn(0) = P (Zn = 0).Regroupant 
es trois remarques, on a que fn(0) 6 q 
onverge. Comme fn = f (n), lim

n→∞
fn(0) estné
essairement un point �xe de f , et don


P (Zn → 0) = lim
n→∞

P (Zn = 0) = q ,
'est à dire que:
P ({l'arbre obtenu par 
e pro
essus de Galton-Watson est �ni}) = q .Appli
ation On a vu en 2.2 que la 
omposante 
onnexe ouverte 
ontenant la ra
ine, lors dupro
essus de per
olation de Bernouilli de paramètre p sur l'arbre Tk était un arbre aléatoire demême loi que l'arbre de Galton-Watson obtenu par la variable aléatoire L dé�nie par: Pp(L =

m) =
(
k
m

)
pm(1− p)k−m, pour m ∈ N. La fon
tion génératri
e est don
:

f(s) =
∞∑

m=0

(
k

m

)

pm(1 − p)k−msm

= (1 − p+ ps)kSoit
h(s) = (1− p+ ps)k − s
h′(s) = pk(1− p+ ps)k−1 − 1

h′′(s) = p2k(k − 1)(1− p+ ps)k−2

∀s ∈ [0, 1], h′′(s) > 0, don
 h′ 
roit sur [0, 1], vaut pk − 1 en 1. h(1) = 0, et12



• si p 6 1
k
, ∀s ∈ [0, 1], h′(s) 6 h′(1) = pk − 1 6 0; h dé
roit sur [0, 1] et q = 1.

• si p > 1
k
; h′(1) > 0, et q < 1.On en déduit: Pp(|C(0)| = ∞) = 1 − P (Zn → 0) = 1 − q, et Pp(|C(0)| = ∞) = 0 ⇐⇒ p 6 1

k
, etdon


pc(Tk) =
1

k
.3.2 L'exposant β3.2.1 Dé�nitionSoit β := lim

p↓pc

log θ(p)
log(p−pc) , où θ(p) := Pp(0↔∞).3.2.2 ThéorèmePour l'arbre k-aire Tk, β = 1 .preuve On a vu se
tion 3.1 que θ(p) = 1 − q, où q est le plus petit point �xe de f sur [0, 1].Pour p > pc = 1
k
, on a:
1− θ(p) = (1− p+ p(1− θ(p)))k

= (1− pθ(p))k

= 1− kpθ(p) +
k(k − 1)

2
p2θ(p)2 + ◦(θ(p)2)

= 1− k( 1

k
+ p− 1

k
)θ(p) +

k(k − 1)

2
p2θ(p)2 + ◦(θ(p)2)don
 0 = −k(p− 1

k
) +

k(k − 1)

2k2
(1 + ◦(1))θ(p) + ◦(θ(p))

θ(p) =
2k2

k − 1
(p− 1

k
)(1 + ◦(1))

θ(p) ∼ 2k2

k − 1
(p− 1

k
)don
 log θ(p)

log(p− 1
k
)
−→
p↓pc

1, et don
 β = 1.3.3 L'exposant γ3.3.1 Dé�nitionSoit γ := − lim
p→pc

logχf (p)
log |p−pc|

, où χf (p) := Ep[|C(0)|; |C(0)| <∞].3.3.2 ThéorèmePour l'arbre k-aire Tk, γ = 1 .

13



preuve Si p < pc,
χf (p) = Ep[|C(0)|; |C(0)| <∞]

= Ep[|C(0)|]
= χ(p)

=
∑

n∈N

Ep[Card{e ∈ Sn, e↔ 0}]

=

∞∑

n=0

kn × pn

χf (p) =
1

1− kp
=

1

k
(
1

k
− p)−1Le 
as p > pc est beau
oup plus déli
at, et on l'admettra.3.4 La probabilité Pp(|C(0)| = n)On reprend les notations introduites en 2.2 et 3.1. On a:

|C(0)| =
∞∑

n=0

Zn (où �=� signi�e �a même loi que�).Soit g(s) := Ep[s
|C(0)|]. Alors

g(s) = Ep

[

s

∞
P

n=0
Zn

]

= Ep

[

s
Z0+

∞
P

n=1
Zn

]

= sEp

[

s

∞
P

n=1
Zn

]

= s

k∑

n=0

Pp(Z1 = n)Ep

[

s

∞
P

n=1
Zn | Z1 = n

]

= s

k∑

n=0

Pp(Z1 = n)snEp

[

s

∞
P

n=2
Zn | Z1 = n

]

= s

k∑

n=0

Pp(Z1 = n)sn

(

Ep
[
s|C(0)|

]

s

)n

= s

k∑

n=0

(
k

n

)

pn(1− p)k−ng(s)n

= s(1− p+ pg(s))ket don
, pour tout n > 0,
(

(1 − p+ pg(s))k

g(s)

)n

=
1

sn
.14



Développons ( (1−p+pr)k

r

)n sous la forme +∞∑

q=−∞
Cqr

q :
+∞∑

q=−∞

Cqr
q =

(
(1 − p+ pr)k

r

)n

=
nk∑

q=0

(
nk

q

)

(1− p)nk−qpqrq−n .On va montrer: Pp(|C(0)| = n) = 1
n
C−1, pour en déduire le résultat:

Pp(|C(0)| = n) =
1

n

(
nk

n− 1

)

(1 − p)nk−n+1pn−1preuve de Pp(|C(0)| = n) = 1
n

C
−1 On va asso
ier à 
haque sommet de l'arbre obtenu parpro
essus de Galton-Watson un mot: ∅ pour la ra
ine, 1 pour le premier �ls de la ra
ine, 2 pourle deuxième �ls de la ra
ine, et
..., 11 pour le premier �ls du premier �ls de la ra
ine, 12 pourle deuxième �ls du premier �ls de la ra
ine, et
..., puis on numérote les sommets dans l'ordrelexi
ographique (la ra
ine est numérotée 1).Soit, pour i > 1, νi le nombre de �ls du ième sommet, et S = (Sn)06n6|C(0)| la mar
he aléatoiresur Z dé�nie par: {

S0 = 0
Sn − Sn−1 = νn − 1 pour n > 1(n 6 |C(0)|)On dé�nit le temps d'arrêt:

σ(S) := inf{k > 0, Sk = −1}.On a alors σ(S) = |C(0)|. En e�et, Sn = −1 ⇐⇒
n∑

i=1

νi − n = −1, don
 S|C(0)| = −1,et σ(S) 6 |C(0)|. Ré
iproquement, si Sn = −1,
n∑

i=1

νi = n − 1; en par
ourant les n premierssommets, on en a �
réé� n− 1 nouveaux, il n'en reste don
 plus à par
ourir, et don
 |C(0)| = n.D'autre part,
E
[
rSn
]

= E
[

r(ν1−1)+...+(νn−1)
]

=

n∏

i=1

E
[
rνi−1

] (les νi sont indépendants)
=

n∏

i=1

(1 − p+ pr)k

r

=

(
(1− p+ pr)k

r

)n

=

+∞∑

q=−∞

Cqr
q .Pour pouvoir 
on
lure, il ne reste qu'à montrer lelemme

P (Sn = −1) = C−1preuve du lemme Soit S = (Sj)06j6n une mar
he aléatoire �nie 
onstruite 
omme pré
édem-ment.Soit Sn,k = (Sn,kj )06j6n dé�nie par:
S
n,k
j =

{

Sj+k − Sk si 0 6 j 6 n− k
Sn − Sk + Sj−(n−k) si n− k 6 j 6 n15



alors Sn,k a même loi que S:
P (Sn,k = (x0 = 0, x1, x2, ..., xn))

= P (Sn,k1 − Sn,k0 = x1, ..., S
n,k
n − Sn,kn−1 = xn)

= P (S1 − S0 = x1, ..., Sn − Sn−1 = xn) (les νi ont mêmes lois)
= P (S = (x0 = 0, x1, ..., xn)).Soit Tn le temps d'arrêt dé�ni par:

Tn(S) = inf{k > 0, inf
06j6n

Sj = Sk}.on a alors:
{Tn(s) = k}

⋂

{Sn = −1} = {σ(Sn,k) = n}et don
 P (Sn = −1) = P

(
n∐

k=1

({Tn(s) = k}
⋂

{Sn = −1})
)

=

n∑

k=1

P (σ(Sn,k) = n)

=

n∑

k=1

P (σ(S) = n)

= nP (σ(S) = n)3.5 L'exposant ∆3.5.1 Dé�nitionPour l > 1,
∆ := − lim

p→pc

log
(
Ep[|C(0)|l+1; |C(0)|<∞]
Ep[|C(0)|l; |C(0)|<∞]

)

log |p− pc|3.5.2 ThéorèmePour l'arbre k-aire Tk, ∆ = 2 .preuve Soit l > 1. On suppose d'abord p < pc.
Ep
[
|C(0)|l

]
=

∞∑

n=1

nlPp(|C(0)| = n)

=

∞∑

n=1

nl−1

(
nk

n− 1

)

pn−1(1− p)(k−1)n+1On pose ε := pc − p = 1
k
− p

Ep
[
|C(0)|l

]
=

∞∑

n=1

nl−1

(
nk

n− 1

)

(
1

k
− ε)n−1(1− 1

k
+ ε)(k−1)n+1

=
1 + kε

k−1

1− kε

∞∑

n=1

nl−1

(
nk

n− 1

)
(k − 1)(k−1)n+1

kkn

(

(1− kε)
(

1 +
kε

k − 1

)k−1
)n (6)16



On pose x(ε) := (1− kε)
(

1 + kε
k−1

)k−1

x(ε) = (1− kε)
k−1∑

m=0

(
k − 1

m

)(
kε

k − 1

)m

=
k−1∑

m=0

(
k − 1

m

)(
kε

k − 1

)m

−
k−1∑

m=0

(k − 1)

(
k − 1

m

)(
kε

k − 1

)m+1

=
k−1∑

m=0

(
k − 1

m

)(
kε

k − 1

)m

− (k − 1)
k∑

m=1

(
k − 1

m− 1

)(
kε

k − 1

)met don
, pour k = 2,
x(ε) = 1− 4ε2pour k > 3,

x(ε) = 1 +

(
kε

k − 1

)2(
(k − 1)(k − 2)

2
− (k − 1)2

)

+ ◦(ε2)

= 1− k3

2(k − 1)
ε2 + ◦(ε2)et don
, dans tous les 
as, x(ε) ↑

ε→0
1.lemme Soient (an)n>1 et (bn)n>1 deux suites réelles, soit l ∈ R tels que:

• le rayon de 
onvergen
e de la série ∑ anx
n est 1

• ∀n > 1, bn > 0, et ∞∑

n=1
bn =∞

• an

bn
−→
n→∞

lalors
Q(x) :=

∞∑

n=1
anx

n

∞∑

n=1
bnxn

−→
x↑1

l .preuve du lemme Pour 0 6 x < 1, on a:
Q(x)− l =

∞∑

n=1
anx

n

∞∑

n=1
bnxn

−

∞∑

n=1
lbnx

n

∞∑

n=1
bnxn

=
∞∑

n=1

(
an

bn
− l
)

bnx
n

∞∑

n=1
bnxnSoit ε > 0.

∃Nε > 0, ∀n > Nε + 1,

∣
∣
∣
∣

an

bn
− l
∣
∣
∣
∣
6 ε ,et don


|Q(x) − l| 6
Nε∑

n=1

∣
∣
∣
∣

an

bn
− l
∣
∣
∣
∣

bnx
n

∞∑

n=1
bnxn

+ ε

∞∑

n=Nε+1

bnx
n

∞∑

n=1
bnxn17



Mais ∀n > 1, bn > 0, don

∀x ∈ [0, 1[,

∞∑

n=Nε+1

bnx
n

6

∞∑

n=1

bnx
n ,et ε

∞∑

n=Nε+1

bnx
n

∞∑

n=1

bnxn
6 ε .

bn > 0, et ∞∑

n=1
bn =∞, don
 ∞∑

n=1
bnx

n →
x↑1
∞. Soit don
 δε > 0 tel que

∀x ∈ [1− δε, 1[,

∞∑

n=1

bnx
n

>
Nε

ε
max

16n6Nε

∣
∣
∣
∣

an

bn
− l
∣
∣
∣
∣
bnalors ∀x ∈ [1− δε, 1[,

Nε∑

n=1

∣
∣
∣
∣

an

bn
− l
∣
∣
∣
∣

bnx
n

∞∑

n=1
bnxn

6 ε ,et |Q(x)− l| 6 2ε, don
 Q(x) →
x↑1

l.On va maintenant 
her
her à appliquer le lemme, pour obtenir un équivalent de Ep(|C(0)|l)quand ε→ 0 (où x→ 1). Soit
an :=

nl−1(k − 1)(k−1)n+1

kkn

(
kn

n− 1

)

∼
n→∞

nl−
3
2

√

k

2π(k − 1)
=: bnLes hypothèses du lemme sont alors bien véri�ées:

• bn > 0 pour n > 1 est 
lair, et l > 1⇒ l − 3
2 > −1, don
 ∞∑

n=1
bn =∞.

• le rayon de 
onvergen
e de la série ∑ anx
n est le même que 
elui de la série ∑ bnx

n, soit 1(
ar an ∼ bn).D'après le lemme,
∞∑

n=1

anx(ε)
n ∼
x(ε)→1

∞∑

n=1

bnx(ε)
n .et don
:

Ep
[
|C(0)|l

]
∼
ε→0

√

k

2π(k − 1)

∞∑

n=1

nl−
3
2 x(ε)n .Pour appliquer le lemme, on a 
hoisi bn = nl−

3
2

√
k

2π(k−1) 
omme équivalent à an. C'estl'équivalent �le plus simple�, mais 
e n'est pas le plus pratique, 
ar on ne sait pas 
al
ulerl'expression de la série entière de terme général bn. On va don
 réappliquer le lemme en 
her
hantun équivalent judi
ieux à nl− 3
2 .D'après la formule:
Γ(z) = lim

n→∞

1.2...(n− 1)nz

z(z + 1)...(z + n− 1)
,18



nα ∼
n→∞

Γ(α+ 1)
(α+ 1)...(α+ n)

n!

∼
n→∞

Γ(α+ 1)(−1)n
(−(α+ 1)

n

)Les hypothèses du lemme sont véri�ées, ave
 b′n = nl−
3
2 , et a′

n = Γ(l − 1
2 )(−1)n

(
−(l− 1

2 )
n

), etdon

∞∑

n=1

nl−
3
2x(ε)n ∼

ε→0
Γ

(

l − 1

2

) ∞∑

n=1

(1
2 − l
n

)

(−x(ε))n

∼
ε→0

Γ

(

l − 1

2

)

((1 − x(ε)) 1
2−l − 1)

∼
ε→0

Γ

(

l − 1

2

)(
k3

2(k − 1)

) 1
2−l

|ε|1−2let don

Ep
[
|C(0)|l

]
∼
ε→0

√

k

2π(k − 1)
Γ

(

l − 1

2

)(
k3

2(k − 1)

) 1
2−l

|ε|1−2l .Si p > pc,
Ep
[
|C(0)|l ; |C(0)| <∞

]
=

∞∑

n=1

nlPp(|C(0)| = n) ,et la suite des 
al
uls est totalement identique au 
as p < pc. On a don
:
Ep
[
|C(0)|l+1 ; |C(0)| <∞

]

Ep [|C(0)|l ; |C(0)| <∞]
∼
ε→0

2(k − 1)Γ(l + 1
2 )

k3Γ(l − 1
2 )

|ε|−2et don
 ∆ = 2.3.6 L'exposant α3.6.1 Dé�nition
α := −1− lim

p→pc

log κ′′′(p)

log |p− pc|où κ(p) := Ep
[
|C(0)|−1

].3.6.2 ThéorèmePour l'arbre k-aire Tk, α = −1 .preuve
κ(p) =

1 + kε
k−1

1− kε
∞∑

n=1

(
kn

n− 1

)
(k − 1)(k−1)n+1

n2kkn

(

(1− kε)
(

1 +
kε

k − 1

)k−1
)nAprès 
al
uls, on a:

κ′′′(p) = (1 + ◦(1))

∞∑

n=1

(
kn

n− 1

)
(k − 1)(k−1)n−1

n2kkn−1
(nk2 + (2k − 2)(2n− 3))x(ε)n

︸ ︷︷ ︸

znor
zn ∼

n→∞

k
3
2 (k2 + 4(k − 1))√

2π(k − 1)
5
2

1

n
3
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3
2 > 1, don
 |κ′′′(pc)| <∞, et don


log κ′′′(p)

log |p− pc|
−→
p→pc

0don
 α = −1.3.7 L'exposant δ3.7.1 Dé�nition
δ := − 1

lim
n→∞

logPpc (|C(0)|=n)
logn + 13.7.2 ThéorèmePour l'arbre k-aire Tk, δ = 2 .preuve

Ppc
(|C(0)| = n) =

1

n

(
nk

n− 1

)(

1− 1

k

)nk−n+1 (
1

k

)n−1

∼
n→∞

√

k

2π(k − 1)

1

n
3
2don
 δ = 2.3.8 La probabilité Ppc

(rad(C(0)) > n)3.8.1 Dé�nition
rad(C(0)) := max{|x|, x ∈ C(0)}3.8.2 Théorème
Ppc

(rad(C(0)) > n) ∼
n→∞

2k

(k − 1)n
.preuve

Ppc
(rad(C(0)) > n) = 1− Ppc

(rad(C(0)) < n)

= 1− Ppc
(Zn = 0)or

P 1
k
(Zn+1 = 0) =

k∑

l=0

P 1
k
(Zn+1 = 0 ; Zn = l)

=
k∑

l=0

P 1
k
(Zn+1 = 0 | Zn = l)P 1

k
(Zn = l)

=

k∑

l=0

(1− p)klP 1
k
(Zn = l)

= E 1
k

[
(1− p)kZn

]

= fn
(
(1 − p)k

)
=: un20



La suite (un)n>0 est donnée par:
{

u0 =
(
1− 1

k

)k

un+1 = f(un) =
(
1− 1

k
+ un

k

)k

f est 
roissante don
 (un) est monotone, elle 
onverge vers l'unique point �xe de f sur [0, 1], quiest 1. Soit alors vn := 1− un. On a:
1− vn+1 =

(

1− vn

k

)k

.Si a ∈ R,
1

van+1

− 1

van
= v1−a

n

a(k − 1)

2k
(1 + ◦(1))on 
hoisit don
 a = 1, et on a:

1

vn+1
− 1

vn
−→
n→∞

k − 1

2ket don

1

vn
∼

n→∞

n−1∑

l=0

(
1

vl+1
− 1

vl

)

∼
n→∞

n(k − 1)

2kdon

vn ∼

n→∞

2k

n(k − 1)et don

Ppc

(rad(C(0)) > n) ∼
n→∞

2k

(k − 1)n
.En grande dimension d, le pro
essus de per
olation à proximité de la probabilité 
ritique dansle réseau L

d a un 
omportement très pro
he du pro
essus de per
olation sur l'arbre (d−1)-aire, en
e sens que les exposants 
al
ulés 
i-dessus pour l'arbre k-aire sont les mêmes que dans le réseau
L
k+1. Ce
i a été montré pour d > 19, et est a l'état de 
onje
ture pour 18 > d > 6. On peut�l'expliquer� ainsi: à proximité de la probabilité 
ritique, les éventuels sous graphes ouverts in�nisobtenus par pro
essus de per
olation de Bernouilli 
omportent peu de 
ir
uits.4 Per
olation de Bernouilli sur L

d4.1 Existen
e d'une probabilité 
ritiqueSi d = 1, on a 
lairement: θ(p) = 0 dès que p < 1, et don
 pc(L1) = 1.4.1.1 ThéorèmeSi d > 2,
0 < pc(L

d) < 1 .preuve de 0 < pc(L
d) On va montrer qu'il existe p > 0 tel que θ(p) = 0. Pour 
elà, on �xe

n > 0, et on 
onsidère le nombre σ(n) de SAWs de longueur n partant de l'origine. Soit, parmiles σ(n) SAWs de longueur n dont une extrémité est l'origine, N(n) le nombre (aléatoire) de 
euxqui sont ouverts. On a alors, pour tout n:
θ(p) 6 Pp(N(n) > 1) 6 Ep[N(n)] = pnσ(n)d'où:

θ(p) 6
2d

2d− 1
(p(2d− 1))nOn 
hoisit 0 < p < 1

2d−1 , et on fait tendre n vers l'in�ni: on a bien θ(p) = 0, et don

0 < p 6 pc(L

d) .21



preuve de pc(L
d) < 1 L

d s'inje
tant dans L
d+1, on a pc(Ld+1) 6 pc(L

d). Il su�t don
 demontrer pc(L2) < 1. Or on a, en dimension 2, la notion de graphe dual: soit
L

2
d =

(

Z
2 +

(
1

2
,
1

2

)

, B
2 +

(
1

2
,
1

2

))

.Chaque arête de L
2
d 
oupe une unique arête de L

2.A un sous graphe ouvert aléatoire G = (V,E) de L
2 obtenu par un pro
essus de per
olationde Bernouilli de paramètre p, on asso
ie son sous graphe de L

2
d dual:

G′ :=

(

Z
2 +

(
1

2
,
1

2

)

, E′

)où les arêtes ouvertes de G′ (les éléments de E′) sont 
elles de L
2
d 
oupant des arêtes fermées de

G, et les arêtes fermées de G′ sont 
elles 
oupant des arêtes ouvertes de G.La loi de G′ est alors la même que 
elle d'un sous graphe ouvert obtenu par pro
essus deper
olation de Bernouilli de paramètre 1− p sur L
2
d.On remarque aussi que la 
omposante 
onnexe ouverte 
ontenant 0 de G est �nie si et seulementsi il existe un 
ir
uit ouvert de G′, entourant 0.Notons, pour un 
ir
uit γ de L

2
d, Aγ l'évènement �γ est ouvert�. On a alors:

1− θ(p) = Pp(0 6↔ ∞)

= Pp






⋃

γ
ir
uit de L2
dentourant 0

Aγ






6
∑

γ
ir
uit de L2
dentourant 0

Pp (Aγ)Soit ρ(n) le nombre de 
ir
uits de longueur n entourant 0. ρ(n) 6 n× 3n 
ar un tel 
hemin doitpasser par l'un des n sommets (0, 1), ..., (0, n). De plus, pour un 
ir
uit γ de longueur n,
Pp(Aγ) = (1− p)net don


1− θ(p) 6

∞∑

n=1

n3n(1− p)nOn 
hoisit p < 1 su�semment grand tel que
∞∑

n=1

n3n(1− p)n < 1et on a alors 1− θ(p) < 1, θ(p) > 0, et don
 pc(L2) < 1.On a ainsi prouvé l'existen
e de trois phases: p < pc, p = pc, p > pc, en dimension d > 2.4.2 Quelques outils te
hniques4.2.1 Evènements 
roissants et inégalité FKGDé�nition On dé�nit un ordre partiel sur Ω de la façon suivante: si ω, ω′ ∈ Ω, on note ω > ω′si ∀e ∈ B
d, ω(e) > ω′(e).Une fon
tion f : Ω −→ R sera dite 
roissante si

∀ω, ω′ ∈ Ω, ω > ω′ =⇒ f(ω) > f(ω′) .Un évènement sera dit 
roissant si sa fon
tion indi
atri
e est 
roissante.22



Théorème
• si N est une variable aléatoire 
roissante sur (Ω,F),

0 6 p1 6 p2 6 1 =⇒ Ep1 [N ] 6 Ep2 [N ] .

• si A est un évènement 
roissant de F ,
0 6 p1 6 p2 6 1 =⇒ Pp1(A) 6 Pp2(A) .preuve Soient, pour e ∈ B
d, X(e) des variables aléatoires indépendantes uniformément ré-parties sur [0, 1]. On dé�nit des variables aléatoires, pour e ∈ B

d:
ωp(e) =

{
1 si X(e) < p

0 si X(e) > pLes ωp sont indépendantes, et P (ωp(e) = 1) = p ; P (ωp(e) = 0) = 1− p. Don

Pp =

∏

e∈Bd

ωp(e)Si p1 6 p2, ωp1(e) 6 ωp2(e) , ∀e ∈ E, don
 ωp2 > ωp1 , don
, 
omme N est 
roissante, N(ωp2) >

N(ωp1), et don

Ep1(N) 6 Ep2 (N) .Théorème (inégalité FKG) Si A et B sont des évènements 
roissants,

Pp(A ∩B) > Pp(A)Pp(B) .preuve Soient X et Y des variables aléatoires 
roissantes.Supposons d'abord que X et Y ne dépendent que d'un nombre �ni d'arêtes e1, ..., en. Raison-nons par ré
urren
e sur n, pour montrer
Ep[XY ] > Ep[X ]Ep[Y ] .si n = 1, X et Y sont 
roissantes, don
 pour tous ω1, ω2 ∈ {0, 1}, on a:

(X(ω1)−X(ω2))(Y (ω1)− Y (ω2)) > 0 .On somme sur ω1, ω2 ∈ {0, 1}, et on obtient:
0 6 2(Ep[XY ]− Ep[X ]Ep[Y ]) .Soit n > 2. Supposons avoir montré le résultat pour k 6 n − 1, et soient X et Y des variablesaléatoires ne dépendant que des arêtes e1, ..., en.

Ep[XY ] = Ep[Ep[XY | ω(e1), ..., ω(en−1)]]

> Ep[Ep[X | ω(e1), ..., ω(en−1)]Ep[Y | ω(e1), ..., ω(en−1)]]

> Ep[Ep[X | ω(e1), ..., ω(en−1)]]Ep[Ep[Y | ω(e1), ..., ω(en−1)]]

> Ep[X ]Ep[Y ](on a su

essivement utilisé l'hypothèse de ré
urren
e pour k = 1, puis pour k = n− 1).Si maintenant X et Y dépendent d'une in�nité d'arêtes de L
d, on suppose de plus E [X2

]
<

∞, E
[
X2
]
<∞. Soit (en)n∈N une suite qui par
ourt E, et soient:

Xn = Ep[X | ω(e1), ..., ω(en)]23



Yn = Ep[X | ω(e1), ..., ω(en)]

Xn et Yn sont des variable aléatoire 
roissantes, don
, grà
e au 
as �ni (elles ne dépendent quedes arêtes e1, ..., en):
Ep[XnYn] > Ep[Xn]Ep[Yn] .Soit Tn la tribu de Ω engendrée par les 
ylindres {ω ∈ Ω, ω(e1) = ω1, ..., ω(en) = ωn}, où

(ω1, ..., ωn) ∈ {0, 1}n. Alors:
∀F ∈ Tn, ∀l > n,

∫

F

Xl(ω) dPp(ω) =

∫

F

Xn(ω) dPp(ω) .D'après le théorème de 
onvergen
e martingale, Xn 
onverge presque sûrement vers X , et don
dans L2(Pp). Don

Ep[Xn] −→

n→∞
Ep[X ] ;

Ep[Yn] −→
n→∞

Ep[Y ] .De plus,
Ep[|XnYn −XY |] 6 Ep[|Xn||Yn − Y |+ |Y ||Xn −X |]

6

√

Ep[X2
n]Ep[|Yn − Y |2] +

√

Ep[Y 2]Ep[|Xn −X |2] −→
n→∞

0don

Ep[XnYn] −→

n→∞
Ep[XY ] ,et don


Ep[XY ] > Ep[X ]Ep[Y ] .4.2.2 Inégalité BKDé�nition Soit G un sous graphe �ni de L
d. Soit A un évènement. On note A|G l'évènement�A a lieu sur G�:

A|G = {ω ∈ Ω, ω = ω sur G =⇒ ω ∈ A} .Dé�nition Soient A1 et A2 deux évènements. On note A1 ◦A2 l'évènement �A1 et A2 ont lieude fa�on disjointe�:
A1 ◦A2 := {ω ∈ Ω, ∃G1, G2 ⊂ B

d, G1 ∩G2 = ∅, ω ∈ A1|G1
∩A2|G2

}Théorème (Inégalité BK) Soient A, B ∈ F ne dépendant que d'un nombre �ni d'arêtes de
L
d. Alors

Pp(A ◦B) 6 Pp(A)Pp(B) .preuve Soit m ∈ N, soit Γ :=
m∏

i=1

{0, 1}, soit G l'ensemble des parties de Γ, et soit P la mesurede probabilité sur (Γ,G) dé�nie par:
P :=

m∏

i=1

µi ,où µi est la mesure de probabilité sur {0, 1} dé�nie par:
{
µi(0) = 1− p
µi(1) = p24



Soient (Γ1,G1, P1) et (Γ2,G2, P2) deux 
opies de (Γ,G, P ). Soient A et B deux évènements 
rois-sants dans G. Soit
A′ := {(x, y) ∈ Γ1 × Γ2, x ∈ A} .Soit en�n, pour 0 6 k 6 m,

B′
k := {(x, y) ∈ Γ1 × Γ2, (y1, ..., yk, xk+1, ..., xm) ∈ B} .

A′ et B′
k sont 
roissants dans (Γ1 × Γ2,G1 × G2, P1 × P2), 
ar A et B le sont dans G. Alors

P (A ◦B) = P1 × P2(A
′ ◦B′

0) et A′ ◦B′
m = A′

⋂
B′
m, don


P1 × P2(A
′ ◦B′

m) = P1 × P2(A
′ ∩B′

m) = P1 × P2(A
′)P1 × P2(B

′
m) = P (A)P (B) .Pour 
on
lure, il su�t de montrer le:lemme Pour 1 6 k 6 m,

P1 × P2(A
′ ◦B′

k−1) 6 P1 × P2(A
′ ◦B′

k) .preuve du lemme Si (x, y) ∈ Γ1 × Γ2, si I ⊂ {1, ...,m}, on dit que I for
e A′ si
(∀i ∈ I, ui = xi) =⇒ (u, v) ∈ A′ .On dit que I for
e B′

k si
(∀i 6 k, i ∈ I, ui = yi et ∀i > k, i ∈ I, vi = xi) =⇒ (u, v) ∈ B′

k .On va e�e
tuer une partition de A′ ◦B′
k−1: on pose:

C1 = {(x, y) ∈ A′ ◦B′
k−1; (x1, ..., xk−1, 1− xk, ..., xm, y) ∈ A′ ◦B′

k−1} ,

C2 = A′ ◦B′
k−1\C1

= {(x, y) ∈ A′ ◦B′
k−1; (x1, ..., xk−1, 1− xk, ..., xm, y) 6∈ A′ ◦B′

k−1}
= {(x, y) ∈ A′ ◦B′

k−1; xk = 1, (x1, ..., xk−1, 0, ..., xm, y) ∈ A′ ◦B′
k−1}(
ar A′ est 
roissant). Soit

C′
2 = {(x, y) ∈ C2, ∃I ⊂ {1, ...,m}, k ∈ I, I for
e A′, I for
e B′

k−1} .Soit en�n C′′
2 = C2\C′

2. Par 
onstru
tion,
A′ ◦B′

k−1 = C1 ⊔ C′
2 ⊔ C′′

2 .A (x, y) ∈ Γ1×Γ2, on asso
ie (x′, y′) ∈ Γ1×Γ2, où ∀i 6= k, x′i = xi et y′i = yi, et x′k = yk ; y′k =
xk. Soit alors:

Φ: A′ ◦B′
k−1 −→ A′ ◦B′

k

(x, y) −→
{

(x, y) si (x, y) ∈ C1 ⊔ C′
2

(x′, y′) si (x, y) ∈ C′′
2Montrons que Φ est bien à valeurs dans A′ ◦B′

k:si (x, y) ∈ C1, x ∈ A, et (y1, ..., yk−1, xk, ..., xm) ∈ B, ∀xk. En parti
ulier, (y1, ..., yk, xk+1, ..., xm) ∈
B ∀yk ∈ {0, 1}, et don


(x, y) ∈ A′ ◦B′
k .si (x, y) ∈ C′

2, soit I ⊂ {1, ...,m} tel que:
• k ∈ I 25



• (x1, ..., xm) ∈ A, indépendemment des xi, i 6∈ I.
• (y1, ..., yk−1, xk, ..., xm) ∈ B, indépendemment des xi et des yi, i ∈ I.En parti
ulier, 
omme k ∈ I,

∀yk ∈ {0, 1}, (y1, ..., yk, xk+1, ..., xm) ∈ B et (x, y) ∈ A′ ∩B′
k .

A′ et B′
k ont 
lairement lieu séparément, et don


(x, y) ∈ A′ ◦B′
k .si (x, y) ∈ C′

2, soit I ⊂ {1, ...,m} tel que:
• k 6∈ I

• (x1, ..., xm) ∈ A, indépendemment des xi, i 6∈ I.
• (y1, ..., yk−1, xk, ..., xm) ∈ B, indépendemment des xi et des yi, i ∈ I.

k 6∈ I don
 x ∈ A indépendemment de xk, don
 x′ = (x1, ..., yk, ..., xm) ∈ A, et
(y′1, ..., y

′
k−1, y

′
k, x

′
k+1, ..., x

′
m) = (y1, ..., yk−1, xk, xk+1, ..., xm) ∈ B

A′ et B′
k ont toujours lieu séparément, don


(x′, y′) ∈ A′ ◦B′
k .Montrons maintenant que Φ est une inje
tion de A′ ◦B′

k−1 dansA′ ◦B′
k.

Φ est 
lairement inje
tive sur C1 ⊔ C′
2 ainsi que sur C′′

2 .si Φ n'était pas inje
tive sur A′ ◦ B′
k−1, il existerait (x, y) ∈ C′′

2 tel que Φ(x, y) = (x′, y′) ∈
C1 ⊔ C′

2. (x, y) ∈ C′′
2 don
 xk = 1. (C1 ⊔ C′

2) ∩ C′′
2 = ∅ don
 (x, y) 6= (x′, y′), xk 6= yk, et don


yk = 0.
• si (x′, y′) ∈ C′

2, x
′
k = yk = 1, 
e qui est absurde.

• si (x′, y′) ∈ C1, l'o

uren
e de A′ ◦ B′
k−1 ne dépend pas de xk et yk, 
e qui 
ontredit

(x, y) ∈ C2.En�n, ∀(x, y), P1 × P2(Φ(x, y)) = P1 × P2(x, y), don

P1 × P2(A

′ ◦B′
k−1) = P1 × P2(Φ(A′ ◦B′

k−1)) 6 P1 × P2(A
′ ◦B′

k) .4.2.3 Formule de RussoDé�nition Soit A un évènement, soit ω ∈ Ω. On dit que e0 ∈ B
d est une arête 
harnière pour

(A,ω) si 1A(ω) 6= 1A(ω′), où
∀e ∈ B

d\{e0}, ω′(e) = ω(e)

ω′(e0) = 1− ω(e0)Soit N(A) la variable aléatoirequi 
ompte les arêtes 
harnières pour A.Théorème (formule de Russo) Soit A un évènement 
roissant ne dépendant que d'un nombre�ni d'arêtes de L
d. Alors

d

dp
(Pp(A)) = Ep[N(A)] .
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preuve Soit Λ l'ensemble �ni d'arêtes de L
d dont dépend A. Soit, pour b ∈ Λ, pb la probabilitéque l'arête b soit ouverte. On a alors:

dPp(A)

dp
=
∑

b∈Λ

∂Pp(A)

∂pb
(p)Soit b ∈ Λ, soit ωb ∈ {0, 1}Λ\{b}, et ω+

b , ω
−
b ∈ {0, 1}Λ tels que:

∀e ∈ Λ\{b}, ω+
b (e) = ω−

b (e) = ω(e) ,et ω+
b (b) = 1, ω−

b (b) = 0. Alors:
Pp(A) =

∑

ωb∈{0,1}Λ\{b}

Pp(ωb)(pb1A(ω+
b ) + (1− pb)1A(ω−

b ))et don

∂Pp(A)

∂pb
=

∑

ωb∈{0,1}Λ\{b}

Pp(ωb)(1A(ω+
b )− 1A(ω−

b )) .Mais A est 
roissant, don

1A(ω+

b )− 1A(ω−
b ) = 1{b est arête 
harnière pour A}(ωb)don


dPp(A)

dp
= Pp(b est arête 
harnière pour A) .et don


d

dp
(Pp(A)) =

∑

b∈Λ

Pp(b est une arête 
harnière pour A)

= Ep[N(A)] .4.3 Absen
e de phase intermédiaire pour p < pc4.3.1 Dé�nitionsPour x, y ∈ Z
d, soit δ(x, y) la distan
e de x à y, 
'est à dire le nombre d'arêtes dans le plus 
ourt
hemin de x à y. Soit, pour n ∈ N,

S(n) =
{
x ∈ Z

d, δ(0, x) 6 n
}

∂S(n) =
{
x ∈ Z

d, δ(0, x) = n
}

An = {∃x ∈ ∂S(n), 0↔ x} .4.3.2 Théorème Si p < pc, ∃ψ(p) > 0, ∀n ∈ N
∗, Pp(An) < e−nψ(p) .preuve An est un évènement 
roissant ne dépendant que d'un nombre �ni d'arêtes de L

d, don
,d'après la formule de Russo:
d

dp
(Pp(A)) = Ep[N(A)] .or

Ep[N(An)] =
∑

e∈Bd

Pp({e est une arête 
harnière pour An})
=

∑

e∈Bd

Pp({e est une arête 
harnière pour An} ∩An)
Pp(e est ouvert }) .27




ar les évènements {e est ouvert} et {e est une arête 
harnière pour An} sont indépendants. Don

Ep[N(An)] =

∑

e∈Bd

Pp({e est une arête 
harnière pour An} ∩An)

p

=
1

p
Ep[N(An) ; An]

=
1

p
Ep[N(An) | An]Pp(an) .Intégrons 
ette égalité entre α et β, où 0 6 α < β 6 1:

Pα(An) = Pβ(An) exp

(

−
∫ β

α

Ep[N(An) | An]

p
dp

)

Pα(An) 6 Pβ(An) exp

(

−
∫ β

α

Ep[N(An) | An] dp

) (7)Pour majorer Pα(An), on va minorer Ep[N(An) | An]. On suppose que An a lieu. Soient e1, ..., eNles arêtes 
harnières pour An. An étant 
roissant, elles sont toutes ouvertes. Les 
hemins ouvertsallant de 0 à ∂S(n) par
ourent les (ej)j∈{1,...,N} dans le même ordre (sinon, 
e ne seraient pasarêtes 
harnières). Supposons que e1, ..., eN sont rangés dans 
et ordre.Pour i ∈ {1, ..., N}, on note ei =< xi, yi >, où xi est le premier sommet atteint quand onpar
ourt n'importe quel 
hemin ouvert reliant 0 à ∂S(n), en partant de 0.On remarque que pour i ∈ {0, ..., N − 1}, il existe au moins deux 
hemins ouverts reliant yi et
xi+1, à moins que yi = xi+1 (on a noté y0 = 0).Soit M := max{k, Ak a lieu}, et ρi := δ(yi, xi+1), pour i ∈ {0, ..., N − 1}.lemme 4.3.2.1 Soit k ∈ N

∗, soient r1, ..., rk ∈ N tels que
k∑

i=1

ri 6 n− k .Alors, pour tout p dans ]0, 1[,
Pp(ρk 6 rk, ρi = ri, 1 6 i < k | An) > Pp(M 6 rk)Pp(ρi = ri 1 6 i < k | An) .preuve du lemme 4.3.2.1 Pour tout e =< u, v >, soit De l'ensemble des sommets quel'on peut atteindre depuis 0 par des 
hemins ouverts ne passant pas par e. Soit Be l'évènement:

Be := {(a); (b); (c); (d)}, où:(a) l'un et seulement un des sommets u, v est dans De, disons par exemple que 
'est u.(b) e est ouvert(
) De ∩ ∂S(n) = ∅(d) les arêtes 
harnières pour {0↔ v} sont dans l'ordre: < x1, y1 >, ..., < xk−1, yk−1 >= e, ave

δ(yi−1, xi) = ri pour 1 6 i 6 k − 1.Soit B = ∪

e
Be, soit ω ∈ B∩An, et e = e(ω) tel que Be ait lieu (un tel e est unique: d'après (a),(b) et (
), il doit être arête 
harnière pour An, et 
'est né
essairement la (k−1)ème arête 
harnièred'après (d)). 28



Soit G le graphe dont les sommets et les arêtes sont 
eux que l'on peut atteindre par des
hemins ouverts depuis l'origine, sans passer par e(ω), auxquels on ajoute e(ω) et yk−1 = y(G).On a:
Pp(An ∩B) =

∑

Γ

Pp(An | B, G = Γ)Pp(B, G = Γ)

=
∑

Γ

Pp
(
{y(Γ)↔ ∂S(n)}|S(n)\Γ

)
Pp(B, G = Γ) (8)de même,

Pp({ρk > rk} ∩An ∩B)

=
∑

Γ

Pp({ρk > rk} ∩An | B, G = Γ)Pp(B, G = Γ)

=
∑

Γ

Pp
(
{y(Γ)↔ ∂S(n)}|S(n)\Γ ◦ {y(Γ)↔ ∂S(rk + 1, y(Γ))}|S(n)\Γ

)
Pp(B, G = Γ)(il existe au moins deux 
hemins ouverts de y(Γ) à xk, 
ar ρk > 1), où ∂S(rk + 1, y(Γ)) est la�sphère� de rayon rk + 1 
entrée en y(Γ). Par l'inégalité BK, on a don
:

Pp({ρk > rk} ∩An ∩B)

6
∑

Γ

Pp
(
{y(Γ)↔ ∂S(n)}|S(n)\Γ

)
Pp(B, G = Γ)Pp

(
{y(Γ)↔ ∂S(rk + 1, y(Γ))}|S(n)\Γ

)Le réseau étant invariant par translation,
Pp
(
{y(Γ)↔ ∂S(rk + 1, y(Γ))}|S(n)\Γ

)
= Pp(0↔ ∂S(rk + 1))et grâ
e à l'égalité (8), on a:

Pp({ρk > rk} ∩An ∩B) 6 Pp(Ark+1)Pp(An ∩B)

Pp({ρk > rk}|An ∩B) 6 Pp(Ark+1)

Pp({ρk 6 rk} ∩An ∩B) > 1− Pp(Ark+1) = Pp(M 6 rk)Pour 
on
lure, il su�t de multiplier membre à membre par Pp(B|An) = Pp(ρi = ri, 1 6 i <

k | An).lemme 4.3.2.2 Pour 0 < p < 1, on a:
Ep[N(An) | An] >

n
n∑

i=0

Pp(Ai)
− 1 (9)preuve

Pp(ρ1 + ...+ ρk 6 n− k | An)

=
n−k∑

i=0

Pp(ρ1 + ...+ ρk−1 = i, ρk 6 n− k − i | An)

=
n−k∑

i=0

∑

r1+...+rk−1=i

Pp(ρk 6 n− k − i, ρ1 = r1, ..., ρk−1 = rk−1 | An)

>

n−k∑

i=0

∑

r1+...+rk−1=i

Pp(ρ1 = r1, ..., ρk−1 = rk−1 | An)Pp(Mk 6 n− k − i)29



(grâ
e au lemme 4.3.2.1, où les Mj sont des variables aléatoires indépendantes de même loi que
M). Don


Pp(ρ1 + ...+ ρk 6 n− k | An) >

n−k∑

i=0

Pp(Mk 6 n− k − i)Pp(ρ1 + ...+ ρk−1 = i | An)

> Pp(ρ1 + ...+ ρk−1 +Mk 6 n− k | An)

> Pp(M1 + ...+Mk 6 n− k | An) (par itération)
> Pp(M1 + ...+Mk 6 n− k) .et don
, 
omme {ρ1 + ...+ ρk 6 n− k} ⊂ {N(An) > k},

Pp(N(An) > k | An) > Pp(M1 + ...+Mk 6 n− k) .On somme sur k:
Ep[N(An) | An] >

∞∑

k=1

Pp(M1 + ...+Mk 6 n− k)

>

∞∑

k=1

Pp(M
′
1 + ...+M ′

k 6 n)où M ′
i = 1 + min(n,Mi). Soit K := min{k, M ′

1 + ...+M ′
k > n}

{M ′
1 + ...+M ′

k 6 n} = {K > k + 1}don

Ep[N(An) | An] > Ep[K]− P (K > 1)

> Ep[K]− 1 .Par l'équation de Wald qu'on montrera plus tard,
Ep[M

′
1 + ...+M ′

K ] = Ep[M
′
1]Ep[K]Mais Ep[M ′

1 + ...+M ′
K ] > n par dé�nition de K, don

Ep[K] >

n

Ep[M ′
1]

=
n

1 +
n∑

i=0

iPp(min(M1, n) = i)

=
n

n∑

i=0

Pp(M > i)

=
n

n∑

i=0

Pp(Ai)
.et on a don
 bien:

Ep[N(An) | An] >
n

n∑

i=0

Pp(Ai)
− 1Montrons l'équation de Wald:

E[M ′
1 + ...+M ′

K ] =

∞∑

n=0

∞∑

x1=0

...

∞∑

xn=0

(x1 + ...+ xn)P (K = n,M ′
1 = x1, ...,M

′
n = xn)

=

∞∑

n=0

∞∑

x1=0

...

∞∑

xn−1=0

(x1 + ...+ xn−1)P (K = n,M ′
1 = x1, ...,M

′
n−1 = xn−1)

+

∞∑

n=0

E[M ′
n]P (K = n)30



et en itérant,
E[M ′

1 + ...+M ′
K ] =

∞∑

n=0

(E[M ′
1] + ...+ E[M ′

n])P (K = n)

= E[M ′
1]E[K] .
e qui 
omplète la preuve du lemme.Le lemme 4.3.2.2 nous fournit don
 la minoration de Ep[N(An) | An] que l'on 
her
hait: enregroupant (7) et (9), on obtient:

Pα(An) 6 Pβ(An) exp






−
∫ β

α







n
n∑

i=0

Pp(An)
− 1






dp







6 Pβ(An) exp






−(β − α)







n
n∑

i=0

Pβ(An)
− 1













(10)lemme 4.3.2.3 Pour p < pc, ∃δ(p) tel que:
∀n > 1, Pp(An) <

δ(p)√
n
.preuve Soit 0 < β < pc, n ∈ N

∗. Soit α tel que 0 < α < β, et n′ > n. D'après (10),
Pα(An′) 6 Pβ(An′) exp







1− (β − α)n′

n′
∑

i=0

Pβ(An′)







6 Pβ(An) exp







1− (β − α)n′

n′
∑

i=0

Pβ(An′)







(11)or
1

n′

n′
∑

i=0

Pβ(Ai) 6
n+ n′Pβ(An)

n′

6 3Pβ(An) ,en 
hoisissant n′ > n
⌊

1
Pβ(An)

⌋. Choisissons don
 n′ = n
⌊

1
Pβ(An)

⌋, et α = β − 3Pβ(An)(1 −
logPβ(An)). Pour n assez grand, 
omme Pβ(An) −→

n→∞
0 (
ar β < pc), on a don
 0 < α < β, et,d'après (11),

Pα(An′) 6 Pβ(An)2 .Soit maintenant p < pc, soit p < π < pc, p0 = π. Supposons avoir 
onstruit p0, ..., pi et
n0, ..., ni. Soit alors {

ni+1 = ni

⌊
1

Ppi
(Ani

)

⌋

pi+1 = pi − 3Ppi
(Ani

)(1− logPpi
(Ani

))31



On sait: pi+1 < pi, et en sommant,
lim
i→∞

pi = p0 −
∞∑

i=0

Ppi
(Ani

)(1− logPpi
(Ani

)) .Mais, si 0 < x0 < 1 et xj+1 = x2
j , pour j > 0,

S(x0) :=

∞∑

i=0

xi(1− log xi) =

∞∑

i=0

x2i

0 (1− 2i log x0) −→
x0→0

0 .et a fortiori (
omme x→ x(1− log x) est 
roissante sur [0, x0]), si xj+1 6 x2
j .Ce
i permet de 
hoisir n0 assez grand, de sorte que Pp0(An0) soit su�sement petit pour que

3

∞∑

i=0

Ppi
(Ani

)(1 − logPpi
(Ani

) 6 π − pet don
 lim
i→∞

pi > π − (π − p) = p. On a don
:
Ppk−1

(Ank−1
)2 6 Ppk−1

(Ank−1
)Ppk−2

(Ank−2
)2

6 Ppk−1
(Ank−1

)...Pp1(An1)Pp0 (An0)
2

6
1

⌊
1

Ppk−1
(Ank−1

)

⌋ × ...× 1
⌊

1
Pp0 (An0)

⌋Pp0(An0 ) .Mais nk = n0

⌊
1

Pp0 (An0)

⌋

× ...×
⌊

1
Ppk−1

(Ank−1
)

⌋, don

Ppk−1

(Ank−1
)2 6

n0Pp0(An0)

nk
=
δ2

nk
,où on a posé: δ :=

√
n0Pp0(An0).Soit n > n0, soit k tel que nk−1 6 n < nk ((nk est stri
tement 
roissante à partir d'un 
ertainrang, 
ar Ppk

(Ank
) −→
k→0

0). On a alors:
Pp(An) 6 Ppk−1

(An) (
ar p 6 pk−1)

6 Ppk−1
(Ank−1

) (n > nk−1)

6
δ√
nk

6
δ√
n

(n < nk)La propriété est don
 véri�ée pour n > n0. Quitte à réajuster δ, elle est vraie pour n > 1.Du lemme 4.3.2.3, on déduit l'existen
e de ∆(p) <∞ tel que:
∀p < pc, ∀n > 1,

n∑

i=0

Pp(Ai) 6 ∆(p)
√
n .On en déduit grâ
e à (10):

Pα(An) 6 Pβ(An) exp

(

−(β − α)

( √
n

∆(β)
− 1

))

6 exp

(

− (β − α)
√
n

∆(β)

)

.et don
 ∞∑

n=1
Pα(An) <∞. On 
on
lut en réinje
tant dans (10),

∀α < pc, ∃ψ(α) > 0, Pα(An) 6 e−nψ(α) .32




orollaire Si p < pc, Ep[|C(0)|] <∞.preuve
Ep[|C(0)|] 6

∑

n∈N

Ep[|C(0)| | M = n]Pp(M = n)

6
∑

n∈N

|S(n)|Pp(An)

6
∑

n∈N

(2n+ 1)de−ψ(p)n <∞ .Ce
i signi�e en parti
ulier qu'il n'y a pas de phase intermédiaire, où l'on aurait à la fois θ(p) = 0et Ep[|C(0)|] =∞.4.4 Uni
ité de la 
omposante 
onnexe in�nie ouverte pour p < pc4.4.1 ThéorèmeSoit p > pc. Alors
Pp(le nombre de 
omposantes 
onnexes in�nies ouvertes est 1) = 1 .preuve Soit N la variable aléatoire 
omptant le nombre de 
omposantes 
onnexes in�nies ou-vertes. Si B est un sous ensemble �ni de Z

d, on notera BB l'ensemble des arêtes de L
d joignantdeux sommets de B. On notera NB(0) (resp. NB(1)) le nombre de 
omposantes 
onnexes in�niesouvertes quand toutes les arêtes de BB sont fermées (resp. ouvertes). Soit MB le nombre de
omposantes 
onnexes in�nies ouvertes interse
tant B.

N est invariante par translation, Pp est une mesure produit sur {0, 1}Bd, don
 il existe k ∈ Ntel que Pp(N = k) = 1.Supposons par l'absurde 1 < k <∞. On a alors Pp(NS(n)(0) = NS(n)(1) = k) = 1 (si on avaitpar exemple Pp(NS(n)(0) = k) < 1, Pp(N 6= k) > min(p, 1 − p)|BS(n)|Pp(NS(n)(0) 6= k) > 0), eton en déduit: Pp(MS(n) > 2) = 0: supposons en e�et le 
ontraire. Si MS(n) > 2, NS(n)(1) <
NS(n)(0) <∞, et don


Pp(NS(n)(1) < NS(n)(0) <∞) > 0 ,
e qui 
ontredit NS(n)(0) = NS(n)(1) presque sûrement. Mais Pp(MS(n) > 2) −→
n→∞

Pp(N > 2), etdon
 Pp(∞ > N > 2) = 0, don
 k ∈ {0, 1,∞}. On a supposé p > pc, don
 k 6= 0. Supposons don
en�n: k =∞.On dit que x ∈ Z
d est une trifur
ation, et on note 
et évènement Tx, si:

• x est dans une 
omposante 
onnexe in�nie ouverte
• il y a exa
tement trois arêtes ouvertes in
identes à x
• en fermant les trois arêtes ouvertes in
identes à x, on 
oupe la 
omposante 
onnexe in�nieouverte de x en trois nouvelles 
omposantes 
onnexes in�nies ouvertes.

Pp(MS(n)(0) > 3) > Pp(MS(n) > 3) −→
n→∞

Pp(N > 3) = 1Soit don
 n tel que Pp(MS(n)(0) > 3) > 1
2 . Soit ω ∈ {MS(n)(0) > 3}, et x, y, z trois sommets de

∂S(n) appartenant à trois 
omposantes 
onnexes in�nies ouvertes distin
tes de L
d\S(n).Soient trois 
hemins joignant 0 respe
tivement à x, y et z, ne se 
oupant qu'en 0, ne ren
ontrant

∂S(n) que respe
tivement en x, y et z. Alors
Pp({0 est une trifur
ation}) > Pp(Jx,y,z | MS(n)(0) > 3)Pp(MS(n)(0) > 3)

> (min(p, 1− p))R × 1

2
> 033



où R est le nombre d'arêtes dans S(n), et Jx,y,z l'évènement: �toutes les arêtes de BS(n) sontfermées, ex
epté 
elles des trois 
hemins ouverts joignant 0 à respe
tivement x, y et z�. Or
E




∑

x∈S(n)

1Tx



 = |S(n)|Pp(T0) (12)On va obtenir une 
ontradi
tion grâ
e au:lemme Soit Y un ensemble �ni, |Y | > 3. Si P est une famille 
ompatible de 3-partitions de
Y (une 3-partition est une partition en exa
tement trois sous ensembles non vides), où deux 3-partitions Π = {P1, P2, P3} et Π′ = {P ′

1, P
′
2, P

′
3} sont dites 
ompatibles si, quitte à renuméroter les

(Pi) et les (P ′
i ), P ′

2 ∪ P ′
3 ⊂ P1. Alors

|P| 6 |Y | − 2 .preuve du lemme Raisonnons par ré
urren
e sur |Y |. Si |Y | = 3, |P| 6 1.Soit n > 3, et supposons avoir montré le résultat pour |Y | 6 n. Soit Y tel que |Y | = n + 1,soit y ∈ Y , soit P une famille de 3-partitions de Y . Si Π ∈ P , on é
rit Π = {Π1 ∪ {y},Π2,Π3}, où
Π1 ⊔Π2 ⊔Π3 = Y \{y}, ave
 Π2,Π3 6= ∅.Soit P ′ = {Π ∈ P ,Π1 6= ∅}. {{Π1,Π2,Π3},Π ∈ P ′} est alors 
lairement une famille de3-partitions de Y \{y}, et don
, par hypothèse de ré
urren
e,

|P ′| 6 |Y | − 1− 2 = |Y | − 3 .Supposons |P\P ′| > 2. Soient alors {{y},Π2,Π3} 6= {{y},Π′
2,Π

′
3} ∈ P\P ′. Comme P est
ompatible, on devrait avoir: {y} ∪ Π2 ⊂ {y}, Π′

2 ou Π′
3, 
e qui n'est pas. Don
 |P\P ′| 6 1, etdon


|P| 6 |Y | − 2 .Si K est une 
omposante 
onnexe ouverte de S(n), toute trifur
ation x ∈ K ∩ S(n− 1) induit
anoniquement une 3-partition Π(x) de ∂S(n) ∩K. Si x, y sont deux telles trifur
ations, on note
Π(x) = (P1, P2, P3), et Π(y) = (Q1, Q2, Q3).

x yP2

P3

Q2

Q3

Supposons par exemple (quitte à renuméroter) que y (resp. x) soit dans la 
omposante 
onnexeouverte de K privé des trois arêtes ouvertes adja
entes à x (resp. y) qui 
ontient P1 (resp. Q1).On a alors Q2 ⊔ Q3 ⊂ P1 (sur le dessin, les Qi et les Pi sont des singletons pour i ∈ {2, 3}, et
P1 = Q2 ∪Q3; Q1 = P2 ∪ P3). Le lemme entraine don
 que, si T est le nombre de trifur
ationsdans S(n− 1) ∩K,

T 6 |K ∩ ∂S(n)| − 2 .On somme sur les 
omposantes 
onnexes ouvertes dans S(n−1), et le nombre τ de trifur
ationsdans S(n− 1) véri�e:
∑

x∈S(n−1)

1Tx
= τ 6 |∂S(n)| .34



et don
, d'après (12),
|S(n− 1)|Pp(T0) 6 |∂S(n)| .Mais |S(n−1)| ∼ C1n

d et |∂S(n)| ∼ C2n
d−1, où C1 et C2 sont des 
onstantes stri
tement positives.On obtient une 
ontradi
tion en faisant tendre n vers l'in�ni, 
ar Pp(T0) > 0.5 Per
olation dans L

25.1 La dualitéComme on l'a déjà vu en 4.1, il existe en dimension 2 une propriété parti
ulière qui rend l'étudeplus fa
ile: la dualité.5.1.1 Dé�nitionSoit G un graphe du plan. On 
onstruit son sous graphe dual Gd de la façon suivante:
• à toute fa
e de G, on asso
ie un sommet de Gd
• à toute arête e de G, on asso
ie une arête e∗ de Gd joignant les sommets de Gd 
orrespondantaux fa
es adja
entes à e.5.1.2 ExempleOn à déjà vu: L

2
d ≃ L

2 +
(

1
2 ,

1
2

).Dans le 
adre d'un pro
essus de per
olation, on dit qu'une arête b∗ ∈ B
2
d est ouverte (resp.fermée) si b ∈ B

2 est fermée (resp. ouverte).5.1.3 RemarquesE�e
tuer un pro
essus de per
olation de Bernouilli de paramètre p sur L
2 revient à e�e
tuer unpro
essus de per
olation de Bernouilli de paramètre 1 − p sur L

2
d. Plus pré
isément, si A est unévènement de Ω, en asso
iant à A l'évènement Ad ∈ Ωd = {0, 1}B2
d, où les éléments de Ad sont les
on�gurations duales des 
on�gurations des éléments de A, on a la relation: Pp(A) = P d1−p(Ad),où P d1−p est une mesure �égale� à P1−p, par l'isomorphisme entre L

2 et L
2
d.Si C est la 
omposante 
onnexe ouverte de L

2 
ontenant l'origine, C est �ni si et seulement si
0∗ est en
er
lé par un 
ir
uit ouvert de L

2
d.5.2 La probabilité 
ritique pc(L

2)Théorème
pc(L

2) =
1

2
.preuve de pc(L

2) >
1
2

Supposons par l'absurde θ(1
2 ) > 0.On 
onsidère les évènements Ag(n) (respe
tivement Ad(n), Ai(n), As(n)): �il existe un sommetdu 
�té gau
he (respe
tivement droit, inférieur, supérieur) de T (n) = [0, n]2 qui est dans un
hemin in�ni de L

2 ne passant par au
un autre sommet de T (n)\∂T (n)�. Les {Au(n)}u∈{g,d,i,s}sont 
lairement des évènements 
roissants. De plus, on a:
⋃

u∈{g,d,i,s}

Au(n) = {∃x ∈ T (n), |C(x)| =∞} .
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et don
 P 1
2

(

⋃

u∈{g,d,i,s}

Au(n)

)

−→
n→∞

1. Mais, d'après l'inégalité FKG (les Au(n) sont dé
roissants),
P 1

2
(∪
u
Au(n)) = 1− P 1

2
(∩
u
Au(n))

6 1−
∏

u

P 1
2
(Au(n))Or ∀u, v, P 1

2
(Au(n)) = P 1

2
(Av(n)) (L2 est invariant par rotation d'un quart de tour), don


1 ←−
n→∞

P 1
2
(∪
u
Au(n)) 6 1− (1− P 1

2
(Au(n)))4 .don
 ∀u, P 1

2
(Au(n)) −→

n→∞
1.On 
onsidère de même les évènements Aud(n) sur L

2
d (où le 
arré dual est T (n)d = {x +

(
1
2 ,

1
2

)
, x ∈ {0, ..., n}2}). Chaque arête de L

2
d est ouverte ave
 une probabilité 1

2 , don
 ∀u, P 1
2
(Aud(n))

= P 1
2
(Au(n)).Soit m ∈ N tel que ∀n > m, P 1

2
(Au(m)) > 7

8 . Soit A(m) := Ag(m)∩Ad(m)∩Asd(m)∩Aid(m).Alors P 1
2

(

A(m)
)

6 4× (1− 7
8 ) = 1

2 , et don

P 1

2
(A(m)) >

1

2
.Or, par uni
ité de la 
omposante 
onnexe in�nie,

0 = P 1
2
(N > 2)

> P 1
2
({N > 2} ∩A(m))

> P 1
2
({N > 2} | A(m))P 1

2
(A(m))

>

(
1

2

)m+1

× 1

2(sa
hant A(n), on peut imposer N > 2 en �
oupant en deux� T (m) ave
 un 
hemin ouvert dans
T (m)d reliant un sommet supérieur de T (m)d à un de ses sommets inférieurs, 
e 
hemin pouvantêtre de longueur m+ 1), d'où une 
ontradi
tion.preuve de pc(L

2) 6
1
2

Soit S(n) le sous graphe de L
2 dont les sommets sont les élémentsde {0, ..., n+ 1}× {0, ..., n}, et les arêtes toutes 
elles induites par 
elles de L

2 reliant deux de 
essommets, ex
epté les < (0, i), (0, i+1) > et les < (n+1, i), (n+ 1, i+1) >, pour i ∈ {0, ..., n− 1}.Dualement, soit S(n)d le sous graphe de L
2
d dont les sommets sont les {x+

(
1
2 ,

1
2

)
x ∈ {0, ..., n}×

{−1, ..., n}}, d' arêtes toutes 
elles induites par 
elles de L
2
d reliant deux de 
es sommets, ex
eptéles < (i,− 1

2 ), (i+ 1,− 1
2 ) > et les < (i, n+ 1

2 ), (i+ 1, n+ 1
2 ) >, pour i ∈ {{0, ..., n− 1}+ 1

2}.Soient les évènements:
• An = {un sommet du 
�té gau
he de S(n) est relié à un sommet du 
�té droit par un 
heminouvert dans S(n)}
• Bn = {un sommet du 
�té supérieur de S(n)d est relié à un sommet du 
�té inférieur parun 
hemin ouvert dans S(n)d}.Clairement, An ∩ Bn = ∅, et An ∪ Bn = Ω. Don
 Pp(An) + Pp(Bn) = 1. Mais Pp(Bn) =

P1−p(An), don
 P 1
2
(An) = 1

2 .
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On note Ln = {(n + 1, i), 0 6 i 6 n}. Supposons pc > 1
2 . D'après 5.3, P 1

2
(0 ↔ Ln) 6 e−σn,où σ > 0. Don


1

2
= P 1

2
(An) = P 1

2
(∃i ∈ {0, ..., n}, (0, i)↔ Ln)

6

n∑

i=0

P 1
2
((0, i)↔ Ln)

6

n∑

i=0

P 1
2
(0↔ Ln)

6 (n+ 1)e−σn −→
n→∞

0 ,d'où une 
ontradi
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