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Apreés avoir introduit les principales notions permettant la compréhension des processus de
percolation, nous étudierons le processus de percolation par lien de Bernouilli sur différents types
de graphes: d’abord sur les arbres, et tout particuliérement sur ’arbre k-aire, puis sur les réseaux
cubiques L¢. Au sujet des réseaux, nous nous attarderons sur deux grandes propriétés des processus
de percolation de Bernouilli sur L, 'une en dessous de la probabilité critique, Pautre au dessus.
Enfin, nous étudierons plus précisément le cas d = 2, pour lequel nous calculerons explicitement,
la probabilité critique.

1 Généralités
1.1 La percolation par liens

Soit G = (V, E) un graphe, dont V est I'ensemble des sommets, et E ’ensemble des arétes. Soit
Q ={0,1}%. Soit w € Q. On dit qu'une aréte e € E est ouverte si w(e) = 1, et qu'elle est fermée
si w(e) = 0.

Soit, pour e € E, pu. une mesure de probabilité sur {0,1}. Pour chaque e € E, soit alors
Pe € [0,1] tel que pe(1) = pe, et pe(0) = 1 — pe.

On définit alors une mesure de probabilité P sur (2, F), ou F est la tribu engendrée par les
cylindres {w € Q, w(ey) = z1, ..., w(em) = Tm}, = € {0,1}, m € N*:

P = Hue.

ecl

On ne considérera ici que le processus de percolation de Bernouilli de paramétre p, ot tous les
Pe, € € E, sont égaux: p. = p € [0,1]. On note alors la mesure de probabilité obtenue: P, := P.
Une configuration w € ) est identifiée au sous graphe G(w) de G, défini par:

G(w) = (V, E(w)),

Ew)={ec E, w(e)=1}.

Un chemin sur G est dit ouvert si toutes les arétes qu’il emprunte sont ouvertes. Si z,y € V,
on note x < y I’événement: "il existe un chemin ouvert reliant z & y”. On définit alors, pour
x € V, le plus grand sous graphe ouvert connexe contenant x:

C(zx) =C(z,w) ={y eV, x -y}

On dit qu'il y a percolation s'il existe un sommet x € V tel que |C(z)| = oo.

Il est interessant de connaitre les valeurs du paramétre p pour lesquelles il y a ou non perco-
lation. Pour z € V, P,(|C(x)| = o0) est clairement une fonction croissante de p. Ceci motive
la:



1.1.1 Définition

On appelle probabilité critique le réel p. € [0,1], défini par:

pe = sup{p € [0, 1], B,(3z € V,|C(z)| = o0) = 0}

(cette définition est bien cohérente, car il est clair que Py(3z € V, |C(x)| = c0) = 0).
Nous étudierons ici le processus de percolation de Bernouilli sur deux types particuliers de
graphes:

e les arbres infinis

e les réseaux cubiques (le réseau cubique de dimension d sera noté L9 := (Z% B%), oit B¢ est
'ensemble des arétes reliant les plus proches voisins de Z).

1.2 La percolation par sites

Dans le processus de percolation par sites, on déclare “ouverts” ou “fermés” les sommets d’'un
graphe G = (V| E) plutot que ses arétes, comme c’était le cas dans le processus de percolation par
liens.

Un chemin est dit ouvert si tous les sommets qu’il emprunte sont ouverts, on note encore, pour
xz € V, C(z) le sous ensemble de V' constitué des éléments de V pouvant étre reliés & « par des
chemins ouverts. Soit, pour tout € V, u, une mesure de probabilité sur {0,1}. On définit une
mesure de probabilité Plf“e sur {0,1} comme le produit:

Plf“e = H -

zeV

Ici, on ne considérera que le cas oit G = L. On suppose: ¥z € V, (1) = p, p(0) =1 —p,
o p € [0,1]. On pose enfin: A
0> (p) == P,(IC(0)] = o0),

pzite _ sup{p, Hsite(p) _ 0}.

1.2.1 Remarque

Tout processus de percolation par lien peut étre ramené a un processus de percolation par site.
Soit en effet G = (V, E) un graphe, {p.}.cr des mesures de probabilité sur {0,1}. On construit
alors le graphe G’ = (V' E’), ou:

e V' =F
o E'={(xy), (v;y) € E?, x #y, v et y ont une extrémité commune}

A un chemin ouvert d’arétes dans G correspond un chemin ouvert de sommets dans G’, et
un processus de percolation par lien sur G induit canoniquement un processus de percolation par
sites sur G'.

La réciproque est fausse: par exemple, on peut voir qu’un processus de percolation par site sur
L2 ne peut pas étre étudié comme un processus de percolation par lien sur un autre graphe.

Etant donné un graphe G = (V| E), il est intéressant de comparer les processus de percolation
par liens et par sites sur ce graphe, et en particulier de comparer les probabilités critiques.

1.2.2 Théoréme

Soit G = (V, E) un graphe connexe infini d’origine 0, de degré maximal A < oo (i.e. chaque
sommet est relié & au plus A autres sommets). Alors

1 ien st ien
AT < plem < pgte <1 (1—plem)”.
L@ (2) (3)



lemme Dans le processus de percolation par lien sur un graphe connexe infini,
P,(0 - 00) 1= Pp(|C(0)| =0) =0 P,(Fv eV, |C(v)] =00) =0

et, dans le cas contraire, P,(3v € V, |C(v)] = c0) = 1.

preuve du lemme Supposons p # 0 (le lemme est vérifié si p = 0).

{0 & oo} € {Fv € V, |C(v)|] = o0}, donc P,(0 <« o0) < Py(Fv € V, |C(v)] = o), d'ou
I'implication réciproque.

Si P,(0 «» 00) =0, soit v € V. Supposons par 'absurde P,(v < 00) # 0. Alors

Py(0 < 00) = P,(v « o0)p' >0

ce qui contredit I'hypothése (I est la longueur d’un chemin reliant 0 et v). Donc Yv € V, P,(v <
00) =0, et

By(3v €V, [0(w)] = 00) = Py(|J fv = 00}) < 3. Byv = 00) =0
veV veV

d’ou 'implication directe.
Le fait que P,(Jv € V, |C(v)| = o) € {0,1} découle immeédiatement de la loi du 0 — 1.

preuve de (1) Soit §(p) := P,(0 < o0). Si 0 < oo, alors pour tout n € N, il existe un
chemin ne se recoupant pas (SAW) de longueur supérieure ou égale a n, ouvert, d’origine 0.
Soit o(n) le nombre de SAWs de longueur supérieure ou égale a n. Alors 6(p) < p"o(n). Mais
o(n) < A(A —1)""1, donc

A

vn €N, 0(p) < (p(A - 1))nm-

lien

L™, et donc

Sip< ﬁ, on fait tendre n vers l'infini, et 8(p) = 0, donc p < p

1 < lien
A1 SPe

preuve de (2) et (3) Si X et Y sont deux sous ensembles aléatoires de V, on dit que Y

domine stochastiquement X (et on note X < Y) si pour toute fonction f : P(V) — R vérifiant
f(A) < f(B) désque AC BCV,ona

E[f(X)] < E[f(Y)]

On va montrer:

Csite(p) < Clien(p) < Csite(l _ (1 _ p)A) (*)

ott C'"(p) est un sous ensemble aléatoire de V ayant la loi du sous graphe ouvert contenant 0,

dans le processus de percolation (par lien) de Bernouilli de paramétre p, et C*¥¢(p) est un sous

ensemble aléatoire de V' ayant la loi du sous graphe ouvert contenant 0, sous la condition que 0
soit ouvert, dans le processus de percolation par site de paramétre p.

Soit
f+ P(V) — {01} o)
0 si 0)] < o0
4 = { 1§ [C(0)] = o

. Si AC B, on abien f(A) < f(B), et donc, si (x) est vraie, en prenant ’espérance,
Py(|C*(p)] = 00) < Pp(|C"" (p)] = 00) < Bp(IC°"*(1 — (1 = p)*)| = o0).

Alors,



o sip < pl", Bp(|CU (p)| = 00) = P(IC*"*(p)| = 00) = 0 et donc p < pi**, done p” <

pgite.
o si p < pSite,
Py(ICT" (1~ (1 —p)3)|=00) = B(|C*"(1— (1~ (1~ (1-p)*))*)| =)

= R0 (p)] = 00) = 0.

1

Donc 1 — (1 —p)& < pli*™, c’est a dire p < 1 — (1 — ple™)2| et donc:

c 9

pgite <1-— (1 _piien)A.

preuve de C*¥*¢(p) < C'e"(p). Soit G = (V, E) un graphe de degré maximal A < oo .
Soit p € [0,1], soit E = {e1,...,€n, ...}

Soit w € {0,1}¥ une configuration obtenue par un processus de percolation de Bernouilli de
paramétre p sur G. Soit Ag = {0} (o1 0 € V), et By = 0.

On construit une suite (Ag, Br)ren par récurrence: ayant construit (Ag, By), soit e € E la
premiére aréte (dans I’énumération e, ..., €,, ...) telle que:

{egBk

e a exactement une extrémité x qui est un sommet de Ay, on note e = (zy).

soit alors:
| A siw(e) =0
Appr = { A H{y} siw(e)=1
| BrU{e} siw(e)=0
Bir = { B: si w(e) =1

s’il n’existe pas de tel e, on pose (Agt1, Br+1) = (Ag, Bi).
On remarque que (Ag)ken et (Bg)ren sont croissantes, et que

As :=C(0) = lim Ay .
k—o0
Colorions maintenant 0 en rouge, et, & chaque étape de la construction, on colorie y:

en rouge siw(e) =1
en noir siw(e)=0

(on laisse & y sa couleur initiale s’il est déja colorié).
Soit A7 I’ensemble des sommets que ’on peut atteindre a partir de 0 par des chemins rouges.
On remarque alors que:

o Al C A, et les voisins des sommets de A7, qui ne sont pas dans A7, sont noirs.
T A : site
o AT  ala méme loi que C*¢(p)

et donc: ‘ ‘
Cszte(p) _ Ago < Aoo — Clzen(p)

(ici, “=" signifie “a méme loi que”)



preuve de C'e"(p) < C*¥¢(1 — (1 — p)®). Soit G = (V, E) un graphe. On construit le
graphe orienté G = (V, E), ou E = {ay; vz, (zy) € E}.

Soit & € {0, 1}E une configuration obtenue par un processus de percolation de Bernouilli de
parameétre p sur G.

On colorie 'origine en vert. Tout 2 € V\{0} sera colorié en vert s'il existe f = 23 € E tel que

&(f) =1, et en noir sinon. Alors, pour tout = € V\{0},
P,(x est vert) =1 — (1 — p)®9@ <1 — (1 —p)&.

On construit A, comme dans la preuve précédente, au détail prés que si e = (xy) avec
x € Ag, y & Ay, e sera dit ouvert si et seulement si J(2y) = 1.
Soit AY_ I'ensemble des sommets reliés & 'origine par des chemins verts. Alors:

e A, C AZ;O
o AY < CFie(1— (1 —p)2).
et donc C(0) = Ase < C*¢(1 — (1 —p)»).

1.3 Exemples d’application

Supposons qu’on ait un mélange homogéne de deux matériaux sous forme de poudre, I'un étant
conducteur et pas I’autre. La probabilité que le courant puisse passer d’un grain & son voisin sera
manifestement une fonction croissante de la proportion du matériau conducteur. Le processus
de percolation est dans ce cas un modéle qui nous permettra de dire si le mélange est ou non
conducteur.

De nombreuses autres situations physiques peuvent étre modélisées par des processus de per-
colation. Citons par exemple le ferromagnétisme, des écoulements de liquides dans des matériaux
poreux, la propagation du feu dans une forét...

2 Les arbres

2.1 Préliminaires sur les arbres
2.1.1 Définition

On appelle arbre tout graphe connexe sans cycle. On ne considérera ici que des arbres localement
finis, c’est & dire que pour tout sommet v du graphe, le nombre d’arétes issues de v est fini. On
appelle ce nombre le degré de v, on le note deg(v). Cependant, deg(v) ne sera pas nécessairement
une fonction bornée de v.

Dans toute la suite, T = (V, E) désignera un tel arbre, dont 'origine sera notée 0.

On cherche & mesurer la “taille” d'un arbre. L'un des critéres les plus naturels & considérer est
le taux de croissance:

2.1.2 Taux de croissance

Définition Soit, pour n € N, S,, = {v € V, |v| = n} (o0 |v| désigne le nombre d’arétes
parcourues par 'unique SAW reliant l'origine & v), ’ensemble des descendants de l'origine de la

iéme

n génération (on dit que l'origine est de la génération 0).

Définition Soit gr(7') := lim inf |S, |7 le tauz de croissance inférieur de T', et gr(T) := lim sup |S,, | =
le tauz de croissance supérieur de T.
Si gr(T') = gr(T), on parle simplement du tauz de croissance de T', et on le note gr(T).



Exemple Pour l'arbre k-aire (chaque sommet a k > 1 fils), on a |S,| = k™ pour tout n € N, et
donc

2.1.3 Le nombre de branchement

Des intuitions physiques...

Ecoulement d’eau Voyons les arétes de 'arbre T comme des tuyaux véhiculant de l'eau.
Soit A > 1. On suppose qu’a une distance n de la racine, le débit maximal accepté par un tuyau
est A7

Supposons par exemple que T soit I'arbre k-aire Tj.

Si A < k, on introduit un débit d’eau § 4 Dorigine, cette eau se sépare dans chacun des k
tuyaux, dans lesquels circule un débit % La premiére génération étant passée, chaque débit % se
divise en k: % < )\—12, et ainsi de suite: il peut y avoir un écoulement d’eau de 0 & l'infini.

Par contre, si A > k, le débit total d’eau pouvant passer dans I'ensemble des tuyaux de S,, est

k" x i = (%)n ——— 0. Il ne peut donc pas y avoir écoulement d’eau.
n—oo

Courant électrique Supposons maintenant que les arétes & distance n de l'origine soient
des fils électriques de conductance A™™. Si A est trop grand, la conductance entre l'origine et
I'infini est nulle; elle ne I’est pas si A est suffisemment petit.

Pour I'arbre T}, par exemple, la résistance entre ’origine et I'infini est:

7. )
n=1 k
qui est finie si A < k, et infinie si A > k.

Définition Soit T'= (V, E) un arbre. On appelle cutset de T' tout sous ensemble II de F tel que
tout SAW reliant I'origine & 'infini passe par une unique aréte de II.

Définition On appelle nombre de branchement de T, et on note br(T), la quantité:

= g i —|v]
br(T) = sup{\, Inf Z AT >0} (1)
II cutset pgll
il peut y avoir écoulement d’eau a ) ()
travers des tuyaux de capacité A\~
la conductance entre 0 et oo du réseau élec-
trique avec fils de conductance A\~1?! est nulle

— sup{\,

} (3)

= sup{),

(on a, dans I’égalité (1), identifié une aréte de F a son extrémité la plus éloignée de 0)
On appelle débit toute fonction ¢ : E — Ry vérifiant la loi des noeuds:

Yu €V, Yo fils de u, @(uv) = Z o(vw)

weVv
w fils de v

On étend le domaine de définition de ¢ aux sommets de T":

Vv e V\{0}, p(v) := ¢(uv), ot u est le pére de v
lell :=@(0) == > ().

veV
v fils de O

[lo]] est appelé débit total. Quand ||¢|| = 1, on parle de débit unitaire.



Les égalités (2) et (3) ne sont alors que des reformulations du fait:
br(T) = sup{}, il existe un débit ¢ # 0, Y v € V, o(v) < A7V}

qui est lui méme une conséquence immédiate de I’égalité:

II cutset

sup{llell, e(v) <AL Vo= inf DA
vell

Exemple On avu que pour 'arbre k-aire Ty, br(Ty) = k. On a donc ici ’égalité br(Ty,) = gr(Tk).
Cette égalité est fausse dans le cas général: considérons par exemple 'arbre 3-1 ainsi défini:

e lorigine a deux fils
e pour n > 1, S, = {v},...,v%.} (les sommets sont numérotés de gauche & droite)
e pourn>1, 1 <k<2" ! v aunfils

e pour n > 1, 271 < k <27, 7 a trois fils.

On a alors clairement:
o gr(T)=2

e br(T) =1 (considérer par exemple un écoulement, d’eau a travers T')

2.1.4 Correspondance avec les marches aléatoires sur T

Définitions Soit T'= (V, E) un arbre. Pour u,v € V, la notation u ~ v signifie que u et v sont
reliés par une aréte.

Pour e € E, on définit |e| = |v], ot e = (uv) et |u| < |v].

On affecte a chaque aréte de T' une conductance A~1¢/. On considére, pour A > 0, la marche
aléatoire RWy = (X,,)n>0 sur les sommets de T, dont les probabilités de transition sont données

par:
A=l wo)]
S A Two)l
P(XnJrl = | X, = u) = weEV

w~u

0 sinon

siu~v

RW) est dite récurrente si, presque siirement, elle passe une infinité de fois en chacun des
points de V; elle est dit transciente si elle vit en dehors de n’importe quel compact, aprés un
temps fini.

Théoréme (admis) Soit T = (V, E) un arbre infini. RW) est:
e transciente si A < br(7)

e récurrente si A > br(T).



Illustration par I’arbre k-aire Soit m € N*.

EA—(mtD) Ex—™
Bl Xnma| = Xl | 1Xal =m] = 1x e + (") X e
E_q
_ 2
A
£+

o si\<k=0r(T), Ex[| Xn=1] — |Xn| | |Xn] # 0] > 0; et “X,, a tendance a s’éloigner de 0.
o siA>k=0br(T), Exl[| Xn=1] — | Xn| | |Xn] # 0] <0; et “X,, a tendance a revenir en 0”.

2.2 Les arbres de Galton-Watson

Soit L une variable aléatoire a valeurs entiéres positives. Soient, pour ¢ > 1 et n > 0, L} des
variables aléatoires de méme loi que L.
On définit par récurrence, pour n > 0, les variables aléatoires Z,, par:

Zo=1
Zn n
L1 = { 2.1 L S Zn i

On associe & ce processus de Galton-Watson un arbre aléatoire de la fagon suivante: L7
représente le nombre de fils du i®™® individu de la n®™® génération (et donc Z, compte le nombre
total d’individus de la n®™¢ génération).

Un outil utile pour I’étude des arbres de Galton-Watson est la fonction génératrice de L, définie
sur [0, 1] par:

f(s):=E[s"] =) P(L=n)s".
N=0

Pour n > 0 et s € [0,1], on pose f,(s) := f("(s), ot f(®) désigne la n®™® itérée de f.
On a alors f,,(s) = E[s#~]. Montrons le par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 0. Supposons
I’avoir montré au rang n.

fn+1(5) = fno f(s)

= E[f(5)"]
= B[B[s1)"]
__Z’n,
= F H E |:SL?:|‘| (les L ont méme loi que L)
Li=1
- E[E {sL;er"'*Lgn | ZnH (les L} sont indépendants)

= E[B[s" ] 2,]]
= E[sZ"+1]

La construction d’un sous graphe ouvert de I'arbre k-aire T} par un processus de percolation
de Bernouilli de paramétre p (ou du moins la construction de la composante connexe ouverte
contenant la racine, qui est la seule qui nous intéresse), peut étre simulée par la construction d’un
arbre de Galton-Watson, en choisissant la variable aléatoire L de loi:

R =m) = (2 )om(1=p), vn = 0

(avec (T’:L) =0sim>k).



2.3 Théoréme

La probabilité critique du processus de percolation de Bernouilli sur un arbre T est donnée par:

1
br(T)

pC(T) =

2.3.1 preuve de p.(T) > ﬁ
Ceci repose sur la méthode dite du premier moment, qui affirme que pour tout cutset II,
{0 o0} Cc{Fvell, 0 v} = U{O<—>v},
vell

et donc:

PO o0) < P(U{OHU}>

vell

< ZP(O(—)'[}).

vell

Ici, on a donc:

Pp(0 < o0) < ZPM .

vell
1 1
Soit p < =
P
sups A=>1, inf S Al >0
Hr{:EtL:etUGH

|v|
. 1 . 1
1nf{X, A>1, rllrcle (X) >0}
IO cutset pcll

donc inf nce Zvenph" = 0, et, par le premier moment, P,(0 <> co) = 0, ce qui implique d’aprés

IT cutset

le lemme de la section 1.2.2, p < p.(T), et donc

1
br(T)

pe(T) 2

2.3.2 Définitions et notations

On appelle bord de T, et on note 9T, 'ensemble défini par:

oT — {v eV, vnapasdefils} siT est fini
~ | {SAWs infinis issus de 0} si 7" est infini

Pour u,v € TUJT, on note uAv le sommet de T" ou les chemins reliant I'origine respectivement
a u et v, se séparent (uAv € T, sauf dans le cas T infini et u = v € 9T, auquel cas uAu = u € 9T).
Si T est infini, si z € V et £ € 9T, on note “x € £’ I’événement “£ passe par x”.

2.3.3 Remarque

Un débit unitaire ¢ sur un arbre T" supposé infini induit une mesure de probabilité p sur I'espace
(0T, F), ont F est la tribu engendrée par les cylindres {¢ € 9T, v € £}yev, OU p est donnée par:

p({E € 9T, v e }) = p(v).



2.3.4 Lemme

Soit T = (V,E) un arbre (fini ou non) sur lequel on effectue un processus de percolation de
Bernouilli de paramétre p. Soit K la fonction définie par:

K: 9Tx9T — [1,+x]
(@.y) = Foeeoy

alors
P,(0 < 0T) = Capr (0T),
ot Capg(0T) = sup #() est la capacité de OT a travers le noyau K, ot Ex(n) =
w, p(dT)=1

] K(z,y)dup(z)du(y) est I’énergie de la mesure p & travers le noyau K.
x,y€0T

preuve du lemme Supposons d’abord T fini. Soit g une mesure de probabilité sur 9T, et

1O<—>T
Y=Y 70 0o

x€dT

On a d’une part:

x€dT
1
t E Y2 — {OHT}Q{O‘_’Q}
o B[] ga:”% P,(0 < 2)B,(0 — y)

B({0 < 2} n{0 < y})
2. 2 ua Bp(0 = 2)Pp(0 = y)

z€dT yedT
- Z Z O<—>1x/\ )
z€dT yedT Yy
= Ek(w
et d’autre part,
E[Y)? = E[Y x1ysq)’
< E[Y?] P,(Y > 0) (Cauchy-Schwarz)
et donc: 1
P,(Y >0
g )> Ex(p)

Mais {Y > 0} C {32 € 9T, 0 & z} = {0 « 9T}, et donc P,(0 < 9T) > #(u)" et ceci pour
toute mesure u, donc
P,(0 < 0T) = Capg (0T).

Supposons maintenant 7" infini, et soit x4 une mesure de probabilité sur (9T, F). p induit une
mesure de probabilité sur T}, := {z € V, |z| = n} (pour n € N), définie par:

p(z) = p({€ € 9T, x € &}).
Grace au cas fini, on a:

1

ZET (@) pu(y) K (z,y)

P,(0-T,) >

10



Mais si &,m € T, si x € &, y € n, © Ay est un ancétre (au sens large) de £ A n, donc
P,(0 =z Ay) = Py(0— EAN), cest & dire K(z,y) < K(£,n). Donc:

Er (1)

|| xtenaue ut
oT JoT
> [ [, Kemdu©aut

£
z,y€Ty ¥ €€ ¥ yen

Py / / , K)o

> u(@)py)K (z,y)

z,y€Ty
_
P,(0 < T),)

WV

WV

WV

d’aprés (4)

on optimise en p:

Vn >0, Py(0 < T,) = Capg (0T),

puis on passe & la limite quand n — co (P,(0 < T},) décroit):
P,(0 = 9T) = Capg (0T) .
2.3.5 preuve de p.(T) < ﬁ
Soit p > ﬁ, et soit \ tel que LX< bT(T) Il existe donc un débit non nul ¢ sur T tel que:

Yo eV, pv) < AT

Soit p := H_gH' 1 est un débit unitaire, que ’on identifie & une mesure de probabilité sur (9T, F)
comme section 2.3.3. De plus, on a:
1
Vo eV, pv) < W)\—Iv\ : (5)
Soit K: (9T)* — [1,+o0)]
1 _ —
&n — Pro—eny = P lennl,

L’énergie de p & travers K est alors:

E(n) = /8 ) /8 7 ) dt)

Sy / . AlE) dtr)

veV

< p““'/ dp(€) dyu(n)
q;/ {veg} {ven}

< o)y
UGV

< Z d’apres (5)
lell llvev

N Z 2 )

‘v‘EV

< Z 1 ( car pA > 1)

[lell = ||90|| 1-L
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et donc, d’apreés le lemme 2.3.4.,

1 1
P,(0 - 9T) > > 1-—)>0.
50 01) > s > llpll(l = )
Donc P,(|C(0)] = o0) > 0, et p > p.(T), et donc
1
(1) < .
pelT) < 5

3 Etude de ’arbre k-aire T. (k > 2)

3.1 La probabilité critique p.(7})

On a déja vu que br(Ty) = k. Donc, d’aprés le théoréme 2.3, p.(Tx) = %
On va retrouver ce résultat en utilisant la fonction génératrice d’un arbre de Galton-Watson.
Pour celd, on commence par montrer le:

lemme Soit L une variable aléatoire & valeurs dans N, soit f sa fonction caractéristique (on
reprend les notations introduites en 2.2). Soit ¢ le plus petit point fixe de f sur [0,1]. On a alors:

P(Z, — 0)=gq.

preuve On remarque:

e {Z,=0} C{Z,4+1 =0}, donc P(Z, =0) < P(Z,+1 = 0). En particulier, (P(Z,, = 0))nen
converge.

o Vs € [0,1], f(s) =>0°,P(L =n)s", donc f, ainsi que ses itérées f,, est croissante sur
[0,1].Donc pour tout n € N, f,(0) < frn(q) =g¢.

o Vs €[0,1], fu(s) = E[s?] =72, P(Z, =1)s, et en particulier, f,(0) = P(Z, = 0).
Regroupant ces trois remarques, on a que f,(0) < ¢ converge. Comme f,, = ™ lim f,(0) est

nécessairement un point fixe de f, et donc
P(Z,—0)= lim P(Z,=0)=gq,
n—oo
c’est a dire que:

P({l’arbre obtenu par ce processus de Galton-Watson est fini}) = q.

Application On a vu en 2.2 que la composante connexe ouverte contenant la racine, lors du
processus de percolation de Bernouilli de paramétre p sur ’arbre T} était un arbre aléatoire de
méme loi que l'arbre de Galton-Watson obtenu par la variable aléatoire L définie par: P,(L =

m) = (:L)pm(l —p)k=™ pour m € N. La fonction génératrice est donc:

— (kY m k—m m
fo) = 3 Jprapts
= (I—p+ps)
Soit
h(s) = (1—p+ps)F—s
W(s) = pk(1—p+ps)*~' -1
W'(s) = p*k(k—1)(1—p+ps)?

Vs € [0,1], h”(s) = 0, donc A’ croit sur [0,1], vaut pk — 1 en 1. h(1) =0, et

12



e sip< 4, Vse[0,1], h(s) <R(1) =pk—1<0; h décroit sur [0,1] et ¢ = 1.
e sip>+; /(1) >0, et g<l.
On en déduit: P,(|C(0)] =00) =1— P(Z, — 0)=1—gq, et B,(|C(0)] =00) =0<=p < 1, et
donc )
pe(Tk) = 7
3.2 L’exposant 3
3.2.1 Définition

- e 13y Jog0(p) N —
Soit 3 := rl)ligi Toatr—p O 0(p) := Pp(0 < o0).

3.2.2 Théoréme
Pour l'arbre k-aire Ty, 8 =1.

preuve On a vu section 3.1 que 0(p) = 1 — g, ou ¢ est le plus petit point fixe de f sur [0, 1].
Pour p > p. = %, on a:

1-0(p) = (1-p+p(l—06p)"
= (1-po(p)"
= 1—kpf(p) + @p%(ﬁ +o(6(p)*)
= 1k - o)+ D0 1 o))
aone 0 = —hlp— 1)+ P21 o1)0m) + o0
o) = (p- ) +o(1)
2k2 1

donc lloge(pl) — 1, et donc 8 = 1.
o8(P=%) plp.

3.3 L’exposant ~vy
3.3.1 Définition

Soit v := — lim llsgxi(pj ,oit X/ (p) = E,[|C(0)]; |C(0)] < .
p—pe log[pP—pcl

3.3.2 Théoréme

Pour 'arbre k-aire T, vy =1.

13



preuve Sip < p,,

X(p) = BlC(0)] |C(0)] < od]
= E[C)]
= x(»)
= ZE,,[Card{e €Sy, e 0}]
neN

%)
— an « pn
n=0

1
1—kp
1.1

= E(E —p)

gt

p) =

Le cas p > p. est beaucoup plus délicat, et on 'admettra.

3.4 La probabilité P,(|C(0)| = n)

On reprend les notations introduites en 2.2 et 3.1. On a:
o0
|C(0)] = Z Z,  (ou “=" signifie “a méme loi que”).
n=0
Soit g(s) := E,[sIO1]. Alors

g(s) = E,

et donc, pour tout n > 0,

14



E\ T +o0
Développons (%) sous la forme > Cyro:

gq=—00
+oo E\ T nk
1—
> Gy’ = (7( p: ) ) = (nk) (1 —p)"raptra=r.
g=—00 q=0 q

On va montrer: P,(|C(0)| =n) = 1C_1, pour en déduire le résultat:

T n

1/ nk
P.(|C(0)] = == 1— nk—n+1_n—1
o) =m = 2™ Y pry
preuve de P,(|C(0)| = n) = %C_l On va associer & chaque sommet de 1’arbre obtenu par

processus de Galton-Watson un mot: () pour la racine, 1 pour le premier fils de la racine, 2 pour
le deuxiéme fils de la racine, etc..., 11 pour le premier fils du premier fils de la racine, 12 pour
le deuxiéme fils du premier fils de la racine, etc..., puis on numérote les sommets dans l'ordre
lexicographique (la racine est numérotée 1).

Soit, pour i > 1, v; le nombre de fils du i*™° sommet, et S = (Sn)o<ng|c(oy) la marche aléatoire
sur Z définie par:

So=0
Sp —Sn—1=v,—1 pourn > 1(n < |C(0)])

On définit le temps d’arrét:
o(S) :=1inf{k >0, S, = —1}.

On a alors o(S) = |C(0)]. En effet, S, = -1 <= Zyi —n = —1, donc Sy = —1,
i=1
et 0(S) < |C(0)|]. Réciproquement, si S, = —1, > v; = n — 1; en parcourant les n premiers
i=1

sommets, on en a “créé” n — 1 nouveaux, il n’en reste donc plus & parcourir, et donc |C(0)| = n.
D’autre part,

E[TS”] _ El|:7,,(l/1—1)+...+(un—1):|

= H E[r*~']  (les v; sont indépendants)

=1
_ ﬁ (L—p+pr)*
i=1 "

+oo
= Z Cor? .

g=—00

Pour pouvoir conclure, il ne reste qu’a montrer le

lemme

P(S,=-1)=C_
preuve du lemme Soit S = (S;)og;j<n une marche aléatoire finie construite comme précédem-
ment.

Soit S™k = (S;-L’k)ogjgn définie par:

gk Sitrk — Sk si0<yg
J Sn _Sk‘f’ij(nfk) sin—k

15



alors S™F a méme loi que S:

P(Sn’k = ( g = 0 X1, T2, ..., Jin))
=P(SPF — Spt =2y, ., SEF = SIE = 1)
=P(51—So=21,..., Sp — Sp—1 =x,) (les v; ont mémes lois)
=P(S=(xz0=0, z1, ..., T,)).

Soit T}, le temps d’arrét défini par:

To(8) =inf{k >0, inf §; =5}

on a alors:

{Tuls) = K} ({80 = —1} = {o(5™*) = n}

et donc P(S, =-1) = P<ﬁ({T )=k} (S _—1}>

k=1

= ZP (8™F) =n)

3.5 L’exposant A
3.5.1 Deéfinition
Pourl>1

E,[IC(0)|"; \C(O)|<O<>})
Ep[IC(0)]; 1C(0)[<o0]

lo (
A= — lim
p—pe log [p — pel

3.5.2 Théoréme
Pour 'arbre k-aire Ty, A = 2.

preuve Soit [ > 1. On suppose d’abord p < p..
E, [ICO)] = > n'B(C(0)] =n)
=1

-1 nk n—1 (k—1)n+1
= § 1—
" (n — 1>p (1=p)

Onposea::pc—p—%—p

o0

l _ \n—1 o l (k—1)n+1
> nl” (n_1>k )" (1 +9)

n=1

n=1

E, [|C(O0)|]
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o) = (1—ka)k_1(k;1> kk_gl)m
k

= :Z_Z(’“;g) (kk_gl)m - m_z(k_1)<k;b1> (kk_gl)mﬂ
R B
e x(e) =1—4e”

pour k > 3,

1
k3
2(k—1)°

2 = 1+<;£)2<@‘”§k_”—wk—nﬁ+w@%

= 1—

et donc, dans tous les cas, z(g) T 1.
e—0

lemme Soient (an)p>1 €t (bn)n>1 deux suites réelles, soit I € R tels que:

e le rayon de convergence de la série > a,z" est 1

eVn>1,b,>0et > b, =00

n=1

preuve du lemme Pour 0 <z <1, on a:

> apx™ > lbpa™
n=1

Q) -1 =

o0
bpa™ > bpa
n=1

n=1

>

n=1
e

n=1 n

> by
n=1
Soit € > 0.
IN. >0, V= N. +1, %—zlgg,
et donc -
N. _— > bna
an nd n=Ng
R R
n=11"" ST by > bpam
n=1 n=1

17



Mais Vn > 1, b, > 0, donc

Vz € [0,1], i bz i

n=N:+1
o0
> bpa™
n=N:+1
et e———<c¢.
> bpa
n=1

b, >0, et an—oo donc anx —Taoo Soit donc 6. > 0 tel que

n=1 n=1

[e%S) an
n> ¢ no_
Vo e[l —6.,1], EZ: 5132}5\75 I b,
ik bpx
alors Vxe[l—(Se,l[,ZE—l}i\e,
n=1 > bpa
n=1

et |Q(x) — 1] < 2¢, donc Q(x )

On va maintenant chercher
quand € — 0 (oi1 z — 1). Soit

appliquer le lemme, pour obtenir un équivalent de E,(|C(0)|")

’I’Ll_l(k— 1)(k—1)n+1< kn )

In = kkn n—1
~ ek b
w1 2k —1) "

Les hypothéses du lemme sont alors bien vérifiées:

o0
e b, >0 pourn > 1 est clair, et [ > 1:>l—%>—1,d0nc S by =00
n=1
e le rayon de convergence de la série Y a,x™ est le méme que celui de la série > b, 2", soit 1
(car a, ~ by).

D’aprés le lemme,

et donc:

e—0

oo ~ ﬁznk%x@n.

Pour appliquer le lemme, on a choisi b, = nl*%, /Wk—l) comme équivalent a a,. C’est
I’équivalent “le plus simple”, mais ce n’est pas le plus pratique, car on ne sait pas calculer
I’expression de la série entiére de terme général b,,. On va donc réappliquer le lemme en cherchant
un équivalent judicieux & nl=%.

D’apreés la formule:

1.2...(n — 1)n*

s 2(z+1)...(z+n—-1) ’

18



(a+1)...(a+n)

n* ~ T(a+1)

— 1
~  T(a+ 1)(-1)”( (ot )>
n— 00 n
Les hypothéses du lemme sont vérifices, avec b, = n!~2, et a,, = I'(l — %)(—1)"(_(15% ), et
donc
inl*%x(g)” ~ rfi-1 i 2! (—z(e))"
n=1 =0 2 n=1 n
r(i-1) - sl
~ S CECIERI)
1
1 K > 1-21
o T (l - §> <2(k - 1)) el
et donc -
k 1 K3 2
1 _ 1 1-21
B, [ICO)F] ~, o= 1) (l 2) (2(k— 1)) €]
Sip > pe,

By, [|C0)]" ; [C(0)] < 00] =Y n'P,(IC(0) =n),

et la suite des calculs est totalement identique au cas p < p.. On a donc:

E, [|C(0)["1 ; |C(0)] < oc] 26— LI +3),
E, (OO 00 <] o Bra=1 -

et donc A = 2.

3.6 L’exposant o
3.6.1 Définition

12
a:=-—1— lim M
p—pelog|p — pe|
ou k(p) := E, [|C(O)|_1].

3.6.2 Théoréme

Pour l'arbre k-aire Ty, a = —1.

preuve

1+ 25 &7 kn \ (k — 1)k—Dntl ke \F1\"
Mp) = 5 Z(n—l) n2kkm (1= ke) <1+k—1)

Aprés calculs, on a:

0 n  \(k=1)n—1
<) = o) S () BT+ 2k - 2)(2n - 3t

Zn

or

. k3(k+4(k—-1) 1
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3 > 1, donc |k (pe)| < o0, et donc
log " (p)
log [p — pe| p—pe

donc v = —1.

3.7 L’exposant §
3.7.1 Définition

5= !
: lim logPpclggC’,EO)‘:n) + 1

3.7.2 Théoréme
Pour 'arbre k-aire Ty, 6 = 2.

preuve
1 nk 1 nk—mn-+1 1 n—1
P, = = = 1—- = Z
7. (1C(0)] =) ()61 G
k 1
n—oo 2m(k — 1) n3
donc § = 2.

3.8 La probabilité P, (rad(C(0)) > n)
3.8.1 Définition
rad(C(0)) := max{|z|, x € C(0)}

3.8.2 Théoréme

2k
By (rad(C(0)) 2 n) ~ G—Dn
preuve
P,.(rad(C(0)) 2n) = 1-— P, (rad(C(0)) <n)
1- Ppc (Zn = O)

Py(Zyp41=0)
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La suite (un)n>0 est donnée par:
k
wo=(1-}) k
Un+1 = f(un) - (1 - % + uTn) )

f est croissante donc (uy) est monotone, elle converge vers 'unique point fixe de f sur [0, 1], qui
est 1. Soit alors v,, := 1 — u,,. On a:

Up \ F
= (1)

SiaeR, ( )
1 1 1—q a(k—1
o = ()
on choisit donc a =1, et on a:
1 1 k—1
Upp1  Up n—oo 2k
et donc
LRSS (L . 1) L k1)
Up m—oo =\ iy v ) noo 2k
donc
2k
U Do n(k —1)
et donc

P, (rad(C(0)) > n) ~_ ﬁ |

En grande dimension d, le processus de percolation & proximité de la probabilité critique dans
le réseau L? a un comportement trés proche du processus de percolation sur arbre (d—1)-aire, en
ce sens que les exposants calculés ci-dessus pour ’arbre k-aire sont les mémes que dans le réseau
LF+1. Ceci a été montré pour d > 19, et est a I'état de conjecture pour 18 > d > 6. On peut
“I’expliquer” ainsi: & proximité de la probabilité critique, les éventuels sous graphes ouverts infinis
obtenus par processus de percolation de Bernouilli comportent peu de circuits.

4 Percolation de Bernouilli sur L¢

4.1 Existence d’une probabilité critique

Si d =1, on a clairement: §(p) = 0 dés que p < 1, et donc p.(L') = 1.

4.1.1 Théoréme

Sid>2,
0<pc(]Ld)<1.

preuve de 0 < p.(L%)  On va montrer qu’il existe p > 0 tel que 6(p) = 0. Pour cela, on fixe
n > 0, et on considére le nombre o(n) de SAWs de longueur n partant de ’origine. Soit, parmi
les o(n) SAWs de longueur n dont une extrémité est 1’origine, N(n) le nombre (aléatoire) de ceux
qui sont ouverts. On a alors, pour tout n:

0(p) < Pp(N(n) 2 1) < Ep[N(n)] = p"o(n)

d’ou:

d
< _ n
0(p) < 57— (p(2d - 1))
On choisit 0 < p < Tal, et on fait tendre n vers l'infini: on a bien 6(p) = 0, et donc

0<p<pe(LY).
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preuve de p.(LY) < 1 L% s’injectant dans LY, on a p.(L9!) < p.(L%). 1 suffit donc de
montrer p.(L?) < 1. Or on a, en dimension 2, la notion de graphe dual: soit

11 11
L2 = (7?2 ~. =, B? Z 2.
(=+(33) =+ (z3))

Chaque aréte de L2 coupe une unique aréte de L2.
A un sous graphe ouvert aléatoire G = (V, E) de L2 obtenu par un processus de percolation
de Bernouilli de parameétre p, on associe son sous graphe de L2 dual:

o (e (1))

ot les arétes ouvertes de G’ (les éléments de E’) sont celles de L2 coupant des arétes fermées de
G, et les arétes fermées de G’ sont celles coupant des arétes ouvertes de G.

La loi de G’ est alors la méme que celle d’'un sous graphe ouvert obtenu par processus de
percolation de Bernouilli de paramétre 1 — p sur Lg.

On remarque aussi que la composante connexe ouverte contenant 0 de G est finie si et seulement
si il existe un circuit ouvert de G’, entourant 0.

Notons, pour un circuit v de L3, A, I'événement “v est ouvert”. On a alors:

1-0(p) = P04 )

P, U 4,

~circuit de L%

entourant O

Y. B4y

~eircuit de Lg

N

entourant 0

Soit p(n) le nombre de circuits de longueur n entourant 0. p(n) < n x 3™ car un tel chemin doit
passer par 'un des n sommets (0, 1), ..., (0,n). De plus, pour un circuit v de longueur n,

Py(A) = (1-p)"
et donc

1-0(p) <Y n3"(1-p)"

On choisit p < 1 suffisemment grand tel que
o
ZnS"(l -p)t <1
n=1

et on a alors 1 — 0(p) < 1, 6(p) > 0, et donc p.(L?) < 1.

On a ainsi prouvé lexistence de trois phases: p < pe, P = D¢, P > Pe, €n dimension d > 2.
4.2 Quelques outils techniques
4.2.1 Evénements croissants et inégalité FKG

Définition On définit un ordre partiel sur Q de la fagon suivante: si w,w’ € Q, on note w > w’

si Ve € B9, w(e) > w'(e).
Une fonction f:  — R sera dite croissante si

Vw,w' €Q, w>ow = flw)> f(W).

Un événement sera dit croissant si sa fonction indicatrice est croissante.
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Théoréme
e si N est une variable aléatoire croissante sur (2, F),

0<pr<p2<1l = Eb1LA” <;£2w[pv]'

e si A est un événement croissant de F,

0<p1<p2<1 = P, (4) < P,,(A) .

preuve Soient, pour e € BY, X (e) des variables aléatoires indépendantes uniformément ré-
parties sur [0,1]. On définit des variables aléatoires, pour e € B%:

1 st X(e)<
wp(e):{() si X(e)}ﬁ

Les w, sont indépendantes, et P(wy(e) =1) =p; P(wp(e) =0) =1 —p. Donc
Py = H wp(€)
ecB?

Si p1 < pa, wp,(€) < wp,(e), Ve € E, donc wp, > wy,, donc, comme N est croissante, N(wp,) =
N(wp, ), et donc

lypl(]V) SZ12172(]\7)

Théoréme (inégalité FKG) Si A et B sont des événements croissants,

P,(ANB) > P,(A)P,(B) .

preuve Soient X et Y des variables aléatoires croissantes.
Supposons d’abord que X et Y ne dépendent que d’un nombre fini d’arétes eq, ..., e,. Raison-
) )
nons par récurrence sur n, pour montrer

E,[XY] > E,[X]E,[Y] .
sin=1, X et Y sont croissantes, donc pour tous wy,ws € {0,1}, on a:
(X (1) = X (w2))(Y (1) = Y (w2)) 2 0.
On somme sur wy,ws € {0, 1}, et on obtient:
0 < 2(B,[XY] - B,[X]E,[Y)) |

Soit n > 2. Supposons avoir montré le résultat pour & < n — 1, et soient X et Y des variables
aléatoires ne dépendant que des arétes eq, ..., €.

Ey[XY] = Ep[E,[XY |w(er), ..., w(en—1)]]
> E[Ep[X [w(er), ... (en DIE[Y [ w(er), ..., w(en—1)]]
z Ep[Ep[X [ wler), ..., wlen—1)]|Ep[Ep[Y | w(er), ..., w(en—1)]]
> EpX]Ey[Y]

(on a successivement utilisé I’hypothése de récurrence pour k& = 1, puis pour k = n — 1).
Si maintenant X et Y dépendent d'une infinité d’arétes de L%, on suppose de plus E [XQ} <
oo, E [XQ} < 00. Soit (ey,)nen une suite qui parcourt E, et soient:

Xn=E,[X |w(er),..., w(en)]
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Yn = EP[X | w(el)v ey w(en)]

X, et Y, sont des variable aléatoire croissantes, donc, grace au cas fini (elles ne dépendent que
des arétes e, ..., e,):
E[X.Y,] > ByIXE Y]

Soit 7, la tribu de Q engendrée par les cylindres {w € Q, w(e1) = wi,...,w(en) = wp}, o
(W1 ooy wp) € {0,1}™. Alors:

VF €T, Vi > n, /F X,(w) dP (w) = /F Xo(w) APy (w) -

D’aprés le théoréme de convergence martingale, X,, converge presque sirement vers X, et donc
dans L?(P,). Donc

De plus,
Bl|IX,Y, ~ XY[] < B [|X,|[Ya — Y] +[Y]X, — X]]
< VEXAB Yo - Y + /BB X) - X2 — 0
donc
By[X,Y,] — B,[XY],
et donc

B,[XY] > B,[X]E,[Y] .

4.2.2 Inégalité BK

Définition Soit G un sous graphe fini de L. Soit A un événement. On note A|g Pévénement
“A a lieu sur G™:
Ag={weQ, U=wsur G=wec A} .

Définition Soient A; et A; deux événements. On note A; o Ay ’événement “A; et Ay ont lieu
de fagn disjointe”:

Aj0Ay = {w € Q, 3G1,Gs C Bd, GiNGy =0, we A1|G1 mAQ\Gg}

Théoréme (Inégalité BK) Soient A, B € F ne dépendant que d’un nombre fini d’arétes de

4. Alors
Py(Ae B) < Py(A)F,y(B) .
preuve Soit m € N, soit I' := H {0,1}, soit G I’ensemble des parties de T, et soit P la mesure
i=1

de probabilité sur (I, G) définie par:
P = HMZ 3
i=1

oul p; est la mesure de probabilité sur {0, 1} définie par:

{ pi(0)=1-p
pi(l) =p
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Soient (I'1,G1, P1) et (I'a, Ga, P») deux copies de (I',G, P). Soient A et B deux événements crois-
sants dans G. Soit
A" :i={(z,y) €Ty x Ty, z € A} .

Soit enfin, pour 0 < k < m,

By, :=={(z,y) €T1 X Ta, (Y1, s Yky Tht1s s Tm) € B} .

A’ et By, sont croissants dans (I'1 x I'9,G1 X G, P X Py), car A et B le sont dans G. Alors

9 3

P(AoB) =P, x Py(A 0 Bl) et A' 0B, = A'(\BL,,, donc
P1 X PQ(A,OB;YL) = P1 X PQ(A/QB;,?) = P1 X PQ(A/)Pl X PQ(B;H) = P(A)P(B) .

Pour conclure, il suffit de montrer le:

lemme Pour 1<k <m,

P1 X PQ(AI o Bl/cfl) < Pl X PQ(A/ o B;C) .

preuve du lemme Si (z,y) € Ty x 'y, si I C {1,...,m}, on dit que I force A’ si
Viel, ui=mx;) = (u,v) € A" .
On dit que I force By, si
Vi<k,iel,ui=y et Vi>k,i€l, v, =x;) = (u,v) € By, .
On va effectuer une partition de A’ o B},_;: on pose:
Ci={(z,y) € A oBy_q; (x1,.;Th—1,1 — Ty o0, T, y) € A 0 By},
Co = AoB, \Cy

{(x,y) € Ao By_1; (T1, .0y Th—1,1 — Tpey ooy T, y) € A’ 0 By}
= {(x,y) € Ao Bllffl; Ty = ]-a (xlv "'7xk7170a '~'7xm7y) € Ao B;cfl}

(car A’ est croissant). Soit
Ch={(x,y) € Cy, AT C{1,....m}, k€I, I force A’, I force Bj_;} .
Soit enfin CY = Cy\CY%. Par construction,
A'oB)_=CUCLUCY .

A (z,y) € T'1 xI'y, on associe (2,y’) € 'y x T, 0u Vi # k, ) = x; et y = y;, et &) = yp ; yj, =
. Soit alors:
®: A'oB, , — AoB,
(w,y)  si(zy) €CLUC
e — { @) Sne

Montrons que ® est bien a valeurs dans A’ o By
si(xz,y) € C1, x € A et (Y1, -, Yh—1, Thy .-y T ) € B, Vai.. En particulier, (y1, ..., Yk, Tht1, .o, Tm) €
B Vyi, € {0,1}, et donc
(z,y) € Ao By, .

si (z,y) € C4, soit I C {1,...,m} tel que:

e kel
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e (z1,...,xy,) € A, indépendemment des x;, ¢ & I.
® (Y1, ey Yk—1, Tk ..., T ) € B, indépendemment des x; et des y;, i € I.
En particulier, comme k € I,
Vyr € {0,1}, (Y1, ooy Yy Thit1s -y Tm) € B et (z,y) € AN By, .
A’ et B}, ont clairement lieu séparément, et donc
(z,y) € Ao By, .
si (z,y) € C4, soit I C {1,...,m} tel que:
o k&l
o (x1,...,xm) € A, indépendemment des x;, i & I.
® (Y1,-es Yk—1, Tk, .-, T ) € B, indépendemment des x; et des y;, i € I.
k & I donc x € A indépendemment de zy, donc &' = (21, ..., Yk, ..., Tm) € A, et
(Y15 w0 Y1 Yor Tho 15 -5 o) = (Y15 o0 Yk 15 Thy T 1 -, T) € B
A’ et By ont toujours lieu séparément, donc
(/.)€ Ao B}, .

Montrons maintenant que ® est une injection de A’ o B;_; dansA’ o Bj..

® est clairement injective sur C; U CY ainsi que sur CY.

si ® n’était pas injective sur A’ o B} _,, il existerait (z,y) € C¥ tel que ®(z,y) = (z/,y') €
Cucyh. (x,y) € CY donc z, = 1. (CLUCYH NCY =0 done (z,y) # (2',y'), =k # Yk, et donc
yr = 0.

e si (¢/,y) € ), ), =yr =1, ce qui est absurde.

e si (2/,y') € Ci, Voccurence de A’ o Bj_; ne dépend pas de zj et yi, ce qui contredit
(xvy) € C?-

Enfin, V(z,y), P1 X Py(®(x,y)) = P1 X Py(z,y), donc

Pl X PQ(A/ o Bl/c—l) = Pl X PQ((P(AI o Bl/c—l)) < Pl X PQ(A/ o B]Ic) .

4.2.3 Formule de Russo

Définition Soit A un événement, soit w € . On dit que eg € B? est une aréte charniére pour
(A,w) si 14(w) # 1a(w'), ou
Ve € BN\ {eo}, w'(e) = w(e)

W'(eg) =1 —w(eo)
Soit N(A) la variable aléatoirequi compte les arétes charniéres pour A.

Théoréme (formule de Russo) Soit A un événement croissant ne dépendant que d’un nombre
fini d’arétes de L. Alors J

d—p(Pp(A)) = Ep[N(A)] .
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preuve Soit A ensemble fini d’arétes de L% dont dépend A. Soit, pour b € A, py la probabilité
que Paréte b soit ouverte. On a alors:

dPy(A) _ 0P (4)
dp _Z Opey

(p)

beA
Soit b € A, soit w, € {0, 1}AMPY et wif| w, € {0, 1} tels que:
Ve € A\{b), wi (¢) = wy (¢) = wle) |
et w; (b) =1, wy (b) = 0. Alors:
R = Y B)mla) + (0 -m)law;)
wpe{0,1}A\ b}

et donc
P, (A)

Opy

= Z Py(wp)(La(w;) —1a(wy)) -
wy€{0,1}A\{b}

Mais A est croissant, donc

1A(UJ;—) - 1A(Wb_) = 1{b est aréte charniére pour A}(wb)

donc 4P, (A) ) )
a0 = P,(b est aréte charniére pour A) .
et donc
di]lg(Pp(A)) = Z P,(b est une aréte charniére pour A)
beA
= Ep[N(4)].

4.3 Absence de phase intermédiaire pour p < p.
4.3.1 Définitions

Pour z,y € Z%, soit §(x,y) la distance de x & y, c’est & dire le nombre d’arétes dans le plus court
chemin de = & y. Soit, pour n € N,

Sn) = {xzeZ% §(0,2) <n}
oS(n) = {=ze zt, 6(0,x) = n}
A, = {Fxz€0Sn), 0=z} .

4.3.2 Théoréme
Si P <pe, W(p) >0, Vne N, Py(A,) <e ™0

preuve A, est un événement croissant ne dépendant que d’un nombre fini d’arétes de L%, donc,

d’aprés la formule de Russo:
d

ap (A = Ep[N(A)] .

or

i
=
N
<
[

Z P,({e est une aréte charniére pour A,})

ecBd

_ Z P,({e est une aréte charniére pour A4, } N A,)
P,(e est ouvert })

e€Bd
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car les événements {e est ouvert} et {e est une aréte charniére pour A, } sont indépendants. Donc

P,({e est une aréte charniére pour A,} N A,
BN, = 32U }0An)
ecBd p
1
= —Ep[N(4n) ;5 Ay
p
1
= }—QEP[N(AH) | An]Pp(an) .

Intégrons cette égalité entre et S, ot 0 < a< g < 1:

B
Po(An) = P3(An) exp <_ / M dp>

B8
Pa(4,) < Ps(An)exp (— / Ep[N<An>|An]dp> (7)

Pour majorer P, (A;), on va minorer E,[N(A,,) | A,]. On suppose que A,, a lieu. Soient e, ...,en
les arétes charniéres pour A,,. A, étant croissant, elles sont toutes ouvertes. Les chemins ouverts
allant de 0 & 0S(n) parcourent les (e;)je(1,...,n} dans le méme ordre (sinon, ce ne seraient pas
arétes charniéres). Supposons que eq, ..., ey sont rangés dans cet ordre.

Pour i € {1,..., N}, on note e; =< z;,y; >, ol x; est le premier sommet atteint quand on
parcourt n’importe quel chemin ouvert reliant 0 & S (n), en partant de 0.

On remarque que pour 4 € {0,..., N — 1}, il existe au moins deux chemins ouverts reliant y; et
Zi+1, & moins que y; = x;41 (on a noté yo = 0).

Soit M := max{k, Ay alieu}, et p; := §(y;, xi+1), pour i € {0,..., N —1}.

lemme 4.3.2.1 Soit k € N*, soient 71, ..., € N tels que

Alors, pour tout p dans ]0, 1],
Pylpr <ty pi=1ri, 1<i<k|Ap) 2 Py(M<ri)Pp(pi=m 1<i<k] A, .

preuve du lemme 4.3.2.1 Pour tout e =< u,v >, soit D, ’ensemble des sommets que
I’on peut atteindre depuis 0 par des chemins ouverts ne passant pas par e. Soit B, l’événement:

B :={(a); (b); (¢); (d)}, om:
(a) 'un et seulement un des sommets u, v est dans D., disons par exemple que c’est u.
(b) e est ouvert
(c) DeNdS(n)=10
(d) les arétes charniéres pour {0 < v} sont dans 'ordre: < x1,y1 >, ..., < Tg—1,Yr—1 >= €, avec
0(Yi—1,x;) =m; pour 1 <i < k—1.
Soit B = L;JBE, soit w € BN A, et e = e(w) tel que B, ait lieu (un tel e est unique: d’apres (a),

(b) et (c), il doit étre aréte charniére pour A,, et c’est nécessairement la (k —1)*™® aréte charniére
d’apres (d)).
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Soit G le graphe dont les sommets et les arétes sont ceux que l'on peut atteindre par des
chemins ouverts depuis 'origine, sans passer par e(w), auxquels on ajoute e(w) et yr_1 = y(G).
On a:

Py(AnNB) = Y Py(A, | B,G=T)P,(B,G=T)
r

> B, ({y(@) < 0S(n)}smnr) Bo(B, G =T) (8)
I

de méme,

Pp({pk > ’I“k} NA,N B)
= Y P({px >} N A, | B,G=T)Py(B,G=T)

T
= Y B ({y(0) < aS(n)}smnr o {y(T) < dS(ri + 1,y(T)}smnr) Po(B, G =T)
T
(il existe au moins deux chemins ouverts de y(T') & z, car pp > 1), ou 3S(ri + 1, y(I")) est la

“sphére” de rayon ri + 1 centrée en y(I'). Par 'inégalité BK, on a donc:

Pp({pk > Tk} NA,N B)
< Y P ({y(0) < 8S(m)}smnr) Po(B, G =T)P, ({y(T) < 0S(rk + 1,y(T)}s(unr)
T

Le réseau étant invariant par translation,
B, ({y(T) < 08(rk + Ly(T) Hsmpr) = Pp(0 < S (re + 1))
et grace a I’égalité (8), on a:

Py({pr >} NALNB) < Py(Ar11)Pp(An N B)
Py({pr > meHAn N B) < Pp(Arg41)
Py({px <mi}NANB) > 1= Py(Ar 1) = By(M < 1y)

Pour conclure, il suffit de multiplier membre & membre par P,(B|A,) = Py(p; = 13,1 < i <

k| An).

lemme 4.3.2.2 Pour 0 <p < 1,on a:

E;D[N(An) | An] 2 n -1 (9)
> Po(4i)
=0
preuve
Pypr+...+pe<n—k|A,)
n—k
= ZPp(pl—l—...—i—pk,l =i, pp<n—k—il|A,)
i=0

n—k
= Z Z Pylpr <n—k—i,pr =71, pp—1 = Tk—1 | An)
i=0r1+...+rg_1=1

n—k
Z Z Pp(pl =Tl P—1 = Tk—1 | An)Pp(Mk <n—k—z)
i=0r1+...+rg_1=1

WV
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(grace au lemme 4.3.2.1, ot les M; sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi que
M). Donc

Ppi+..+ppr<n—k|A,) > ZP <n—k—0)P(p1+ .. +pr_1 =1 | Ap)
P P(p1+ A1+ My <n—k| Ay)
> P,(Mi+..+M,<n—k|A,) (paritération)
> Py(My+ ..+ My<n—k).

et donc, comme {p1 + ... + pr <n—k} C{N(4,) > k},
P,(N(An) 2k | Ap) 2 Py(My+ ...+ My <n—k) .

On somme sur k:

Ep[N(An) [ An] = Y Py(My+ ..+ My <n—k)
k=1

8

> P,(M{+ ...+ M;, <n)
k=1
ou M} =1+ min(n, M;). Soit K := min{k, M{ + ... + M] > n}
{M{+..+M,<n}={K>k+1}
donc
Ep[N(An) | An] Ep[K] — P(K >1)
Ep[K] -

VoWV

Par I’équation de Wald qu’on montrera plus tard,
E,[Mj + ...+ My = E,[M{]E,|K]
Mais E,[M] + ... + M}] > n par définition de K, donc

n n
EP[K] > E [M/] = n
P + 2. iy (min(My,n) = i)
=0
_ n
;)P p(M > i)
_ n
;)Pp(Az)
et on a donc bien: n
Ep[N(An) | An] > n -1
;)Pp(Az)
Montrons I’équation de Wald
EIM{ + ..+ Mg = > > .3 (z1+4..+2,)P(K =n,M =21,...M, = x,)
n=0 z1=0 x,=0

= Z Z Z (1 + o+ 2pn1)P(K =n, M| = 21,.... M, | = xy_1)
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et en itérant,

E[M{+ ..+ My] = i(E[M{]+...+E[M,§,])P(K:n)
n=0

= EM]E[K].

ce qui compléte la preuve du lemme.

Le lemme 4.3.2.2 nous fournit donc la minoration de E,[N(4,) | A,] que on cherchait: en
regroupant (7) et (9), on obtient:

s n
Py(A,) < Ps(Ayp)exp —/ — —1|dp
« ;}Pp(An)
< PyAnexp | (8- a) | -1 (10)
Z:OP!?(ATL)

lemme 4.3.2.3 Pour p < p., 36(p) tel que:

Vn > 1, Py(A4,) < M )

N

preuve Soit 0 < 8 < p., n € N*. Soit « tel que 0 < a < 3, et n’ = n. D’aprés (10),

Pa(Ap) < Ps(Aw)exp 1-@
;}PB(AH’)

< Py(An)exp 1—M (11)
;}PB(AH’)

or

g 3P5(An) ’

en choisissant n’ > n Lm] Choisissons donc n’ = n {%J’ et « = 3 — 3P3(An)(1 —
log P3(A,)). Pour n assez grand, comme P3(A4,) — 0 (car 8 < p.), on a donc 0 < o < 3, et,

d’aprés (11),
Po(An) < P3(A,)? .

Soit maintenant p < p., soit p < ™ < p;, po = w. Supposons avoir construit pg, ..., p; et

no, ..., N;. Soit alors
_ 1
{ Ni41 = Ny \‘PP«L (A"Li)J

Pi+1 = Pi — 3P;D1 (Am)(l - 1OgP i (Am))
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On sait: Pi+1 < p;, €t en sommant,

}iglopz =DPo — ZP 1("47?1)(1 - 1OgP 1("47?1)) .
=0

Mais, si 0 < 29 < 1 et xj41 = a7, pour j >0

3

S(xo) = (1 —log ;) = 21 _9i] 0.
(w0) ;w( 0g ;) ;xo( 0g o) —

et a fortiori (comme & — x(1 — logx) est croissante sur [0, o)), si zj41 < 3.
Ceci permet de choisir ng assez grand, de sorte que P, (Ay,) soit suffisement petit pour que

3ZP 7(14"7)(1 _1OgPi(Ani) < T™=p
=0

et donc limp; > 7 — (7 —p) = p. On a donc:

11— 00

Ppk—l (Ank-—l)Q < Ppk—l(Ank—l)Ppk—2 (Ankfz)Q
< Ppk—l(Ank—l)"'Ppl (Anl )PPO (Ano)z
< ! X oo X ;P (An,) -

1 1 Po
Lppk—l(A7lk—1)J Lppo(A7zo)J

: _ 1 1
Mais nj = ng \‘713?0(‘4710)J X ... X {7%&_1(14%_1)} donc

2
2 n()P (A ) 1)
Ppk—l(Ank—l) < # = n_k )

ot on a posé: § 1= /ngPp, (An,)-
Soit n > ng, soit k tel que nx_1 < n < ng ((ng est strictement croissante & partir d’un certain
rang, car Py, (An,) s 0). On a alors:

Py(An) < By (4n) (car p<pp-1)
< By, (Ank—l) (n>ngp_1)
1)
< R
VIE
X \/ﬁ n ng

La propriété est donc vérifiée pour n > ng. Quitte & réajuster ¢, elle est vraie pour n > 1.

Du lemme 4.3.2.3, on déduit I'existence de A(p) < oo tel que:

n

Vp < pe, Vn > 1, ZPP(Ai) < A(p)vn .
=0
On en déduit grace a (10):
N

P,(A,) < Pg(A,)exp (—(ﬂ — ) (m - 1))

< e <_M> ,
A(B)
et donc > P,(A4,) < oo. On conclut en réinjectant dans (10),

n=1

Va < pe, E'T/J(OZ) >0, Pa(An) < e
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corollaire Si p < p., E,[|C(0)]] < cc.

preuve

E,[ICO)] < DY E[ICO)] | M =n]Py(M = n)

neN

< Y I8(n)|Py(An)
neN

< 2(271—1— e ¥ < oo
neN

Ceci signifie en particulier qu’il n’y a pas de phase intermédiaire, ou ’on aurait a la fois 6(p) = 0
et B,[|C(0)]] = .

4.4 Unicité de la composante connexe infinie ouverte pour p < p.
4.4.1 Théoréme

Soit p > p.. Alors

P,(le nombre de composantes connexes infinies ouvertes est 1) =1 .

preuve Soit N la variable aléatoire comptant le nombre de composantes connexes infinies ou-
vertes. Si B est un sous ensemble fini de Z¢, on notera Bp 'ensemble des arétes de L joignant
deux sommets de B. On notera Np(0) (resp. Np(1)) le nombre de composantes connexes infinies
ouvertes quand toutes les arétes de Bp sont fermées (resp. ouvertes). Soit Mp le nombre de
composantes connexes infinies ouvertes intersectant B.

N est invariante par translation, P, est une mesure produit sur {0, I}Bd, donc il existe k € N
tel que P,(N =k) = 1.

Supposons par I'absurde 1 < k < co. On a alors P,(Ng(,)(0) = Ng(n)(1) = k) = 1 (si on avait
par exemple Pp(Ng(n)(0) = k) < 1, Py(N # k) > min(p, 1 — p)Bse| B, (Ng(n) (0) # k) > 0), et
on en déduit: P,(Mg,) > 2) = 0: supposons en effet le contraire. Si Mg,y = 2, Ng@)(1) <
Ngn)(0) < oo, et donc

Py(Ns(n)(1) < Ns(n)(0) < 00) >0,

ce qui contredit Ng(,)(0) = Ng(n)(1) presque sirement. Mais P,(Mg(n) = 2) — Pp(N > 2), et

donc P,(co > N > 2) =0, donc k € {0,1,00}. On a supposé p > p,, donc k # 0. Supposons donc
enfin: k = oco.
On dit que z € Z? est une trifurcation, et on note cet événement T, si:

e 1 est dans une composante connexe infinie ouverte
e il y a exactement trois arétes ouvertes incidentes & x

e en fermant les trois arétes ouvertes incidentes & x, on coupe la composante connexe infinie
ouverte de = en trois nouvelles composantes connexes infinies ouvertes.

Py(Ms()(0) > 3) > Py(Msn) > 3) — Pp(N >3)=1

Soit donc n tel que Py(Mg(n)(0) = 3) > 3. Soit w € {Mg(,)(0) = 3}, et z,y, 2 trois sommets de
0S(n) appartenant & trois composantes connexes infinies ouvertes distinctes de L%\ S(n).

Soient trois chemins joignant 0 respectivement & x, y et z, ne se coupant qu’en 0, ne rencontrant
05 (n) que respectivement en x,y et z. Alors

P,({0 est une trifurcation}) > Pp(Juy,2 | Mgm)(0) = 3)Py(Mgny(0) = 3)

1
> (min(p,1-p))" x5 >0
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ot R est le nombre d’arétes dans S(n), et J,, . I'événement: “toutes les arétes de Bg(,) sont
fermées, excepté celles des trois chemins ouverts joignant 0 & respectivement x,y et z”. Or

E| Y 1| =1S[0)|F(Th) (12)

zeS(n)

On va obtenir une contradiction grace au:

lemme Soit Y un ensemble fini, |Y| > 3. Si P est une famille compatible de 3-partitions de
Y (une 8-partition est une partition en exactement trois sous ensembles non vides), ot deux 3-
partitions II = { Py, P2, P3} et II' = {P], P, P;} sont dites compatibles si, quitte & renuméroter les
(P;) et les (P}), Py UP; C Py. Alors

PI<|Y|-2.

preuve du lemme Raisonnons par récurrence sur [Y]. Si |[Y|=3, |P| < 1.

Soit n > 3, et supposons avoir montré le résultat pour |Y| < n. Soit Y tel que |Y| =n+ 1,
soit y € Y, soit P une famille de 3-partitions de Y. Si Il € P, on écrit II = {II; U{y}, Iz, I3}, on
I U Tl U Tl = Y\{y}, avec Iy, IT3 # 0.

Soit P" = {II € P,II; # 0}. {{II;,I2,II3},IT € P’} est alors clairement une famille de
3-partitions de Y'\{y}, et donc, par hypothése de récurrence,

P< Y] —1-2=v]-3.

Supposons |P\P’| > 2. Soient alors {{y}, s, I3} # {{y}, 115,115} € P\P’. Comme P est
compatible, on devrait avoir: {y} UIly C {y}, II5 ou IIj, ce qui n’est pas. Donc |P\P’| < 1, et
donc

[PI<|Y]—2.

Si K est une composante connexe ouverte de S(n), toute trifurcation z € K N S(n — 1) induit
canoniquement une 3-partition II(z) de 8S(n) N K. Si z,y sont deux telles trifurcations, on note

H(J?) = (P15P27P3)a et H(y) = (Q17Q27Q3)'

o) (22
Pl x Y N3

Supposons par exemple (quitte & renuméroter) que y (resp. ) soit dans la composante connexe
ouverte de K privé des trois arétes ouvertes adjacentes & x (resp. y) qui contient P; (resp. Q1).
On a alors Q2 U Q3 C Py (sur le dessin, les Q; et les P; sont des singletons pour ¢ € {2,3}, et
P = Q2UQ3; Q1 = P, UP;). Le lemme entraine donc que, si 7 est le nombre de trifurcations
dans S(n —1)N K,

T<|KNnaSn)|—2.

On somme sur les composantes connexes ouvertes dans S(n—1), et le nombre 7 de trifurcations
dans S(n — 1) vérifie:

> 1, =7<0S(n)| .

zeS(n—1)
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et donc, d’apreés (12),

[S(n = 1)|F(To) < [05(n)] -
Mais |S(n—1)| ~ Cin? et [0S (n)| ~ Can?=1, ot1 O} et Cy sont des constantes strictement positives.
On obtient une contradiction en faisant tendre n vers I'infini, car P,(Tp) > 0.

5 Percolation dans L2

5.1 La dualité

Comme on I’a déja vu en 4.1, il existe en dimension 2 une propriété particuliére qui rend I'étude
plus facile: la dualité.

5.1.1 Définition
Soit G un graphe du plan. On construit son sous graphe dual G4 de la fagon suivante:
e A toute face de GG, on associe un sommet de Gy

e A toute aréte e de G, on associe une aréte e* de G4 joignant les sommets de G4 correspondant
aux faces adjacentes a e.

5.1.2 Exemple
On a déja vu: L3 ~ L2 + (3, 1).

2032
Dans le cadre d’un processus de percolation, on dit qu'une aréte b* € BZ est ouverte (resp.

fermée) si b € B? est fermée (resp. ouverte).

5.1.3 Remarques

Effectuer un processus de percolation de Bernouilli de paramétre p sur L2 revient a effectuer un
processus de percolation de Bernouilli de paramétre 1 — p sur Lz. Plus précisément, si A est un
événement de , en associant & A I'événement Ay € Qg = {0, 1}33, ou les éléments de A, sont les
configurations duales des configurations des éléments de A, on a la relation: P,(A) = P{’ (Aq4),
ol Pd p est une mesure “égale” & Py_;, par I'isomorphisme entre L2 et L2

Si C est la composante connexe ouverte de .2 contenant I’origine, C' est fini si et seulement si
0* est encerclé par un circuit ouvert de LQ.

5.2 La probabilité critique p.(LL?)

Théoréme

Pe (]LQ) =

preuve de p.(L2) > %

Supposons par I'absurde (1) > 0.

On considére les événements A9(n) (respectivement A%(n), A%(n), A%(n)): “il existe un sommet
du coté gauche (respectivement droit, inférieur, supérieur) de T'(n) = [0,n]? qui est dans un
chemin infini de L2 ne passant par aucun autre sommet de T'(n)\dT'(n)”. Les {A“(n)}ye(g.d.is}

sont clairement des événements croissants. De plus, on a:

U A%(n) ={3z € T(n), |C(z)] = oo} .

u€{g,d,i,s}
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et donc Py < U A (n)) — 1. Mais, d’aprés I'inégalité FKG (les A“(n) sont décroissants),

ue{g,dyi,s} oo

PyUA"(n) = 1- Py(nA"(m))
< 1-[P, @)

Or Vu,v, P1(A"(n)) = P1(A"(n)) (L2 est invariant par rotation d’un quart de tour), donc

1 +— P

1
n—oo 2

(UA™(n)) < 1= (1= Py (A" (n))" .

u

done Vu, Py(A%(n)) — 1.

On considére de méme les événements A%(n) sur L3 (ou le carré dual est T'(n)q = {z +
(3.3), 2 €{0,...,n}?}). Chaque aréte de L2 est ouverte avec une probabilité 3, donc Vu, P1(Ag(n))
= P,(4%(n).

Soit m € N tel que Vn > m, PL(A"(m)) > 2. Soit A(m) := A9(m) N A%(m) N A5(m) N Al (m).
1
PR

Alors Py (A(m)) <4x(1-I)=1 et donc

0

[
I
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7~ N
N =
N———

3
+
=

X
N~

(sachant A(n), on peut imposer N > 2 en “coupant en deux” T'(m) avec un chemin ouvert dans
T (m)q reliant un sommet supérieur de T'(m)q & un de ses sommets inférieurs, ce chemin pouvant
étre de longueur m + 1), d’ott une contradiction.

preuve de p.(L?) < % Soit S(n) le sous graphe de L? dont les sommets sont les éléments

de {0,...,n+ 1} x {0, ...,n}, et les arétes toutes celles induites par celles de IL? reliant deux de ces

sommets, excepté les < (0,7),(0,i+1) > et les < (n+1,4),(n+1,i+1) >, pour i € {0,....,n—1}.
Dualement, soit S(n)q le sous graphe de L2 dont les sommets sont les {z+ (%, %) x €{0,...,n}x

{—1,...,n}}, d’ arétes toutes celles induites par celles de L? reliant deux de ces sommets, excepté

les < (i,—%),(i+1,—3) >etles < (i,n+1),(i+1,n+3) > pourie {{0,..,n—1}+ 3}
Soient les événements:

e A, = {un sommet du coté gauche de S(n) est relié¢ & un sommet du coté droit par un chemin
ouvert dans S(n)}

e B, = {un sommet du coté supérieur de S(n)y est relié & un sommet du coté inférieur par
un chemin ouvert dans S(n)q}.

Clairement, 4, N B,, = 0, et A, UB,, = Q. Donc P,(4,) + P,(B,) = 1. Mais P,(B,) =

Pi_p(Ay), done Py(4,) = 3.
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On note L, = {(n+1,i), 0 < i < n}. Supposons p, > % D’aprés 5.3, P% (0 L) <e ™,

ot 0 > 0. Donc

=Pi(A,) = P

=

N
NE

Py((0,i) = Ln)
0

-
Il

Pi(0 < Ly,)

N
Nj=

N
S
)

n+1)e " — 0,

n—oo

d’ot une contradiction.
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