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INTRODUCTION

Les groupes de tresses ont été définis formellement par Artin (1925), et sont depuis
un objet d’étude fascinant, grâce à leurs multiples définitions et connexions avec d’autres
domaines (nous renvoyons le lecteur à Kassel et Turaev (2008) et Farb et Margalit
(2012) pour des introductions aux groupes de tresses). L’une des manières de définir le
groupe de tresses à n brins est de le voir comme le groupe fondamental de l’espace de
configuration de n points du plan

Y = {F ⊂ C, |F | = n}.

Ainsi, si on considère l’arrangement d’hyperplans {zi = zj}i 6=j dans Cn, alors l’espace de
configuration Y peut aussi s’interpréter comme le complémentaire de cet arrangement
d’hyperplans

{z ∈ Cn | zi 6= zj si i 6= j},
quotienté par l’action naturelle du groupe symétrique Sn sur Cn.
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Figure 1. Une représentation d’une tresse à cinq brins.

Chaque tresse peut se représenter comme un lacet dans l’espace de configuration de n
points du plan, c’est-à-dire comme n chemins dans le plan ne s’intersectant pas à chaque
instant. En représentant le temps par exemple de haut en bas, on peut ainsi obtenir un
dessin classique de tresse comme dans la figure 1.

Si l’on considère un groupe de Coxeter W quelconque, il possède une action par
réflexions sur un cône d’un espace vectoriel appelé cône de Tits (Bourbaki, 1968)
généralisant l’action linéaire de Sn sur Rn. On peut lui associer un espace topolo-
gique YW correspondant au complémentaire de l’arrangement des hyperplans de réflexion.
L’exemple le plus simple est donné par le cas d’un groupe de Coxeter affine W , agissant
par réflexions sur Rn. Dans ce cas, l’espace YW est le complémentaire dans Cn de la
réunion des complexifiés des hyperplans de réflexions, quotienté par W . L’espace YW
est également appelé l’espace de configuration de type W , par analogie avec le cas des
groupes de tresses.

Le groupe fondamental GW de YW est appelé groupe d’Artin, ou groupe d’Artin–Tits,
car il a été défini par Tits (1966). Il possède une présentation très simple, analogue
à la présentation d’Artin des groupes de tresses (voir dans la partie 2). Cependant,
hormis dans des cas très particuliers, la topologie de l’espace de configuration YW et les
propriétés algébriques du groupe d’Artin GW restent largement mystérieuses (Godelle
et Paris, 2012 ; Charney, 2016 ; McCammond, 2017). Côté algébrique, on ne sait
toujours pas si le groupe d’Artin GW est sans torsion, on ne connaît pas son centre,
et on ne sait pas résoudre le problème du mot. Côté topologique, la grande question
ouverte concernant cet espace est la suivante :

Conjecture (Conjecture du K(π, 1)). — L’espace de configuration YW est un espace
classifiant pour le groupe d’Artin GW .

Rappelons que YW est un espace classifiant pour GW si π1(YW ) = GW et si YW est
asphérique, c’est-à-dire que pour tout i > 2, nous avons πi(YW ) = 0. Ceci est donc
équivalent à la contractibilité du revêtement universel de YW . Cette question a été
étudiée, essentiellement dans le cas où W est fini, par Arnol’d, Brieskorn, Deligne, Pham
et Thom dans les années 1970 (Brieskorn, 1973 ; Deligne, 1972). L’énoncé général
de la conjecture du K(π, 1), pour un groupe de Coxeter quelconque, peut probablement
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être attribuée à Loojienga et à son élève en thèse van der Lek, qui a montré que le groupe
fondamental de YW est bien le groupe d’Artin GW (Lek, 1983). Nous renvoyons le
lecteur à Paris (2014) pour une présentation moderne de cette conjecture. Remarquons
que si la conjecture du K(π, 1) est vraie, comme YW est asphérique et de dimension
finie, cela implique que GW est sans torsion, et cela implique également que le centre de
GW est connu (Jankiewicz et Schreve, 2021).

La conjecture du K(π, 1) a été résolue pour les groupes d’Artin de type sphérique,
c’est-à-dire ceux dont le groupe de Coxeter est fini, par Deligne (1972). Elle a par la
suite été prouvée pour les groupes d’Artin affines de type Ãn, C̃n (Okonek, 1979), B̃n

(Callegaro, Moroni et Salvetti, 2010) et G̃2 (Charney et Davis, 1995b). Les
travaux remarquables de Paolini et Salvetti apportent une réponse positive unifiée pour
tous les groupes d’Artin affines :

Théorème (Paolini et Salvetti, 2021). — La conjecture du K(π, 1) est vraie pour
tous les groupes d’Artin affines.

En dehors des cas sphériques et affines, la conjecture du K(π, 1) a été prouvée pour
les groupes d’Artin de dimension au plus 2 ou de type FC (Hendriks, 1985 ; Charney
et Davis, 1995b), ainsi que pour les groupes d’Artin relativement extra-larges (Juhász,
2018).

Remarquons que la stratégie de Deligne consiste à montrer que le revêtement universel
de YW a le type d’homotopie d’un complexe simplicial, appelé complexe de Deligne,
dont il montre qu’il est contractile (Deligne, 1972). Charney et Davis ont muni le
complexe de Deligne d’une métrique CAT(0) dans certains cas, ce qui leur permet
de montrer sa contractibilité (Hendriks, 1985 ; Charney et Davis, 1995b). Cette
stratégie de munir le complexe de Deligne d’une métrique à courbure négative est l’objet
de plusieurs travaux récents (Charney, 2004 ; Godelle, 2007 ; Boyd, Charney et
Morris-Wright, 2020 ; Haettel, 2021 ; Goldman, 2021 ; Morris-Wright, 2021).

On peut également poser la question de l’asphéricité du complémentaire d’un ar-
rangement d’hyperplans ne provenant pas d’un groupe de Coxeter, par exemple le
complexifié d’un arrangement d’hyperplans réel quelconque, ou bien provenant d’un
groupe de réflexions complexes. Il existe des arrangements d’hyperplans réels linéaires
finis complexifiés dont le complémentaire n’est pas asphérique, voir par exemple (Falk,
1995). Cependant, pour les groupes de réflexions complexes finis, le complémentaire de
l’arrangement est toujours asphérique (Bessis, 2015).

L’un des intérêts de la conjecture du K(π, 1) est qu’elle permet de calculer l’homologie
et la cohomologie du groupe d’Artin GW à partir de l’espace de configuration YW , ce
qui a déjà fait l’objet de nombreux travaux (Cohen, 1973 ; Salvetti, 1994 ; Charney
et Davis, 1995a ; De Concini et Salvetti, 2000 ; Callegaro et Salvetti, 2004 ;
Callegaro, Moroni et Salvetti, 2008 ; Paolini et Salvetti, 2018 ; Paolini,
2019b).
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Une des raisons fondamentales pour lesquelles les groupes de tresses, et plus générale-
ment les groupes d’Artin de type sphérique, sont bien compris est la notion de structure
de Garside. Informellement, un groupe est dit de Garside si l’on peut trouver un élément
particulier dont les diviseurs engendrent le groupe et forment un treillis (Garside,
1969 ; Dehornoy et Paris, 1999 ; Dehornoy, 2002 ; Dehornoy, Digne, Godelle,
Krammer et Michel, 2015). Un groupe de Garside a un problème du mot résoluble,
et un espace classifiant combinatoire très simple.

LorsqueW est un groupe de Coxeter fini, on peut considérer le relevé naturel dans GW

de l’élément le plus long du groupe de Coxeter W : cela définit une structure de Garside,
appelée structure standard.

Cependant, lorsque le groupe de Coxeter W est infini, il n’y a plus d’élément le plus
long, et on ne connaît pas en général de structure de Garside pour GW . En revanche,
déjà pour les groupes d’Artin sphériques, il existe une autre structure de Garside appelée
structure duale (Birman, Ko et Lee, 1998 ; Bessis, 2003). L’idée est de considérer un
élément de Coxeter à la place de l’élément le plus long de W . Cela revient, dans le cas
du groupe de tresses à n brins, à considérer un nème de tour à la place d’un demi-tour.
En termes de générateurs, cela revient à considérer toutes les transpositions, et non pas
seulement les transpositions entre brins adjacents, voir la partie 2.

Il s’avère qu’il existe également des structures de Garside duales pour des groupes
d’Artin non sphériques : Digne (2006, 2012) a montré que pour certains groupes
d’Artin affines, le relevé d’un élément de Coxeter définit une structure de Garside duale.
Cependant, McCammond (2015) a montré que la propriété de treillis était fausse dans
les autres cas.

Pour pallier ce manque, McCammond et Sulway (2017) ont montré qu’il était
possible d’agrandir tout groupe d’Artin affine en un groupe appelé groupe cristallogra-
phique tressé, qui possède lui une structure de Garside duale. Ceci leur a permis de
construire, pour tout groupe d’Artin affine, un espace classifiant de dimension finie,
mais avec cependant un nombre infini de cellules. L’une des conséquences des travaux
de Paolini et Salvetti est l’amélioration suivante :

Théorème (Paolini et Salvetti, 2021). — Tout groupe d’Artin affine possède un
espace classifiant fini.

Nous allons donner un panorama de la preuve des résultats principaux de Paolini et
Salvetti (2021), que nous détaillerons dans la suite du texte.

Fixons un groupe de Coxeter W et un élément de Coxeter w, c’est-à-dire un produit
des générateurs standard dans un ordre arbitraire. À partir de l’intervalle [1, w] des
diviseurs de w, on peut définir le groupe d’Artin dual Ww associé à w (voir la partie 3).
Lorsque W est fini ou affine, le groupe d’Artin dual Ww est isomorphe au groupe
d’Artin Gw (Bessis, 2003 ; McCammond et Sulway, 2017), mais c’est une question
ouverte en général. Lorsque l’intervalle [1, w] est un treillis, le groupe d’Artin dual Ww
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est un groupe de Garside, et possède un espace classifiant explicite KW , qui provient de
la réalisation géométrique de cet ensemble ordonné [1, w].

Le premier argument important est de montrer que, même si l’intervalle [1, w] n’est
pas un treillis, le complexe d’intervalle KW reste un espace classifiant (infini) pour
le groupe d’Artin dual Ww. Cette preuve repose sur les groupes cristallographiques
tressés définis par McCammond et Sulway (2017), qui apparaissent comme produits
amalgamés ayant pour facteur le groupe d’Artin GW . Pour les définir, McCammond
et Sulway ont étudié l’ensemble ordonné de toutes les isométries d’un espace euclidien,
avec pour partie génératrice l’ensemble des réflexions. On renvoie aux parties 3, 5 et 6
pour les détails.

La suite de la preuve de la conjecture du K(π, 1) consiste à définir un sous-
complexe X ′W de KW qui aura le même type d’homotopie que l’espace de configura-
tion YW . Pour cela, nous allons partir du complexe de Salvetti XW (Salvetti, 1987 ;
Paris, 2014), qui est un modèle combinatoire bien étudié de l’espace de configura-
tion YW , et qui peut se décrire par recollement de sous-complexes correspondant à des
sous-groupes paraboliques sphériques. La version duale de cette construction fournit un
complexe de Salvetti dual X ′W , qui a le même type d’homotopie que le complexe de
Salvetti standard XW , et qui se réalise naturellement comme sous-complexe de KW .
Cette construction est détaillée dans la partie 4.

La fin de la preuve consiste à montrer que le complexe d’intervalle KW se rétracte
par déformation forte sur son sous-complexe X ′W . Tout d’abord, en étudiant l’action
de l’élément de Coxeter w par conjugaison sur KW , on peut définir un sous-complexe
fini K ′W de KW contenant X ′W , tel que KW se rétracte sur K ′W . La preuve que K ′W se
rétracte sur X ′W est plus technique, et repose notamment sur la construction d’un
étiquetage lexicographique sur l’intervalle [1, w]. Ceci a pour conséquence intéressante
que l’intervalle [1, w], aussi appelé ensemble des partitions non croisées affines, est
décortiquable. La preuve de l’existence des deux rétractions de KW sur K ′W puis X ′W
repose sur la théorie de Morse discrète, via la construction de couplages acycliques. Les
détails sont donnés dans les parties 7, 8, 9 et 10.

Cette approche duale pour la conjecture duK(π, 1) est également présentée de manière
synthétique dans (Paolini, 2021). En particulier, il est envisageable que cette stratégie
puisse fournir une preuve de la conjecture du K(π, 1) pour d’autres groupes d’Artin : le
cas des groupes d’Artin de rang 3 est annoncé dans (Paolini, 2021, Theorem 6.1).

Remerciements : Nous souhaitons remercier chaleureusement Bérénice Delcroix-
Oger, Clément Dupont, Hoel Queffelec, Giovanni Paolini et Luis Paris pour des discus-
sions ayant aidé à la rédaction de ce texte. Nous remercions également Nicolas Bourbaki
pour avoir contribué à améliorer ce texte.
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1. GROUPES DE COXETER ET GROUPES D’ARTIN

Commençons par rappeler les définitions des groupes de Coxeter et d’Artin. Nous
renvoyons le lecteur à (Bourbaki, 1968 ; Humphreys, 1990 ; Davis, 2015 ; Paris,
2014 ; Godelle et Paris, 2012) pour plus de détails.

Définition 1.1 (Matrice de Coxeter). — Considérons un ensemble fini S, une matrice
de Coxeter (mst)s,t∈S est une matrice symétrique telle que pour tout s ∈ S nous ayons
mss = 1, et pour tous s, t ∈ S distincts nous ayons mst = mts ∈ {2, 3, 4, . . . ,∞}.

Définition 1.2 (Groupe de Coxeter). — Considérons un ensemble fini S, et une
matrice de Coxeter (mst)s,t∈S. Le groupe de Coxeter W associé à cette matrice a pour
présentation

W = 〈S | ∀s, t ∈ S tels que mst 6=∞, (st)mst = 1〉.

Définition 1.3 (Groupe d’Artin). — Considérons un ensemble fini S et une matrice
de Coxeter (mst)s,t∈S. Le groupe d’Artin GW associé à cette matrice a pour présentation

GW = 〈S | ∀s, t ∈ S tels que mst 6=∞, [sts · · · ]mst = [tst · · · ]mst〉,

où [sts · · · ]m désigne le mot de longueur m dont les lettres alternent entre s et t.

Le cardinal de la partie génératrice S est appelé le rang du groupe de Coxeter ou
du groupe d’Artin. La matrice de Coxeter est souvent représentée par un diagramme
de Dynkin, qui est un graphe de sommets S, avec une arête entre les sommets s et t
si ms,t > 3, étiquetée par mst dès que mst > 4. Lorsque le diagramme de Dynkin est
connexe, c’est-à-dire lorsque le groupe de Coxeter ou d’Artin n’est pas un produit direct
des sous-groupes engendrés par les composantes connexes, il est appelé irréductible.

Exemple 1.4. — Fixons n > 2, et un ensemble S = {σ1, . . . , σn−1} de cardinal n − 1.
Considérons la matrice de Coxeter (mst)s,t∈S de type An−1, c’est-à-dire définie de la
façon suivante : mσiσi+1 = 3 et mσiσj

= 2 dès que |i− j| > 2. Le diagramme de Dynkin
associé est un chemin de longueur n− 1 (voir la table 1).

Le groupe de Coxeter associé est le groupe symétrique W = Sn, et le groupe d’Artin
associé est le groupe de tresses GW = Bn à n brins, avec la présentation d’Artin
standard :

Bn = 〈σ1, . . . , σn−1 | ∀1 6 i 6 n− 1, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

∀|i− j| > 2, σiσj = σjσi〉.

Voir la figure 2 représentant la relation de tresse σiσi+1σi = σi+1σiσi+1.

Exemple 1.5. — Fixons n > 2, considérons un ensemble S = {σi, i ∈ Z/nZ} de
cardinal n, et la matrice de Coxeter (mst)s,t∈S de type Ãn−1, c’est-à-dire définie de la
façon suivante : mσiσi+1 = 3 et mσiσj

= 2 dès que |i− j| > 2 modulo n. Le diagramme
de Dynkin associé est un n-cycle (voir la table 1).
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homotopie⇐⇒

Figure 2. La relation de tresse σiσi+1σi = σi+1σiσi+1.

b

a

c

Figure 3. Le groupe de Coxeter de type Ã2 est engendré par les réflexions
orthogonales a, b, c.

Le groupe de Coxeter associé est le groupe W agissant sur l’espace euclidien V =
{x ∈ Rn |x1 + x2 + · · ·+ xn = 0}, engendré par les réflexions orthogonales par rapport
aux hyperplans d’équations {xi − xj = k}, pour 1 6 i < j 6 n et k ∈ Z. Le groupe
d’Artin associé GW est parfois appelé groupe de tresses affine, et admet la présentation
suivante :

GW = 〈σi, i ∈ Z/nZ | ∀i ∈ Z/nZ, σiσi+1σi = σi+1σiσi+1,

∀|i− j| > 2, σiσj = σjσi〉.

Lorsque n = 3, nous noterons pour simplifier les générateurs standards S = {a, b, c},
et le pavage du plan euclidien V est alors le pavage par des triangles équilatéraux, voir
la figure 3. D’autres exemples de groupes de Coxeter affines de rang 3 sont ceux de
type C̃2 et G̃2, voir les figures 4 et 5.

Tout groupe de Coxeter peut être réalisé comme groupe engendré par des réflexions
linéaires dans un cône d’un espace vectoriel appelé cône de Tits (Bourbaki, 1968).
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c

Figure 4. Le groupe de Coxeter de type C̃2 est engendré par les réflexions
orthogonales a, b, c.

b

a

c

Figure 5. Le groupe de Coxeter de type G̃2 est engendré par les réflexions
orthogonales a, b, c.

Par exemple, tout groupe de Coxeter fini de rang n peut être réalisé comme groupe
de réflexions orthogonales d’une sphère euclidienne de dimension n − 1. Dans ce cas,
le cône de Tits est l’espace vectoriel Rn entier. Ceci explique que lorsque le groupe de
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Type sphérique Type affine

An . . . Ãn . . .

Bn
. . . 4

B̃n

. . . 4

Cn . . . 4
C̃n . . .4 4

Dn

. . .
D̃n

. . .

F4
4 F̃4

4

G2
6 G̃2

6

E6 Ẽ6

E7 Ẽ7

E8 Ẽ8

Table 1. Diagrammes de Dynkin cristallographiques sphériques et affines.

Coxeter est fini, le groupe d’Artin associé est dit (de type) sphérique. Par exemple, c’est
le cas des groupes de tresses.

Certains groupes de Coxeter peuvent être réalisés comme groupes de réflexions
orthogonales affines d’un espace euclidien Rn : on les appelle alors groupes de réflexions
affines, et le groupe d’Artin associé est dit (de type) affine. Dans ce cas, le cône de Tits
est un demi-espace de Rn+1. Par exemple, le groupe de Coxeter de type Ã2 présenté dans
l’exemple 1.5, dans la représentation de Tits, est engendré par des réflexions linéaires,
non orthogonales dans R3, mais qui stabilisent un hyperplan affine et agissent dessus
comme réflexions affines orthogonales comme dans la figure 3.

Les diagrammes de Dynkin irréductibles de type sphérique ou affine sont classifiés
(Bourbaki, 1968 ; Davis, 2015). Nous avons rappelé la classification des diagrammes cris-
tallographiques (ceux pour lesquels la matrice de Coxeter est à valeurs dans {1, 2, 3, 4, 6})
dans la table 1.

Si T ⊂ S, on notera WT le sous-groupe du groupe de Coxeter W engendré par T ,
appelé sous-groupe parabolique standard. C’est aussi un groupe de Coxeter, dont la
matrice de Coxeter est donnée par la restriction à T de la matrice d’origine.

Considérons un groupe de Coxeter affine W de rang n, agissant comme groupe de
réflexions orthogonales par isométries affines sur l’espace euclidien Rn. On appelle
réflexion de W tout élément conjugué à un élément de S. L’ensemble des réflexions est
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noté R. Considérons l’ensemble A des hyperplans fixés par les réflexions de R, voir par
exemple les figures 3, 4 et 5 représentant les arrangements d’hyperplans en types Ã2, C̃2
et G̃2. Alors l’espace de configuration est le quotient

YW =
(
Cn r

⋃
H∈A

H ⊗
R
C
)
/W,

et son groupe fondamental est le groupe d’Artin de type affine GW (Lek, 1983). La
conjecture du K(π, 1) affirme dans ce cas que YW est un espace classifiant pour le groupe
d’Artin GW , c’est-à-dire que le revêtement universel de YW est contractile.

2. INTERVALLES ET GROUPES DE GARSIDE

Nous allons maintenant donner une présentation rapide des groupes de Garside, et
plus généralement des groupes construits à partir d’intervalles. Nous suivrons le point de
vue de McCammond et Sulway (McCammond, 2015 ; McCammond et Sulway, 2017),
et nous renvoyons le lecteur à (Garside, 1969 ; Dehornoy et Paris, 1999 ; Dehornoy,
2002 ; Dehornoy, Digne, Godelle, Krammer et Michel, 2015 ; Digne, 2006, 2012)
pour plus de détails sur les structures de Garside.

Définition 2.1 (Groupe d’intervalle). — Soit G un groupe, et R ⊂ G un sous-ensemble
(éventuellement infini) engendrant G tel que R = R−1. Supposons qu’à chaque élément
r ∈ R est associé un poids l(r) > 0, et supposons de plus que l(R) soit un sous-ensemble
discret de R. Supposons également que, pour tout r ∈ R, nous ayons l(r−1) = l(r).

Considérons le graphe de Cayley Cay(G,R) de G par rapport à R, dont les arêtes
orientées sont étiquetées par les éléments de R. Considérons Cay(G,R) comme un espace
métrique, en déclarant qu’une arête étiquetée r est de longueur l(r). Pour tous g, h ∈ G,
notons dR(g, h) la longueur du plus court chemin de g à h dans Cay(G,R).

Fixons g ∈ G, et considérons l’intervalle

[1, g]G = {h ∈ G | dR(1, h) + dR(h, g) = dR(1, g)},

c’est aussi la réunion des géodésiques de 1 à g dans Cay(G,R). On peut également le
voir comme un sous-graphe de Cay(G,R). Remarquons que [1, g]G est naturellement
ordonné, en déclarant que h 6 k si dR(1, h) + dR(h, k) + dR(k, g) = dR(1, g).

Soit Rg ⊂ R l’ensemble des étiquettes apparaissant parmi les géodésiques de 1 à g. Le
groupe d’intervalle Gg est le groupe engendré par Rg, avec les relations fournies par les
mots apparaissant en lisant les étiquettes des cycles dans [1, g]G.

Remarquons qu’on peut choisir un poids constant égal à 1. Cependant, pour certains
groupes de Coxeter affines, nous verrons qu’il est important d’autoriser d’autres poids.
Rappelons maintenant ce qu’est un treillis.

Définition 2.2 (Treillis). — Un ensemble ordonné P est appelé treillis si toute paire
d’éléments p, q ∈ P a une borne inférieure et une borne supérieure.
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Nous pouvons maintenant définir les groupes de Garside.

Définition 2.3 (Groupe de Garside). — Un groupe G est appelé groupe de Garside
s’il existe R ⊂ G et l : R→ R∗+ comme ci-dessus, et un élément δ ∈ G, tels qu’on ait les
propriétés suivantes.

— Le groupe G est engendré par Rδ.
— L’ensemble ordonné [1, δ]G est un treillis.
— L’intervalle [1, δ]G est équilibré, c’est-à-dire que pour tout h ∈ G, nous avons que

h ∈ [1, δ]G si et seulement si δh−1 ∈ [1, δ]G.

Remarquons que, selon les auteurs, la notion de groupe de Garside peut éventuellement
demander que l’ensemble Rδ soit fini. Dans ce texte, nous autoriserons cet ensemble à
être infini, ce qui s’avère nécessaire pour les groupes d’Artin de type affine.

Exemple 2.4. — L’exemple le plus simple de groupe de Garside est, pour n > 1, le
groupe abélien libre Zn, avec pour élément de Garside δ = (1, 1, . . . , 1). Nous verrons
ci-dessous que les groupes de tresses donnent des exemples plus intéressants.

Remarquons que si R est stable par conjugaison dans G, et que le poids de deux
éléments conjugués de R est identique, alors la dernière condition de la définition 2.3
est toujours satisfaite. La condition la plus importante est alors que l’intervalle [1, δ]G
soit un treillis.

Tout groupe d’intervalle peut être réalisé comme groupe fondamental d’un complexe
d’intervalle, que nous définissons maintenant.

Définition 2.5 (Complexe d’intervalle). — Soit G un groupe, R ⊂ G une partie
genératrice et un poids l comme dans la définition 2.1. Soit g ∈ G avec un intervalle
[1, g]G équilibré. Considérons comme modèle du simplexe ∆d de dimension d l’ensemble

∆d = {a ∈ Rd | 1 > a1 > a2 > · · · > ad > 0},

aussi appelé orthosimplexe de dimension d.
Nous allons définir un ∆-complexe (au sens de Hatcher (2002)), appelé complexe

d’intervalle de [1, g]G, qui est un recollement de simplexes par identifications de certaines
faces. Il y a un d-simplexe noté [x1|x2| . . . |xd] pour chaque chaîne dans l’ensemble
ordonné [1, g]G r {1}, c’est-à-dire x1, x2, . . . , xd ∈ [1, g]G r {1} tels que :

— x1x2 · · · xd ∈ [1, g]G et
— l(x1x2 · · ·xd) = l(x1) + l(x2) + · · ·+ l(xd).

Décrivons les recollements des d + 1 facettes (faces de codimension 1) du d-simplexe
[x1|x2| . . . |xd] :

— La facette {1 = a1 > a2 > · · · > ad > 0} du simplexe [x1|x2| . . . |xd] est identifiée
avec le (d− 1)-simplexe [x2| . . . |xd] par (1, a2, . . . , ad) 7→ (a2, . . . , ad).
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[x1]

[x2]
[x1x2]

[x1|x2]

[ ] [ ]

[ ]

Figure 6. Le 2-simplexe [x1|x2], dont les 3 sommets sont identifiés.

— Pour 1 6 i 6 d − 1, la facette {1 > a1 > · · · > ai = ai+1 > · · · > ad > 0} du
simplexe [x1|x2| . . . |xd] est identifiée avec le (d− 1)-simplexe [x1| . . . |xixi+1| . . . |xd]
par (a1, . . . , ai, ai, ai+2, . . . , ad) 7→ (a1, . . . , ai, ai+2, . . . , ad).

— La facette {1 > a1 > a2 > · · · > ad = 0} du simplexe [x1|x2| . . . |xd] est identifiée
avec le (d− 1)-simplexe [x1| . . . |xd−1] par (a1, . . . , ad−1, 0) 7→ (a1, . . . , ad−1).

Voir la figure 6 du 2-simplexe [x1|x2]. Remarquons que ce complexe d’intervalle a
un unique sommet noté [ ], et que ses arêtes sont en bijection avec les éléments de
[1, g]G r {1}.

Proposition 2.6. — Le groupe fondamental du complexe d’intervalle associé à [1, g]G
est le groupe d’intervalle Gg.

Démonstration. — Le groupe fondamental du complexe d’intervalle K associé à [1, g]G
admet une présentation déterminée par son 2-squelette :

π1(K, [ ]) = 〈[1, g]G r {1} | (x1)(x2) = (x1x2) pour tout 2-simplexe [x1|x2]〉.

Le groupe Gg a le même ensemble de générateurs [1, g]G r {1}, et a un ensemble de
relations plus grand, donné par l’ensemble des cycles dans [1, g]G. Considérons un cycle
c = (1, y1, y2, . . . , yk = 1) basé en 1 dans le graphe [1, g]G. On peut le réécrire comme un
produit de cycles de la forme ci = (1, yi, yi+1, 1), pour 1 6 i 6 k−1. Fixons 1 6 i 6 k−1,
et supposons par exemple que yi < yi+1. Alors l’image du cycle ci dans le complexe K
borde le 2-simplexe [yi|y−1

i yi+1], et est donc homotope à zéro. Ainsi chaque cycle c dans
[1, g]G a une image dans K homotope à zéro, donc Gg est bien le groupe fondamental
de K.

Ce point de vue est une méthode efficace pour construire des groupes de Garside et
leurs espaces classifiants :

Théorème 2.7 (Charney, Meier et Whittlesey, 2004, Theorem 3.1 ; Dehornoy
et Lafont, 2003, Theorem 0.1)

Si [1, g]G est un treillis équilibré, alors Gg est un groupe de Garside, et le complexe
d’intervalle associé à [1, g]G est un espace classifiant pour Gg.
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Figure 7. Une représentation de l’élément de Garside standard ∆ de B5.

Remarquons qu’une autre preuve de ce résultat, à l’aide d’une métrique à courbure
négative, est proposée dans Haettel (2021, Theorem E).

Exemple 2.8 (Groupes de tresses). — Considérons le groupe de tresses Bn à n brins,
le groupe de Coxeter associé est le groupe symétrique Sn. Il peut être muni de deux
structures de Garside différentes, la structure de Garside standard et la structure de
Garside duale (Birman, Ko et Lee, 1998 ; Bessis, 2003).

Dans la structure de Garside standard, on considère l’élément de longueur maximale ∆
de Sn par rapport à la partie génératrice standard S constituée des transpositions
(i, i + 1). L’élément ∆ représente alors le « demi-tour » qui à i ∈ {1, . . . , n} associe
n+1−i, il est de longueur n(n−1)

2 (voir la figure 7). L’intervalle [1,∆]Sn est ainsi l’ensemble
des écritures minimales de ∆ comme produit de n(n−1)

2 transpositions adjacentes.

Remarquons de plus que les ensembles S et [1,∆]Sn se relèvent naturellement comme
ensembles dans le groupe de tresses Bn, en associant à la transposition (i, i + 1) le
générateur standard σi du groupe de tresses.

Dans le cas n = 3, cet intervalle [1,∆]S3 est constitué de deux chaînes maximales de
longueur 3, car ∆ = (1, 2)(2, 3)(1, 2) = (2, 3)(1, 2)(2, 3). Voir la figure 8 pour le complexe
d’intervalle associé. Son revêtement universel est homéomorphe au produit d’une droite
avec un complexe triangulaire ressemblant à un arbre 3-régulier.

Dans la structure de Garside duale, on considère l’ensemble des conjugués de S,
c’est-à-dire l’ensemble T de toutes les transpositions de Sn. On considère un élément δ
obtenu comme produit des éléments de S dans un certain ordre, par exemple δ =
(1, 2)(2, 3) · · · (n− 1, n) qui représente le n-cycle (1, 2, . . . , n) (voir la figure 9). Toutes les
écritures minimales de δ comme produit d’élements de T ont n−1 éléments, et l’ensemble
de ces écritures forme l’intervalle [1, δ]Sn . Remarquons que |∆|S = n(n−1)

2 = |T |, tandis
que |δ|T = n− 1 = |S|. Ceci est l’une des justifications pour la terminologie « duale ».

L’intervalle [1, δ]Sn possède également une belle interprétation comme ensemble de
partitions non croisées. Considérons l’ensemble Un des n sommets d’un n-gone régulier
dans le plan, alors une partition de Un est dite non croisée si les enveloppes convexes des
éléments de la partition ne s’intersectent pas. Il y a un ordre naturel sur l’ensemble des
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(1, 2)

(2, 3)

(1, 2)

(2, 3)

(1, 2)

(2, 3)

1

∆

Figure 8. Le complexe d’intervalle de S3 pour la structure de Garside stan-
dard, obtenu par identification des simplexes ayant le même étiquetage.

Figure 9. Une représentation de l’élément de Garside dual δ de B5.

partitions non croisées de n points, donné par le raffinement de partitions. L’intervalle
[1, δ]Sn est alors isomorphe au treillis des partitions non croisées de n points. Pour
plus de détails sur les partitions non croisées, nous renvoyons le lecteur à (Brady,
2001 ; Athanasiadis, Brady et Watt, 2007 ; Brady et Watt, 2008 ; Brady et
McCammond, 2010 ; Armstrong, 2009).

Dans le cas n = 3, cet intervalle [1, δ]S3 est constitué de trois chaînes maximales de
longueur 2, car δ = (1, 2)(2, 3) = (2, 3)(1, 3) = (1, 3)(1, 2). Voir la figure 10 pour le
complexe d’intervalle associé. Son revêtement universel est homéomorphe au produit
d’une droite avec un arbre 3-régulier.

3. GROUPES D’ARTIN DUAUX

Soit W un groupe de Coxeter, soit R l’ensemble de ses réflexions, et soit S ⊂ R un
ensemble simple de réflexions. Choisissons un poids l : R→ R∗+ constant égal à 1. Un
élément de Coxeter w est le produit des éléments de S dans un ordre quelconque. On
appelle groupe d’Artin dual associé à w le groupe d’intervalle Ww défini à partir de R.
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(1, 2)

(1, 2)

(2, 3)

(1, 3)

(1, 3)

(2, 3)

e

δ

Figure 10. Le complexe d’intervalle de S3 pour la structure de Garside duale,
obtenu par identification des simplexes ayant le même étiquetage.

Exemple 3.1 (Interprétation géométrique). — Soit W un groupe de Coxeter irréductible
fini ou affine, agissant comme groupe de réflexions sur la sphère M = Sn ou l’espace
euclidien M = Rn. L’ensemble des hyperplans des réflexions de R découpe M en
composantes connexes, appelées chambres (ouvertes) du complexe de Coxeter. Il existe
une chambre C0 de M dont les réflexions par rapport aux faces sont précisément les
éléments de S. Ainsi un élément de Coxeter w peut être interprété comme le produit
des réflexions par rapport aux faces de la chambre C0, dans un ordre quelconque.

On dit que deux éléments de Coxeter w,w′ sont géométriquement équivalents s’il
existe un automorphisme φ : W → W préservant l’ensemble R des réflexions, envoyant S
sur un ensemble simple de réflexions, et tel que φ(w) = w′. Pour la plupart des groupes
de Coxeter sphériques ou affines, tous les éléments de Coxeter sont géométriquement
équivalents.

Théorème 3.2 (McCammond, 2015, Corollary 7.6, Corollary 7.8)
Soit W un groupe de Coxeter irréductible de type sphérique ou affine, mais pas de

type Ã. Alors tous les éléments de Coxeter sont géométriquement équivalents.
Soit W un groupe de Coxeter affine de type Ãn. Alors tout élément de Coxeter est

géométriquement équivalent à un (p, q)-bigone de Coxeter (voir McCammond, 2015,
Definition 7.7, Example 11.6), où p > q et p+ q = n+ 1.

Exemple 3.3. — Considérons le groupe de Coxeter W affine de type Ã2, engendré par
les trois réflexions a, b, c du plan euclidien bordant la chambre C0 comme sur la figure 11.
Alors w = abc est un exemple d’élément de Coxeter, qui consiste en la translation-
réflexion le long de l’axe de Coxeter ` représenté sur la figure 11. Remarquons que dans
ce cas particulier, tous les éléments de Coxeter sont géométriquement équivalents. Le
cas similaire du type G̃2 est représenté sur la figure 12.

Remarquons que l’ensemble ordonné [1, w]W est borné, gradué, de rang |S|. De plus, les
éléments de S apparaissent tous comme étiquettes d’arêtes du graphe [1, w]W (Paolini
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b

a

c

`

w
C0

Figure 11. Un élément de Coxeter pour le groupe de Coxeter affine de type Ã2.

b

a

c

`

w
C0

Figure 12. Un élément de Coxeter pour le groupe de Coxeter affine de type G̃2.

et Salvetti, 2021, Lemma 5.1), ce qui permet de définir un morphisme naturel du
groupe d’Artin usuel GW vers le groupe d’Artin dual Ww associé à w.

Bessis a étudié le cas où W est un groupe de Coxeter fini, et McCammond et Sulway
ont étendu ce résultat à tous les groupes de Coxeter affines :



1195–17

Théorème 3.4 (Bessis, 2003 ; Brady et Watt, 2002 ; McCammond et Sulway,
2017)

Si W est un groupe de Coxeter fini ou affine, le morphisme naturel GW → Ww est
un isomorphisme pour tout élément de Coxeter w.

Exemple 3.5. — Dans le cas très simple du groupe de Coxeter S3, pour l’élément de
Coxeter w = (1, 2, 3) correpondant au 3-cycle, la présentation du groupe d’Artin dual
est donnée par

〈σ1,2, σ1,3, σ2,3 |σ1,2σ2,3 = σ2,3σ1,3 = σ1,3σ1,2〉,
dont il est facile de se convaincre qu’elle donne un groupe isomorphe au groupe de
tresses B3, dont la présentation standard est

〈σ1, σ2 |σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2〉.

On peut en effet identifier σ1,2 à σ1, σ2,3 à σ2, et σ1,3 à la tresse σ−1
2 σ1σ2 permutant les

brins 1 et 3.

On ne sait pas si ce résultat peut s’étendre à d’autres groupes de Coxeter que ceux
finis ou affines.

Le théorème 3.4 permet dans certains cas de munir le groupe d’Artin dual d’une
structure de Garside. Pour cela, nous avons vu que la propriété clé est de savoir si
l’intervalle [1, w]W est un treillis.

Théorème 3.6 (Brady et Watt, 2008 ; Bessis, 2003). — Si W est un groupe de
Coxeter fini, l’intervalle [1, w]W est un treillis pour tout élément de Coxeter w. En
particulier, le groupe d’Artin dual Ww est un groupe de Garside.

Si W est un groupe de Coxeter quelconque et w est un élément de Coxeter, on appelle
ainsi [1, w]W l’ensemble ordonné des partitions non croisées associé à W . Il s’avère qu’à
part dans le cas où W est fini, il est rare que ce soit un treillis.

Théorème 3.7 (Digne, 2006, 2012 ; McCammond, 2015)
Soit W un groupe de Coxeter irréductible affine, et soit w un élément de Coxeter.

Alors l’intervalle [1, w]W est un treillis si et seulement si W est de type Ãn (lorsque w
est un (n, 1)-bigone), C̃n ou G̃2.

Plus précisément, l’intervalle [1, w]W est un treillis si et seulement si le système de
racines horizontal est irréductible, voir la table 2.

Cependant, McCammond et Sulway ont découvert comment compléter un groupe
de Coxeter affine W en un groupe d’isométries euclidiennes C plus grand, tel que
l’intervalle [1, w]C ⊃ [1, w]W soit un treillis équilibré. Le groupe d’intervalle associé à
[1, w]C , noté Cw, est appelé groupe cristallographique tressé, c’est un groupe de Garside.
Ceci permet également de réaliser le groupe d’Artin dual Ww comme sous-groupe du
groupe de Cw.
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Grâce aux groupes cristallographiques tressés, Paolini et Salvetti ont pu montrer que,
même en l’absence de treillis, le complexe d’intervalle est un espace classifiant.

Théorème 3.8 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 6.6)
Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter.

Le complexe d’intervalle KW associé à [1, w]W est un espace classifiant pour le groupe
d’Artin dual Ww.

Nous allons donner les idées de la preuve de ce théorème dans la partie 6, qui repose
sur l’utilisation des groupes cristallographiques tressés.

4. UN MODÈLE DUAL POUR L’ESPACE DE CONFIGURATION

Fixons un groupe de Coxeter quelconque W . Nous allons décrire un CW-complexe
modèle de l’espace de configuration YW associé à W .

Soit S un ensemble simple de réflexions de W . Notons

∆W = {T ⊂ S |WT est fini}.

Rappelons la définition du complexe de Salvetti de W (Salvetti, 1987 ; Paris, 2014).
Pour tout T ∈ ∆W , notons DT le polytope de Coxeter associé à WT : il peut être défini
comme l’enveloppe convexe d’un point générique x ∈ RT dans la représentation de WT

agissant par réflexions orthogonales sur RT . Les faces de DT sont en correspondance avec
les classes de WT/WU , où U ⊂ T , la face correspondant à wWU ∈ WT/WU s’identifiant
avec w ·DU ⊂ DT (où l’on voit w ·DU comme l’enveloppe convexe de wWU ·x dans DT ).

Le complexe de Salvetti XW est le CW-complexe fini, quotient de la réunion disjointe⊔
T∈∆W

DT par les identifications suivantes : si T ∈ ∆W , U ⊂ T et wWU ⊂ WT/WU , alors
la face wDU de DT est identifiée à DU . Ce complexe a un seul sommet, correspondant
à D∅, et S arêtes, correspondant à D{s}, pour s ∈ S. On peut ainsi voir XW comme le
recollement des complexes de Salvetti XT , pour T ∈ ∆W .

Exemple 4.1. — SiW est un groupe de Coxeter diédral d’ordre 2p, avec S = {a, b}, alors
le polytope de Coxeter DS est par exemple le 2p-gone régulier. Il a un sommet privilégié
correspondant à l’élément neutre 1, et le sommet opposé correspondant à l’élément
[aba · · · ]p = aba · · · (le mot de longueur p). Les deux chemins reliant ces sommets sont
étiquetés [aba · · · ]p et [bab · · · ]p respectivement.

Le complexe de Salvetti associé à W est le recollement des arêtes de DS selon leurs
étiquettes, voir figure 13.
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Figure 13. Le complexe de Salvetti XW du groupe diédral W d’ordre 2× 5,
obtenu en identifiant les arêtes selon leur étiquetage.
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Figure 14. Le complexe de Salvetti XW du groupe diédral affine W de type
Ã2, obtenu en identifiant les arêtes selon leur étiquetage.

Exemple 4.2. — Si W est un groupe de Coxeter affine de type Ã2, avec S = {a, b, c},
alors ∆W a trois sous-ensembles maximaux {a, b}, {b, c} et {a, c}. Le complexe de
Salvetti de W est donc le recollement des trois hexagones Da,b, Db,c et Da,c selon les
étiquettes de leurs arêtes, voir figure 14.

L’un des intérêts du complexe de Salvetti est de fournir un modèle combinatoire fini
pour l’espace de configuration.

Théorème 4.3 (Salvetti, 1987, 1994). — Pour tout groupe de CoxeterW , le complexe
de Salvetti XW a le même type d’homotopie que l’espace de configuration YW .

Soit R l’ensemble des réflexions deW , et w = s1s2 · · · sn un élément de Coxeter obtenu
en écrivant le produit des éléments de S dans un certain ordre. Notons KW le complexe
d’intervalle asssocié à [1, w]W . Pour tout T ∈ ∆W , remarquons qu’on peut considérer un
élément de Coxeter privilégié wT de WT , celui obtenu en prenant le produit des éléments
de T dans le même ordre que ceux apparaissant dans w.

Nous allons décrire un sous-complexe X ′W de KW qui aura le type d’homotopie de XW .
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Figure 15. Le complexe de Salvetti dual X ′W du groupe diédral affine W de
type Ã2.

Définition 4.4. — Notons X ′W le sous-complexe de KW constitué des simplexes
[x1|x2| . . . |xd] de KW tels qu’il existe T ∈ ∆W pour lequel x1x2 · · ·xd ∈ [1, wT ]W =
[1, wT ]WT . Nous proposons de l’appeler complexe de Salvetti dual de W .

Exemple 4.5. — Soit W un groupe de Coxeter affine de type Ã2, avec S = {a, b, c}, et
considérons comme élément de Coxeter w = abc. Alors le complexe de Salvetti dual X ′W
est le recollement des trois complexes d’intervalle associés aux intervalle [1, ab], [1, bc] et
[1, ac] selon les étiquettes des arêtes, voir figure 15. On pourra noter la similitude avec
la figure 14.

Remarquons que si W est fini, alors X ′W = KW . Ainsi, si T ∈ ∆W , on voit que X ′WT

est un espace classifiant pour le groupe d’Artin GWT
. De même, comme la conjecture

du K(π, 1) est connue pour les groupes d’Artin sphériques (Deligne, 1972), on sait
que XWT

est aussi un espace classifiant pour le groupe d’Artin GWT
.

Théorème 4.6 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 5.5)
Pour tout groupe de Coxeter W , le complexe de Salvetti dual X ′W ⊂ KW a le même

type d’homotopie que le complexe de Salvetti XW et que l’espace de configuration YW .

Démonstration. — Pour alléger les notations, dans cette preuve nous allons noter
X,XT , X

′, X ′T à la place de XW , XWT
, X ′W , X

′
WT

, pour T ∈ ∆W . Nous avons déjà
remarqué que, si T ∈ ∆W , les complexes XT et X ′T sont tous deux des espaces clas-
sifiants pour le groupe d’Artin sphérique GWT

. Nous allons construire, par induction
sur |T |, des équivalences d’homotopie φT : XT → X ′T telles que, pour tout U ⊂ T ∈ ∆W ,
nous ayons le diagramme commutatif suivant :

XU
φU→ X ′U

↪→ ↪→

XT
φT→ X ′T



1195–21

Supposons que T ∈ ∆W soit tel que nous ayons déjà défini de telles applications φU ,
pour U ( T .
— Si T = ∅, alors XT et X ′T sont constitués d’un unique sommet, il n’y a donc qu’une

seule application φT : XT → X ′T .
— Si T = {s}, alors XT et X ′T sont constitués d’une arête orientée étiquetée s

attachée à l’unique sommet. Considérons un homorphisme cellulaire φT : XT → X ′T
préservant l’orientation.

— Si T = {s, s′}, alors d’après la preuve de la proposition 1B.9 de Hatcher (2002),
l’application φ{s} ∪ φ{s′} : X{s} ∪X{s′} → X ′T peut être étendue en une application
φT : XT → X ′T telle que l’application induite (φT )? : π1(XT , X∅)→ π1(X ′T , X ′∅) soit
un isomorphisme. Comme XT et X ′T sont des espaces classifiants, on en déduit que
φT est une équivalence d’homotopie.

— Si |T | > 3, en utilisant comme précédemment la preuve de la proposition 1B.9 de
Hatcher (2002), on construit de même φT .

Cette construction induit ainsi une application φW : XW → X ′W . En appliquant succes-
sivement le théorème 7.5.7 de Brown (2006), on déduit que φW est une équivalence
d’homotopie.

Remarquons qu’on peut également décrire, à homotopie près, le complexe de Salvetti
comme un recollement de complexes d’intervalle analogues à [1, wT ]WT , mais pour la
structure de Garside classique de WT .

Ceci permet ainsi de justifier la dénomination du complexe X ′W comme complexe de
Salvetti dual.

5. FACTORISATIONS D’ISOMÉTRIES EUCLIDIENNES

Afin de comprendre l’ensemble des factorisations d’un élément de Coxeter d’un groupe
de Coxeter affine, il est utile d’étudier plus généralement les factorisations d’isométries
euclidiennes quelconques comme produits de réflexions.

5.1. Un ordre sur les isométries euclidiennes

Notons V ' Rn un espace vectoriel réel de dimension n. Nous allons décrire un ordre
sur le groupe L de toutes les isométries euclidiennes affines de V .

Une isométrie u ∈ L est appelée elliptique si elle fixe au moins un point de V . Dans
ce cas, notons Fix(u) ⊂ V l’ensemble des points fixes de u.

Une isométrie u ∈ L est appelée hyperbolique si elle ne fixe aucun point de V . Dans
ce cas, notons Dep(u) = {u(a) − a | a ∈ V } ⊂ V l’ensemble des déplacements de u.
C’est un sous-espace affine de V , ayant un unique vecteur µ de norme minimale. Notons
Min(u) = {a ∈ V |u(a) = a+ µ} l’ensemble des points de E le moins déplacés par u.
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Le groupe L = Isom(V ) est engendré par l’ensemble R de toutes les réflexions
orthogonales de V (avec un poids constant égal à 1). On peut ainsi calculer le plus petit
nombre de réflexions nécessaires l(u) pour écrire une isométrie u donnée.

Proposition 5.1 (Brady et McCammond, 2015, Theorem 5.7)
Si u ∈ L est elliptique, alors l(u) = codim Fix(u). Si u est hyperbolique, alors

l(u) = dim Dep(u) + 2.

On peut ainsi représenter l’ordre associé sur L grâce au modèle simple suivant.

Définition 5.2. — Soit (P,6) l’ensemble ordonné constitué d’un élément noté eF pour
chaque sous-espace affine F ⊂ L, dont la direction est notée ~F , ainsi qu’un élément noté
hD pour chaque sous-espace affine D ⊂ V r {0}. L’ordre sur P est défini comme suit :
— eF 6 eF

′ si et seulement si F ′ ⊂ F ,
— hD 6 hD

′ si et seulement si D ⊂ D′ et
— eF 6 hD si et seulement si D⊥ ⊂ ~F .

Remarquons que P a pour élément minimal eV . Considérons l’application invariant,
notée inv et définie par

L → P

v ∈ L elliptique 7→ eFix(v)

v ∈ L hyperbolique 7→ hDep(v).

Ce modèle permet de décrire simplement l’intervalle en-dessous de toute isométrie.

Théorème 5.3 (Brady et McCammond, 2015, Theorem 8.7)
Pour toute isométrie u ∈ L, l’application invariant est un isomorphisme d’ensembles

ordonnés entre l’intervalle [1, u]L et l’intervalle [eV , inv(u)]P .

5.2. Factorisations dans les groupes de Coxeter affines
Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, agissant comme groupe de réflexions

sur l’espace euclidien V = Rn, où n est le rang de W . Soit R l’ensemble de ses réflexions,
et soit S ⊂ R un ensemble simple de réflexions. Rappelons qu’un élément de Coxeter w
est le produit des éléments de S dans un ordre quelconque.

Alors l’isométrie w de V est hyperbolique, de longueur l(w) = n+ 1, et Min(w) est
une droite ` appelée axe de Coxeter.

Considérons l’arrangement A de tous les hyperplans des réflexions de R dans V . Les
composantes connexes du complémentaire V r∪A sont appelées les chambres (ouvertes)
de A, qui sont les simplexes maximaux d’une structure simpliciale sur V . On pourra
ainsi parler des sommets de cette structure.

Une chambre qui intersecte l’axe de Coxeter est appelée chambre axiale, et ses sommets
sont appelés sommets axiaux. Remarquons que les hyperplans fixés par les réflexions



1195–23

de S bordent une chambre axiale particulière notée C0, voir les figures 11 et 12 pour les
types Ã2 et G̃2.

L’ordre sur le groupe L des isométries de V défini dans la partie 5.1 peut être comparé
avec celui de l’intervalle [1, w]W du groupe de Coxeter W :

Lemme 5.4 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 2.15). — L’inclusion [1, w]W → [1, w]L
préserve l’ordre et le rang.

Cependant, l’ordre sur W n’est pas nécessairement induit par celui de L.

Définition 5.5 (Vertical / Horizontal). — La direction de l’axe de Coxeter ` est
appelée verticale, et les directions orthogonales à ` sont appelées horizontales. Une
isométrie elliptique u est appelée horizontale si elle déplace chaque point dans une
direction horizontale (i.e. ` ⊂ Fix(u)), et verticale sinon.

Cette notion permet de décrire sommairement les éléments de l’intervalle [1, w]W , et
donne une ébauche de l’ordre que l’on va construire sur l’ensemble des réflexions.

Proposition 5.6 (Paolini et Salvetti, 2021, Proposition 2.17)
Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter.

Les éléments u ∈ [1, w]W se répartissent dans trois rangées, selon les cas suivants (où
v ∈ W tel que uv = w est le complément à droite de u) :

— (Rangée du bas) u est elliptique horizontal et v est hyperbolique,
— (Rangée du milieu) u et v sont elliptiques verticaux,
— (Rangée du haut) u est hyperbolique et v est elliptique horizontal.

De plus, les rangées du haut et du bas sont finies, tandis que la rangée du milieu est
infinie.

On peut même décrire précisément quelles réflexions de W apparaissent dans l’inter-
valle [1, w]W .

Théorème 5.7 (McCammond, 2015, Theorem 9.6 ; Paolini et Salvetti, 2021,
Theorem 3.17)

Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter.
Toute réflexion verticale r ∈ W est dans [1, w]W , et fixe au moins deux sommets axiaux.
Une réflexion horizontale r ∈ W appartient à [1, w]W si et seulement si r fixe au moins
un sommet axial.

Nous noterons R0 = R ∩ [1, w]W l’ensemble des réflexions fixant au moins un sommet
axial.

La dichotomie entre isométries hyperboliques et elliptiques permet même d’étudier de
manière précise l’intervalle situé en-dessous d’une isométrie de [1, w]W , à l’aide de la
décomposition hyperbolique-horizontale suivante.
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Si u ∈ [1, w]W , notons Wu le sous-groupe de W engendré par [1, u]W : c’est un groupe
de Coxeter, dont l’ensemble des réflexions est R∩Wu (Humphreys, 1990, Theorem 8.2).

Théorème 5.8 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 3.20, Theorem 3.22)
SoitW un groupe de Coxeter affine irréductible, soit w ∈ W un élément de Coxeter, et

soit u ∈ [1, w]W . Alors u est un élément de Coxeter de Wu. De plus, si u est hyperbolique,
il existe une unique décomposition u = u′h dans W telle que :

1. u′ est hyperbolique, h est elliptique horizontale, et `(u) = `(u′) + `(h),
2. Wu′ et Wh commutent, et Wu = Wu′ ×Wh,
3. Wu′ est un sous-groupe affine de Coxeter irréductible, et u′ en est un élément de

Coxeter,
4. Wh est un sous-groupe sphérique de Coxeter engendré par des réflexions horizontales,

et h en est un élément de Coxeter,
5. [1, u]W ' [1, u′]W × [1, h]W (où l’isomorphisme est donné par la multiplication).

Notons que la preuve de ce résultat repose sur un lemme technique, qui est démontré
pour les quatre familles infinies dans Paolini et Salvetti (2021), et est démontré par
ordinateur pour les cas exceptionnels dans Paolini (2019a).

5.3. Décomposition horizontale

Nous allons maintenant décrire la structure des isométries horizontales d’un groupe
de Coxeter affine, qui ont essentiellement été étudiées dans McCammond et Sulway
(2017).

Considérons un groupe de Coxeter affine irréductible W , agissant comme groupe
de réflexions sur Rn, où n est le rang de W . Soit w ∈ W un élément de Coxeter, R
l’ensemble des réflexions de W .

Soit Φ le système de racines de W , et Φhor le système de racines horizontal, c’est-
à-dire l’ensemble des racines de Φ qui sont horizontales. D’après McCammond et
Sulway (2017, Section 6), ce système se décompose en sous-systèmes de type A :
Φhor = Φ1 t · · · t Φk, où Φi est un système de racines de type Ani

. Nous renvoyons
à la table 2 pour la liste des différentes décompositions possibles selon le type de W .
Rappelons que tous les éléments de Coxeter en type Ãn ne sont pas équivalents, et nous
renvoyons à McCammond (2015, Definition 7.7, Example 11.6) pour la définition de
(p, q)-bigone de Coxeter.

Exemple 5.9. — Considérons le groupe de Coxeter affine W de type C̃n, dont l’ar-
rangement d’hyperplans A dans Rn est donné par les hyperplans {xi = p}16i6n,p∈Z
et {xi ± xj = p}16i<j6n,p∈Z. Un choix de chambre fondamentale C0 est donné par le
simplexe ouvert (aussi appelé orthosimplexe) :

C0 = {x ∈ Rn | 0 < x1 < x2 < · · · < xn < 1}.
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Type de W Décomposition du système de racines horizontal
Ãn, où w est un (p, q)-bigone ΦAp−1 t ΦAq−1

B̃n ΦA1 t ΦAn−2

C̃n ΦAn−1

D̃n ΦA1 t ΦA1 t ΦAn−3

G̃2 ΦA1

F̃4 ΦA1 t ΦA2

Ẽ6 ΦA1 t ΦA2 t ΦA2

Ẽ7 ΦA1 t ΦA2 t ΦA3

Ẽ8 ΦA1 t ΦA2 t ΦA4
Table 2. Décomposition du système de racines horizontal Φhor, d’après
McCammond et Sulway (2017, Table 1).

Notons S = {s1, s1,2, s2,3, . . . , sn−1,n, sn} l’ensemble simple de réflexions de W , par
rapport aux hyperplans {x1 = 0}, {x1 = x2}, {x2 = x3}, . . . , {xn−1 = xn}, {xn = 1}
supportant les faces de C0. Un élément de Coxeter est w = s1s1,2s2,3 · · · sn−1,nsn, dont
l’action sur Rn est donnée par

∀x ∈ Rn, w · x = (xn − 2, x1, x2, x3, . . . , xn−1),

ainsi l’axe de Coxeter est

` = {a+ θµ | θ ∈ R}, où a = 2
n

(1, 2, 3, . . . , n) et µ = − 2
n

(1, 1, . . . , 1).

Les réflexions horizontales sont celles dont l’hyperplan est orthogonal à µ, c’est-à-dire
{xi − xj = p}16i<j6n,p∈Z. Il s’agit bien d’un système de racines de type Ãn−1. Voir la
figure 16 représentant pour le type C̃3, dans un hyperplan orthogonal à `, le système de
racines horizontal, ainsi que la trace de ` à l’intérieur de la chambre C0.

Les réflexions horizontales appartenant à l’intervalle [1, w]W sont celles fixant au
moins un sommet axial, d’après le théorème 5.7. En type C̃3, il y en a donc 6, notées
a, a′, b, b′, c, c′ sur la figure 16.

Exemple 5.10. — Considérons le groupe de Coxeter affine W de type B̃n, dont l’ar-
rangement d’hyperplans A dans Rn est donné par les hyperplans {xi = 2p}16i6n,p∈Z
et {xi ± xj = p}16i<j6n,p∈Z. Un choix de chambre fondamentale C0 est donné par le
simplexe ouvert :

C0 = {x ∈ Rn | 0 < x1 < x2 < · · · < xn, xn−1 + xn < 1}.

Notons S = {s1, s1,2, s2,3, . . . , sn−2,n−1, sn−2,n−1, s
′
n−2,n−1} l’ensemble simple de réflexions

de W , par rapport aux hyperplans {x1 = 0}, {x1 = x2}, {x2 = x3}, . . . , {xn−1 =
xn}, {xn−1 + xn = 1} supportant les faces de C0. Un élément de Coxeter est w =
s1s1,2s2,3 · · · sn−1,nsn−1,n, dont l’action sur Rn est donnée par

∀x ∈ Rn, w · x = (xn−1 − 1, x1, x2, . . . , xn−2, 1− xn),
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`

b b′

a

a′

c

c′

C0

Figure 16. Le système de racines horizontal en type C̃3, et les réflexions
horizontales de [1, w]W .

ainsi l’axe de Coxeter est

` = {a+θµ | θ ∈ R}, où a =
( 1
n− 1 ,

2
n− 1 , . . . ,

n− 1
n− 1 ,

1
2

)
et µ = − 2

n− 1(1, 1, . . . , 1, 0).

Les réflexions horizontales sont celles dont l’hyperplan est orthogonal à µ, c’est-à-dire
{xi − xj = p}16i<j6n−1,p∈Z et {xn = 2p}p∈Z. Il s’agit bien d’un système de racines
réductible, de type Ãn−2 × Ã1, préservant la décomposition Rn = Rn−1 × R.

6. GROUPES CRISTALLOGRAPHIQUES TRESSÉS

Nous allons donner une idée de la preuve du théorème 3.8, affirmant que le complexe
d’intervalleKW est un espace classifiant pour le groupe d’Artin dualWw. Nous allons pour
cela présenter tout d’abord brièvement la construction des groupes cristallographiques
tressés de McCammond et Sulway (2017).

Considérons un groupe de Coxeter affine irréductible W , agissant comme groupe
de réflexions sur Rn, où n est le rang de W . Soit w ∈ W un élément de Coxeter, R
l’ensemble des réflexions de W .

Notons Rhor l’ensemble des réflexions horizontales de R (i.e. fixant l’axe de Coxeter `),
et Rver l’ensemble des réflexions verticales. Notons également T l’ensemble fini des
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translations de [1, w]W . Chaque élément de R a un poids de 1, et chaque élément de T
a un poids de 2.

Notons k ∈ {1, 2, 3} le nombre de composantes irréductibles du système de racines
horizontales Φhor, voir la partie 5. Considérons la décomposition orthogonale de V en
Rµ ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vk, où µ est la direction de la droite de Coxeter `, et où V1, . . . , Vk
correspondent à la décomposition Φhor = Φ1 t · · · t Φk. Pour chaque translation t ∈ T
et pour chaque 1 6 i 6 k, considérons la translation ti de Rµ⊕ Vi dont les projections
vérifient pRµ(ti) = 1

k
pRµ(t) et pVi

(ti) = pVi
(t). On a ainsi t1t2 . . . tk = t. L’ensemble de

ces translations est noté TF , elles sont appelées translations de facteurs, et elles ont un
poids de 2

k
.

Rappelons que W est engendré par R, et qu’il contient T . Nous allons définir trois
nouveaux groupes engendrés par certaines réflexions et translations :
— Le groupe diagonal D, engendré par Rhor et T .
— Le groupe factorisé F , engendré par Rhor et TF .
— Le groupe cristallographique C, engendré par R et TF .

Remarquons que, lorsque k = 1, nous avons D = F et W = C.

Exemple 6.1. — Lorsque W est de type B̃n, nous avons vu dans l’exemple 5.10 que le
système de racines horizontales se décomposait en deux systèmes de types Ãn−2 et Ã1,
correspondant à la décomposition Rn = Rn−1×R. Ainsi pour chaque translation t ∈ W ,
on ajoutera dans TF les deux translations correspondant aux composantes de t dans la
décomposition Rn = Rn−1 × R.

L’intérêt de ces nouveaux groupes est double. Tout d’abord, l’introduction des transla-
tions de facteurs permet de rétablir la propriété de treillis qui manquait lorsque k > 1 :

Théorème 6.2 (McCammond et Sulway, 2017, Theorem A)
Les intervalles [1, w]F et [1, w]C sont des treillis. En particulier, les groupes d’inter-

valles associés Fw et Cw sont des groupes de Garside.

Le groupe d’intervalle Cw est appelé groupe cristallographique tressé. Les quatre
groupes sont étroitement reliés de la manière suivante.

Théorème 6.3 (McCammond et Sulway, 2017, Theorem 9.6)
Les intervalles entre 1 et w dans les quatre groupes D,F,W,C sont reliés ainsi :

[1, w]C = [1, w]W ∪ [1, w]F

[1, w]D = [1, w]W ∩ [1, w]F .

De plus, les groupes d’intervalles associés Dw, Fw,Ww, Cw sont tels que Cw est un produit
amalgamé :

Cw = Ww ?
Dw

Fw.
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Notons KD, KF , KW , KC les complexes associés respectivement aux intervalles

[1, w]D, [1, w]F , [1, w]F , [1, w]C .

Comme les intervalles [1, w]F et [1, w]C sont des treillis, nous savons d’après le théo-
rème 2.7 que KF et KW sont des espaces classifiants pour Fw et Cw. Nous souhaitons
démontrer que KW est un espace classifiant pourWw, et il s’avère plus simple de montrer
d’abord que KD est un espace classifiant pour Dw, car ce groupe lui-même est plus
simple.

Théorème 6.4 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 6.5)
Le groupe Dw est une extension par Z d’un produit de groupes d’Artin de types Ãni

,
pour 1 6 i 6 k. Le complexe KD est un espace classifiant pour Dw.

Démonstration. — Considérons le sous-groupe H de D engendré par Rhor. D’après les
notations de la partie 5, le système de racines horizontal se décompose en systèmes
irréductibles Φhor = Φ1 t · · · tΦk, où chaque Φi est de type Ani

. Ainsi H est isomorphe
au produit H = W1 × · · · × Wk, où chaque Wi est un groupe de Coxeter affine de
type Ãni

.

On a une décomposition de l’intervalle

[1, w]W ∩H = ([1, w]W ∩W1)× · · · × ([1, w]W ∩Wk),

d’après McCammond et Sulway, 2017, Proposition 7.6, et de plus le groupe Hw associé
à l’intervalle [1, w]W ∩H est un sous-groupe de Dw d’après McCammond et Sulway,
2017, Lemma 9.3. Et le groupe Hw se décompose ainsi en produit de groupes d’Artin
affines de type Ãn1 , . . . , Ãnk

.

Notons KH le sous-complexe de KD constitué des simplexes σ = [x1| . . . |xd] tels que
π(σ) = x1 · · ·xd ∈ H, on sait que le groupe fondamental de KH s’identifie à Hw.

Considérons l’automorphisme φ : g ∈ W 7→ w−1gw ∈ W de conjugaison par w. Comme
φ stabilise H, φ agit par automorphisme sur KH , et on peut considérer la suspension Z
de KH par φ. Plus précisément, considérons le quotient Z = KH × [0, 1]/ ∼, où le
simplexe ([x1| . . . |xd], 1) est identifié avec le simplexe ([φ(x1)| . . . |φ(xd)], 0). Nous allons
voir que Z est homéomorphe à KD.

Nous allons tout d’abord définir une structure simpliciale sur Z. Fixons un simplexe
σ = [x1| . . . |xd] de KH . La cellule σ × [0, 1] de Z est découpée en d + 1 simplexes
τ0, . . . , τd, où

τi = {(a1, a2, . . . , ad, t) ∈ σ × [0, 1] | a1 > · · · > ai > 1− t > ai+1 > · · · > ad}.

Soit y ∈ T le complément à droite de π(σ), i.e. tel que x1x2 · · ·xdy = w. Alors le sim-
plexe τi s’identifie au simplexe [xi+1| . . . |xd|y|φ(x1)| . . . |φ(xi)] de KD. Ainsi Z s’identifie
à un sous-complexe simplicial de KD.
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Réciproquement, toute factorisation maximale de w dans D s’écrit

w = x′1 · · ·x′iy′x′i+1 · · ·x′d,

où chaque x′j est une réflexion horizontale, et où y′ ∈ T . Ainsi tout simplexe maximal
de KD est dans Z, donc Z = KD.

On conclut que Dw est une extension par Z de Hw, et que le revêtement universel
de KD, qui s’identifie à K̃H × R, est contractile.

Comme les quatre complexes d’intervalle sont reliés par KC = KW ∪KF et KD =
KC ∩KF , nous pouvons maintenant apporter une preuve du théorème 3.8 affirmant que
KW est un espace classifiant pour le groupe d’Artin dual Ww.

Preuve du théorème 3.8. — Considérons le revêtement universel ρ : K̃C → KC . Nous
savons donc que K̃C = ρ−1(KW ) ∪ ρ−1(KF ) et que ρ−1(KD) = ρ−1(KW ) ∩ ρ−1(KF ).
Considérons la suite exacte longue de Mayer-Vietoris (à coefficients entiers) :

· · · → Hi(ρ−1(KD))→ Hi(ρ−1(KW ))⊕Hi(ρ−1(KF ))→ Hi(K̃C)→ · · ·

D’après le théorème 2.7 et le théorème 6.4, nous savons que K̃C est contractile, et
que chaque composante connexe de ρ−1(KD) et de ρ−1(KF ) est contractile. Ainsi la
composante connexe K̃W de ρ−1(KW ) est contractile.

7. ORDRES LEXICOGRAPHIQUES AXIAUX

Nous allons présenter une manière géométrique d’ordonner l’ensemble des réflexions
d’un groupe de Coxeter inférieures à un élément de Coxeter donné. Ceci permettra
dans la suite de montrer que le complexe d’intervalle KW se rétracte sur le complexe
de Salvetti dual X ′W . Par ailleurs, cela implique également que l’ensemble ordonné des
partitions non croisées de type affine est lexicographiquement décortiquable.

7.1. Ordre lexicographique et décortiquabilité
Nous allons rappeler ici la définition de la décortiquabilité lexicographique (Björner

et Wachs, 1983, 1996 ; Wachs, 2007).

Soit P un ensemble ordonné borné, c’est-à-dire ayant un élément minimal et un
élément maximal. Si p, q ∈ P , notons p l q si p < q et il n’y a aucun élément r ∈ P
tel que p < r < q. Le diagramme de Hasse de P est le graphe de sommets P , avec une
arête entre p et q si p l q ou q l p. Notons E(P ) l’ensemble des arêtes du graphe de
Hasse de P .

Un étiquetage des arêtes de P est une application λ : E(P ) → Λ à valeurs dans un
ensemble totalement ordonné Λ. Toute chaîne maximale c = (xl z1 l z2 l · · ·l zn l y)
entre deux éléments x 6 y de P est ainsi étiquetée par le mot

λ(c) = λ(x, z1)λ(z1, z2) . . . λ(zt, y).
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On dit que la chaîne c est croissante si le mot associé λ(c) est strictement croissant. De
plus, si x 6 y sont deux éléments de P , alors les chaînes maximales entre x et y peuvent
être comparées lexicographiquement, ainsi que colexicographiquement (en comparant
les lettres de droite à gauche).

Définition 7.1. — Un étiquetage lexicographique de P est un étiquetage tel que,
pour tout intervalle fermé [x, y] ⊂ P , il existe une unique chaîne maximale croissante
de x à y, et cette chaîne précède lexicographiquement toutes les autres chaînes maxi-
males. Un ensemble ordonné borné admettant un tel étiquetage lexicographique est dit
lexicographiquement décortiquable.

Si P est un ensemble ordonné, son complexe d’ordre est le complexe simplicial de
sommets P , et dont les simplexes sont donnés par les chaînes de P . L’un des intérêts de
la notion d’étiquetage lexicographique réside dans le résultat suivant sur la topologie du
complexe d’ordre de P :

Théorème 7.2 (Wachs, 2007, Theorem 3.2.2). — Soit P un ensemble ordonné borné
lexicographiquement décortiquable. Alors le complexe d’ordre de P a le type d’homotopie
d’un bouquet de sphères.

De plus, le produit de deux ensembles ordonnés décortiquables est lui-même décorti-
quable. Plus précisément :

Théorème 7.3 (Björner et Wachs, 1997, Proposition 10.15)
Soient P1, P2 deux ensembles ordonnés admettant des étiquetages lexicographiques

λi : E(Pi)→ Λi. Considérons un ordre total sur Λ = Λ1 t Λ2 se restreignant aux ordres
de Λ1 et de Λ2. Alors λ : E(P1 × P2)→ Λ est un étiquetage lexicographique.

7.2. Ordres axiaux dans le cas fini

SoitW un groupe de Coxeter fini, agissant par isométries linéaires sur V = Rn. Notons
Φ ⊂ V le système de racines de W , w un élément de Coxeter de W et Φ+ ⊂ Φ le système
positif associé. Notons R l’ensemble des réflexions de W . Si α ∈ Φ, notons rα ∈ R la
réflexion orthogonale par rapport à α.

Définition 7.4. — Un ordre total ≺ sur R est appelé ordre de réflexion si, pour
toutes racines positives distinctes α1, α2 ∈ Φ+, et pour toute racine α ∈ Φ+ qui est une
combinaison linéaire positive de α1 et α2, on a

rα1 ≺ rα ≺ rα2 ou rα2 ≺ rα ≺ rα1 .

Cet ordre est dit compatible avec w si, dès que α, β ∈ Φ+ sont les racines simples d’un
sous-système de racines irréductible de rang 2 et que rαrβ ∈ [1, w], alors rα ≺ rβ.

L’intérêt de cette notion concerne la décortiquabilité, comme l’ont montré Athanasiadis,
Brady et Watt.
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Théorème 7.5 (Athanasiadis, Brady et Watt, 2007, Theorem 3.5)
Soit W un groupe de Coxeter fini cristallographique, w un élément de Coxeter, et R

l’ensemble des réflexions. Si ≺ est un ordre de réflexion sur R compatible avec w, alors
l’étiquetage associé de E([1, w]) est un étiquetage lexicographique.

Nous allons maintenant décrire une méthode géométrique simple permettant de
construire de tels ordres de réflexions compatibles.

Considérons l’arrangement d’hyperplans A associé à W . Soit C0 la chambre du
complexe de Coxeter associé à Φ+. Considérons une droite affine `′ = {a+θµ | θ ∈ R} ⊂ V

qui soit générique par rapport à A, où a ∈ C0 est un point base de `′, et µ ∈ V r {0}
oriente la droite `′. On dit qu’un point b ∈ `′ est au-dessus d’un point b′ ∈ `′ si b− b′ est
un multiple positif de µ, et en-dessous sinon.

Ceci permet de définir un ordre total sur R :

— en premier viennent les réflexions fixant un point de `′ situé au-dessus de a, et r
vient avant r′ si Fix(r) ∩ `′ est en-dessous de Fix(r′) ∩ `′,

— ensuite viennent les réflexions fixant un point de `′ situé en-dessous de a, et r vient
avant r′ si Fix(r) ∩ `′ est en-dessous de Fix(r′) ∩ `′.

Proposition 7.6. — Pour toute telle droite générique `′, l’ordre associé est un ordre
de réflexion.

Démonstration. — Comme a ∈ C0, nous savons que pour toute racine positive α ∈ Φ+

nous avons 〈a, α〉 > 0. Supposons pour simplifier que nous avons renormalisé les racines
positives de sorte que 〈a, α〉 = 1.

Pour toute racine positive α ∈ Φ+, l’intersection entre l’hyperplan Fix(rα) et la
droite `′ est

Fix(rα) ∩ `′ =
{
a− 1
〈µ, α〉

µ

}
.

Par définition de ≺, on a donc que rα ≺ rβ si et seulement si 〈µ, α〉 < 〈µ, β〉.
Ainsi, si α = c1α1 + c2α2 est une combinaison positive de racines positives, alors 〈µ, α〉

est compris entre 〈µ, α1〉 et 〈µ, α2〉, donc rα1 ≺ rα ≺ rα2 ou rα2 ≺ rα ≺ rα1 .

Exemple 7.7. — Nous allons maintenant décrire un tel exemple d’ordre de réflexion
présenté dans (Athanasiadis, Brady et Watt, 2007, Example 3.3). Considérons
le groupe de Coxeter W ' Sn de type An−1. Choisissons comme élément de Coxeter
w ∈ W le n-cycle w = (1, 2, . . . , n) = (1, 2)(2, 3) · · · (n − 1, n), où (i, j) désigne la
transposition permutant i et j. L’intervalle [1, w] s’identifie au treillis des partitions non
croisées de n points (voir l’exemple 2.8). L’arrangement d’hyperplans associé dans Rn

est {xi − xj = 0, 1 6 i < j 6 n}. Fixons a ∈ Rn tel que a1 < a2 < · · · < an, et ε > 0
suffisamment petit. Considérons la droite

`′ = {a+ θ(1, ε, ε2, . . . , εn−1), θ ∈ R}.
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Alors `′ intersecte chaque hyperplan {xi − xj = 0} avec θ > 0, et l’ordre de réflexion
associé est le suivant : la transposition (i, j) vient avant la transposition (i′, j′) si et
seulement si i < i′, ou i = i′ et j 6 j′. Ceci définit un ordre de réflexion sur W .

De plus, cet ordre est compatible avec l’élément de Coxeter w : un sous-système
Φ′ ⊂ Φ irréductible de rang 2 correspond au choix d’indices 1 6 i < j < k 6 n, dont les
racines simples sont (i, j) et (j, k). Alors (i, j)(j, k) ∈ [1, w]W , et on a bien (i, j) ≺ (j, k).

Ainsi, d’après le théorème 7.5, l’étiquetage associé de E([1, w]) est un étiquetage
lexicographique.

7.3. Ordres sur les réflexions horizontales
Nous allons maintenant décrire comment choisir une telle droite `′ afin de définir un

ordre de réflexion sur l’ensemble des réflexions horizontales.
Notons Φhor = Φ1 t · · · t Φk la décomposition du système de racines horizontal en

k composantes irréductibles, où Φi est de type Ani
(voir la partie 5). Choisissons une

factorisation horizontale w = th1 · · ·hk de w, où t est une translation, et hi est un
élément de Coxeter pour le sous-groupe parabolique sphérique Whi

⊂ W associé à
l’intervalle [1, hi]W .

Lemme 7.8 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 4.5). — Pour tout point a ∈ ` sur
l’axe de Coxeter, il existe une droite `i contenant a de direction le sous-espace engendré
par Φi, telle que l’ordre de réflexion ≺`i sur Whi

associé à `i soit compatible avec hi.

Démonstration. — Le groupe de Coxeter Whi
est de type Ani

, on peut donc considérer
une droite `′ comme dans l’exemple 7.7 puis considérer sa projection sur le sous-espace
affine de direction le sous-espace engendré par Φi.

Notons Wi ⊂ W le sous-groupe de Coxeter de type Ãni
engendré par les réflexions

par rapport aux racines de Φi.
Nous étendons cet ordre de réflexion à un ordre ≺i sur Rhor ∩ Wi de la manière

suivante : si r1 ≺`i r2, alors toute réflexion parallèle à r1 vient avant toute réflexion
parallèle à r2. Remarquons que deux réflexions parallèles ne peuvent intervenir dans
une factorisation minimale de w, ainsi l’ordre entre deux réflexions parallèles peut être
choisi arbitrairement.

Considérons un ordre total ≺hor sur Rhor tel que, pour tout 1 6 i 6 k, la restriction
de ≺hor à Rhor ∩Wi soit égale à ≺i. Ceci nous permet de définir un étiquetage sur
l’ensemble des isométries horizontales.

Lemme 7.9 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 4.9). — Soit W un groupe de Coxeter
affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter. Pour tout élément horizontal
u ∈ [1, w]W , l’ordre ≺hor définit un étiquetage lexicographique λ : E([1, u])→ Rhor.

Démonstration. — Il suffit d’appliquer le théorème 7.3 garantissant qu’un produit
d’ensembles ordonnés décortiquables est décortiquable.
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7.4. Ordres axiaux dans le cas affine

Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, w un élément de Coxeter, et R0
l’ensemble des réflexions appartenant à [1, w]W . Notons ` ⊂ V l’axe de Coxeter, et C0
une chambre axiale du complexe de Coxeter.

Définition 7.10. — Un ordre axial sur R0 est un ordre total comme suit :

— en premier viennent les réflexions verticales fixant un point de ` situé au-dessus de
C0, et r vient avant r′ si Fix(r) ∩ ` est en-dessous de Fix(r′) ∩ ` : ces réflexions
verticales sont appelées positives ;

— ensuite viennent les réflexions horizontales de Rhor, dans l’un des ordres totaux
≺hor construits dans la partie 7.3 ;

— enfin viennent les réflexions verticales fixant un point de ` situé en-dessous de
C0, et r vient avant r′ si Fix(r) ∩ ` est en-dessous de Fix(r′) ∩ ` : ces réflexions
verticales sont appelées négatives.

Si deux réflexions verticales fixent le même point de `, leur ordre est choisi arbitrairement.

Exemple 7.11. — Considérons le groupe de Coxeter W de type Ã2. Notons a, b, c les
générateurs standards de W , et w = abc un élément de Coxeter. Notons ` ⊂ R2 l’axe
de Coxeter, comme sur la figure 17. Les intersections de l’axe de Coxeter ` avec les
hyperplans de réflexions forment une suite de points (pn)n∈Z, avec p0 et p1 au bord de
la chambre C0.

D’après le théorème 5.7, les réflexions horizontales de [1, w]W sont celles qui fixent
un sommet axial, il s’agit donc de b et b′. Pour tout i ∈ Z pair, notons ci ∈ R la
réflexion parallèle à c = c0 fixant pi. Pour tout i ∈ Z impair, notons ai ∈ R la
réflexion parallèle à a = a1 fixant pi. L’ensemble des réflexions verticales de [1, w]W est
{ci | i ∈ Z pair } ∪ {ai | i ∈ Z impair }.

Un ordre axial sur R0 est donc donné par

a1 ≺ c2 ≺ a3 ≺ c4 ≺ · · ·︸ ︷︷ ︸
réflexions positives

≺ b ≺ b′︸ ︷︷ ︸
réflexions horizontales

≺ · · · ≺ a−3 ≺ c−2 ≺ a−1 ≺ c0︸ ︷︷ ︸
réflexions négatives

.

Cet ordre axial permet de montrer l’existence et l’unicité de chaînes lexicographique-
ment minimales dans les intervalles.

Lemme 7.12 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 4.16). — Considérons un ordre
axial ≺ sur R0. Tout intervalle [u, v] contenu dans [1, w] a une unique chaîne maximale
lexicographiquement minimale, et celle-ci est croissante. De même, [u, v] a une unique
chaîne maximale colexicographiquement maximale, et celle-ci est croissante.

Démonstration. — Nous allons le montrer par récurrence sur la longueur de l’intervalle
[u, v]. Considérons les réflexions apparaissant dans cet intervalle. Ce sont les éléments
de R0 ∩ [1, u−1v].
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b b′

a3

a = a1

a−1

c−2

c = c0

c2

`

C0
p0

p2

p4

p−2

p−4

p−6

p1

p3

p5

p−1

p−3

p−5

Figure 17. Un ordre axial sur les réflexions en type Ã2.

Si u−1v est elliptique, alors R0 ∩ [1, u−1v] est fini, et a donc une unique réflexion
minimale r pour ≺.

Si u−1v est hyperbolique, alors R0 ∩ [1, u−1v] contient au moins une réflexion verticale
positive, et a donc une unique réflexion minimale r pour ≺.

Écrivons u′ = ur, alors par hypothèse de récurrence sur l’intervalle [u′, v], il suffit
de montrer que toutes les réflexions de R0 ∩ [1, u′−1v] sont supérieures à r. Si r′ ∈
R0∩ [1, u′−1v], alors il existe une factorisation de u−1v débutant par rr′, donc r ≺ r′.

Ainsi la preuve de la décortiquabilité se ramène à montrer qu’il y a au plus une chaîne
maximale croissante dans un intervalle [1, u]W . Nous allons distinguer les cas où u est
elliptique ou hyperbolique. Les preuves de ces deux lemmes étant un peu techniques,
nous en donnerons seulement les grandes lignes.

Lemme 7.13 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 4.17). — Considérons un ordre
axial ≺ sur R0, et soit u ∈ [1, w] un élément elliptique. L’intervalle [1, u] a au plus une
chaîne maximale croissante.

Démonstration. — Pour tout 1 6 i 6 k, on peut trouver un élément maximal ui de
[1, w] ∩Wi tel que [1, u] ∩Wi ⊂ [1, ui]. Pour simplifier, on peut supposer que ui = hi.

Fixons un point a ∈ C0 ∩ `. Le lemme 7.8 donne une droite `i contenant a, dirigée
par un vecteur µi dans la direction de Φi. Notons µ le vecteur orientant la droite de
Coxeter `. Pour ε > 0 suffisamment petit, considérons la droite `′ passant par a, dirigée
par le vecteur

µ′ = µ+ εµ1 + · · ·+ εµk.
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Les droites `′ et `′i intersectent les hyperplans des réflexions de Whi
dans le même ordre.

Perturbons légèrement la droite `′, de sorte qu’elle devienne générique par rapport aux
hyperplans des réflexions de Wu. Alors les ordres ≺`′ et ≺ ne diffèrent éventuellement
que pour des paires de réflexions fixant le même point de `. Pour simplifier, supposons
que ces ordres sont les mêmes.

Comme `′ est générique, d’après la proposition 7.6, l’ordre ≺`′ est un ordre de
réflexion. Nous admettons que cet ordre est compatible avec l’élément de Coxeter u
deWu. Ainsi, d’après le théorème 7.5, l’étiquetage associé de E([1, u]W ) est un étiquetage
lexicographique.

Lemme 7.14 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 4.18). — Considérons un ordre
axial ≺ sur R0, et soit u ∈ [1, w] un élément hyperbolique tel que le sous-groupe Wu soit
irréductible. L’intervalle [1, u] a au plus une chaîne maximale croissante.

Démonstration. — Supposons que nous ayons une chaîne maximale croissante de [1, u]W ,
correspondant à une factorisation u = r1r2 · · · rm. Comme u est une isométrie verticale,
r1 ou rm est une réflexion verticale.

Si r1 est une réflexion verticale qui n’est pas minimale parmi R0 ∩ [1, u], alors il
existe une factorisation u = r1r

′
2 · · · r′m telle que r′2 ≺ r1. Notons u = r1u

′ : d’après
le lemme 7.13 on déduit aussi que l’intervalle [1, u′] a au plus une chaîne maximale
croissante. Ainsi u′ = r2 · · · rm est l’unique factorisation lexicographiquement minimale,
donc r2 � r′2 ≺ r1 : ceci contredit r1 ≺ r2.

Donc si r1 est une réflexion verticale, elle est minimale parmi R0∩[1, u], et u′ = r2 · · · rm
est elliptique. Ainsi, d’après le premier cas, on déduit que u′ = r2 · · · rm est l’unique
factorisation lexicographiquement minimale de u′.

De même, si rm est une réflexion verticale, alors elle est maximale parmi R0 ∩ [1, u],
et r1 · · · rm−1 est l’unique factorisation lexicographiquement minimale.

Il y a donc au plus deux chaînes maximales croissantes. Nous admettons qu’il s’agit
de la même chaîne.

Nous avons présenté les ingrédients nécessaires à la preuve de la décortiquabilité de
l’ensemble ordonné [1, w]W .

Théorème 7.15 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 4.19)
Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, w un élément de Coxeter, et R0

l’ensemble des réflexions appartenant à [1, w]W . Considérons un ordre axial sur R0.
Considérons l’étiquetage des arêtes λ : E([1, w]W ) → R0 naturel. Alors tout intervalle
[u, v]W de [1, w]W possède une unique chaîne maximale strictement croissante, et cette
chaîne est à la fois lexicographiquement minimale et colexigraphiquement maximale. En
particulier, λ est un étiquetage lexicographique.
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Une conséquence importante est que l’ensemble ordonné des partitions non croisées
affines [1, w]W est lexicographiquement décortiquable.

Démonstration. — Remarquons que la multiplication à gauche par u−1 est un isomor-
phisme de [u, v]W sur [1, u−1v]W : on peut donc se contenter d’étudier l’intervalle [1, u]W .
D’après le lemme 7.12, il suffit de montrer que [1, u]W a au plus une chaîne maximale
croissante. Si u est elliptique, c’est l’objet du lemme 7.13. Si u est hyperbolique et que
Wu est irréductible, c’est l’objet du lemme 7.14.

Supposons maintenant que u est hyperbolique quelconque. D’après le théorème 5.8,
considérons la décomposition hyperbolique-horizontale u = u′h de l’isométrie u. L’iso-
métrie u′ est hyperbolique et le groupe de Coxeter Wu′ est irréductible, donc λ est un
étiquetage lexicographique de [1, u′]. L’isométrie h est elliptique horizontale, donc λ est un
étiquetage lexicographique de [1, h]. Comme on a la décomposition [1, u] = [1, u′]× [1, h],
d’après le théorème 7.3, λ est un étiquetage lexicographique de [1, u]. En particulier,
l’intervalle [1, u] a une unique chaîne croissante maximale.

8. ESPACES CLASSIFIANTS FINIS POUR LES GROUPES D’ARTIN
DUAUX

Nous avons maintenant les outils nécessaires à la description d’un sous-complexe
fini K ′W de KW sur lequel KW se rétracte. Cette construction va ainsi fournir un espace
classifiant fini pour le groupe d’Artin dual Ww.

L’ensemble des faces de KW possède une structure très particulière provenant de
l’action de l’élément de Coxeter w par conjugaison. Notons F(KW ) l’ensemble ordonné
des faces de KW .

Si σ = [x1|x2| . . . |xd] ∈ F(KW ) est un d-simplexe de KW , on notera π(σ) =
x1x2 · · ·xd ∈ [1, w]W . Partant de σ, il y a une manière naturelle de se déplacer « à
droite » pour aller en ρ(σ) (dans la direction de w) ou « à gauche » pour aller en λ(σ)
(dans la direction de w−1) parmi les simplexes de KW :

ρ(σ) =
{

[x2| . . . |xd] si π(σ) = w

[x1| . . . |xd|y] sinon, où x1 · · ·xdy = w

λ(σ) =
{

[x1| . . . |xd−1] si π(σ) = w

[y|x1| . . . |xd] sinon, où yx1 · · ·xd = w

Ceci est permis par le fait que le treillis [1, w]W est équilibré. Remarquons que ρ est
bien l’inverse de λ.
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Nous allons appeler composantes fibrées de F(KW ) les orbites sous l’action de λ et ρ.
Plus formellement, on peut considérer l’application entre ensembles ordonnés

η : F(KW ) → N

[x1|x2| . . . |xd] 7→
{
d si π(σ) = x1x2 · · · xd = w

d+ 1 sinon

Les composantes fibrées de F(KW ) sont alors les composantes connexes des images
réciproques η−1(d), pour d > 1, dans le diagramme de Hasse de F(KW ). Le cas du
type Ã2 est présenté dans l’exemple 8.8.

Si π(σ) = w, nous dirons que σ est un simplexe supérieur, et inférieur sinon. Notons
que chaque composante fibrée alterne entre simplexes supérieurs et inférieurs.

La proposition 5.6 permet de montrer la description simple suivante des simplexes
de KW :

Lemme 8.1. — Soit σ = [x1|x2| . . . |xd] un d-simplexe supérieur de KW , avec d > 1.
Alors σ est exactement de l’un de ces deux types :

1. soit chaque xi est elliptique, et au moins l’un d’entre eux est vertical,
2. soit chaque xi est elliptique horizontal ou hyperbolique.

Nous allons étudier la topologie de KW par l’étude des composantes fibrées.

Proposition 8.2. — L’ensemble F(KW ) possède un nombre fini de composantes fibrées,
qui sont de deux types :

— Les composantes infinies, dont les simplexes sont du type 1. du lemme 8.1.
— Les composantes finies, dont les simplexes sont du type 2. du lemme 8.1.

De plus, toute composante fibrée intersecte F(X ′W ) ⊂ F(KW ).

Nous allons donner une preuve de cette proposition en nous appuyant sur les deux
lemmes suivants.

Lemme 8.3. — Soit C ⊂ F(KW ) une composante fibrée finie. Alors il existe σ ∈ C tel
que π(σ) est une isométrie elliptique horizontale.

Démonstration. — Soit σ = [x1|x2| . . . |xd] ∈ C tel que π(σ) = w. Si l’un des xi est
une isométrie elliptique verticale, la composante C est infinie. Ainsi σ est du type 2 du
lemme 8.1 : on peut donc supposer que xd est hyperbolique. Ainsi σ′ = [x1|x2| . . . |xd−1] ∈
C, et π(σ′) = x1x2 · · ·xd−1 est elliptique horizontale.

Lemme 8.4. — Soit C ⊂ F(KW ) une composante fibrée infinie. Alors il existe σ ∈ C
tel que π(σ) est une isométrie elliptique verticale.
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Démonstration. — Soit σ = [x1|x2| . . . |xd] ∈ C tel que π(σ) = w. Comme [1, w]W n’a
qu’un nombre fini d’isométries elliptiques horizontales ou hyperboliques, on déduit que σ
est du type 1 du lemme 8.1 : on peut donc supposer que xd est elliptique verticale. Ainsi
σ′ = [x1|x2| . . . |xd−1] ∈ C, et π(σ′) = x1x2 · · ·xd−1 est également elliptique verticale.

Démonstration de la proposition 8.2. — Soit C une composante fibrée de F(KW ).
D’après les lemmes précédents, il existe σ ∈ C tel que x = π(σ) soit elliptique : ainsi x
fixe un sommet axial. Quitte à conjuguer par une puissance de w, on peut donc supposer
que x fixe un sommet de C0. En particulier, σ ∈ F(X ′W ) donc C intersecte F(X ′W ).
De plus, comme X ′W est un complexe fini, il n’y a qu’un nombre fini de composantes
fibrées.

Ceci nous permet de définir un sous-complexe intéressant de KW .

Définition 8.5. — Le sous-complexe K ′W de KW a pour simplexes la réunion des
composantes fibrées finies de F(KW ), ainsi que les simplexes des composantes fibrées
infinies de F(KW ) compris entre le premier et le dernier simplexe appartenant à F(X ′W ).
Le complexe K ′W est appelé sous-complexe adapté de KW .

Théorème 8.6 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 7.9)
Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter. Le

complexe d’intervalle KW associé à [1, w]W possède un sous-complexe adapté fini K ′W
contenant X ′W , tel que KW se rétracte par déformation sur K ′W .

Démonstration. — Nous allons utiliser la théorie de Morse discrète, et renvoyons à la
partie 10 pour plus de détails. Nous allons définir un couplage acyclique propre sur
F(KW ) dont l’ensemble des simplexes critiques sera précisément F(K ′W ).

Pour chaque composante fibrée infinie C de F(KW ), remarquons que C est une droite
dont C∩F(K ′W ) est un segment non vide. Considérons l’unique couplage acyclique propre
MC dont les simplexes critiques sont C ∩ F(K ′W ). D’après le théorème du patchwork
(théorème 10.3), la réunion de ces couplages est un couplageM sur F(KW ) dont les
simplexes critiques sont F(K ′W ). Il est clair que ce couplage est propre. D’après le
théorème fondamental de la théorie de Morse discrète (théorème 10.2), le complexe KW

se rétracte par déformation sur son sous-complexe adapté K ′W .

Ce résultat s’étend également aux groupes cristallographiques tressés, et a la consé-
quence immédiate suivante.

Théorème 8.7 (Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 7.10)
Les groupes d’Artin affines, ainsi que les groupes cristallographiques tressés, ont un

espace classifiant fini.

Exemple 8.8. — Nous allons présenter les composantes fibrées de KW dans le type Ã2,
en suivant (Paolini et Salvetti, 2021, Example 7.12). Nous utilisons les notations de
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[w]

[ ]

[c2c0|b′]

[b′]

[b′|a1a−1]

[a1a−1]

[a1a−1|b]

[c2c0]

[b|c2c0]

[b]

[a1|bc0]

[bc0][a1]

[a1b|c0]

[c0][a1b]

[a1c0|a−1]

[a−1][a1c0]

[c2|a1c0]

[c2]

[a1|b|c0]

[b|c0][a1|b]

[a1|c0|a−1]

[c0|a−1][a1|c0]

[c2|a1|c0]

[c2|a1]

[c2|c0|b′]

[c0|b′][c2|c0]

[b|c2|c0]

[b|c2]

[a1|a−1|b]

[a−1|b][a1|a−1]

[b′|a1|a−1]

[b′|a1]

Figure 18. Les composantes fibrées de KW en type Ã2.

l’exemple 7.11, ainsi que la figure 17. Le complexe KW possède 2 composantes finies,
correspondant à la factorisation triviale de w, et aux factorisations

w = (b)(c2c0) = (c2c0)(b′) = (b′)(a1a−1) = (a1a−1)(b).

Ces deux composantes fibrées finies apparaissent en haut de la figure 18, qui provient
de l’article (Paolini et Salvetti, 2021, Figure 8). Les sept autres composantes sont
infinies. Voici par exemple la suite infinie de factorisations de w correspondant à la
troisième composante de la figure 18 :

w = · · · = (c2b
′)(a1) = (a1)(bc0) = (bc0)(a−1) = (a−1)(c−2b

′) = (c−2b
′)(a−3) = · · · .

Dans la figure 18, les sommets noirs correspondent aux simplexes du sous-complexe
de Salvetti dual X ′W . Les sommets représentés correspondent à tous les simplexes du
sous-complexe adapté fini K ′W .

9. LA CONJECTURE DU K(π, 1)

Nous avons montré que KW est asphérique, que KW se rétracte sur K ′W , que K ′W
contient X ′W . Nous avons également montré que X ′W a le type d’homotopie du complexe
de Salvetti XW , et donc également de l’espace de configuration YW .
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Afin de montrer que YW est asphérique, il suffit donc de montrer que K ′W se rétracte
sur X ′W . Pour cela, nous allons nous servir de l’ordre lexicographique construit dans
la partie 7 afin de construire un couplage sur les faces de K ′W dont les faces critiques
seront celles de X ′W .

Fixons un ordre axial ≺ sur l’ensemble des réflexions R0 = R ∩ [1, w]W , comme dans
le théorème 7.15.

On peut aisément décrire les sous-complexes K ′W et X ′W de KW à l’aide des compo-
santes fibrées et des applications λ, ρ. Soit σ un simplexe de KW .
— σ est un simplexe de X ′W si et seulement si π(σ) fixe un sommet de C0.
— σ est un simplexe de K ′W si et seulement s’il existe k, k′ > 0 tels que λk(σ) ∈ F(X ′W )

et ρk′(σ) ∈ F(X ′W ).
En particulier, tous les simplexes σ de X ′W vérifient π(σ) 6= w, donc ils sont inférieurs.

Nous allons définir une notion supplémentaire, la profondeur d’un simplexe supérieur.

Définition 9.1. — Soit σ[x1| . . . |xd] un simplexe de KW supérieur, i.e. tel que π(σ) =
w. On appelle profondeur de σ le plus petit entier δ = δ(σ) ∈ {1, 2, . . . , d}, tel que :
— soit `(xδ) > 2,
— soit `(x1) = · · · = `(xδ) = 1 et, pour toute réflexion r ∈ [1, w]W telle que r 6 xδ+1,

on a xδ ≺ r.
S’il n’existe aucun tel entier, on pose δ(σ) =∞.

Cette notion sera utile pour les simplexes supérieurs σ dont le voisin de droite ρ(σ)
appartient à X ′W .

Lemme 9.2. — Soit σ un simplexe de K ′W supérieur tel que ρ(σ) appartient à X ′W .
Alors δ(σ) 6=∞.

Ceci va nous permettre de définir un couplage µ sur l’ensemble des faces de K ′W .

Définition 9.3 (Couplage). — Si σ est un simplexe de K ′W n’appartenant pas à X ′W ,
nous définissons un simplexe µ(σ) de KW comme suit.
(1) Si σ est inférieur, on pose µ(σ) = λ(σ).
(2) Si σ est supérieur et ρ(σ) n’appartient pas à X ′W , on pose µ(σ) = ρ(σ).

Supposons maintenant que σ = [x1| . . . |xd] est supérieur et que ρ(σ) appartient à X ′W .
(3) Si `(xδ) > 2, on pose µ(σ) = [x1| . . . |xδ−1|y|z|xδ+1| . . . |xd], où xδ = yz et y est la

plus petite réflexion de R0 ∩ [1, xδ]W pour ≺.
(4) Si `(xδ) = 1, on pose µ(σ) = [x1| . . . |xδ−1|xδxδ+1|xδ+2| . . . |xd].

Remarquons que, dans les cas (1) et (3), σ est une facette de µ(σ), tandis que dans
les cas (2) et (4), c’est µ(σ) qui est une facette de σ.
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Exemple 9.4. — Nous reprenons l’exemple 8.8 du type Ã2, accompagné de la figure 18.
Dans ce cas, le couplage µ est un couplage entre les sommets blancs de la figure 18
correspondant aux simplexes de K ′W rX ′W . Le couplage µ est entièrement décrit comme
suit (Paolini et Salvetti, 2021, Figure 9) :

[c2c0]←→ [b|c2c0]
[a1a−1]←→ [b′|a1a−1]
[c2|c0]←→ [b|c2|c0]

[a1|a−1]←→ [b′|a1|a−1]
[w]←→ [a1|bc0]

[c2c0|b′]←→ [c2|c0|b′]
[a1a−1|b]←→ [a1|a−1|b]
[c2|a1c0]←→ [c2|a1|c0]

[a1c0|a−1]←→ [a1|c0|a−1]
[a1b|c0]←→ [a1|b|c0]

Par exemple, si l’on considère le simplexe σ = [w], alors `(σ) = 1 et on est dans le cas
(3) de la définition de µ(σ). Ainsi, comme on peut le voir dans l’exemple 7.11, la plus
petite réflexion de R0 pour ≺ est a1, donc µ([w]) = [a1|bc0]. Réciproquement, comme a1
est inférieure pour ≺ à toutes les réflexions inférieures à bc0, on a δ([a1|bc0]) = 1 donc
µ([a1|bc0]) = [w].

Cette application µ préserve les faces de K ′W :

Lemme 9.5 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 8.8). — Si σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ),
alors µ(σ) ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ).

Démonstration. — Nous allons simplement donner les idées de la preuve de ce lemme.
Soit σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ), distinguons selon les cas de la définition de µ(σ) :

(1) Si σ est inférieur, alors µ(σ) = λ(σ) ∈ F(K ′W ). De plus, comme µ(σ) est supérieur
et que X ′W est constitué de simplexes inférieurs, on déduit que µ(σ) 6∈ F(X ′W ).

(2) Si σ est supérieur et ρ(σ) n’appartient pas à X ′W , alors µ(σ) = ρ(σ) ∈ F(K ′W ) r
F(X ′W ) par hypothèse.

Supposons maintenant que σ = [x1| . . . |xd] est supérieur et que ρ(σ) appartient à X ′W .
On peut montrer que ρ(µ(σ)) ∈ F(X ′W ). Il suffit donc de montrer qu’il y a un simplexe
de X ′W à gauche de µ(σ). Comme σ appartient à K ′W , il existe un simplexe τ ∈ F(X ′W )
à gauche de σ, de la forme

τ = [φh(xi+1)| . . . |φh(xd)|φh+1(x1)| . . . |φh+1(xi−1)],

où h < 0 et 1 6 i 6 d, et où φ désigne la conjugaison par w.

(3) Si `(xδ) > 2, alors µ(σ) = [x1| . . . |xδ−1|y|z|xδ+1| . . . |xd]. Si i > δ, considérons le
simplexe

τ ′ = [φh(xi+1)| . . . |φh(xd)|φh+1(x1)| . . . |φh+1(y)|φh+1(z)| . . . |φh+1(xi−1)].

C’est un simplexe de X ′W qui est à gauche de µ(σ), ainsi µ(σ) ∈ F(K ′W ). Le cas
i < δ est similaire. Le cas i = δ est nettement plus technique, et nous l’admettons.
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(4) Si `(xδ) = 1, alors µ(σ) = [x1| . . . |xδ−1|xδxδ+1|xδ+2| . . . |xd]. Supposons par exemple
que i > δ + 1, considérons alors le simplexe

τ ′ = [φh(xi+1)| . . . |φh(xd)|φh+1(x1)| . . . |φh+1(xδxδ+1)| . . . |φh+1(xi−1)],

c’est un simplexe de X ′W qui est à gauche de µ(σ), ainsi µ(σ) ∈ F(K ′W ). Les autres
valeurs de i se traitent de manière similaire.

Ceci nous permet de montrer que µ est une involution :

Proposition 9.6. — L’application µ est une involution de F(K ′W ) r F(X ′W ) sans
point fixe.

Démonstration. — D’après le lemme 9.5, on a le droit de composer µ avec elle-même.
Soit σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ), distinguons selon les cas de la définition de µ(σ) :

(1) Si σ est inférieur, alors µ(σ) = λ(σ) est supérieur et ρ(µ(σ)) = σ n’appartient pas
à X ′W , donc µ(µ(σ)) = ρ(λ(σ)).

(2) Si σ est supérieur et ρ(σ) n’appartient pas à X ′W , comme µ(σ) = ρ(σ) est inférieur,
on a µ(µ(σ)) = λ(ρ(σ)) = σ.

Supposons maintenant que σ = [x1| . . . |xd] est supérieur et que ρ(σ) appartient à X ′W .
Par définition de δ nous savons que x1 � x2 � · · · � xδ−1 � y, où y désigne la réflexion
minimale de [1, xδ] pour l’ordre ≺.

(3) Si `(xδ) > 2, alors xδ = yz, et pour toute réflexion r 6 z nous savons que y ≺ r.
Ainsi δ(µ(σ)) = δ, et µ(µ(σ)) = σ.

(4) Si `(xδ) = 1, alors xδ−1 � xδ, ainsi δ(µ(σ)) = δ, et xδ est la plus petite réflexion de
[1, xδxδ+1] pour ≺, ainsi µ(µ(σ)) = σ.

Nous allons utiliser la théorie de Morse discrète, et nous renvoyons à la partie 10 pour
plus de détails. L’involution µ permet de définir un couplageM sur l’ensemble F(K ′W )
des faces de K ′W :

M = {(µ(σ), σ) |σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ) et µ(σ) l σ},

où on rappelle que l’on note τ l σ si τ est une facette (face de codimension 1) de σ.
Comme µ est sans point fixe, l’ensemble des faces critiques deM est F(X ′W ).

Proposition 9.7 (Paolini et Salvetti, 2021, Lemma 8.13)
Le couplageM est acyclique et propre.
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Démonstration. — Comme F(K ′W ) est fini, le couplage M est propre. Nous allons
donner les grandes lignes de la preuve de l’acyclicité deM.

Pour cela, nous allons définir une application ξ de F(K ′W ) r F(X ′W ) à valeurs dans
un ensemble totalement ordonné (P,E), qui décroît le long de chemin orientés pourM.
Ceci permet de montrer qu’il n’y a pas de cycle orienté pourM.

Considérons l’ensemble P ⊂ R0
n+1 des factorisations minimales de w comme produit

de (n + 1) réflexions. L’ordre total E sur P est défini de la manière suivante. Soient
α, α′ ∈ P , notons r, r′ ∈ R0 les réflexions maximales pour ≺ apparaissant dans α, α′
respectivement, ainsi que 1 6 k, k′ 6 n+ 1 leurs positions d’apparition.
— Si r 6= r′, alors α / α′ si et seulement si r � r′.
— Si r = r′ et k 6= k′, alors α / α′ si et seulement si k > k′.
— Si r = r′ et k = k′, alors α / α′ si et seulement si α vient avant α′ dans l’ordre

lexicographique pour ≺.

Nous allons maintenant définir une application ξ : F(K ′W )rF(X ′W )→ P comme suit.
Soit σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ).
— Si σ = [x1| . . . |xd] est supérieur, i.e. π(σ) = w, définissons ξ(σ) ∈ P comme la

concaténation des factorisations croissantes de x1, . . . , xd.
— Si σ est inférieur, considérons µ(σ) = λ(σ) = [x1| . . . |xd], et définissons ξ(σ) ∈ P

comme la concaténation des factorisations croissantes de x1, . . . , xd.

La preuve de l’acyclicité repose sur deux faits, précisant le comportement de l’appli-
cation ξ lorsqu’on passe d’un simplexe à l’une de ses facettes.
Fait 1 Si σ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ), alors ξ(µ(σ)) = ξ(σ).
Quitte à échanger les rôles de σ et µ(σ), on peut supposer que µ(σ) l σ. Distinguons

selon que σ est dans le cas (2) ou (4) de la définition de µ(σ) :
(2) Si σ est supérieur et ρ(σ) n’appartient pas à X ′W , alors µ(σ) est inférieur et

µ(µ(σ)) = σ, donc ξ(µ(σ)) = ξ(σ).
(4) Si σ = [x1| . . . |xd] est supérieur, que ρ(σ) appartient à X ′W et `(xδ) = 1, alors

µ(σ) = [x1| . . . |xδ−1|xδxδ+1|xδ+2| . . . |xd]. Comme xδ est la réflexion minimale de
[1, xδxδ+1] pour ≺, on déduit que la factorisation croissante de xδxδ+1 est la
concaténation de xδ avec la factorisation croissante de xδ+1. Ainsi ξ(µ(σ)) = ξ(σ).

Fait 2 Soient σ, τ ∈ F(K ′W ) r F(X ′W ) deux simplexes tels que σ est supérieur et τ
est une facette de σ. Alors ξ(τ) E ξ(σ). Si de plus τ = λ(σ), alors ξ(τ) / ξ(σ).

Nous admettons ce deuxième fait, et nous allons montrer que ces deux faits impliquent
l’acyclicité deM. Supposons par l’absurde qu’il existe un cycle orienté de simplexes
distincts

σ1 m τ1 l σ2 m τ2 l · · ·m τm l σm+1 = σ1

dans F(K ′W ), où µ(τj) = σj+1 pour tout 1 6 j 6 m.
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D’après les faits 1 et 2, on déduit que
ξ(σ1) D ξ(τ1) = ξ(σ2) D · · · D ξ(τm) = ξ(σm+1) = ξ(σ1),

ainsi toutes ces inégalités sont des égalités.
Pour tout 1 6 i 6 d, comme µ(τi) 6= σi, on déduit que τi 6= ρ(σi). D’après le fait 2, on

sait que τi 6= λ(σi). Ainsi τi est une facette de σi différente de ρ(σi) et de λ(σi), ainsi
tous les σi et les τi sont des simplexes supérieurs.

De plus, pour tout 1 6 i 6 d, comme ξ(σi) = ξ(τi), nous avons δ(σi) > δ(τi). D’autre
part, d’après la preuve de la Proposition 9.6, nous savons que δ(τi) = δ(µ(τi)) = δ(σi+1).
Ainsi δ(σ1) = δ(τ1) = · · · = δ(σm) = δ(τm).

Écrivons donc σ1 = [x1|x2| . . . |xd] et τ1 = [x1| . . . |xi−1|xixi+1|xi+2| . . . |xd], où 1 6
i 6 d− 1, et notons δ = δ(σ1) = δ(τ1). De plus, σ1 est dans le cas (4) de la définition
de µ(σ1), donc `(xδ) = 1. Comme `(xixi+1) > 2, nous savons que δ 6 i. Comme τ1
est dans le cas (3) de la définition de µ(τ1), nous savons que δ > i. Ainsi δ = i, d’où
σ1 = µ(τ1) = σ2, ce qui est une contradiction.

Ceci permet enfin de donner la preuve de la conjecture du K(π, 1) pour tous les
groupes d’Artin affines.

Théorème 9.8 (La conjecture du K(π, 1) ; Paolini et Salvetti, 2021, Theorem 8.15)
Soit W un groupe de Coxeter affine. Alors la conjecture du K(π, 1) pour le groupe

d’Artin GW est vraie : l’espace de configuration YW est un espace classifiant pour GW .

Démonstration. — Il suffit de consider le cas où W est irréductible. Fixons un ensemble
simple de réflexions S, et un élément de Coxeter w. D’après le théorème 3.8, le complexe
d’intervalle KW est un espace classifiant (pour le groupe d’Artin dual Ww).

D’après le théorème 8.6, le complexe KW se rétracte par déformation forte sur son
sous-complexe adapté fini K ′W .

Comme le couplageM sur F(K ′W ) est acyclique et que son ensemble de faces critiques
est F(X ′W ), on déduit du théorème 10.2 que K ′W se rétracte par déformation forte
sur X ′W .

D’après le théorème 4.6, le complexe X ′W a le même type d’homotopie que le complexe
de Salvetti XW et que l’espace de configuration YW . On conclut que YW est un espace
classifiant pour son groupe fondamental GW .

De plus, ceci fournit une nouvelle preuve de l’isomorphisme entre le groupe d’Artin GW

et le groupe d’Artin dual Ww, dû à McCammond et Sulway :

Théorème 9.9 (McCammond et Sulway, 2017, Theorem C ; Paolini et Salvetti,
2021, Theorem 8.16)

Soit W un groupe de Coxeter affine irréductible, et soit w un élément de Coxeter.
Le morphisme naturel du groupe d’Artin GW vers le groupe d’Artin dual Ww est un
isomorphisme.



1195–45

Démonstration. — La preuve ci-dessus montre déjà queGW etWw sont isomorphes. Pour
toute réflexion simple s ∈ S, remarquons que l’arête [s] représentant s ∈ π1(KW ) = Ww

appartient au sous-complexe X ′W . De plus, l’équivalence d’homotopie entre XW et X ′W
du théorème 4.6 identifie cette arête [s] avec le sous-complexe X{s} du complexe de
Salvetti XW . Ainsi cette arête représente l’élément s ∈ π1(XW ) = GW . Ceci montre que
l’isomorphisme entre GW et Ww donné par l’équivalence d’homotopie entre XW et KW

est bien le morphisme naturel.

10. THÉORIE DE MORSE DISCRÈTE

Nous présentons ici quelques éléments de théorie de Morse discrète, qui ont permis
de montrer que le complexe KW se rétracte sur le sous-complexe K ′W , puis sur le sous-
complexe X ′W . Cette théorie est dûe à Forman (2002, 1998), et nous utilisons le point
de vue de Chari (2000) présenté dans Paolini et Salvetti (2021).

Soit P un ensemble gradué. Si p, q ∈ P , rappelons que l’on note pl q si p < q et il
n’y aucun élément r ∈ P tel que p < r < q. Notons H le diagramme de Hasse de P :
rappelons que c’est le graphe de sommets P , avec une arête entre p et q si pl q ou ql p.
Notons E(P ) l’ensemble des arêtes de H.

SiM est un sous-ensemble de E(P ), on peut orienter les arêtes de H de la manière
suivante : une arête entre p et q tels que pl q est orientée de p vers q si elle appartient
àM, et de q vers p sinon. Notons HM le graphe orienté ainsi obtenu.

Définition 10.1. —
Un couplage sur P est un sous-ensemble M ⊂ E(P ) tel que tout élément de P

appartient à au plus une arête deM.
Le couplage est acyclique si le graphe HM n’a pas de cycle orienté.
Le couplage est propre si, pour tout p ∈ P , l’ensemble des chemins orientés dans HM

issus de p est fini.
Un élément p ∈ P est appelé critique s’il n’appartient à aucune arête deM.

La notion de couplage est pertinente pour les ensembles ordonnés de faces d’un
complexe. Soit X un CW-complexe. L’ensemble F(X) des faces (cellules ouvertes) de X
est ordonné par la relation suivante : τ 6 σ si et seulement si τ ⊂ σ.

Fixons une cellule σ de X de dimension n > 1, et considérons l’application φ : Dn → X

définissant σ. Si τ est de codimension 1 dans σ, on dit que τ est une facette régulière
de σ si :
— l’application φ se restreint en un homéomorphisme de φ−1(τ) sur τ , et
— l’adhérence φ−1(τ) ⊂ Dn est une boule fermée de dimension n− 1.

Voici le théorème principal de la théorie de Morse discrète.
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Théorème 10.2 (Batzies, 2002 ; Chari, 2000 ; Forman, 1998)
Soit X un CW-complexe, et Y ⊂ X un sous-complexe. Supposons qu’il existe un

couplage acyclique propreM sur l’ensemble ordonné F(X) des cellules de X tel que :
— l’ensemble des cellules critiques deM est F(Y ) et
— pour toute paire (τ, σ) ∈M, la cellule τ est une facette régulière de σ.

Alors X se rétracte par déformation forte sur Y . En particulier, l’inclusion Y ↪→ X est
une équivalence d’homotopie.

Voici un outil classique pour construire des couplages acycliques, appelé théorème du
patchwork :

Théorème 10.3 (Kozlov, 2008, Theorem 11.10). — Soit η : P → Q une application
d’ensembles ordonnés. Supposons que, pour tout q ∈ Q, nous ayons un couplage acyclique
Mq ⊂ E(P ) ne comportant que des éléments de la fibre η−1(q). Alors la réunion de ces
couplages est un couplage acyclique sur P .
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